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Introduction

Les lois limites jouent un réle essentiel dans la théorie des probabilités et en sta-
tistiques. Dans ce mémoire on s’ intéresse a l'extension de la loi faible des grands
nombres de Kolmogorov-Feller pour le maximum des sommes pondérées de va-
riables aléatoires réelles indépendantes identiquement distribuées, par la méthode
des suites sommables établi par Naderi et al [11]. La loi forte des grands nombres
a fait aussi 'objet de plusieurs études récentes, généralisant les résultats obtenus
par Kolmogorov, Marcienkiewicz-Zygmund, Stoica [9] et d "autres. Ce travail est
aussi consacré a ’étude des lois fortes des grands nombres pour des différences de
martingale identiquement distribuées traité par Miao et al [10].

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier nous rappelons les résultats essentiels obtenus sur les martin-
gales et différences de martingales qui sont utiles pour I’étude de la convergence
presque stire des sommes de différences de martingales. Une partie est consacrée
aux fonctions a variations réguliéres, qui interviennent dans 1’étude de la condi-
tion nécessaire et suffisante pour la convergence en probabilité du maximum des
sommes pondérées de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées.

Le deuxiéme chapitre est consacré au développement de ’article "Limit theorem
for identically distributed martingale difference" [10]. Nous rappelons la loi forte
des grands nombres due & Kolmogorov ainsi que la loi forte des grands nombres
de Marcinkiewicz-zygmund, nous énoncons le théoréme de la convergence presque
stire des sommes de différences de martingales identiquement distribuées. La der-
niere section est consacrée a I'étude de la vitesse de convergence.

Finalement le dernier chapitre est la présentation des résultats obtenus par
Naderi et al.[11]. Nous rappelons la loi faible des grands nombres, la loi faible des
grands nombres de Kolmogorov-Feller. Nous énongons le théoréme principal de
Naderi et al. en donnant la condition nécessaire et suffisante pour la convergence
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en probabilité du maximum des sommes pondérées, sous I’hypothése que
P(|X]| > x) soit a variations réguliéres, avec des conditions supplémentaires sur le
poids. On termine ce chapitre en donnant quelques exemples.




v.a

ii.d

p.S
L.F.G.N
X, 25 X
X, 2 X

Abréviations & Notations

: I’éspace des obsarvables

. I’évenement élémentaire

. La probabilité de I’événement A.

. L’espérance mathématique de la variable aléatoire X.

: La fonction indicatrice de I’ensemble A

. La variance de la variable aléatoire X.

: La tribu de I’événement A .

: Valeur absolue de la variable x.

: Maximum de ’ensemble A.

: Minimum de ’ensemble A.

: Le minimum entre x et y.

: Le maximum entre x et y.

: max(x, 0).

: min(—x, 0).

: Le rapport des quantités de chaque coté tend vers 1.
: Variable aléatoire.

. Indépendentes et identiquement distribuées.
. Presque stirement.

: La loi forte des grands nombres.

: La suite de variables aléatoires(X,,) converge presque siirement vers X.

: La suite de variables aléatoires(X,,) converge en proba vers X .
: Fin de démonstration.



Chapitre 1

Martingales et fonctions a variations
réguliéres

Dans ce chapitre on rappelle quelques propriétés et inégalités de martingales
essentielles au développement du dernier chapitre. Une partie du chapitre est
réservée aux principales notions sur les fonctions a variation réguliére.

1.1 Martingales

La construction de suite de différence de martingale est essentielle & I’étude des
lois limites vues qu’en pratique il n’est toujours pas évident d’avoir des variables
indépendantes, pour cela cette partie est consacrée aux martingales.

Dans tout ce chapitre, (€2, F,P) est un espace probabilisé et X,, une suite de
variables aléatoires

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. (Filtration)

On appelle filtration toute suite (Fy)nen de sous-tribus de F qui est croissante
pour ['inclusion.

On dit alors que (Q, F, (Fn)nen, P) un espace probabilisé filtré.

La filtration donnée par F° = o(Xo, X1,...X,,) est appelée filtration naturelle de
la suite (X,)nen et la suite de variables aléatoires (X, )nen est dite adaptée a cette
filtration si pour tout n € N (i.e X,, est F,, mesurable).

Définition 1.1.2. (Martingale)

Soient (2, F, (Fn)nz0,P) un espace probabilisé filtré, (X, )nen une suite de va-
riables aléatoires,on dit que (X, )nen est une martingale pour la filtration (F,)n>o0,
st pour tout n € N :

1- X, est F,, mesurable.
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2- E|X,| < 0.

3- L’equation de martingale est vérifice , X, = E(Xp11/Fn) p.S
Définition 1.1.3. Une famille de variables aléatoires (X,,)nen est une surmar-
tingale (resp.sousmartingale) par rapport a (Fp)nen St pour tout n € N :

1- X, est F,, mesurable.

2- E|X,| < 0.

3- Xn 2 E(Xo1/Fn) (resp. Xy <E(Xpi1/Fn))
Exemples 1.1.1. 1. Soit (X,,),>1 une suite de v.a réelles centrées intégrables

et indépendantes avec F, = o(Xp, k < n), alors {S, = > ;_; Xp,n > 1}
est une martingale, en effet :
1- S, est F,, mesurable par construction.
2- E|S,| <> E|Xj| < o0.
3- E(Sn+1/Fn) = E(Sn + Xn+1/Fn) = E(Sn/Fn) + E(Xn—kl/fn)
comme S,, € F,

E(Sy+1) = Sy + E(Xo11/Fn) = Sy + E(Xy41) = Su( car X, sont
indépendentes et centrées)

2. Soit (X,)n=1 une suite de v.a indépendantes et intégrables avec
E(X,) =1. Posons My =1, M,, = [[}1_{ Xe,n =1 et F, = 0(Xi, k <n)

1- M, est F,, mesurable par construction.

2- E(|Mn]) = E(| TIr=y Xkl) = [Timy E(IX]) < 00

3- E<Mn+1/-7:n) - E<Man+1/]:n) = MnE(XnH) = M,,.
Proposition 1.1.1. Soit (X,,),>0 une suite de v.a.r, soit la fonction :
¢ : R — R tel que pour tout n >0, E(|¢(X,11)]) < o0

1- Si (X,)n=0 est une martingale et ¢ convexe alors : {p(X,),n > 0} est une
sous-martingale .
2- Si (X,)n=0 est une sous-martingale , ¢ conveze et croissante alors :
{6(X,),n = 0} est une sous-martingale.
Exemples 1.1.2. 1. Soit (X,,),>0 une martingale, donc
i (X250, (X,))ns0 , (X;N)uso sont des sous-martingales.

ii Sip>1, alors (|X,|P) est une sous-martingale
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2. Soit (X,)n>0 une sous-martingale, donc
i (X250, (X, )ns0 , (X)) usosont des sous-martingales.

ii Sip>1,E(|X,|P) < oo alors (| X,|P) est une sous-martingale

Passons maintenant & la construction de différences de martingale qui sont
utiles en théorie des probabilités.

Définition 1.1.4. (différences de martingale) Soit (2, F, (Fpn)n=0, P),(Xn)n=0 un
espace de probabilité filtré, une suite de v.a F,— adaptées avec
E(|X,]) < o00,Vn >0 .

- (X,,) est une suite de différences de martingale si :

E(Xy+1/Fn) =0  pour tout n >0

- (X,,) est une suite de différences de sous-martingale si :

E(X,11/F.) =0 pourtout n =0

- (X)) est une suite de différences de surmartingale si :

E(Xyt1/Fn) <0 pour tout n > 0.

Une définition équivalente de suite de différences de martingale est donnée par
le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.1. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires adapté
avec E(|X,|) < 00,¥n = 0. Posons U, = > _; X,n > 0 alors

(i) (Xn)nso est une suite de différences de martingale ssi (Uy,)nso est mar-
tingale (resp. une suite de différences de surmartingale ssi (Uy,)n>0 est une
surmartingale, et une suite de différences de sous-martingale ssi (Uy)n>0
est une sous-martingale ).

(ii) Une suite de différences de martingale a une espérance constante égale a
0, une suite de différences de surmartingle a une espérance positive et une
suite de différences de sous-martingale a une espérance négative

Démonstration. (i) - Montrons que :

(Xn)n=0 est une suite de différences de martingale == (U,,),,>0 est une
martingale :




Chapitre 1 : Martingales et fonctions & variations réguliéres

1- > 7o X est F,— mesurable.
2 E(|U]) = E(| Xy Xul) < Sho E( X)) < 00 alors : Uy € L
3- E(UnJrl/-/—"n) = E(ZZ:O X + Xn+1/fn) =U,+ ]E(Xn+1/‘7-—n> = U,.

Donc U, est une martingale pour la filtration F,,.

A présent montrons que :

(Up)n=o  est une martingale = (X,,),>0 est une suite de différences de
martingale :

U, une martingale = E(U,,4+1/F,,) = U, alors on a :

E(Un+1/Fn) —Up =0
E(U, + Xp11/Fn) = U, =0
Un +E(Xp1/Fn) —Un =0
E(Xp+1/Fp) =0
Donc (X,,),n>0 est une suite de différences de martingale .

(ii) Soit (X,)m>0) une suite de différences de martingale , par le point (i)
(Up)n>0 une martingale :

E(X,) = E(U, — 3 Xy)
k=1
CEEU, — Y X/ Fa)
k=0

= E(B(U,/Fn1) — E(i Xi/Fn-))

(V) — EEU/ For)
(Unfl) - E(Unfl) =0

E
E

]
Exemples 1.1.3. Soit {Y,,,n > 0} une suite F,—mesurable, posons Xog =Y et

Xn = i(Yk — E(Yk/f‘kfl)), n > 1

k=1
Y. eF, pour 1<k<n
n+1
E(Xn1/Fn) =B (Vi — E(Yi/Fr1))/Fn)
k=1

= E(Yn—H - E(Yn—Fl/Fn)/Fn) + X,
— X, + E(Yo1/Fn) — E(Yo1 ) F) = Xo.

8
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Ainsi (X,)n>1 est une martingale et par le point (i) de Théoreme ((1.1.1)
(Y, — E(Y,/Fn-1))n>1 est une suite de différences de martingale.

1.1.2 Inégalités

Les martingales vérifient des inégalités tres utiles notamment dans 1'étude des
convergences.

Théoréme 1.1.2. (Inégalité maximale faible de Doob)
1- Soient (X,,)n>1 une sur martingale ;n > 1, A > 0 alors :

1
IP) <Olfgka<)§fl Xk > )\) X E(XO) B /Hlax0<k<n Xndp]
1

< 5 (E(Xo) —E(X,, 7))

2- Soient (X,))n>1 une sous-martingale ,n > 1, A > 0 alors :

1
]PJ(maXXk>>\><—/ XpdP
0<k<n A maxogk<n

1
<'_E:X%+
SE(X,)

3- En particuliers si (X,)n>0 est une martingale on a :
P max X > A) < SE(X)
ochen >\ !

Corollaire 1.1.1. soit (X,,), une sous-martingale positive (resp une martingale)
dans P, (p > 1) alors :
Vn = 0,YA >0

T b
P <0ISI?<X | X5 | > )\) pH X || Lp

Démonstration. Soit (X,),>0 un sous-martingale, par le point (2) du Théoréme
(1.1.2) | X,,|P une sous-martingale positive :

P (max | Xk | > )\) (max | X5 P > )\p)
0<k<n 0<k<n

1 | (X)) |7
_ py — AR
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Théoréme 1.1.3 (Burkholder). Soit {X,,, F,,n > 1} une martingale, (X, =
S o1 Ye , n > 1) avee {Yi, k > 0} une suite de différences de martingale, po-
sons X = maxocpen | Xi|, sn(X) = 021 E(Y?/Fr-1)) et soit ¢ une fonction
convezxe positive, satisfait la condition ¢(2x) < cp(x), = > 0 pour ¢ > 0. Alors
il existe une constante C' qui dépend seulement de c, tel que

E(6(X2) < C (Ew(sn(X))) + E(max cb(Yk)))

0<k<n

< 20 max{E(¢(s,(X)), ) E( max ¢(¥i))}.

0<k<n

Corollaire 1.1.2. Soientp > 2 et { X,,, Fn,n = 0} une martingale et {Yy, k > 1}
une suite de différences de martingale avec s,(X) = (31— E(Y?/Fi_1)) . Alors
il existe une constanp D, qui dépend seulement de p, tel que

1\\

=D, <|| sully +) 11 Y Ip)
k=1

<§21)prnax{|\$n Hp7§£:"}ﬁiup}
k=1

1 1< Dy (15 1+ 1 o i 1)

10



Chapitre 1 : Martingales et fonctions & variations réguliéres

Dans cette partie nous rappelons quelques notions importantes sur les fonctions
a variation réguliére. On s’est basé essentiellement sur le livre de Bingham [2]

1.2 Fonctions a variation réguliére

Définition 1.2.1. Soit U une fonction mesurable et positive, on dit que U est
une fonction a variation réguliere a linfini avec exposant p € R ,ssi pour tout

t>0, ona
. Ultr)
1 =t
o U)

et on note par U € RV(p).

Remarque 1.2.1. Si p = 0 on dit que U est varie lentement a linfini et on note
par U € SV.

Exemples 1.2.1. Soit L : (1,00) — R la fonction définie par :
Vo € (1,00), L(z) = (1 + 2 ) In(z)

lim (1 + (tz) 1) In(tz)
r=oo (1 +x71)In(x)

Alors L est une fonction a variation lente a [’infini.

=1

Théoréme 1.2.1. [Z] Soient X > 0 et f une fonction a variation réguliére d’ex-
posant p, et locallement bornée dans [X,00) :

i- pour tout o > —(p+ 1)
:UU“f(x)// P F()dt —s o+ p+1 quand z — oo
b'e
ii- pour tout 0 < —(p+1) (et pourc = —(p+1) si [t~ f(t)dt < 0o0)

x"“f(:c)//ootpf(t)dt — —(0+p+1) quand x — oo

Proposition 1.2.1. Si 1 est une fonction a variation lente, X est assez grands tel
que [(x) soit localement bornée dans [X,00) et a > —1,alors :

/; tU(t)dt ~ 2T (2) /(o + 1) (x — 00)

11



Chapitre 2

Quelques lois limites pour des différences
de martingale

Ce chapitre est consacré au développement de 'article [I0]. On commence par
rappeler la loi forte des grands nombres diie & Kolmogorov, la loi forte des grands
nombres de Marcinkiewicz-Zygmund ainsi que quelques extensions de ces lois.

2.1 L.F.G.N pour des variables aléatoires i.i.d

Nous énoncons quelques résultats et techniques essentiels au développement
de l'article [10]. Parmi ces thechnique on cite la technique de la trancature d’une
suite de variables aléatoires et du fait que cette suite et sa trancature ont le
méme comportement asymptotique, Kolmogorov s’est basé sur cette technique
pour démontrer la loi forte des grands nombres. Pour les différents résultats de
cette section on cite comme référence le livre de A. Gut [6].

Définition 2.1.1. On dit que deux suites de variables aléatoires X1, Xo,... et
Y1, Ys, ... sont équivalents si

(0.¢]

Y PX, #Y,) < o0

n=1
Proposition 2.1.1. Supposons que X;, Xo, ... sont des v.a.i.i.d, et soit r > 0.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i E|X;|" < oo.
ii- S22 P(|1X;| > n'/"e) < 00 Ve > 0.

iii- P(lim sup{|X1| > n'/"e}) =0 Ve > 0.
n—oo

. p.s
iv- S —— 0.

n—oo

12



Chapitre 2 : Quelques lois limites pour des différences de martingale

Pour montrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :
Lemme 2.1.1. Soit X une variables aléatoires positive, alors

EX <00 < » P(X >n)<oc0.

n=1

Démonstration. Soit >~ P(X >n) < oo, on a

EX — / dF(z)

n=1/n-1

SZnIP’(n—1<X<n)
n=1

:ZZP(n—1<X<n)
n=1 k=1

:ZZP(n—1<X<n)
k=1 n=k

=Y PX>k-1)<1+) P(X>k)
k=1 k=1

Pareille, pour 'autre coté, puisque

EXZi(n—l)IP’(n—1<X§n).

n=

—_

Remarque 2.1.1. Par le [emme précedent on a :

Y P(X[> k) <E(X]) <14 > P(X|>k)

k>1 k>1

Démonstration. de la Proposition [2.1.]]

13



Chapitre 2 : Quelques lois limites pour des différences de martingale

D’aprés le lemme (2.1.1]) on a

E[ X" <oo <= > P(Xi|">n)<oo < Y P(|X)| >n'"e) < 00, Ve>0.

Donc (i) est équivalente & (ii) ce qui est équivalent a (iii) par le lemme de Borel-
Cantelli.L’équivalence entre (iii) et (iv) est une conséquence du lemme de Borel-
Cantelli et la définition de convergence presque sfire. ]

Proposition 2.1.2. Supposons que X1, X, ... sont des v.a.r.i.i.d., telles que
E|X4|" < oo pour r > 0, et soit

Yn = XTL]I{|Xn|§n1/T}7 n Z 1.
Alors {X,,, n>1} et {Y,, n > 1} sont équivalentes.

Démonstration. On a

D P #Ya) = ) P, sy
n=1

n=1

d’aprés la proposition précédente (<= ii)

E[X)|" < oo <= > P(IX,|>n""e) < oo, Ve>0,

n=1
ce qui est équivalent &
(0.9]
ZP(XHI[{|XTL|>”1/T}) < Q.
n=1

]

Lemme 2.1.2. Soit 0 < r < 2. Supposons que X, X1, Xo, ... sont des v.a.r.i.i.d,
telles que

Yn = XH]I{|Xn|§n1/7'}7 n > 1.

Si E| X|" < 00,alors

= Y, ~=Var(y,)
nz::l\/ar(nl/r) = nz::l—nwr < 00

14



Chapitre 2 : Quelques lois limites pour des différences de martingale

Démonstration.

s > E(X 2 x <piiry)

(nl/ — n2/r _Z n?/r_

n=1 n=1 n=1

]I 1/r ]_
{X|<nt/} ) 2 BS
( n2/r ) =E|X Z n2/r

n>|X|"V1

2/r (Ta<pxi<ormy + Txizanmy)
n>|X|

1
=E (X ) ng/rﬂ{1<|X|<21/7} +E [ X ) (X121

n>|X|r n2| X[
=1+ 1I
OO 1 2(2/r)—1 1
< 92/r X2
S P T SN O s

n=1

= Oy, + CEX|" < oo

En effet

(0]

1 ) .
I< 22/7 E = (1, car c’est une série de Riemman convergente,
n
n=1

(2/r)—1
m< - EX? 12/
(2/r) =1 (X))

= C,E|X|" (par l'application de Lemme (3.4)))
[]

A présent, on rappelle la loi forte des grands nombres diie & Kolmogorov et
Marcinkiewicz-Zygmund.

Théoréme 2.1.1. (L.F.G.N de Kolmogorov)
Soit {X,, n > 1} une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. Posons

Sp=> 1 Xp.
(i) Si E|Xq| < 00 et EX; = p, alors

Sn pS
— — i quand n — oQ.
n

(i) Si S,/n L5 ¢ avec ¢ une constante, quand n — oo, alors

E| X | <oo et c=EXj.

15



Chapitre 2 : Quelques lois limites pour des différences de martingale

(iii) Si EX; = oo, alors

. n
lim sup— = +o0.
n—oo N

Théoréme 2.1.2. (L. F.G.N de Marcinkiewicz-Zygmund)
Soit 0 < r < 2. Supposons que (X,,)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles
ii.d, et S, = > _1 Xj pourn > 1.

Si E|Xq|" < 00, et EX; =0 quand 1 < r < 2, alors
Sn

.S
2% 0 quand n — 00.
nl/r

Démonstration. Posons
Yi = Xilljx, <niiry
Alors par la Proposition (2.1.2)) X7, Xo, ... et Y7, Y5, ... sont équivalentes
Xn
1/

> e

de plus par le Lemme (2.1.2)) on a :

> 1) < oo,

o Yn
g Var(—l/,r) < 00,
n

n=1

et on appliquons le critére de convergence de Kolmogorov Théoréme (3.4)) donne :

converge p.s

=Y, —E(Y,
Z (Ya)

1/r
n
n=1

et par Lemme de Kroneker(3.1)jon a :

1 < s
I E (Y —E(Y2) 250 quand n — oo
/"L T‘
k=1

on veut montrer que :

1 n
7 g E(Yy) — 0 quand n — oo
n 71
k=1

Pour conclure que :

1

n
WZYk%O quand n — oo

k=1

16



Chapitre 2 : Quelques lois limites pour des différences de martingale

pour 0 <r <1

n n

ES) =E( Y Vi) < ST E (1Xel Ly <))
k=1 k=1
- ZE (‘Xk| ]I{‘Xk|§k1/(2r)}) + ZE (le| ]I{kl/(zr)<|Xk‘§k1/T})
k=1 k=1

3

1—r
<3 (RC) T E (Xl Ty avony)

k=1
. —m\1/(2r r
+ 3 )R (1G] T <y niny)
k=1
< ST EE@IE (X7 + Z L/n-1R (|Xk‘r1[{|Xk| S k,2/(2r)}>
k=1 k=1
< Cn(1+r)/(2r)]E|X1|r + Z k(l/r)—l]E (‘XI‘TH{|X1\>]€1/(2T)})
k=1
alors on a :
E@éﬁd 1/2)=(1/r r IR 1/r)—1 r
O < nl/r S n( / ) ( / )E‘Xl‘ + WZI{( / ) ]E|X1| ]I{‘X1|>k:1/(27’)}'

k=1
Puisque 0 <7 < 1, (1/2) — (1/r) < 0 et E(]X1]") < oo on a alors :

n®M=U2E(1X,") = 0 quand n — co
Ensuite en utilisant le Lemme(3.3)), on trouve

1 - r)— r 1 - r
nl/r Z k(l/ ) 1E (|X1| ]I{|X1|>k1/(2r)}) < ﬁ ZE (|X1| H{|X1|>kl/(2r)}) — 0 quand n — o0
k=1 k=1
Ainsi ,
[E(S7)|

— 0 quand n — oo

Pour 1 < r < 2, utilusons le Lemme (3.3])

< EIXi[lyx s sy
k=1

P2 CUPAEAE
k=1

< 2 R TR T ey
k=1

— Z k(l/r)_1E|X1|T]I{|X1|>k1/r}
k=1

S| =

17
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donc on a :

ES, _ 1
nl/r — npl/r

Z k(l/’")*lE\X\TI[Hkal/r} — 0 quand n — o
=

Finallement pour tout 0 <r < 2 on a

[E(S,)|

i — 0

et donc par le critére de Kolmogorov le Théoréme (3.4) on obtient

1 n
k=1

. comme X, et Y,, sont équivalente alors

(Sn)

nl/r

— 0 p.s

HypothéseA

Soient g une fonction positive et croissante et h une fonction positive telle que
la fonction ¢(x) = g(z)h(x) satisfait les conditions suivantes :

i. Pour d > 0, ¢ est strictement croissante sur [d, 0o) a valeurs dans [0, 00).

ii. ils existent deux constantes a et b telle que

&2 (s) /Oo ¢21x)dx <as+b, s>d

iii. ils existent M et un entier positive kg tel que %I(i)l) <M,z > k.

Théoréme 2.1.3. (Jajte. R(2003)[7]) Soient h, g, ¢ = (h * g) satifsons I’Hypo-
these (A) et {X, X1, Xo, ...} une suite de v.a.r. i.i.d. Posons que

mp — E[Xk]l{|Xk|§¢(k)}] (2.1.1)

Les conditions suwivantes sont équivalentes :

n

. 1 Xk — M
lim =0 p.s (2.1.2)
dm oy 2 R

18
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Elp~'(|X])] < oo (2.1.3)

ou ¢~ est inverse de ¢

Démonstration. Montrons (2.1.2)=-(12.1.3))
limg oo (Mmi/@(k)) = 0 la condition (2.1.2)
implique limy_, (X /p(k)) = 0 p.s.

Par consequent

Y PN = (k) = D P(o7H (X)) = k) < o0

Par le Lemme (2.1.1)) E[¢~1(] X])] < oo
Montrons l'autre cote : (2.1.3) = (2.1.2).

Soit E[¢p (] X )] < oo, utilisons la Remarque (2.1.1)) pour obtenir

> P(X| = p(k) =) P(¢7(1X]) > k) <E[p(IX])] <
k=1 k=1
Posons
X = Xuljix, <o)
donc

D P(Xy # X}) < o0

k>1

Par lemme de Borel-Contelli,on peut montrer que

1 i (X]’C—mk) o
w2 w0 P

Pour ce la on estime la série

> e =EY o

k ]. :

Notons que | X| = ¢(¢~ (| X])),

19
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=~ X’ X?
Z¢(k) Liixi<oty) < ko + C Z S0k 12 (Xl<o0)

k=1 ko+1=1

§k0+C2X2/ —1 dx
1(x)) ¢(z)

< ko + C*a¢p (| X]) + C?b.
Par on a

< 00
2
2.5 (0)

qui implique

o0 2

X —

SE [ i mk] < oo

25| o)
Par conséquant, la série :

“—~  ¢(n)

converge par lemme de Kronecker ]

2.2 Lois fortes des grands nombres pour les différences de
martingale

Cette partie du Chapitre est consacrée a la présentation des principaux résul-
tats obtenus sur la loi forte des grands nombres pour des suites de différence de
martingale.

Théoréme 2.2.1 (Chow(1960,1967)). Soit {X,,, F,,n = 1} une suite de diffé-
rence de martingale. Soit C, une suite positive décroissante.Pour o« > 1 et
200 = > 0,57l existe ig tel que pour i = 1

il <A ) Gk < A (2.2.1)
k=i

ot A est une constante indépendante de 1.
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Si N
> alEIX* < o0 (2.2.2)
k=1
alors :

n
anXk — 0 p.s
k=1

En particuliers si
Z k—(1+a)E|Xk|2a < 00
k=1
alors
1 n
— Z X — 0 p.s
n
k=1

intuttivement, st on prends ¢, = a7 pour B >2, a>1le 2> >0 et
supposons que  supy1E|Xp|** < 0o alors les conditions (2.2.1) , (2.2.2) sont
vérifiées.

A présent on passe au développement de I'article "Limit theorems for iden-
tically distributed martingale difference" [10]. Sous la condition notée par

(A):

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2. Soient { X, X,,, F,,,n > 1} suite de différences de martingale
identiquement distrubuées et h ,qg satisfaisont I’Hypotése A. Posons

mi = B[ Xl x, <o Frt]

Si
E [¢7'(]X])] < o avec ¢ 'linverse de ¢ (2.2.3)

alors

(X —myp) — 0 p.s (2.2.4)
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Démonstration. Pour tout n, posons X/ = Xnllyx,1<s(n)y> ON a alors

o

D P(Xi # Xp) =D P(IXk| = (k)
K=1

1

e
I

P(o ' (|X]) = k) <Elp (X <00 (%)

[
WK

>

=1

Pour (%) on a utilisé la Remarque (2.1.1)).

Ainsi les deux suites (X,)g>13 et (X)) m>1) sont équivalentes, il suffit alors dé-
montrer que

I «— 1
(X, —my) =0 p.s (2.2.5)
o) 2 )
En utilisant le Théoréme de Loeéve (1978) 3.2} on se rameéne a montrer que :
E(X! —m,)? = 1
n___ = E(X/? +m2 — 2X!m,
D R = )
- 1 12 2 / / /
n=1
1
- E(X[?) - EX(X})
nz:; ¢2(n) ( )
=1
<C EXI "
; ¢2(n) {IX|<o(n)}
- 2
< Cky+ CE —1 n
0+ kZ n 1 1) HxIe)
Ln=ko+1
- - |
< Cho+ CE X2/ - dx]
L Jex) 9°(@)
< Ckoy+C (a]E¢_1(\X\) + b) < 00 ()

(2.2.6)
sans préciser la constante C (qui n’est pas forcément la méme pour chaque inéga-
lité)

Pour (#x*) on a utilisé le point (ii) de I'Hypothése (A).
Alors
— (X —my)
Z ————~ converge p.s
—~  $(n)

Et par le lemme de Kronecker, on a :
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]

Corollaire 2.2. 1 soit {X, Xy, Fn,n = 1} une suite de différences de martingale.
Pour a > 0,8 > 5

St
E [¢7'(]X])] < o (2.2.7)
ot, ¢4 est inverse de ¢(x) = 2 log® x, qui vérifie ’Hypothése A. alors on a
Loy Ly o 2.23)
— — .S 2.
log® n — jop b
et
! > L x50 (2.2.9)
— — .S 2.
np — log® kF b

Démonstration. Pour (2.2.8) , on a g(x) = log® z et h(z) = 2° , et pour (2.2.9),
on prend g(z) = 27 et h(z) = log® x. []

Corollaire 2.2.2. Soient {X, Xn,]:n,n 1} wune suite de différences de mar-
tingale. Pour a > 0,8 >0 eta+ > 2 5. avec la fonction ¢(x) = P qui vérifie
les conditions de I’Hypothése(A) :

i- ¢ est strictement croissante dans [0, 00)
.o 2 o0 1 _ S
ii- ¢°(s) [, e = 55

iji- 2@+ _ (”3:_12/_;&;?@ = (142" <2, pourx>1M=2ky=1

¢(z)
Si
E (|X|1/<a+ﬁ>) < 00 (2.2.10)
alors :
11
— > 3%k = 0 ps (2.2.11)
k=1
Démonstration. il suffit de prendre h(z) = 2% et g(x) = 2. O

Remarque 2.2.1. 5i on prend f = 0, = 1 on peut appliquer la lov forte des
grands nombres de Kolmogorov, et si f = 0, > % on applique la loi forte des
grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund

Corollaire 2.2.3. soit { X, X,,, F,,,n = 1} une suite de différences de martingale.
Poura > 1,8 > 2 et2a > B > 0 avec p(x) = 228 qui vérifie les conditions
de Hypothése (A) :
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i- ¢ est strictement croissante dans [0, 00)
ii- ¢%(s) ;" pmde = 555

ili- ¢(x+1):1_|_m§2 pourx >1 M =2 ky=1

o)
Si »
E (|X| ) < (2.2.12)
alors .,
n a0y X, =0 ps (2.2.13)
k=1

Remarque 2.2.2. sous la condition du Corollaire (2.2.3),et pour % < 2a ce
corollaire améliore le Théoreme de Chow ([2.2.1))

2.2.1 Vitesse de convergence de loi forte des grands nombres

La vitesse de convergence dans la loi forte des grands nombres est généralement
I’étude des majorations fines de la queue de la fonction de répartition des sommes
partielles. Dans cette partie du travail, on considére les deux hypothéses suivantes
notées B (resp C)

Hypothése B

Soient 1 et ¢ deux fonctions positives satisfaisant les conditions suivantes :

i. pour d > 0, ¢ strictement croissante ,I(x)/¢(x) est monotone I(z)/¢(x)? est
non croissante sur [d, co) dans [0, 00).

ii. ils existent des constantes a et b tel que
* (=)
s ()

*
¢(s)/ ﬂdac <asl(s)+0b, s>d
a ()

iii. ils existent un M et un entier positif ky tel que

o +1) P _
o S lar e ST TR

¢ (s)

dr < asl(s), s>d

<M
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Hypothése C :
Soient [ et ¢ deux fonctions vérifiant les conditions suivantes :

i. pour d > 0 et p > 2, ¢ est strictement croissante ,zl(x)/¢(x) est monotone
et 2P/%1(x)/¢P(x) est non croissante sur [d, co) dans [0, 00).

ii. pour p > 2,ils existent des constantes a et b tel que :

S h l(x)xp/Q X a51+ S
#(6) [T s < as () 45, 5> a

*al(z) 2
¢(s)/d o) dr < as?l(s) + b, s>d

iii. ils existent un réel M et un entier positif kg tel que

o + 1) )2z + 1)
o M e ner@

Théoréme 2.2.3. Soit { X, X,,, F,,n > 1} une suite de différences de martingale
identiquement distrubuées , et 1, ¢ satisfaisant I’Hypothése (B). Alors pour tout
r>0,ona

<M7 $>k0

st la condition sutvante est vérifiée

E [ (IXDIs~ (|1 XD]] < o0
avec ¢~ Uinverse de ¢

Démonstration. Pour 1 < k < n, soit

Xop = Xl x<omyy > Xk = Xel{xi>6(n)) (2.2.14)

il suffit alors de démontrer que pour tout » > 0 on a

3o (g Z X0 Fe))| >

max
1<y<n
n=1

o~
~—

|

> fr’gb(n)) < 00 (2.2.15)

et

S~

Z%P <1<J< Z (Xarl Fr-1))| 2

> rgb(n)) < 00 (2.2.16)
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Comancons par prouver (2.2.15)), en utilisant I'inégalité de Doob (1.1.1]) et le
point(ii) de I'Hypothése (B) .

> J
> (m 2 X~ Xl “q“”))
n=1 k=1
= In
<CY gt EZ HlFi
Ny
< C; ¢2(2)EX Liixi<om)
<1
<C <ko - n;ﬂ ¢2(Z,2)EX 2H{X<¢<n>})
RIC) )
< O | ko +E(X? d
S ( o+ E( /1|X| ¢*(x) °)

< Cko + C(aE[¢ (X)[¢™ (X)]] +b) < o0

sans préciser la constante C (qui n’est pas forcément la méme pour chaque inéga-
lité) et pour ((2.2.16) utilisons le point (ii) de I'Hypothése(B) on a :

-y
E ﬂ]P’(max
n 1<isn

n=1

Z (XoklFr-1))| 2

¢(n
2. I(n
C;aﬁ%

k
<CY ok + DP(p(k) < |X| < ¢(k + 1)) Z

oo

= I(n)
<C) —)E\X\H{|X|>¢<n>}
n=1
)
) > EXTig(0<x1<ok+))
n=1

<CrC Y Bk < |X| <ok + 1) /l(—‘”

<SC+C Y Po(k) < |X| < ¢k +1))(akl(k) +b)
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sans préciser la constante C (qui n’est pas forcément la méme pour chaque
inégalité) O
Corollaire 2.2.4. Soient {X, X,,, F,,,n > 1} , une suite de différences de mar-
tingale et ¢ satisfait I’Hypothese (B). Si :
E[¢'|X]] < oo

alors .
o0
1 j
E —P | max g X},
n ISjsn
n=1 k=1

Remarque 2.2.3. Le corollaire (2.2.4) montre la généralisation de Spitzer de
lois fortes des grands nombres (voir Spitzer [12]), qui considére des v.a.r.i.i.d et
donne la condition suivante : ¥r > 0,

> 7’¢(n)> < 00 (2.2.17)

> 1 J
Z—IP’ max ZXk > | < oo
n:ln I<j<sn i

si et seulment si E(X;) = 0.

Evidemment , si on choisit ¢(x) = x, alors la condition (ii) de I’Hypothése (B)
n'est pas vérifies, la condition E|X;| < oo n’est pas suffisante .Maio et al [9] on
obtenu le résultat pour les différences de martingale sous la condition
E(|Xlog*(1X])) < oo.

Le Corollaire suivant est obtenu par Mai et al 9]

Corollaire 2.2.5. Soit {X, X, F,,n < 1} et ¢ satisfaite I’Hypothése (C) une
suite de différence martingale, posons E|X|P < oo pour 1 < p < 2 .puis pour tout
0<a<2aveca<p(sip=aonsupposep=a 1), ona

00 J

g nP/*2P | max g X,
1<j<n

n=1 k=1

> rnl/a) < 0o pour tout 1 > 0.

Démonstration. en considérant ¢(x) = z%/*, [(x) = 2P/, qui vérifies on trouve
le résultat. O

Théoréme 2.2.4. Soient { X, X,,, F,,,n > 1} une suite de différences de martin-
gale identiquement distrubuées et satisfait Hypothése (C), pour tout r > 0
Si :

E |[o7 (X)o7 (X)]] <00, pour p>2

alors :
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Démonstration. Soient (X))n>1) et (X)) @n>1) définis en (2.2.14).
Utilisons I'inégalitté de Doob (1.1.1]), 'inégalié de Burkholder (1.1.2)), C,-inégalité
(3.1) et le point (ii) de I’'Hypothése (C).

> L(n)P (maX1<J<nE 2 k1 (X, — E(XG | Fi) < ré(n))

Z Z (X — B | Fi-1))]
o:o l(n) = p/2
k=1 —

+ ZEI Xl P}

= l(n)np/2
Sczl 0 B PLxiso)

00 l /2
<C+CE (\X{p/ (z)z dx)
o1(x)) (@)
<C+Cak ([p7(X)] F [ (X)]) < oo
sans préciser la constante C (qui n’est pas forcément la méme pour chaque inéga-
lité)
Similaire pour :

> it (m

= nl(n) w—
=C) ¢((n)) > EIXILg0)<ix|<otr41))

- k
<CY ok + 1P(p(k) < [X| < ¢(k + 1)) Z:Z:
k=1 =l

< CY P(p(k) < |X| < ¢k + 1))o(k)

< cip (6(k) < |X| < ¢k + 1)) ¢k + 1) (ak?L(k) + b)

2

<C (aIE [672(X)] 1 [671(X)] + b) <0
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sans préciser la constante C (qui n’est pas forcément la méme pour chaque inéga-
lité) O

Corollaire 2.2.6. Soit {X,,, F,,,n < 1} une suite de différences martingale iden-
tiguement distrubuées

Si
E ([¢(X)]1+p/2l [gb_l(X)D < 00, pour p > 4

alors

< r\/nlogn> < oo pour tout r >0

Démonstration. En considérant ¢(z) = /xlogx,l(x) = log” x/x qui vérifient
I'Hypothése (C) O
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Chapitre 3

Loi faible des grands nombres de
Kolmogorov-Feller pour le maximum des
sommes pondérées

Ce dernier chapitre est consacré a 1’étude de la loi faible des grands nombres
de Kolmogorov-Feller pour le maximum des sommes pondérées de v.a iid en uti-
lisant les suites presque strement sommables par la méthode (h,g) utilisée par
Jajte(2003)[7] définie dans le Chapitre 2. Nous commengons alors par rappe-
ler la loi faible des grands nombres et celle de Kolmogorov-Feller Notre princi-

pale référence pour ce chapitre est 'article de H.Nederi,P.Matula,M.Amini and
H.Ahmadzade [11]

3.1 Lois faible des grands nombres de kolmogorov-Feller

Nous rappelons tout d’abord les conditions sous lesquelles on a la loi faible des
grands nombres, la convergence ne s’applique pas pour des lois de probabilité sans
espérance.

Théoréme 3.1.1 (loi faible des grands nombres). Soit {X,,,n > 1} une suite de

v.a 1.9.d avec une espérance i finis et soit Sp,,n > 1 la suite des sommes partielles

Alors :
Sn p
n
L’extension dtie & Kolmogorov-Feller de la loi faible des grands nombres revient
au fait que pour certains exemples de lois de probabilité la convergence a lieu sans

satisfaire la condition espérance finie.

Théoréme 3.1.2 (Loi faible des grands nombres de Kolmogorov-Feller). Supos-

sons que {X,,n > 1} une suite de v a i.i.d, soit la suite de somme partielle
Sp=>11X;,n>1 alors :

Sn _nEXII[ﬂXlKn} £> 0
n
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581
nP(|X1| >n) — 0

Pour démontrer le Théoréme (3.1.2)) on a besoin d’énoncer le théoréme suivant
(voir [6])

Théoréme 3.1.3. Soit (X,,)n>0 une suite de v.a indépendentes avec {Syp,n > 1}
la suite de somme partielle et {b,,n = 0} une suite réelle positive croissante vers
oo . Soitk=1,2,...n,n>1

Yin = Xiljix,j<by S5 = ZYk,m ftn = E(S},)

k=1
Si .
ZP(|Xk| >b,) — 0, p.s quand n — oo (3.1.1)
k=1
et
1 n
M Z Var(Ye,) — 0 p.s quand n — o0 (3.1.2)
m k=1
alors g
%ﬂn 50 quand n — oo (3.1.3)
Si
% — 0 quand n — oo (3.1.4)
alors g
b_n %0 quand n — oo (3.1.5)

Inversement , si on a la loi faible (3.1.3)) , alors on a (3.1.1) et (3.1.2)

A présent nous passons a Uillustration des résultats obtenus par H.Nederi,P.Matula,
M.Amini et H.Ahmadzade [IT] qui donne la condition nécessaire et suffisante pour
la convergence en proba du maximum des sommes pondérées des variables aléa-
toires i.i.d sous 'hypothése que la fonction P(|X;| > x) soit & variation réguliére
d’indice p > —2 avec des coefficient de normalisation vérifiant les hypothéses
suivantes :

Hypothéses

Soient g : [0,00) — R et h : [0,00) — R sont des fonctions non negative et
posons ¢(y) = g(y)h(y). Supposons que les conditions suivantes sont satisfait :
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Chapitre 3 : Loi faible des grands nombres de Kolmogorov-Feller pour le maximum des
sommes pondérées

(A1) h est croissante et ¢ est strictement croissant avec ¢([0,00)) = [0, 00)

(A2) II existe une constante b > 0 tel que :

n

1 n
2w < U

1=1

Théoréme 3.1.4. Soient g,h et ¢ ,satisfaisant les conditions (A1) et (A2).Soit
{X,,n > 1} une suite de v.a i.i.d tel que P(|X1| > z) € RV(p),pour p > —2 :

lim nP(|X1] > ¢(n)) =0 (3.1.6)

T—00

$S1

n

Xz' — ml(n)
2 0

T—00 1<k<n |4 ;
1=

lim P <max

> sg(n)> =0, pour toute >0 (3.1.7)

Démonstration. Montrons que (3.1.6) = (3.1.7]) : pour £ > 1 ,on défine

k k

X;—mi(n) X! —mi(n
-3 A

ou Xz/ = XiH{\Xi|}<¢(n)- Pour tout € > 0,

k
Xil{ix, 1> om)) + Xilfx,<o(m)y — ma(n)
P (g,g [Sk| > sg(n)) <P (max 21: i

- <o)

k
Xill{ 1 x,|>(n)}
<P | max -
( ; hi(n)

> 5¢(n)) +

E o X/—mi(n)
P T

> e¢(n>)

P (maxlgkgn
< . ! =
< STR(X| > 6(n)) + P(amax [S}] > cg(n)) =T+11

1=1

Par (3.1.6) on voit facilement que I — 0 quand n — oo. Par I'inégalité de
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Kolmogorov Théoréme (3.3)) et (A2) on a :

]I]IIP’(

k

1211?31 ‘ h(7)
=1

n ¢(n)
CW/O yP(| Xq| > y)dy (3.1.8)

Comme P(|X;| > x) € RV(p), par le Théoréme de Bingham et al(1987)[2],il suit
qu’il existe une constante C>0 tel que :

#(n)
/0 YP(X1| > y)dy < CEmP(X1] > 6(n))

Donc par(3.1.8) et on obtient (3.1.7)).
Maintenant on montre que (3.1.7) = (3.1.6).

Xn—ml(n)_
| X, — mi(n)|
— n — On— < n n— 1.
et s, - sl < I8 415000 3.19)

On utilisant (A1) et (3.1.9) on peut facilement trouver que :

X — 1 | X, —
max [Xi — ma(n) < max Xk = m(n)] < 2 max ——|Sk|
1<k<n o(n) 1<k<n g(n) h(k) 1<k<n g( )

De plus :

P(max | Xy —mq(n)| > e¢(n)) < P(max [Si| > 29( n))

1<k<n 1<k<n
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On a
7}1_{{.101?) (1@,?2( | Xk — ma(n)| > 5¢(n)) = lim P <ﬂ | Xy — ma(n)| > 5¢(n)>
<k<n n—00 1
=1-— nh_)rgoIP’ (ﬂ | X —ma(n)| < 5¢(n)>
k=1
= lim 1 — (1 =P (|Xy —ma(n)] > ed(n))"
—0

Par le Théoréme (2.1) page 270 de A.Gut [0] et le Lemme (3.2)) on a :

lim nlP(|X,, —myi| > ¢(n)e) =0 (3.1.10)

n—o0
d’autre part my(n) = E(XIjx,<g(n)y) alors [my(n)] < ¢(n)
et [ Xy —ma(n)| = [Xi] = |ma(n)|
on trouve

P(| X, —mi| > ep(n)) > P(|X,| > (1 +¢)p(n)) (3.1.11)
Parsuite (3.1.10]) et (3.1.11)) impliquent
lim nP(|X,, — m1| > ¢(n)) =0

n—oo

]

Corollaire 3.1.1. Soient g, h, ¢ satisfaisant les conditions (A1),(A2), soit {X,,n >
1} une siute de v.a i.i.d tel que P(|X1| > z) € RV(p), pour p > —2 et {@} une
suite croissante. Silim, .. ¢(n)P(| X1| > ¢(n)) =0 alors (3.1.7)) est satisfaite.

Démonstration. Comme

nP(|X1| > ¢(n)) = ﬁ (W)P(X1| > 6(n))
et
%) > (1) ,Vn>1
donc

0 < nP(|X:1] > ¢(n)) < ¢(1)p(n)P(|X1] > ¢(n))

et puisque limy, o0 ¢(n)P(| X1 > ¢(n)) =0
donc
nP(X1| > 6(n) > 0 p.s

et le résultat est obtenu en appliquant le Théoréme (i3.1.4))
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3.2 Corollaires et remarques

Quelques remarques sur les fonctions qui vérifient les conditions (Al) et (A2)
sont les suivantes :

Remarque 3.2.1. considérons la fonction puisance h(x) = %, la condition (A2)
est valable pour 0 < o < 1/2.
h(z) = (In(x))® avec a € R satisfait aussi (A2)(en précisant h(zx) = (In(x))* pour

T

v >e et hr) =% pour 0 < o <e) Cecien utilisant la proposition de Bin-

gham (T2.1)

Corollaire 3.2.1. Soit {X,,,n > 1} une suite v a i.i.d tel que P(|X1]| > z) €
RV (p), pour p = —2. Alors pour 0 < a < 1/2 et §>0

lim nP(|X;| > n*") =0

n—oo

Ssi

) p
— E — 0 d n—
112]?2% nﬁ quand n o0

o h(zx) =z , g(z) = :133.
Exemples 3.2.1. Soit {X,,n > 1} une suite de v.a indépendentes avec une
fonction de répartition donnée par :

1—(9) L~ siz>e,
FXl(I) — { (m) (In(z))

0 Sinon

avecp <2 etqg>0.
P(|Xi|>2)=1-P(Xy|<z2)=1-P(—z < X; <z)=1-Fyx,(z)+ Fx,(—2)

e \P
2— (%) megn siv<-—e
=491 st—e<x<e
(5)" (ln(lx))q stx > €
or pour tout t > 0
I Ultr) _ lim P(|X;| > tz)
T—00 U(x) T—00 IP(|X1| > l’)
(Inz)4

— lim
eoo (In )ty

q
= lim <_lna:) t P
z—oo \ Intx

1
= lim — <t
r—00 ] 4 ( )

Inx

-P _ t*P

dou P(]X1| > z) € RV(—p).
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. atBy _ 1; © p !
nggo [ED(|X1| >n ) = nlggo n(n‘”ﬁ) (ln na+5)q
1
— p, 1-p(a+p3) =
AT 0T fny

pour 1—pla+p5) <0
d’ou la condition p(a+ ) > 1

Corollaire 3.2.2. Soit {X,,,n < 1} une suite de variable aléatoire i.i.d tel que
P(|X1| > x) € RV(p) pour p > —2. Alors pour a >0 et >0
lim nP(|X;| > n”(In(n))*)

n—oo

k
1 X —
max — ﬂ&o quand n — 00
1sksn n? <= (In(4))"

Exemples 3.2.2.

lim nP(|X1| > n”In(n)*) = lim

n—oo n—oo

(nIP’(\Xl\ > 1’ In(n)®)
nP7In(n)*

nf ln(n)O”)

avec By > 1.
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Appendice

On rappelle dans cet Appendice quelques lemmes et théorémes utiles.

Théoréme 3.1. Soient r > 0, X et Y deux v.a.r. Supposons que E|X|" < oo et
ElY|" < oco. Alors
EIX +Y[" < ¢ (EIX]" +E[Y]),

1 sir <1,
Cp =
=1 i >1

Théoréme 3.2 (Loéve 1978). si

avec

avec b, 1T oo ,alors

1 o0
5 2 X~ E(GIX, o Xi)h — 0 ps
k=1

soient X un v a et x varie on [0, 4+00) . Si E|X|P < o0, 0<p<2

P(X,| > z) < P(|X| > )

ou

P(|X,| >z/Xy, ... X, — 1) < P(|X| > x/Xq, ..., Xsu1)
avecp #1 oup=1 Alors :

n

1
— > (X —m) =0 p.s
e k=1

avec =0 ot m, = E(Xy /X1, ..., Xn—1) @ condition que 0 <p <1 orl<p<2.
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Théoréme 3.3 (inégalité de Kolmogorov). Soit {X,,,n > 1} une suite de v a
indépendent avec EX,, = 0,Vn > 1 et supossons que Var(Xy) < oo pour tout k.
Alors, pour tout x > 0,

< > i1 Var(Xy)

Ploms, 19 > 2 S H

En particulies si la suite {X,,n > 1} est identiquement distribuée,alors

Var(X
P(max |S;| > x) < sy ar2( )
0<h<n T

Théoréme 3.4. (Critére de convergence de Kolmogorov) Soient X, Xy, Xo, ... une
suite de variables aléatoires indépendentes avec S,,n > 1 la suite des sommes

partielles.
Si .
Z Var(X,) < oo
n=1
alors : .
Y (X, —E(X,)) < oo p.s
n=1
Et, si
Y E(X,) < o0
n=1
alors :

o0
ZX” converge p.S

n=1

Lemme 3.1. (Lemme de Kronecker)
Soient (X,,)n>1 une suite de v.a ,ag = 0 et{a,,n > 1} une suite des réels positifs
oo, alors
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Lemme 3.2. Pourn > 1, soit 0 <a, <06 <1, alors

(1—-a,)" — 1 <= na, — 0.

n—oo n—oo

De plus, dans les deux cas, étant donné § € (0,1), on a na, < §(1 —45) <1 pour
n assez grand, et

(1 =90)na, <1—(1-ay)" <na,/(1—9).
Lemme 3.3. Supposont a,, € R,n > 1. Sia, — a quand n — oo alors :

1

n
—g ap — a quand n — 0O
n

k=1

Si, wy, € RY k> 1,etB, => 1 _jwi,n > 1, alors :

1 n
B—Zwkak — 0 quand n — oo
" k=1

Lemme 3.4. Pour a >0, n > 2,

1 = 1 1 20
< < <
an® — ket — a(n — 1) = an®
n=~k
cependant
o0
1 1
. o 1
Jm it ) e Ty
n=~k
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Conclusion

Dans ce mémoire on s’est focalisé sur I’étude des lois des grands nombres de
kolmogorov-Feller en utilsant les suites sommables par la méthode (h,g) empolyée
par Jajte(2003)[7] ou il a exhibé la condition nécessaire et sufissante pour la
convergence p.s la somme des v.a i.i.d. A cet effet Matula et al ont donné la
condition nécessaire et suffisante de la convergence en probabilité du maximum
des sommes pondérées de v.a i.i.d sous 'hypothése que la fonction P(|X| > z)
soit a variation réguliéres d’indice (p > —2).

Nous avons aussi étudié la convergence presque siire des sommes de différences
de martingale traitées par Miao et al [9] leur travail est la généralisation de plu-
sieurs résultats antérieurs parmi eux la loi forte de Marcienkiewiecz-Zygmund et
d’autres .

Ces deux articles nous ont conduits a rappeler I'essentiel sur les martingales,
différences de martingale ainsi que les fonctions a variations réguliéres.
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Résumé

L’ objectif de ce mémoire est I’ étude des lois des grands nombres pour
des différences de martingale identiquement distribuées ainsi que la gé-
néralisation de la loi de Kolmogorov-Feller pour le maximum des sommes
pondérés de variables aléatoires réelles indépendantes identiquement dis-
tribuées.

Abstract

The goal of this master thesis is to study the laws of large numbers for
differences of identically distributed martingale. The generalisation of
Kolmogorov-Feller law is also investigated for the maximum of weighted
sums of independent and identically distributed real random variables.
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