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Résumé

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre général de l’étude de la dynamique des populations.
On s’intéresse à la modélisation et l’analyse mathématique de quelques modèles en
épidémiologie en particulier le modèle SIR avec dynamique vitale, le modèle SIRS
avec immunité temporaire et un modèle SIR avec transmission verticale ainsi qu’une
version non–linéaire d’un modèle SIRV S structuré en âge de rétablissement et en
âge de vaccination.



Abstract

This dissertation is part of the general study of population dynamics. It consists of
modelling and mathematical analysis of some models in epidemiology in particular the
SIR model with vital dynamics, the SIRS model with temporary immunity and an
SIR model with vertical transmission, as well as a non-linear version of a structured
SIRV S model in recovery age and vaccination age.
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Introduction générale

La modélisation mathématique est un outil important en épidémiologie. Elle fournit
une manière de bien comprendre et étudier la dynamique d’une maladie. Dans ce tra-
vail, nous étudions quelques modèles épidémiologiques qui décrivent la propagation
d’une épidémie dans une population humaine.
On est particulièrement intéressé d’abord par celui qui montre le comportement de la
maladie à travers différentes classes d’âge humaines ainsi qu’à travers le temps. Une
hypothèse majeure en épidémiologie est que la population est divisée en un ensemble
de compartiments distincts. Ces compartiments regroupent l’état des individus face
à la maladie dans la population. Le modèle SIR général, qui est utilisé pour simuler
le comportement de nombreuses maladies, se compose de trois compartiments : sus-
ceptible (S), infecté (I) et réfractaire (R). Depuis que le modèle SIR général a été
développé pour la première fois en 1927 par Kermack et McKendrick sur l’épidémie
de peste en Inde [35].
Notre second intérêt est d’étudier un modèle épidémique SIRV S structuré en âge de
rétablissement et en âge de vaccination tel qu’il est proposé dans le dernier chapitre.
Le modèle se compose d’un système couplé de quatre équations : deux équations
différentielles ordinaires, décrivant la variation pour les susceptibles et les infectés en
fonction du temps et deux équations aux dérivées partielles, décrivant la dynamique
des personnes réfractaires et les personnes vaccinées en temps et en âge.
L’analyse de ce modèle nous permet d’étudier la stabilité locale et globale de l’équilibre
sans maladie. Dans le cas où l’équilibre endémique existe on utilise des stratégies de
contrôle optimal afin de contrôler l’épidémie.



Notations

N : ensemble des nombres naturels.
R : ensemble des nombres réels.
C : ensemble des nombres complexes.
R∗+ := ]0,+∞) : ensemble des nombres réels strictement positifs.
R+ : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
Rn : R× ...× R n fois.
Rn∗+ : R∗+ × ...× R∗+ n fois.
∂Ω : la frontière de Ω.
x′ = dx

dt
dérivée de x par rapport à t.

|.| : valeur absolue, ou module.
||.|| : norme.
Ω̄ : la fermeture de Ω.
σ(A) : le spectre de A.
AT : la matrice transposé de A.
Re(z) : partie réelle du nombre complexe z.
Im(z) : partie imaginaire du nombre complexe z.
R0 : nombre de reproduction de base.
GAS : globalement asymptotiquement stable.
D(A): le domaine de A.
Id : identité.
p.p. : presque partout.
det : déterminant.
max : maximum.
min : minimum.
sup : borne supérieure.
inf : borne inférieure.
lim : limite.
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lim sup : limite supérieure.
lim inf : limite inférieure.



CHAPITRE 1

Préliminaires

1.1 Quelques notions de stabilité

On considère le système autonome suivant :

x′(t) = f(x(t)), (1.1)

soit Ω un ouvert de Rn avec f : Ω ⊂ Rn 7→ Rn une fonction localement lipschitzienne
sur Ω pour assurer l’existence et l’unicité locale. La recherche des points d’équilibre
vérifiant f(x∗) = 0 est l’approche principale dans les systèmes dynamiques.
En pratique, on s’intéresse aux points d’équilibre qui possèdent certaines propriétés
de stabilité. Cette dernière signifie que si un système est en équilibre, il restera dans
cet état quand le temps varie. L’analyse de la stabilité au sens de Lyapunov con-
siste à étudier des trajectoires du système quand l’état initial est proche d’un état
d’équilibre. L’objectif de la stabilité est de tirer des conclusions quant au comporte-
ment du système sans calculer explicitement ses trajectoires.

Définition 1.1 [4] On dit qu’un point d’équilibre x∗ est dit stable au sens de Lya-
punov pour le système (1.1) si

∀ε > 0 ∃δ > 0 t.q. ||x(0)− x∗|| ≤ δ ⇒ ||x(t)− x∗|| ≤ ε ∀t ≥ 0.
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1.2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS

Figure 1.1: Une illustration de la stabilité au sens de Lyapunov [8].

Le point d’équilibre est dit instable s’il n’est pas stable.

Définition 1.2 (Équilibre attractif)[4] On dit que l’équilibre x∗ de (1.1) est at-
tractif si

∃δ > 0 t.q. ||x(0)− x∗|| ≤ δ ⇒ lim
t→+∞

||x(t)− x∗|| = 0.

Cette définition veut dire que x∗ est le point vers lequel convergent les solutions x(t) si
elles démarrent suffisamment près de ce point. Notons que la stabilité et l’attractivité
sont deux notions différentes et qu’elles ne s’impliquent pas. D’où la définition de la
stabilité asymptotique.

Définition 1.3 (Équilibre asymptotiquement stable)[4] On dit qu’un point d’équilibre
x∗ est localement asymptotiquement stable s’il est stable et attracteur.

Figure 1.2: Une illustration de la stabilité asymptotique [8].

1.2 Définitions et propriétés

Définition 1.4 (Système de type Volterra)[17] Les systèmes de Volterra sont exprimé
par les équations différentielles suivantes

dxi
dt

= xiΓ{xj} 1 < i, j < N,

où Γ{xj} sont des fonctions affines :

Γ{xj} = γi −
N∑
j=1

vijxj.
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1.2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS

Définition 1.5 [7] On dit qu’une matrice réelle A (n× n) est antisymétrique si

AT = −A.

Définition 1.6 [7] On dit qu’une matrice réelle A (n×n) est W–antisymétrisable s’il
existe une matrice réelle, diagonale et positive W telle que WA est antisymétrique.

Définition 1.7 [5] Une matrice réelle symétriqueM est dite définie positive si xTMx >

0 pour tout x dans Rn non nul. Formellement

M définie-positive ⇐⇒ xTMx > 0 pour tout x ∈ Rn\{0}.

Définition 1.8 [7] On dit qu’une matrice A (n × n) est dans SW (resp. Volterra
Lyapunov stable) s’il existe une matrice réelle, diagonale et positiveW telle queWA+

ATW est définie positive (resp. semi-définie positive).

Définition 1.9 [5] Soit A (n× n). λ1,λ2,...,λn∈ C ses valeurs propres.
Le rayon spectrale de A est défini par :

ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi|.

Propriété 1.1 [5] Soit A =

(
a b

b d

)
une matrice symétrique de taille 2× 2.

A est définie positive si ses valeurs propres sont strictement positives.
Les valeurs propres de A sont strictement positives :

1 Si et seulement si a > 0 et ad− b2 > 0.

2 Si et seulement si les pivots sont positifs : a > 0 et ac−b2
a

> 0.

Sinon, si a < 0 et |A| = ac− b2 > 0, A est définie négative (A < 0).

1.2.1 Ensemble ω–limite

Définition 1.10 [3] Soit p0 un point qui appartient au domaine de définition du
système suivant {

ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y),

on note l’ensemble w–limite de p0 par

w(p0) =
⋃
t≥0

{(x(s, p0), y(s, p0)), s ≥ t},
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1.3. MÉTHODES DE LYAPUNOV, PRINCIPE D’INVARIANCE DE LASALLE

avec (x(s, p0), y(s, p0)) les solutions de condition initiale (s, p0). On peut montrer que
(x, y) est dans w(p0), s’il existe une suite {ti}i∈N, ti → +∞ quand i → +∞ tel que
(x(ti, p0), y(ti, p0))→ (x, y) lorsque i→ +∞.

Définition 1.11 [3] Un domaine D du plan est dit positivement invariant si quelle
que soit la condition initiale (x0, y0) ∈ D, la trajectoire correspondante reste dans D
lorsque t→ +∞.

Définition 1.12 [3] On appelle domaine attractant une région D du plan bornée et
compacte telle que toute trajectoire partant du bord ∂D de D entre dans l’intérieur
de D.

Théorème 1.1 (Poincaré–Bendixson) [3] Soit T un domaine borné attractant du
plan. Toute trajectoire de T admet comme w–limite

• Soit un point d’équilibre.

• Soit une orbite périodique.

• Soit un ensemble constitué de la réunion de points d’équilibre et les orbites
régulières qui les joignent (hétéroclines ou homoclines).

1.3 Méthodes de Lyapunov, Principe d’Invariance
de LaSalle

Dans ce paragraphe, on va introduire quelques théorèmes de Lyapunov pour étudier
la stabilité globale du point d’équilibre. On suppose que 0 est un point d’équilibre
pour le système (1.1). Soit Ω un voisinage ouvert de 0.

Définition 1.13 [7] Une fonction

V : Ω→ R,

est “semi–définie positive ” dans Ω si elle est continue dans Ω, V (0) = 0 et

V (z) ≥ 0, ∀z ∈ Ω.

La fonction V est dite “définie positive ” dans Ω si elle est semi–définie positive dans
Ω et

V (z) > 0, ∀z ∈ Ω− {0}.

La fonction V est “semi–définie négative (définie négative) ” dans Ω si −V est semi–définie
positive (définie positive) dans Ω.

7



1.3. MÉTHODES DE LYAPUNOV, PRINCIPE D’INVARIANCE DE LASALLE

Lemme 1.1 (Sylvester)[5] La forme quadratique

zTAz =
n∑

i,j=1

aijzizj, z ∈ Rn,

associée à une matrice symétrique n× n (A = AT ) est définie positive si

det(aij, i, j = 1, ..., s) > 0, pour tout s = 1, ..., n.

Considérons l’équation différentielle (1.1) où f ∈ C(D,Rn) ( avec D un ensemble
ouvert de Rn). On suppose que 0 ∈ D et que f(0) = 0.
Soient Ω ⊂ D un sous ensemble ouvert de D dans Rn et V ∈ C1(Ω,R). Définissons
V̇ par rapport au système (1.1) comme suit :

V̇ (z) = gradV (z).f(z), z ∈ Ω. (1.2)

Si z(t) est une solution de (1.1), alors la dérivée de V par rapport à t ∈ R+ est

d

dt
V (z(t)) = V̇ (z(t)).

On dit que V̇ est la dérivée de V le long de la trajectoire de (1.1).

Théorème 1.2 (Lyapunov)[29] S’il existe une fonction V ∈ C1(Ω,R) définie positive
sur un sous ensemble Ω ⊂ D, telle que 0 ∈ Ω, avec V̇ semi–définie négative dans Ω,
alors z = 0 est stable pour le système (1.1). Si en outre V̇ définie négative dans Ω,
alors z = 0 est asymptotiquement stable pour le système (1.1), globalement dans Ω.

Lemme 1.2 (Lyapunov)[29],[10] Soit A une matrice réelle n × n et C une matrice
symétrique définie positive, si A est une matrice stable, c’est-à-dire Reλ < 0 pour
tout λ ∈ σ(A) alors l’équation matricielle

ATB +BA = −C, (1.3)

admet une solution définie positive B (qui est symétrique).

Comme application du Lemme 1.2, considérons le système différentiel linéaire suivant

dz

dt
= Az, (1.4)

et la fonction scalaire :
V (z) = zTBz, z ∈ Rn.

D’après le Lemme 1.2, si A est stable, on peut choisir B pour que ATB + BA soit
définie négative. Ainsi, la stabilité de A implique la stabilité (globale) asymptotique
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1.4. THÉORIE DES GRAPHES

de 0 pour le système (1.4).
Soit V ∈ C1(Ω,R) une fonction définie positive sur un ensemble ouvert Ω ⊂ D telle
que 0 ∈ Ω. On dit que V est une “fonction de Lyapunov ” pour le système (1.1) si

V̇ (z) = gradV (z).f(z) ≤ 0, dans Ω. (1.5)

Théorème 1.3 ( Principe d’Invariance de LaSalle)[38] Soit Ω un sous–ensemble ou-
vert de Rn; supposons qu’il est positivement invariant pour le système (1.1). Soit
V : Ω→ R une fonction de classe C1 pour le système (1.1) telle que :

1 V̇ ≤ 0 dans Ω.

2 Soient E = {z ∈ Ω | V̇ (z) = 0} et M le plus grand ensemble invariant
contenu dans E.

Alors, toute solution bornée commençant dans Ω tend vers l’ensemble M lorsque
t→∞.

Corollaire 1.1 [7] Sous les mêmes hypothèses que celles du Théorème 1.2, si M =

{z∗} alors z∗ est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le
système (1.1) défini sur Ω.

Corollaire 1.2 [29] Si V est une fonction de Lyapunov dans Rn, minorée et telle
que V (z) → +∞ quand ||z|| → +∞, alors chaque orbite positive de (1.1) est bornée
et s’approche du plus grand sous-ensemble invariant M de E, quand t → +∞. En
particulier, si M = {z∗} alors l’équilibre z∗ est globalement asymptotiquement stable
dans Rn pour le système (1.1).

Définition 1.14 [44] On dit que la fonction f : X → X est une contraction, s’il
existe 0 < k < 1 telle que

∀x, y ∈ X, ||f(x)− f(y)|| ≤ k||x− y||.

Théorème 1.4 (Banach–Caccioppoli)[29] Soit F : X → X une contraction où X est
un espace métrique complet. Alors il existe un unique point fixe x0 ∈ X, c’est-à-dire
que

F (x0) = x0.

1.4 Théorie des graphes

Un graphe est constitué :
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1.4. THÉORIE DES GRAPHES

• d’un ensemble fini de points appelés sommets (ou nœuds).

• d’un ensemble fini de lignes, appelées arête, chaque arête relie deux sommets
appelés ses extrémités.

Si les deux extrémités d’une arêtes sont égales on dit que l’arête est une boule. Notons
que deux arêtes différentes peuvent avoir les même extrémités.
On dit que deux sommets sont voisins s’ils sont reliés par une arête.

Figure 1.3: Quelques exemples de graphes [15].

Bien qu’il existe différents types de graphes en fonction du nombre de sommets,
du nombre d’arêtes, de l’inter-connectivité de leur structure globale, voici quelques
exemples parmi les plus courants :

Définition 1.15 (Graphe simple)[13] Un graphe sans boucles et avec au maximum
une arête entre deux sommets est appelé graphe simple. Par exemple

Figure 1.4: Comparaison entre graphe simple et non simple [13].

Dans la figure ci-dessus, le premier graphe n’est pas un graphe simple car il a deux
arêtes entre certains de ces sommets et il a également une boucle (Loop).

Définition 1.16 (Graphe orienté)[22] Un graphe orienté est un graphe dont les
arêtes sont orientés par des flèches. Les graphes orientés sont également connus sous
le nom de digraphes (voir exemple de la figure 1.5).
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1.4. THÉORIE DES GRAPHES

Figure 1.5: Graphe orienté [22].

Définition 1.17 (Arbre)[6] Un arbre est un graphe non orienté dans lequel deux
sommets quelconques sont reliés par un chemin (un chemin est une suite finie ou
infinie d’arêtes qui rejoint une suite de sommets), ou de manière équivalente un graphe
acyclique ( c’est-à-dire un graphe sans cycle) non orienté.

Figure 1.6: Un arbre étiqueté avec 6 sommets et 5 arêtes [6].

Définition 1.18 (Chaine et cycle)[13] Une chaine d’un graphe G est une suite
alternée de sommets et d’arêtes e0, x0, e1, x1, e2, ..., xn, en commençant et se termi-
nant par des sommets dans laquelle chaque arête est incidente avec les deux sommets
qui la précédente et la suivent immédiatement. Cette chaine relie x0 et xn. La chaine
est fermée si x0 = x1 et ouverte dans le cas contraire. Si la chaine est fermée, elle
est appelée un cycle, à condition que ses sommets soient disjoints.

Figure 1.7: Exemple d’une chaine, cycle et arbre [13].
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1.5. LES ESPACES DE LEBESGUE ET DE SOBOLEV

1.5 Les espaces de Lebesgue et de Sobolev

Définition 1.19 [12] Considérons le nombre réel p

• Si p ∈ [1,∞[, on définit

Lp(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et ||f ||Lp <∞}.

On note
||f ||Lp =

[ ∫
Ω

|f(x)|p dx
] 1
p .

• Si p =∞

L∞(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et ∃ C telle que |f(x)| < C p.p. sur Ω}.

Notons que
||f ||L∞ = inf{C, |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω}.

Théorème 1.5 [12] Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ l’espace vectoriel Lp est muni de la norme
||.||Lp.

Théorème 1.6 (Fischer-Riesz) [12] Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ l’espace Lp est dit un
espace de Banach.

Théorème 1.7 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)[12] Soit {fn}
une suite de fonctions de L1. Supposons que

♣ fn(x)→ f(x) p.p. sur Ω.

♣ Il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. sur
Ω. Alors f ∈ L1(Ω) et

||fn − f ||L1(Ω) → 0.

Définition 1.20 [12] Soit Ω un ouvert de Rn et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ +∞. On
définit l’espace de Sobolev W 1,p(Ω) par

W 1,p(Ω) ≡ {u ∈ Lp(Ω), tel que
∂u

∂xi
∈ Lp(Ω) pourtout i = 1, ..n},

muni de la norme suivante :

||u||W 1,p(Ω) = ||u||Lp(Ω) +
n∑
i=1

|| ∂u
∂xi
||Lp(Ω),
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1.6. GÉNÉRALITÉS SUR LES SYSTÈMES DYNAMIQUES

ou parfois, si 1 ≤ p ≤ +∞ de la norme équivalente :

||u||W 1,p(Ω) =

(
||u||pLp(Ω) + ||∇u||pLp(Ω)

) 1
p

.

Si p = +∞, la norme associée à l’espace W 1,∞(Ω) est donnée par :

||u||W 1,∞(Ω) = sup
Ω
|u|+ sup

Ω
|∇u|.

Lorsque p = 2, l’espace de Hilbert H1 est muni de produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2(Ω) +
n∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi
)L2(Ω) ∀u, v ∈ L2(Ω),

la norme associée

|u||H1(Ω) =

(
||u||L2(Ω) +

n∑
i=1

|| ∂u
∂xi
||L2(Ω)

) 1
2

est équivalente à la norme de W 1,2(Ω).

Proposition 1.1 [12] Pour tout 1 ≤ p ≤ +∞ l’espace W 1,p(Ω) est un espace de
Banach. On dit que l’espace W 1,p(Ω) est réflexif pour 1 < p < +∞ et séparable pour
1 ≤ p <∞.

Définition 1.21 [12] C1
0(Ω) est dense dans W 1,p

0 (Ω) pour tout 1 ≤ p <∞.
L’espace W 1,p

0 (Ω) est muni de la norme induite par W 1,p(Ω) est un espace de Banach
séparable, de plus il est réflexif si 1 < p <∞.

1.6 Généralités sur les systèmes dynamiques

Des solutions intégrales aux problèmes non homogènes de Cauchy
[45]

On considère le problème de Cauchy non homogène

d

dt
u(t) = Au(t) + f(t), t ≥ t0, u(t0) = x0.

Hypothèses 1.1 Supposons que

13



1.6. GÉNÉRALITÉS SUR LES SYSTÈMES DYNAMIQUES

1 A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach X telle que λId−A
a un inverse borné pour λ > w et

||(λId− A)−n|| ≤ M

(λ− w)n

pour tout n ∈ N, λ > w, M , w sont des constantes.

2 x0 ∈ X0 := Dom(A).

3 f : [0,+∞)→ X est continue.

Solutions pour des problèmes de Cauchy abstrait qui laissent
invariant un ensemble convexe fermé [45]

On considère le problème de Cauchy abstrait

d

dt
u(t) = Au(t) + F (t)u(t), t > t0 ≥ 0, u(t0) = x0, (1.6)

Hypothèses 1.2 Supposons que

1 A est un opérateur fermé sur un espace de Banach X. (λId− A) a un inverse
linéaire borné sur X et

||(λId− A)−n|| ≤ M

(λ− w)n
,

pour tout n ∈ N, λ > w avec M , w des constantes réelles strictement positives.

2 Soit X0 = Dom(A). On suppose que la valeur initiale x0 dans (1.6) est un
élément de X0. En fait, nous cherchons une solution u dont les valeurs se
trouvent dans

C0 = C ∩X0,

C étant un sous–ensemble convexe fermé de l’espace de Banach X. Notons que
C0 est également un sous–ensemble convexe fermé. Nous supposons donc que

x0 ∈ C0.

3 Nous supposons les propriétés suivantes de l’opérateur

F (t) : C0 → X.

14



1.7. PRINCIPE DU MINIMUM DE PONTRYAGIN (PMP)

a Pour tout x ∈ C0, F (t)x est une fonction continue en t ≥ 0.

b Pour tout t ≥ 0, x ∈ C0 il existe δ, Λ > 0 telle que

||F (s)y − F (s)z|| ≤ Λ||y − z||,

si t ≤ s ≤ t+ δ, y, z ∈ C0, ||y − x||, ||z − x|| ≤ δ.

c Pour tout τ > 0, il existe des constantes c > 0 telle que

||F (t)x|| ≤ c(1 + ||x||),

si 0 ≤ t ≤ τ , x ∈ X0.

Remarque 1.1 [45] Ce problème présente la particularité que A n’est pas défini de
manière dense dans X, mais que la non–linéarité de F (t) peut être définie seulement
sur un sous–ensemble de X0 = Dom(A) dans X.

En général, on ne peut pas résoudre (1.6) dans cette formulation forte, si x0 ∈
C0�D(A). Donc pour x0 ∈ C0, on la résout sous la forme intégrée

u(t) = x0 + A

∫ t

t0

u(s)ds+

∫ t

t0

F (s)u(s)ds, t ≥ t0. (1.7)

Une solution de (1.7) est appelée une solution intégrale de (1.6).

Théorème 1.8 [45] Supposons que les hypothèses 2 sont satisfaites. Alors, il existe
une unique solution de (1.6) avec des valeurs dans C0 si

1 λ(λId− A)−1 envoie C dans lui–même pour λ > w suffisamment grand.

2 1
h
dist(y + hF (t), C)→ 0 quand h→ 0, t ≥ 0, y ∈ C0.

1.7 Principe du minimum de Pontryagin (PMP)

Le principe de minimum de Pontryagin (développé dans [23]) nous permet d’écrire une
condition d’optimalité pour un minimum du problème comme un système différentiel
avec des conditions aux limites. Pour une preuve de ce dernier on se réfère à [11] ou
[9].
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Figure 1.8: Lev Pontryagin [48].

Soit U ⊂ Rm un ensemble compact non–vide. On considère f : Rn×Rm → Rn et
soit ` et φ deux applications de Rn dans R.
On propose le problème de contrôle optimal suivant

min
u(.)∈U

J(u) :=

∫ T

0

`(xu(t), u(t)) dt+ φ(xu(t)), ∀T > 0, (1.8)

où xu(.) peut-être interprété comme l’unique solution du problème de Cauchy sur
[0, T ] telle que

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ], x(0) = x0 ∈ Rn.

Notons que U := {u : [0, T ] → U, umesurable} l’ensemble des contrôles admissibles,
c’est-à-dire l’ensemble des contrôles tels que la trajectoire associée soit bien définie
sur [0, T ].
Soit H : Rn ×Rn ×Rm → R le Hamiltonien associé au problème (1.8), il s’écrit sous
la forme suivante :

H(x, p, u) = p.f(x, u) + `(x, u).

Afin d’exprimer le principe de minimum de Pontryagin (PMP), on annonce le Théorème
suivant

Théorème 1.9 [33] On note par u(.) le contrôle optimal et x la trajectoire associée
sur [0, T ]. Alors

1 L’équation adjointe s’écrit comme suit

ṗ(t) = −∂H
∂x

(x(t), p(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ],
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1.7. PRINCIPE DU MINIMUM DE PONTRYAGIN (PMP)

où p : [0, T ]→ Rn est absolument continue.

2 La condition de transversalité est p(T ) = ∇φ(x(T )).

3 Le contrôle u(.) satisfait la condition de minimisation :

u(t) ∈ arg min
w∈U

H(x(t), p(t), w) p.p. t ∈ [0, T ].
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CHAPITRE 2

Connaissance de base en épidémiologie

2.1 Introduction

Un problème clé dans la modélisation de la dynamique d’évolution des maladies in-
fectieuses est la représentation mathématique du mécanisme de transmission de la
contagion. Les concepts de “force d’infection” et de “champ de forces d’infection ”
(lorsqu’il s’agit de populations structurées) représentent les cas incidents d’infection.
Dans les modèles dynamiques, cette force dépend, d’une part, de la probabilité de
s’infecter après contact avec un individu infecté, éventuellement en prenant en compte
le comportement des individus, d’autre part, elle dépend également de la proportion
des individus infectés (prévalence de l’infection).
Dans ce chapitre, nous allons traiter les modèles de base en épidémiologie et déter-
miner une fonction de Lyapunov à travers la formule de Beretta et Capasso [7] afin
d’étudier la stabilité globale de l’équilibre non trivial.

2.2 Brève histoire du le modèle SIR

Le modèle a été présenté pour la première fois par Kermack et McKendrick en 1927
[35] pour expliquer a posteriori l’évolution de l’épidémie de peste à Bombay en 1905-
1906.
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2.2. BRÈVE HISTOIRE DU LE MODÈLE SIR

Figure 2.1: McKendrick et Kermack [48].

À chaque fois on décide de diviser la population en trois catégories (qu’on appelle
“compartiments ” dans le langage de l’épidémiologie) :

• les individus “Sains ” ou “Susceptibles ” (S) : ceux qui n’ont jamais eu la mal-
adie, et peuvent la contracter.

• les individus “Infectés ” (I) : les malades, ceux sont aussi les contagieux (c’est
une hypothèse de ce modèle).

• les individus “Rétablis ” (R) : ceux qui ont déjà eu la maladie et sont désor-
mais immunisés contre cette maladie. On inclut dans ce groupe les personnes
décédées (puisqu’elles ne peuvent plus contracter la maladie).

Il paraît plus naturel de travailler avec le nombre de personnes dans chaque catégorie,
mais certains calculs seront plus simples si on utilise plutôt la proportion des person-
nes dans chaque catégorie, ce qui nous permet de bien connaître la progression de
l’épidémie. On note donc : S(t), I(t) et R(t) la proportion d’individus de chacune
des catégories (les sains, les infectés, les rétablis) à l’instant t.
Afin d’écrire une formulation mathématique, nous introduisons des équations dif-
férentielles pour les taux de transfert d’un compartiment à un autre. Le modèle de
Kermack et McKendrick se présente sous la forme d’un système de trois équations
différentielles

dS

dt
= f1(S, I, R)

dI

dt
= f2(S, I, R)

dR

dt
= f3(S, I, R)

(2.1)
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2.2. BRÈVE HISTOIRE DU LE MODÈLE SIR

où
f1(S, I, R) = −kSI

f2(S, I, R) = +kSI − λI

f3(S, I, R) = λI

(2.2)

Figure 2.2: Schéma du modèle SIR.

avec k et λ des constantes positives qui représentent respectivement le taux de trans-
mission de la maladie et le taux de guérison.
Comme la population totale N = S + I + R est constante (N = 1), on peut sup-
primer la troisième équation du système car elle est indépendante des deux premières
équations. Le modèle (2.2) se réduit alors au système système algébro-différentiel
suivant 

dS

dt
= −kSI,

dI

dt
= +kSI − λI,

(2.3)

Figure 2.3: Simulation numérique pour le modèle SIR.
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2.2. BRÈVE HISTOIRE DU LE MODÈLE SIR

Les solutions du système (2.3) avec les conditions initiales S(0) = 10000, I(0) = 1

et R(0) = 0 sur une période d’environ 200 jours et les valeurs des paramètres k =

0.00003, λ = 0.03 sont simulées dans la figure 2.3.
Pour le modèle SIR les règles retenues sont les suivantes :

I La maladie est une maladie assez brève : on néglige les phénomènes démographiques
(naissances, décès, immigration). La taille de la population étudiée peut donc
être considérée comme fixe.

I La seule façon pour qu’un individu quitte le groupe des sains est de devenir infecté.
Il est raisonnable de penser que le nombre de nouveaux cas sur une durée donnée
est proportionnel au nombre de contacts sur cette durée entre les individus
susceptibles et les individus infectés (S(t) × I(t)). On note ce coefficient de
proportionnalité k.

I Les personnes malades (infectées) sont toutes contagieuses : elles peuvent trans-
mettre la maladie.

I Chaque personne qui a guéri de cette maladie est immunisée pour toujours contre
cette maladie : la personne ne peut plus être contaminée de nouveau.

I Nous faisons aussi l’hypothèse que toutes les personnes tombées malades finissent
par guérir et ne plus retomber malade, ainsi qu’une proportion λ des individus
infectés passe dans le groupe des individus rétablis quotidiennement. Par ex-
emple si la durée moyenne d’infection est de γ = 4 jours, en moyenne chaque
jour λ = 1/4 de la population infectée se rétablit.

Taux de reproduction de base R0 : on peut l’interpréter comme le nombre moyen
de nouveaux cas infectés, engendré par un individu infecté au court de la période où
il est contagieux, dans une population entièrement considérée comme susceptible.
Depuis son introduction le taux de reproduction de base R0 s’est imposé comme un
concept-clef en épidémiologie, il permet entre autre de prédire si une épidémie peut
ou non s’installer dans une population.
Comment est–il calculé ?
Le R0 se calcule à partir d’une population qui est entièrement susceptible d’être
infectée (c’est-à-dire qui n’a pas encore été vaccinée ni immunisée contre l’infection).
Il correspond au produit de trois facteurs :

R0 = βcD,

où

• β : est le risque de contracter l’agent infectieux lors d’un contact (d’où le
respect d’une distance sociale d’au moins 1 mètre recommandée en ce moment
de la pandémie de la COVID–19).
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2.2. BRÈVE HISTOIRE DU LE MODÈLE SIR

• c : est le nombre de contacts sur une unité de temps : si l’on diminue le nombre
de contacts de moitié, on diminue le R0 de moitié.

• D : est le nombre de jours où une personne infectée est contagieuse.

Dans l’article [46] les auteurs proposent une méthode asée sur le calcul du rayon
spectral d’une matrice appelée matrice de la génération suivante (en anglais : Next
Generation Matrix) pour calculer le taux de reproduction de base.

Modèle SIR avec dynamique vitale [7]

L’invariance de la population totale peut être maintenue si l’on introduit une dy-
namique vitale intrinsèque des individus dans la population totale au moyen d’une
mortalité naturelle µN compensée par un apport égal à la naissance dans la classe
des susceptibles.
De ces hypothèses, le modèle est représenté par le système EDO suivant :

dS

dt
= −kIS − µS + µN,

dI

dt
= +kIS − λI − µI,

dR

dt
= λI − µR,

(2.4)

où

• k: le taux de transmission de la maladie.

• λ: le taux de guérison.

• µ: le taux de mortalité et de naissance.

Les solutions du système (2.4) avec les conditions initiales S(0) = 10000, I(0) = 1

et R(0) = 0 sur une période d’environ 200 jours et les valeurs des paramètres k =

0.00003, λ = 0.08 et µ = 0.01 sont simulées dans la figure 2.4.
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Figure 2.4: Simulation numérique pour le modèle SIR avec dynamique vitale.

Après normalisation le modèle précédent (2.4) devient :

dS

dt
= −kIS − µS + µ,

dI

dt
= +kIS − λI − µI,

dR

dt
= λI − µR,

(2.5)

Modèle SIRS avec immunité temporaire : [30]

Ce modèle dérive du modèle SIR classique, mais le rétablissement ne donne qu’une
immunité temporaire, c’est-à-dire les individus du compartiment R réintègrent après
un délai le compartiment des susceptibles. Il s’écrit sous la forme suivante :

dS

dt
= −kSI − µS + µ+ αR,

dI

dt
= kSI − λI − µI,

dR

dt
= λI − µR− αR,

(2.6)

les paramètres ont la même définition que dans le modèle précédent et α est taux
journalier de perte d’immunité et rentre dans la classe des susceptibles.
Pour effectuer la simulation numérique du système (2.6) on choisit les conditions
initiales S(0) = 10000, I(0) = 1 et R(0) = 0 sur une période d’environ 200 jours avec
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les valeurs des paramètres k = 0.00003, λ = 0.08, µ = 0.01 et α = 0.003.

Figure 2.5: Simulation numérique pour le modèle SIRS avec immunité temporaire.

2.3 Structure générale d’un système bilinéaire

En utilisant la formulation donnée par Beretta et Capasso [7], on peut écrire les
modèles précédents sous la forme générale suivante :

dz

dt
= diag(z)(e+ Az) + c, (2.7)

avec
z ∈ Rn, n est le nombre de compartiments.
e ∈ Rn, vecteur constant.
A = (aij)i,j=1,...,n, matrice constante.
c ∈ Rn, vecteur constant.

Pour le modèle SIR avec dynamique vitale ( Modèle (2.5))

Comme la population totale est constante, on néglige la troisième équation.
Notons que z = (S, I)T .

A =

(
0 −k
k 0

)
, e =

(
−µ

−(µ+ λ)

)
, c =

(
µ

0

)
. (2.8)
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Pour le modèle SIRS avec immunité temporaire ( Modèle (2.6))

Afin d’écrire le modèle SIRS sous la forme générale (2.7), faisons le changement de
variable suivant : S̃ = S + α

k
.

En tenant compte du fait que S + I + R = 1 (constante dans le temps), le système
(2.6) se réduit à : 

dS̃

dt
= −kS̃I − (µ+ α)S̃ + (µ+ α)(1 + α

k
),

dI

dt
= kS̃I − (λ+ µ+ α)I.

(2.9)

D’où

A =

(
0 −k
k 0

)
, e =

(
−(µ+ α)

−(λ+ µ+ α)

)
, c =

(
(µ+ α)(1 + α

k
)

0

)
.

Modèle SIR avec transmission verticale [14]

On propose un modèle SIR classique pour inclure la transmission verticale et la
vaccination. On suppose que b et b′ sont les taux de naissance des parents non infectés
et infectés respectivement, r et r′ sont les taux de mortalité correspondants, v est le
taux de guérison, γ est le taux qu’une personne immunitaire perd leurs immunités,
p est la probabilité des nouveaux nés qui ne sont pas infectés venant des parents
infectés, q est le taux de transmission verticale (p+q = 1) (de la maman vers le bébé)
et m est la fraction de ceux nés des parents non infectés qui ont acquis une immunité
grâce à la vaccination, le reste va dans la classe des susceptibles. Dans ce modèle il
est supposé que le vaccin n’est pas efficace pour les enfants des parents infectés.
Ainsi le modèle se présente sous la forme suivante :

dS

dt
= −kSI + (1−m)b(S +R) + pb′I − rS + γR,

dI

dt
= +kSI + qb′I − r′I − vI,

dR

dt
= vI − (r + γ)R +mb(S +R).

(2.10)

Afin de maintenir la population totale constante S+I+R = 1, on suppose que b = r,
b′ = r′. Ce qui permet de réduire le système précédent au système de deux équations
différentielles suivant :

dS

dt
= kSI + (1−m)b(1− I) + pb′I + γ − (γ + b)S − γI,

dI

dt
= +kSI − (pb′ + v)I.

(2.11)
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Notons par :

A =

(
0 −k
k 0

)
, e =

(
−b− γ
−pb′ − v

)
,

c =

(
(1−m)b+ γ

0

)
, B =

(
0 (m− 1)b+ pb′ − γ
0 0

)
.

Le système (2.11) peut être écrit sous la forme :

dz

dt
= diag(z)(e+ Az) + c+Bz, (2.12)

qui généralise l’équation (2.7) en y ajoutant le terme Bz.

Structure générale

Dans le but d’analyser les systèmes précédents on a besoin de généraliser l’équation
(2.7) et l’écrire sous une forme plus générale

dz

dt
= diag(z)(e+ Az) + b(z), (2.13)

où
b(z) = c+Bz, (2.14)

avec

(i) c ∈ Rn+
et

(ii) B = (bij)i,j=1,...,n, une matrice réelle constante telle que

bij ≥ 0, i, j = 1, ..., n,

bii = 0, i = 1, ..., n.

2.3.1 Population totale constante

En utilisant les résultats dus à Beretta et Capasso [7], nous donnerons dans ce para-
graphe une analyse du comportement asymptotique du système (2.13). On considère
au début le cas où la population totale N est constante.
Une conséquence directe de ce qui précède est que toute trajectoire {z(t), t ∈ R+} du
système (2.13) est contenue dans un domaine borné Ω ⊂ Rn où Ω = {z(t), t ∈ R+}
et qui vérifie l’hypothèse (H1).

(H1) Ω est positivement invariant.
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Soit F : Rn → Rn définie par :

F (z) = diag(z)(e+ Az) + b(z) (2.15)

il est clair que F ∈ C1(Ω).
Soit Di l’hyperplan de Rn:

{z ∈ Rn | zi = 0} , i = 1, ..., n.

Comme conséquence de l’hypothèse (H1) pour tout i = 1, ..., n, on a :

1 Di ∩ Ω est positivement invariant si bi |Di= 0.

2 Di ∩ Ω est un ensemble répulsif si bi |Di> 0 auquel cas F pointera à l’intérieur
de Ω sur Di.

En raison de l’invariance de Ω et du fait que F ∈ C1(Ω), le théorème de point fixe
standard [40] (Voir chapitre 1, section 4) assure l’existence d’au moins un équilibre
de (2.13) dans Ω. Supposons qu’il existe un équilibre z∗ strictement positif pour le
système (2.13) (z∗i > 0, i = 1, ..., n), cet équilibre vérifie :

diag(z∗)(e+ Az∗) + b(z∗) = 0,

on en déduit que :
e = −Az∗ − diag(z∗−1)b(z∗), (2.16)

où
z∗−1 :=

( 1

z∗1
, ...,

1

z∗n

)T
.

Par substitution de cette expression dans (2.13), on obtient :

dz

dt
= diag(z)[A+ diag(z∗−1)B](z − z∗)− diag(z − z∗)diag(z∗−1)b(z). (2.17)

Soit la fonction classique de Volterra-Goh Lyapunov [24]

V (z) :=
n∑
i=1

wi
(
zi − z∗i − z∗i ln zi

z∗i

)
, z ∈ Rn∗+ ,

où wi > 0, i = 1, ..., n, sont des constantes réelles (appelées souvent poids), où la
notation Rn∗+ désigne l’ensemble :

Rn∗+ = {z ∈ Rn | zi > 0, i = 1, ..., n} .

Soit fi(x) = x− z∗i − z∗i ln x
z∗i

avec x ∈ R∗+ et pour tout i = 1, ...n. Alors

fi : R∗+ → R, pour tout i = 1, ..., n.
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Étudions maintenant la fonction fi

f ′i(x) = 1− z∗i
x
, pour tout i = 1, ..., n,

donc
f ′i(x) = 0⇐⇒ x = z∗i , pour tout i = 1, ..., n.

Ainsi, le tableau de variation de fi, i = 1, ..., n s’écrit comme suit :

x

f ′i(x)

fi(x)

0 z∗i +∞

− 0 +

+∞

00

+∞+∞

c’est-à-dire
fi(x) ≥ 0, i = 1, ..., n.

On déduit alors que
V : Rn∗+ → R+.

La dérivée de V le long des trajectoires de (2.13) est donnée par :

V̇ (z) =
n∑
i=1

(zi − z∗i )diag(wi)[A+ diag(z∗−1
i )B](zi − z∗i )−

n∑
i=1

wi
bi(z)

ziz∗i
(zi − z∗i )2,

c’est-à-dire

V̇ (z) =
(
z − z∗

)T
WÃ

(
z − z∗

)
−

n∑
i=1

wi
bi(z)

ziz∗i

(
zi − z∗i

)2
, (2.18)

qui peut s’écrire

V̇ (z) =
(
z − z∗

)T
W [ Ã+ diag

(−b1(z)

z1z∗1
, ...,
−bn(z)

znz∗n

)
]
(
z − z∗

)
, (2.19)

où W := diag(w1, ..., wn) et

Ã := A+ diag(z∗−1)B. (2.20)

La structure de (2.18) et (2.19) permet d’étudier les deux cas suivants :
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(A) Ã est W–antisymétrisable.

(B) −
[
Ã+ diag

(
−b1(z)
z1z∗1

, ..., −bn(z)
znz∗n

)]
∈ SW .

Dans le cas (B)
V̇ (z) ≤ 0, z ∈ Rn∗+ .

Ainsi l’égalité s’applique si et seulement si z = z∗. La stabilité asymptotique globale
de z∗ découle du théorème classique de Lyapunov (Chapitre 1, Section 3).
Ainsi, nous avons le théorème suivant.

Théorème 2.1 [7] Si le système (2.13) admet un équilibre strictement positif z∗ ∈
Ω (zi > 0, i = 1, ..., n) et la condition (B) est satisfaite, alors z∗ est globalement
asymptotiquement stable dans Ω.

Considérons maintenant le cas (A). Puisque WÃ est antisymétrique, de (2.18) on
obtient (

z − z∗
)T
WÃ

(
z − z∗

)
= 0,

donc

V̇ (z) = −
n∑
i=1

wi
bi(z)

ziz∗i
(zi − z∗i )2. (2.21)

Comme bi(z) ≥ 0, pour tout z ∈ Rn∗+ , i = 1, ..., n, on a

V̇ (z) ≤ 0.

Désignons par R ⊂ Ω l’ensemble des points où V̇ (z) = 0, clairement

R = {z ∈ Ω | zi = z∗i si bi(z) > 0, i = 1, ..., n} . (2.22)

Soit M le plus grand sous-ensemble invariant dans R. Par le principe d’invariance
de LaSalle (Théorème 3.1) on peut dire que toute solution s’approche de M quand
t→∞.
Afin de donner plus d’informations sur la structure de M , nous utilisons la théorie
des graphes.
Puisque dans le cas (A) les éléments de Ã ont des signes antisymétrique, on peut
alors associer un graphe à Ã par les règles suivantes :

(α) chaque composante i ∈ {1, ..., n} est représenté par un nœud identifié par :

(a.1) “◦” si bi(z) = 0 ∀z ∈ Ω.

(a.2) “•” sinon.
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(β) Si pour une paire de nœuds (i, j) telle que ãij ãji< 0, ∀i 6= j alors les deux nœuds
i et j sont reliés par un arc (Voir des exemples dans le chapitre 1, section 4).

Nous citons le lemme suivant :

Lemme 2.1 [7] Supposons que Ã est W–antisymétrisable. Si le graphe associé est
soit

� un arbre et n− 1 des nœuds terminaux sont •
ou

� une chaine et deux nœuds internes consécutifs sont •
ou

� un cycle et deux nœuds consécutifs sont •.
Alors M = {z∗} dans R.

Comme conséquence de ce lemme et les arguments ci-dessus, nous citons le théorème
de stabilité globale de l’équilibre intérieur.

Théorème 2.2 [7] Si le système (2.13) admet un équilibre z∗ ∈ Ω (z∗i > 0, i =

1, ..., n) et la condition (A) est satisfaite sous l’une des hypothèses du Lemme 2.1,
alors l’équilibre positif z∗ est GAS dans Ω (l’unicité de z∗ découle de la stabilité
globale).

L’intérêt des théorèmes 2.1 et 2.2 réside dans le fait qu’ils fournissent des conditions
suffisantes pour qu’un équilibre du système lorsqu’il existe il soit GAS.
Des conditions suffisantes pour l’existence d’un état endémique non trivial sont don-
nées dans le Corollaire suivant :

Corollaire 2.1 Si le vecteur c dans (2.14) est strictement positif, alors le système
(2.13) admet un équilibre z∗ ∈ Ω+ strictement positif. Dans les deux cas (A) et (B)
l’équilibre positif z∗ est GAS (et donc unique) dans Ω+.

2.3.1.1 Cas A: Modèles épidémiques pour lesquels la matrice Ã est W–
antisymétrisable

Modèle SIR avec dynamique vitale (2.4)

On voit clairement à partir de (2.20) que puisque dans ce cas B = 0, nous avons

Ã = A et b(z) = c =

(
µ

0

)
.

Comme Ã est antisymétrique et même W–antisymétrique (on peut choisir la matrice
W=IdR2), puisque b1(z) 6= 0 on la représente par • et b2(z) = 0 est représentée par ◦
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reliées par une arête alors le graphe associé est donné par •——◦.
Dans ce cas, l’état endémique non trivial est donné par

S∗ =
λ+ µ

k
, I∗ =

µ

k
(

1

S∗
− 1), (2.23)

cet équilibre existe si :

σ =
k

λ+ µ
> 1. (2.24)

Notons que si σ ≤ 1 alors le seul point d’équilibre du système est (1, 0)T .
Le système (2.4) admet comme point d’équilibre z∗ avec z∗ = (S∗, I∗)T qui est posi-
tive, d’après le Théorème 2.2, cet équilibre est GAS.

Modèle SIRS avec immunité temporaire

Rappelons le modèle SIRS avec immunité temporaire :

dS

dt
= −kSI − µS + µ+ αR,

dI

dt
= kSI − λI − µI,

dR

dt
= λI − µR− αR,

encore une fois dans ce cas

Ã = A, et b(z) = c.

Comme Ã est antisymétrique on déduit que le graphe associé est le suivant •——◦.
Dans ce cas, l’état endémique est donné par z∗ := (S∗, I∗)T , où

S∗ =
λ+ µ

k
:=

1

σ
,

I∗ =
(µ+ α)(σ − 1)

k + ασ
.

Notons que cet équilibre existe si σ > 1. Sinon, pour σ ≤ 1, le seul point d’équilibre
du système est (1, 0)T .
Comme z∗ est un équilibre positif alors par le Théorème 2.2 il est GAS.

Modèle SIR avec transmission verticale

Rappelons ici le modèle SIR avec transmission verticale
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

dS

dt
= −kSI + (1−m)b(S +R) + pb′I − rS + γR,

dI

dt
= +kSI + qb′I − r′I − vI,

dR

dt
= vI − (r + γ)R +mb(S +R).

Dans ce cas b(z) = c+Bz.
Ce système admet comme point d’équilibre :

S∗ = pb′+v
k
,

I∗ = ((1−m)b+γ)k−(b+γ)(pb′+v)
(v+(1−m)b+γ)k

, (2.25)

qui existe si

m <
(b+ γ)(k − pb′ − v)

bk
, (2.26)

en conséquence

Ã := A+ diag(z∗−1)B =

(
0 k (m−1)b−γ−v

pb′+v

k 0

)
.

(m − 1)b,−γ,−v sont toutes des constantes négatives ou nulles. Pour exclure les
autres cas on suppose qu’ils sont tous négatifs. On peut trouver une matrice diagonale
positive W = diag(w1, w2), telle que WÃ est antisymétrique.

WÃ =

(
0 −w1k

(1−m)b+γ+v
pb′+v

w2k 0

)

et

(WÃ)T =

(
0 w2k

−w1k
(1−m)b+γ+v

pb′+v
0

)
.

On choisit w2 = 1 , donc w1 = pb′+v
(1−m)b+γ+v

WÃ sera égale à
(

0 −k
k 0

)
(cas (A) ). Par le Théorème 2.2, le graphe associé est

donné par •——◦, donc l’état endémique (2.25) est GAS (si la condition (2.26) est
vérifiée).

2.3.1.2 Cas B : Modèles épidémiques pour lesquels −
[
Ã+diag

(−b1(z)
z1z∗1

, ..., −bn(z)
znz∗n

)]
∈

SW .

Modèle de la gonorrhée [16] [31]

La gonorrhée (dite aussi chaude-pisse) est une infection sexuellement transmissible
causée par la bactérie Neisseria gonorrhoeæ. Cette maladie est plus asymptoma-
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tique chez la femme que chez l’homme et peut donc être transmise sans même savoir
que l’on est infecté. Une personne peut être infectée par la gonorrhée plusieurs fois
dans sa vie.
Considérons ici le modèle simple de la gonorrhée proposé par Cooke et Yorke [16]. Il
peut être considéré comme un modèle SIS pour deux populations en interaction, si
on désigne par Si, Ii, i = 1, 2, la population des susceptibles et infectés pour deux
groupes (hommes et femmes), on a

dS1

dt
= −k12S1I2 + α1I1,

dI1

dt
= k12S1I2 − α1I1,

dS2

dt
= −k21S2I1 + α2I2,

dI2

dt
= k21S2I1 − α2I2,

(2.27)

avec

• kij: est le taux de transmission de l’infection d’un individu infecté du groupe j
à un individu susceptible du groupe i (i 6= j), i, j = 1, 2.

• αi: est le taux de guérison des individus du groupe i (i = 1, 2).

Il est clair que si Si + Ii = ci (constante), on peut limiter l’analyse du système (2.27)
au système suivant (pour simplifier on prend k12 = k21 = 1)

dI1

dt
= −I1I2 − α1I1 + c1I2,

dI2

dt
= −I1I2 − α2I2 + c2I1,

(2.28)

qui peut être écrit sous la forme

dz

dt
= diag(z)(e+ Az) +Bz, t > 0 (2.29)

où z = (I1, I2)T et

A =

(
0 −1

−1 0

)
, e =

(
−α1

−α2

)
, B =

(
0 c1

c2 0

)
.

Pour ce modèle,

b(z) = Bz =

(
c1I2

c2I1

)
, Ã =

(
0

−I∗1+c1
I∗1

−I∗2+c2
I∗2

0

)
=

(
0

S∗1
I∗1

S∗2
I∗2

0

)
.
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Par un simple calcul

diag

(
−b(z)

zz∗

)
= diag

(
−b1(z)

z1z∗1
,
−b2(z)

z2z∗2

)
=

(
−c1I2
I1I∗1

0

0 −c2I1
I2I∗2

)
.

On considère la matrice

W

[
Ã+ diag

(
−b(z)

zz∗

)]
=

(
−w1

c1I2
I1I∗1

w1
S∗1
I∗1

w2
S∗2
I∗2

−w2
c2I1
I2I∗2

)
(2.30)

qui est une matrice symétrique si l’on choisit w1 > 0, et w2 > 0 tels que

w2

(
S∗2
I∗2

)
= w1

(
S∗1
I∗1

)
.

La matrice symétrique (2.30) est définie négative. Les éléments diagonaux sont né-
gatifs et (

c1I2

I1I∗1

c2I1

I2I∗2
− S∗1S

∗
2

I∗1I
∗
2

)
w1w2 =

w1w2

I∗1I
∗
2

(
c1c2 − S∗1S∗2

)
> 0,

du fait que 0 < S∗i < ci, i = 1, 2 et puisque z∗ = (I∗1 , I
∗
2 )T est un équilibre positif alors

le Théorème 2.1 assure que l’équilibre z∗ est GAS.

Modèle SIS dans deux communautés avec migration [30]

Les maladies transmissibles se propagent parfois d’un pays à l’autre et dans le monde
entier. Certains modèles de propagation spatiale ont été analysés. Une question
fascinante est de savoir si une maladie pourrait rester endémique en se déplaçant
géographiquement dans une région. Dans ce modèle SIS à dynamique vitale, on
suppose que les individus immigrent et émigrent entre deux communautés à un rythme
égal (pour assurer l’homogénéité). Une conclusion est que la migration peut maintenir
la maladie endémique dans deux groupes de population, même si sans migration, la
maladie finirait par disparaître dans l’un des groupes.
Chaque communauté est décrite par (Si, Ii), i = 1, 2 tel que

Si + Ii = 1, i = 1, 2. (2.31)

Donc on peut limiter l’analyse au système EDO suivant
dI1

dt
= k1I1(1− I1)− γ1I1 − δ1I1 + θ(I2 − I1),

dI2

dt
= k2I2(1− I2)− γ2I2 − δ2I2 + θ(I1 − I2),

(2.32)

où
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• ki : le taux de transmission de la maladie entre un individu infecté et un individu
susceptible de la même communauté, i=1,2.

• γi : le taux de guérison, i=1,2.

• δi : le taux de mortalité, i=1,2.

• θ : le taux de migration entre les sites.

Le système (2.32) peut être écrit comme suit{
dI1
dt

=
(
k1 − γ1 − δ1 − θ

)
I1 − k1I

2
1 + θI2,

dI2
dt

=
(
k2 − γ2 − δ2 − θ

)
I2 − k2I

2
2 + θI1,

qui peut être mis sous la forme (2.29) si on pose

z = (I1, I2)T

et

A =

(
−k1 0

0 −k2

)
, e =

(
k1 − γ1 − δ1 − θ
k2 − γ2 − δ2 − θ

)
, B =

(
0 θ

θ 0

)
.

Le modèle (2.32) peut-être réécrit comme le système (2.29), avec

b(z) = Bz =

(
0 θ

θ 0

)(
I1

I2

)
=

(
θI2

θI1

)
et

Ã = A+ diag(z∗−1)B =

(
−k1

θ
I∗1

θ
I∗2

−k2

)
.

Soit l’ensemble Ω ⊂ R2 défini comme

Ω := {z = (I1, I2)T ∈ R2
+ | 0 ≤ Ii ≤ 1, i = 1, 2}.

Par le Théorème 2.1, une condition suffisante pour la stabilité asymptotique d’un
équilibre positif z∗ dans Ω est

−
[
Ã+ diag

(
−b1(z)

I1I∗1
,
−b2(z)

I2I∗2

)]
∈ SW .

On peut observer que

W [Ã+ diag

(
−b1(z)
I1I∗1

, −b2(z)
I2I∗2

)]
=

(
−w1k1 − w1

θI2
I1I∗1

w1
θ
I∗1

w2
θ
I∗2

−w2k2 − w2
θI1
I2I∗2

)

=

(
−w1

θI2
I1I∗1

w1
θ
I∗1

w2
θ
I∗2

−w2
θI1
I2I∗2

)
+

(
−w1k1 0

0 −w2k2

)
,
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ainsi

W [Ã+ diag

(
−b1(z)

I1I∗1
,
−b2(z)

I2I∗2

)]
=

(
−w1

θI2
I1I∗1

w1
θ
I∗1

w2
θ
I∗2

−w2
θI1
I2I∗2

)
+ diag(−w1k1,−w2k2).

(2.33)
La première matrice du second membre de l’égalité (2.33) est symétrique si on choisit

w1

(
θ

I∗1

)
= w2

(
θ

I∗2

)
,

c’est-à-dire
w1 > 0, et w2 = w1

(
I∗2
I∗1

)
.

Cette matrice est semi-définie négative puisque(
θI2

I1I∗1

θI1

I2I∗2
− θ2

I∗1I
∗
2

)
= 0.

En raison de la présence d’une matrice diagonale négative dans le second membre de
(2.33), la condition suffisante du Théorème 2.1 est satisfaite si k1, k2 > 0.
Sous ces hypothèses, s’il existe un équilibre z∗ positif, alors il est GAS dans Ω.

Modèle SIS pour deux groupes dissemblables [30] [36] [47]

Dans ce cas, la population est divisée en deux groupes dissemblables en raison de
l’âge, de la structure sociale, de la structure spatiale,... etc. Les deux groupes peuvent
interagir par le processus d’infection.
Étudiant le système épidémiologique suivant :

dI1

dt
= (k11I1 + k12I2)(1− I1)− γ1I1 − δ1I1,

dI2

dt
= (k21I1 + k22I2)(1− I2)− γ2I2 − δ2I2,

(2.34)

Commençons d’abord par le premier groupe : les personnes susceptibles (S1) peuvent
recevoir l’infection soit des infectés du premier groupe (I1) par un taux de transmission
k11 ou des infectés du deuxième groupe (I2) par un taux de transmission k12 et les
personnes infectées du premier groupe ont un taux de guérison γ1 et un taux mortalité
δ1. Ensuite, les personnes susceptibles du deuxième groupe (S2) peuvent recevoir
l’infection soit des infectés du premier groupe (I1) par un taux de transmission k21 ou
des infectés du deuxième groupe (I2) par un taux de transmission k22 et les personnes
infectées du deuxième groupe ont un taux de guérison γ2 et un taux mortalité δ2.
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Le système (2.34) peut s’écrire
dI1

dt
= (k11 − γ1 − δ1)I1 − k11I

2
1 − k12I1I2 + k12I2,

dI2

dt
= (k22 − γ2 − δ2)I2 − k22I

2
1 − k21I2I1 + k21I1,

(2.35)

complété par
S1 + I1 = 1, S2 + I2 = 1.

Le système (2.35) peut être mis à nouveau sous la forme (2.29) avec

z = (I1, I2)T

et

A =

(
−k11 −k12

−k21 −k22

)
, e =

(
k11 − γ1 − δ1

k22 − γ2 − δ2

)
, B =

(
0 k12

k21 0

)
.

Ce système est un cas particulier (deux groupes) du cas plus général (n groupes,
n ≥2) analysé par Lajmanovich et Yorke [36].
Soit

b(z) = Bz =

(
k12I1

k21I2

)
et

Ã = A+ diag(z∗−1)B =

(
−k11

k12
I∗1

(1− I∗1 )
k21
I∗2

(1− I∗2 ) −k22

)
.

Par un simple calcul

Ã+ diag

(
−b1(z)

I1I∗1
,
−b2(z)

I2I∗2

)
=

(
−k11 − k12I2

I1I∗1

k12
I∗1

(1− I∗1 )
k21
I∗2

(1− I∗2 ) −k22 − k21I1
I2I∗2

)
,

ce qui donne

W

[
Ã+ diag

(
−b1(z)

I1I∗1
,
−b2(z)

I2I∗2

)]
=

(
−w1k11 − w1

k12I2
I1I∗1

w1
k12
I∗1

(1− I∗1 )

w2
k21
I∗2

(1− I∗2 ) −w2k22 − w2
k21I1
I2I∗2

)
,

qui peut s’écrire

W

[
Ã+diag

(
−b1(z)

I1I∗1
,
−b2(z)

I2I∗2

)]
=

(
−w1

k12I2
I1I∗1

w1
k12
I∗1

(1− I∗1 )

w2
k21
I∗2

(1− I∗2 ) −− w2
k21I1
I2I∗2

)
+

(
−w1k11 0

0 −w2k22

)
,
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d’où

W

[
Ã+diag

(
−b1(z)

I1I∗1
,
−b2(z)

I2I∗2

)]
=

(
−w1

k12I2
I1I∗1

w1
k12
I∗1

(1− I∗1 )

w2
k21
I∗2

(1− I∗2 ) −w2
k21I1
I2I∗2

)
+diag(−w1k11,−w2k22),

(2.36)
où la matrice à droite de (2.36) est symétrique si on choisit

w1 > 0, w2 > 0 tq w1
k12

I∗1
(1− I∗1 ) = w2

k21

I∗2
(1− I∗2 ).

De plus, puisque 0 < I∗i < 1, i = 1, 2 alors cette matrice est définie négative. En fait,(
k12I2

I1I∗1

k21I1

I2I∗2
− k12

I∗1
(1− I∗1 )

k21

I∗2
(1− I∗2

)
w1w2 > 0.

Donc, si k11 ≥ 0, k22 ≥ 0,

−
[
Ã+ diag

(
− k21I2

I1I∗1
,−k21I1

I2I∗2

)]
∈ SW .

Ainsi, le Théorème 2.1 assure la stabilité asymptotique de l’équilibre positif z∗ dans
Ω = {z ∈ R∗+ | Ii < 1, i = 1, 2}.

2.3.2 Population totale non constante

Dans certains cas, la population totale

N(t) =
n∑
i=1

zi(t), (2.37)

n’est pas constante, mais plutôt dynamique. Nous considérons dans la suite un ex-
emple spécifique de ce type.
Considérons le modèle SIS avec dynamique vitale, proposé par Anderson et May [2]

dS

dt
= (r − b)S − ρSI + (µ+ r)I,

dI

dt
= −(θ + b+ µ)I + ρSI,

(2.38)

où

• ρ: le taux de transmission de l’infection.

• b: le taux de mortalité naturelle.

• θ: le taux de mortalité dû à la maladie.
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• µ: le taux de rétablissement.

• r: le taux de naissance.

On note par z = (S, I)T et on définit:

A =

(
0 −ρ
ρ 0

)
, e =

(
(r − b)γ

−(θ + b+ µ)

)
,

c = 0R2 , B =

(
0 µ+ r

0 0

)
.

Dans ce cas
dN

dt
(t) = (r − b)N(t)− θI(t),

où N(t) = S(t) + I(t).
Il est clair que si la population totale dépend du temps plutôt qu’une constante, nous
devons abandonner l’hypothèse (H1).
Pour ces systèmes, on travaille dans l’espace Euclidien Rn+. On ne peut pas appliquer
le Théorème standard de point fixe. On peut seulement assumer que

(H2) Rn+ est positivement invariant.

Nous donnons maintenant une étude plus détaillée du système (2.13).

Définition 2.1 [7] Nous dirons que z∗ est un équilibre partiellement réalisable chaque
fois qu’un sous ensemble propre non vide et ses composantes sont nulles. Notons par
N = {1, ..., n}, l’ensemble I ⊂ N existe, tel que I 6= ∅, I 6= N et z∗i = 0 pour tout
i ∈ I.

Supposons maintenant que c’est le cas, étant donnés les matrices

A = (aij)i,j=1,...,n, et B = (bij)i,j=1,...,n.

Dans le système (2.13), on définit une nouvelle matrice

Ã = (ãij)i,j=1,...,n,

comme suit
ãij = aij +

bij
z∗i
, i ∈ N − I, j ∈ N,

ãij = aij, sinon.

Avec les notations ci-dessus, le système (2.13) peut être réécrit comme suit

dzi
dt

= zi
∑
j∈N

ãij(zj − z∗j )−
(zi − z∗i )

z∗i
bi(z), i ∈ N − I, (2.39)
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dzi
dt

= zi

(
ei +

∑
j∈N

aijzj

)
, i ∈ I. (2.40)

On introduit une nouvelle fonction de Lyapunov suggérée par Goh [24], [25], [26].

V (z) =
∑

i∈N−I
wi

(
zi − z∗i − z∗i ln zi

z∗i

)
+
∑
i∈I
wizi,

où wi > 0, i = 1, ..., n. Clairement V ∈ C1(Rn
I ), où on définit

Rn
I = {z ∈ Rn | zi > 0, i ∈ N − I; zi ≥ 0 i ∈ I} . (2.41)

Soit R le sous-ensemble de Rn
I défini comme suit

R := {z ∈ Rn
I | zi = 0, i ∈ I, zi = z∗i pour tout i ∈ N − I; si bi(z) > 0} (2.42)

et soit M le plus grand sous-ensemble invariant de R par rapport au système (2.13).
En raison de (2.39) et (2.40), la dérivée de V le long de la trajectoire du système
(2.13) est donnée par

V̇ (z) =
∑

i∈N−I
wi

(zi−z∗i )

zi

{
zi
∑

j∈N ãij(zj − z∗j )−
(zi−z∗i )

zi
bi(z)

}
+
∑

i∈I wizi (ei+∑
j∈N

aijzj) +
∑
i∈I
wibi(z).

(2.43)
En utilisant la notation matricielle,W = diag(wi, i = 1, ..., n) on peut écrire l’équation
précédente comme suit :

V̇ (z) =
(
z−z∗

)T
WÃ

(
z−z∗

)
−
∑
i∈N−I

wi
bi(z)

ziz∗i
(zi−z∗i )2+

∑
i∈I

wi

{
zi

(
ei+
∑
j∈N

aijzj

)
+bi(z)

}
.

(2.44)
Il est clair que

R =
{
z ∈ Rn

I | V̇ (z) = 0
}
.

D’où le théorème suivant :

Théorème 2.3 [7] Soit z∗ un équilibre partiellement réalisable pour le système (2.13),
avec z∗i = 0 pour i ∈ I ⊂ N , I 6= ∅,I 6= N . Supposons que

(a) Ã est W–antisymétrisable,

(b) ei +
∑

j∈N aijz
∗
j ≤ 0, i ∈ I,

(c) bi(z) ≡ 0, i ∈ I,
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(d) M ≡ {z∗}.

Alors z∗ est globalement asymptotiquement stable dans Rn
I .

Preuve :
Puisque Ã est W–antisymétrique, alors le premier terme dans (2.44) disparait. Par
l’hypothèse (b), V̇ (z) < 0 dans Rn

I . On peut alors appliquer le principe d’invariance
de LaSalle [37], pour dire que z∗ est GAS dans Rn

I .
Le Corollaire suivant est une conséquence directe du Théorème 2.3.

Corollaire 2.2 [7] Soit z∗ un équilibre réalisable de (2.13) et supposons que Ã est
W–antisymétrique. Si M ≡ {z∗} alors z∗ est globalement asymptotiquement stable
dans Rn∗+.

Ce Corollaire peut être vu comme une nouvelle formulation du Théorème 2.3 dans le
cas où (A1) est remplacé par (A2).
Sous les mêmes conditions de ce Corollaire, on peut observer que si le graphe associé
à Ã avec (α) et (β) ne satisfait aucune des hypothèses du Lemme 2.1, alors on a
M ≡ {z∗} dans R.
On peut maintenant résoudre le modèle précédent. À condition que r > b, θ > r− b,
le système (2.38) admet un équilibre réalisable z∗ ∈ R2

∗+ :

S∗ =
θ + b+ µ

ρ
, I∗ =

r − b
θ + b− r

S∗. (2.45)

Si r 6 b, ou r > θ + b, l’équilibre (2.45) n’est pas réalisable et l’origine est le seul
d’équilibre de (2.38). Ici b(z) ≡ Bz = ((µ+r), 0)T . Quand l’équilibre z∗ est réalisable
la matrice Ã = A+ diag(z∗−1)B est donnée par

Ã =

(
0 −(ρ− µ+r

S∗
)

ρ 0

)
,

puisque S∗ = θ+b+µ
ρ

, si θ > r − b alors matrice Ã est W–antisymétrique c’est à dire

WÃ =

(
0 −w1(ρ− µ+r

S∗
)

w2ρ 0

)
et

(WÃ)T =

(
0 w2ρ

−w1(ρ− µ+r
S∗

) 0

)
,

par calcul
w2 = w1(1− µ+ r

µ+ θ + b
), à condition que θ > r − b.
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Par un choix de w1, on trouve que

WÃ =

(
0 −(ρ− µ+r

S∗

ρ 0

)
,

qui est W–antisymétrique. Comme b1(z) ≥ 0, le graphe associé avec Ã est •——◦,
ainsi par le Corollaire 2.2 on assure la stabilité globale de z∗ dans R2

+.
Lorsque r ≤ b, r > θ + b le Théorème 2.3 ne peut pas s’appliquer pour étudier
l’attractivité de l’origine car l’hypothèse (b) n’est pas vérifiée.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques modèles de base en épidémiologie
utilisés dans la littérature. Le but est d’appliquer une approche étudiée dans le livre
de Beretta et Capasso [7] pour montrer la stabilité globale des équilibres (sans maladie
et endémique). Cette approche est basée principalement sur la théorie des graphes.



CHAPITRE 3

Dynamique et contrôle optimal d’un modèle épidémique SIRVS
structuré en âge

3.1 Introduction et présentation du modèle

La vaccination et le traitement sont deux méthodes efficaces pour contrôler la prop-
agation des maladies infectieuses. C’est pourquoi dans ce chapitre, nous étudions un
modèle d’épidémie SIRV S structuré en âge de vaccination et de guérison. Ce modèle
a été proposé et étudié par Duan et .al [18]. Nous calculons le taux de reproduction
de base et nous étudions la stabilité locale et globale de l’équilibre sans maladie. Afin
de contrôler la maladie, on étudie un problème de contrôle optimal en évaluant le
coût des stratégies de contrôle (vaccination et traitement) en utilisant le principe du
maximum de Pontryagin. Les résultats montrent que la période de guérison joue
un rôle important dans le contrôle, plus précisément, le contrôle par vaccination n’a
d’effet que lorsque la période d’immunité acquise n’est pas supérieure à la période
d’immunité vaccinale, sinon, elle joue un rôle important dans la lutte contre la mal-
adie.
Considérons le modèle SIRV S suivant :

dS

dt
= Λ− βSI − (µ+ ψ)S +

∫∞
0
δ(a)R(a, t) da+

∫∞
0
α(θ)v(θ, t) dθ,

dI

dt
= βSI − (µ+ ν + γ)I,

∂R(a, t)

∂a
+
∂R(a, t)

∂t
= −(µ+ δ(a))R(a, t),

∂v(θ, t)

∂θ
+
∂v(θ, t)

∂t
= −(µ+ α(θ))v(θ, t).

(3.1)
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Avec les conditions initiales et au bord{
R(0, t) = γI(t), v(0, t) = ψS(t)

S(0) = S0, I(0) = I0, R(a, 0) = R0(a), v(θ, 0) = v0(θ),
(3.2)

où v est la classe des vaccinées structurée en âge de vaccination θ et R la classe des
réfractaires structurée en âge de guérison a. Les paramètres Λ, β, µ, ν, ψ ,γ, δ(a) et
α(θ) sont définis dans le Tableau 0.

Paramètre Interprétation
Λ taux de recrutement des suscepti-

bles.
β taux de transmission de

l’infection.
µ taux de mortalité naturelle.
ν taux de mortalité dû à la maladie.
ψ taux de vaccination des suscepti-

bles.
γ taux de guérison des individus in-

fectés.
δ(a) taux perte de l’immunité.
α(θ) taux perte de l’immunité après le

vaccin.

TABLEAU 0: Interprétation des paramètres utilisés pour le modèle (3.1).

3.2 Analyse mathématique du modèle (3.1)–(3.2)

Hypothèses 3.1 On suppose que

1 Les fonctions δ(a), α(θ) appartiennent à L∞+ ((0,+∞),R) \ {0L∞}.

2 Les fonctions R0(a), v0(θ) sont intégrables.

On définit l’espace des fonctions

X = R× R× L1((0,+∞),R)× L1((0,+∞),R),

avec la norme
∥∥.∥∥ ∥∥x∥∥ = |x1|+ |x2|+

∥∥x3(.)
∥∥
L1

+
∥∥x4(.)

∥∥
L1
,
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pour x = (x1, x2, x3(.), x4(.)).
La population totale N(t) est donnée par :

N(t) = S(t) + I(t) +

∫ ∞
0

v(θ, t) dθ +

∫ ∞
0

R(a, t) da. (3.3)

Par un simple calcul de la troisième et la quatrième équations du système (3.1), on
trouve :

d

dt

∫ ∞
0

R(a, t) da = γI(t)−
∫ ∞

0

(µ+ δ(a))R(a, t) da, (3.4)

d

dt

∫ ∞
0

v(θ, t) da = ψS(t)−
∫ ∞

0

(µ+ α(θ)v(θ, t) dθ, (3.5)

en faisant la somme des deux premières équations de (3.1) avec (3.4) et (3.5), on
obtient

dN(t)

dt
= Λ− µN(t)− νI(t),

dN(t)

dt
≤ Λ− µN(t),

par la méthode du facteur intégrant

N(t) ≤ N(0) exp(−µt) +
Λ

µ
(1− exp(−µt)). (3.6)

Par conséquent

lim sup
t→+∞

N(t) ≤ Λ

µ
.

Nous pouvons citer donc la proposition suivante :

Proposition 3.1 L’ensemble

D =

{
(S, I, R, v) ∈ X+ | S + I +

∫ +∞

0

v(θ, .) dθ +

∫ +∞

0

R(a, .) da ≤ Λ

µ

}
est positivement invariant pour le système (3.1).

Dans cette section , on va monter que le système (3.1) est bien posé pour toute valeur
initiale dans D, et qu’il admet une unique solution continue u(t) dans D.

Formulation abstraite du système (3.1)

On réécrit maintenant le système (3.1) comme un problème de Cauchy abstrait et
on déduit qu’il est bien posé. Afin de prendre en compte la condition au bord, on
agrandit l’espace d’état
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X = R× R× R× L1((0,+∞),R)× R× L1((0,+∞),R),

X+ = R+ × R+ × R× L1
+((0,+∞),R)× R× L1

+((0,+∞),R)

et on considère l’opérateur linéaire A : Dom(A) ⊂ X → X défini par

A



S

I(
0

R

)
(

0

v

)


=



−(µ+ ψ)S

−(µ+ ν + γ)I(
−R(0)

−R′ − (δ(a) + µ)R

)
(

−v(0)

−v′ − (α(θ) + µ)v

)


,

avec

Dom(A) = R× R× {0} ×W 1,1((0,+∞),R)× {0} ×W 1,1((0,+∞),R),

où W 1,1 est un espace de Sobolev, alors Dom(A) = R×R× {0} × L1((0,+∞),R)×
{0}×L1((0,+∞),R) n’est pas dense dans X . En effet, soit x ∈ X et supposons qu’il
existe une suite {xn}n≥1 ⊆ Dom(A) telle que :

||xn − x||X → 0, n→∞.

Notons par xn =
(
un, vn,

(
0

wn

)
,

(
0

zn

))
et x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) avec x3 6= 0 et

x5 6= 0.
Comme xn → x quand n→∞ alors

• un → x1.

• vn → x2.

• 0→ x3, or x3 6= 0 ce qui est absurde.

On considère une application non linéaire F : Dom(A)→ X , qui est définie par

F



S

I(
0

R

)
(

0

v

)


=



Λ− βS(t)I(t) +
∫∞

0
δ(a)R(a, t) da+

∫∞
0
α(θ)v(θ, t) dθ

βS(t)I(t)(
γI(t)

0L1

)
(
ψS(t)

0L1

)


et posons

u(t) =

(
S(t), I(t),

(
0

R(., t)

)
,

(
0

v(., t)

))T
.
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Soit

X0 := Dom(A) = R× R× {0} × L1((0,+∞),R)× {0} × L1((0,+∞),R)

et

X0+ := Dom(A) ∩ X+ = R+ × R+ × {0} × L1
+((0,+∞),R)× {0} × L1

+((0,+∞),R).

En se la basant de ce qui précède, on peut reformuler le système (3.1) comme le
problème de Cauchy abstrait suivant

du(t)

dt
= Au(t) + F (u(t)) pour t ≥ 0, avec u(0) = u0 ∈ X0, (3.7)

on définit une solution du problème (3.7) comme étant la solution de l’équation inté-
grale suivante :

u(t) = u0 + A

∫ t

0

u(s) ds+

∫ t

0

F (u(s)) ds, (3.8)

une solution continue de (3.8) est appelée équation intégrale du problème (3.7).
On définit D0 = D ∩Dom(A). Pour démontrer que le problème (3.7) est bien posé
on utilise le Théorème 1.8 (Voir chapitre 1, Section 6). Pour cela il faut vérifier les
conditions suivantes

1 A est un opérateur linéaire fermé sur X . (λ− A) a un inverse borné sur X et

∥∥(λ− A)−n
∥∥ ≤ M

(λ− w)n
, (3.9)

pour tout n ∈ N, λ > w et M,w sont des constantes.

2 F : D0 → X est un opérateur borné. De plus, F est localement lipschitzienne,
c’est à dire il existe une constante L > 0 et ε > 0 telle que∥∥F (y)− F (z)

∥∥ ≤ L
∥∥y − z∥∥ ,

pour tout y, z ∈ D0 et
∥∥y − z∥∥ ≤ ε.

3 λ(λ− A)−1 envoie D dans lui même pour λ > w suffisamment grand.

4 Pour tout u ∈ D0,

1

h
dis(u+ hF (u), D)→ 0 quand h→ 0.

Pour compléter la preuve, on vérifie les assertions ci–dessus
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1 A est un opérateur linéaire.
Pour vérifier l’estimation, soit f ∈ X avec les coordonnées

f =

(
f0, f1,

(
ξ2

f2

)
,

(
ξ3

f3

))T
et on considère l’équation (λ− A)u = f , c’est-a-dire

λS(t) + (µ+ ψ)S(t)

λI(t) + (µ+ ν + γ)I(t)(
R(0)

λR +R′ + (δ(a) + µ)R

)
(

v(0)

λv + v′ + (α(θ) + µ)v

)


=



f0

f1(
ξ2

f2

)
(
ξ3

f3

)


,

par identification

a λS + (µ+ ψ)S = f0, donc

S(t) =
f0

λ+ µ+ ψ
, avec λ 6= −(µ+ ψ).

b De la même façon, on a, λI(t) + (µ+ ν + γ)I(t) = f1, c’est-a-dire

I(t) =
f1

λ+ (µ+ ν + γ)
, avec λ 6= −(µ+ ν + γ).

c R(0) = ξ2.

d R′ + (λ+ δ(a) + µ)R = f2, ceci donne :(
R(a)eλa+

∫ a
0 (µ+δ(s))ds

)′
= f2e

λa+
∫ a
0 (µ+δ(s))ds

par intégration, on trouve

R(a) = ξ2e
−λaP0(a) +

∫ a

0

f2(s)e−λ(a−s)P0(a)

P0(s)
ds

où
P0(a) = e−

∫ a
0 (µ+δ(s)) ds.

e v(0) = ξ3.

f v′ + (λ + α(θ) + µ)v = f3, par la même méthode utiliser pour trouver la
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solution associée à R, on obtient

v(θ) = ξ3e
−λθK0(θ) +

∫ θ

0

f3(s)e−λ(θ−s)K0(θ)

K0(s)
ds

où
K0(θ) = e−

∫ θ
0 (µ+α(s)) ds.

Alors

u = (λ− A)−1f =



f0
λ+µ+ψ
f1

λ+(µ+ν+γ)(
0

ξ2e
−λaP0(a) +

∫ a
0
f2(s)e−λ(a−s) P0(a)

P0(s)
ds

)
(

0

ξ3e
−λθK0(θ) +

∫ θ
0
f3(s)e−λ(θ−s)K0(θ)

K0(s)
ds

)


, (3.10)

supposons que λ > max{−(µ+ ψ),−(µ+ ν + γ)}. On a∥∥(λ− A)−1f
∥∥ =

∥∥∥ f0
λ+µ+ψ

∥∥∥
L1((0,+∞),R)

,

≤
∥∥∥f0

∥∥∥
λ+(µ+ψ)

,

≤
∥∥∥f∥∥∥

λ−
(
−(µ+ψ)

) ,
ainsi ∥∥(λ− A)−1

∥∥ ≤ 1

(λ− w)
avec w = −(µ+ ψ) et λ 6= w.

De plus ∥∥(λ− A)−1f
∥∥ =

∥∥∥ f1
λ+µ+ν+γ

∥∥∥
L1
,

≤
∥∥∥f1

∥∥∥
λ+(µ+ν+γ)

,

≤
∥∥∥f∥∥∥

λ−
(
−(µ+ν+γ)

) ,
donc ∥∥(λ− A)−1

∥∥ ≤ 1

(λ− w)
avec w = −(µ+ ν + γ) et λ 6= w.

D’ou l’estimation suivante
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∥∥(λ− A)−1
∥∥ ≤ 1

(λ−w)
,

pour w = min{(µ+ψ), (µ+ ν + γ)}
(
car w = max{−(µ+ψ),−(µ+ ν + γ)} =

−max{(µ + ψ), (µ + ν + γ)} = min{(µ + ψ), (µ + ν + γ)}
)
. Par itération de

l’estimation ci–dessus n fois on obtient l’inégalité (3.9).

2 Comme les fonctions δ(a), α(θ) sont bornées, il n’est pas difficile de prouver que
F est un opérateur borné. Il reste à démontrer que F est Lipschitzienne, pour
cela on a :

F1(u)− F1(ū) = Λ− βSI +
∫∞

0
α(θ)v(θ, .)dθ +

∫∞
0
δ(a)R(a, .)da,

= Λ + βS̄Ī −
∫∞

0
α(θ)v̄(θ, .)dθ −

∫∞
0
δ(a)R̄(a, .)da,

c’est-à-dire

F1(u)− F1(ū) = βS(Ī − I) + βĪ(S̄ − S)−
∫∞

0
α(θ)(v̄(θ, .)− v(θ, .))dθ

−
∫∞

0
δ(a)(R̄(a, .)−R(a, .))da,

||F1(u)− F1(ū)|| ≤ β|S||Ī − I|+ β|Ī||S̄ − S|+
∫∞

0

∥∥α(θ)
∥∥ |v̄(θ, .)− v(θ, .)|dθ

+
∫∞

0

∥∥δ(a)
∥∥ |R̄(a, .)−R(a, .)|da,

comme u ∈ D0 = D ∩Dom(A) alors u ∈ D, ce qui donne

||F1(u)− F1(ū)|| ≤ β Λ
µ
|Ī − I|+ β Λ

µ
|S̄ − S|+

∥∥α(θ)
∥∥
L∞

∫∞
0
|v̄(θ, .)− v(θ, .)|dθ

+
∥∥δ(a)

∥∥
L∞

∫∞
0
|R̄(a, .)−R(a, .)|da,

donc

||F1(u)− F1(ū)|| ≤ l

(
|S̄ − S|+ |Ī − I|+

∫∞
0
|v̄(θ, .)− v(θ, .)|dθ

+
∫∞

0
|R̄(a, .)−R(a, .)|da

)
,

≤ l
∥∥u− ū∥∥ , où l = sup(βΛ

µ
,
∥∥α(θ)

∥∥
L∞

,
∥∥δ(a)

∥∥
L∞

).

Regardons avec la deuxième composante de F , on trouve :

F2(u)− F2(ū) = βSI − βS̄Ī,

= βS(I − Ī) + βĪ(S − S̄),
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c’est-à-dire
||F2(u)− F2(ū)|| ≤ β|S||I − Ī|+ β|Ī||S − S̄|,

or, on sait que S ∈ D et Ī ∈ D, on obtient

||F2(u)− F2(ū)|| ≤ β Λ
µ
|I − Ī|+ β Λ

µ
|S − S̄|,

≤ β Λ
µ
|I − Ī|+ β Λ

µ
|S − S̄|+

∫∞
0
|v̄(θ, .)− v(θ, .)|dθ

+
∫∞

0
|R̄(a, .)−R(a, .)|da,

≤ m||u− ū||, où m = sup(βΛ
µ
, 1).

Ensuite, avec la troisième composante

F3(u)− F3(ū) = γ(I − Ī),

ce qui donne :

||F3(u)− F3(ū)|| ≤ γ|(I − Ī|,

≤ γ|(I − Ī|+ |S − S̄|+
∫∞

0
|v̄(θ, .)− v(θ, .)|dθ

+
∫∞

0
|R̄(a, .)−R(a, .)|da,

≤ M ||u− ū||, où M = sup(γ, 1).

Enfin pour la dernière composante

F4(u)− F4(ū) = ψ(S − S̄),

ce qui donne :

||F4(u)− F4(ū)|| ≤ ψ|S − S̄|,

≤ ψ|S − S̄|+ |I − Ī|+
∫∞

0
|v̄(θ, .)− v(θ, .)|dθ

+ |
∫∞

0
R̄(a, .)−R(a, .)|da,

≤ n||u− ū||, où n = sup(ψ, 1).

Posons L = sup(l,m,M, n), alors

||F (u)− F (ū)|| ≤ L||u− ū||,

ce qui montre que F est un opérateur Lipschitzien.
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3 Pour f ∈ D, utilisant (3.10) et multiplions par λ

λ(λ− A)−1f =



λf0
λ+µ+ψ
λf1

λ+(µ+ν+γ)(
0

λξ2e
−λaP0(a) + λ

∫ a
0
f2(s)e−λ(a−s) P0(a)

P0(s)
ds

)
(

0

λξ3e
−λθK0(θ) + λ

∫ θ
0
f3(s)e−λ(θ−s)K0(θ)

K0(s)
ds

)


,

en prenant en compte la première quantité, on remarque que

λ(λ− A)−1f ≤ λ||f0||L1

λ+µ+ψ
,

≤ λ||f ||L1

λ−w , w = −(µ+ ψ) et w 6= λ,

λ(λ− A)−1f ≤ ||f ||,

on applique la même chose pour la deuxième composante, donc on obtient
l’estimation λ(λ − A)−1f ≤ ||f || pour w = −(µ + ν + γ) et w 6= λ, pour
la troisième (resp. quatrième) composante on n’a pas cette estimation car les
deux quantités tendent vers 0 quand a→∞ (θ →∞). Alors λ(λ−A)−1 envoie
D dans lui même pour λ > w suffisamment grand.

4 Il nous reste la dernière condition.
Soit u ∈ D0. Il suffit de montrer que u + hF (u) ∈ D, tout d’abord il faut
prouver que u+ hF (u) ∈ X+

u+hF (u) =



S

I(
0

R

)
(

0

v

)


+h



Λ− βSI +
∫ +∞

0
δ(a)R(a, t)da+

∫∞
0
α(θ)v(θ, t)dθ

βSI(
γI

0L1

)
(
ψS

0L1

)


,

c’est-à-dire

u+ hF (u) =



S + hΛ− hβSI + h
∫ +∞

0
δ(a)R(a, t)da+ h

∫∞
0
α(θ)v(θ, t)dθ

I + hβSI(
hγI

R

)
(
hψS

v

)


,
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il est claire que pour h assez petit u+hF (u) ∈ X+. Par la formule de u+hF (u)

donnée ci–dessus et par la définition de la limite, on peut toujours trouver un
h assez petit telle que

u+ hF (u) −→



S

I(
0

R

)
(

0

v

)


= u ∈ D avec h→ 0,

alors u+ hF (u) ∈ D, et comme u ∈ D donc F (u) ∈ D.
On définit F̂ : X0+ → X+ telle que F̂ (u) = F (u) + ku, où k > βΛ

µ
.

1

h
dist(u+ hF (u), D) =

1

h
dist(u+ hF̂ (u)− khu,D).

On a k > βΛ
µ
⇒ −kh < −βΛh

µ
, de plus u ∈ D0 i.e u ∈ D et u ∈ Dom(A).

u ∈ D i.e u ≤ Λ

µ
,

−khu < −βhΛ
µ

Λ
µ
,

u− khu < Λ
µ
− βhΛ

µ
Λ
µ
,

< Λ
µ

(1− βhΛ

µ
)︸ ︷︷ ︸

≤1

,

< Λ
µ
,

donc u− khu ∈ D.
F̂ (u) est donnée par

F̂ (u) = F (u) + ku.

on sait que F (u) ∈ D et u ∈ D alors F̂ (u) ∈ D, et par la suite hF̂ (u) ∈ D pour
h assez petit.
En conclusion

1

h
dist(u− khu+ hF̂ (u), D) = 0.

Existence et unicité du système (3.1)

Afin de prouver l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.1), on utilise la
méthode de point fixe.

52



3.2. ANALYSE MATHÉMATIQUE DU MODÈLE (3.1)–(3.2)

Tout d’abord on définit l’application:

ω : C([0,+∞[, D) → C([0,+∞[, D)

7→ (ωu)(t) = u0 +
∫ t

0
Au(s)ds+

∫ t
0
F (u(s))ds.

Ensuite on définit l’espace

Xα = C([0,+∞[, D) = {ϕ ∈ C([0,+∞[, D), tq sup
t>0

e−αt||ϕ(t)|| <∞},

pour dire que l’application ω admet un point fixe il faut monter que :

I ω : Xα → Xα.

I ω est une contraction.

Démonstration :

1 ω est une contraction ?

e−αt||ω(u)(t)− ω(ū)(t)|| = e−αt||
∫ t

0
A(u(s)− ū(s))ds+

∫ t
0
(F (u(s))− F (ū(s)))ds||,

≤ e−αt
∫ t

0
||A||||u(s)− ū(s)||ds+

e−αt
∫ t

0
||F (u(s))− F (ū(s))||ds,

≤ ||A||
∫ t

0
e−α(t−s)e−αt||u(s)− ū(s)||ds+

L
∫ t

0
e−α(t−s)e−αt||u(s)− ū(s)||,

≤ ||A||
∫ t

0
e−α(t−s)||u− ū||αds+ L

∫ t
0
e−α(t−s)||u− ū||αds,

||ω − ω̄||α ≤ ||A||+L
α
||u− ū||α,

on choisit ||A||+ L < α, dans ce cas ω est une contraction.

2 ω : Xα → Xα?
On a (ωu)(t) = u0 +

∫ t
0
Au(s)ds+

∫ t
0
F (u(s))ds,

||(ωu)(t)|| ≤ ||u0||+ ||A||
∫ t

0

||u(s)||ds+

∫ t

0

||F (u(s))||ds,

or
F (u(s)) = F (u(s)) + F (0)− F (0),

|F (u(s))| ≤ |F (u(s)) + F (0)− F (0)|,

|F (u(s))| ≤ L|u(s)|+ |F (0)|,

53



3.2. ANALYSE MATHÉMATIQUE DU MODÈLE (3.1)–(3.2)

en remplaçant

||(ωu)(t)|| ≤ |u0|+ ||A||
∫ t

0
||u(s)||ds+ L

∫ t
0
||u(s)||ds+

∫ t
0
cds avec c = F (0),

e−αt||(ωu)(t)|| ≤ e−αt|u0|+ ||A||
∫ t

0
e−α(t−s)||u||αds+ L

∫ t
0
e−α(t−s)||u||αds+

e−αt
∫ t

0
cds,

||u||α ≤ ||u0||α + ||A|| ||u||α
α

+ L ||u||α
α

+ cte−αt.

Posons α = ||A||+ L+ ε,

||A||+L+ε−(||A||+L)
||A||+L+ε

||u||α ≤ ||u0||+ cte−αt,

||u||α ≤ ||A||+L+ε
ε
||u0||α + ||A||+L+ε

ε
cte−αt <∞.

D’où l’existence d’un point fixe.

Taux de reproduction de base et les états stationnaires

Le taux qu’une personne vaccinée quitte son compartiment est donné par µ + α(θ),
d’où la probabilité pour que cette personne soit encore immunisée et être en vie après
un temps θ est donnée par

k0(θ) = e−
∫ θ
0 (µ+α(s)) ds, (3.11)

La probabilité qu’une personne vaccinée quitte son compartiment à cause de la
diminution de l’effet du vaccin tout en restant vivante après un temps θ est don-
née par :

K(θ) = α(θ)e−
∫ θ
0 (µ+α(s)) ds. (3.12)

Soit
K0 =

∫ ∞
0

k0(θ) dθ,

Par un simple calcul, nous avons :

K =

∫ ∞
0

(α(θ) + µ)e−
∫ θ
0 (µ+α(s)) dsdθ − µ

∫ ∞
0

e−
∫ θ
0 (µ+α(s)) dsdθ,

c’est-à-dire

K = −
∫ ∞

0

(
e−

∫ θ
0 (µ+α(s)) ds

)′
dθ − µ

∫ ∞
0

K0(θ)dθ.

Ainsi la formulation

K = 1− µ
∫ ∞

0

K0(θ)dθ := 1− µK0. (3.13)

54



3.2. ANALYSE MATHÉMATIQUE DU MODÈLE (3.1)–(3.2)

Puis, sur la base de la définition du nombre de reproduction de base, sachant que
l’état sans maladie est donné par

E0 = (
Λ

µ+ ψ − ψK
, 0, 0, ψSK0(θ)) avec K 6= µ+ ψ

ψ
,

alors le taux de reproduction de base pour le système (3.1) est donné par l’expression
suivante :

R0 =
βΛ

(µ+ ν + γ)(µ+ ψ − ψK)
=

βΛ

µ(µ+ ν + γ)(1 + ψK0)
, (3.14)

qui peut également être donné par un processus de renouvellement (Voir Yang et al
[52]).
Évidemment, le système (3.1) a toujours un état sans maladie E0 = (S0, 0, 0, v0(θ)),
qui satisfait 

Λ = (µ+ ψ)S0 −
∫ θ

0
α(θ)v0(θ) dθ,

dv0

dθ
= −(µ+ α(θ))v0(θ),

v(0) = ψS.

(3.15)

En résolvant les deux dernières équations différentielles, on obtient

v0(θ) = ψS0K0(θ). (3.16)

En remplaçant (3.16) dans la première équation de (3.15), on obtient

S0 =
Λ

µ+ ψ − ψK
=

Λ

µ(1 + ψK0)
. (3.17)

On déduit que

DFSS = E0 = (
Λ

µ(1 + ψK0)
, 0, 0, ψS0K0(θ)).

Soit
P0(a) := e−

∫ a
0 (µ+δ(s)) ds , P0 =

∫∞
0
P0(a) da,

P (a) := δ(a)P0(a) , P =
∫∞

0
P (a) da. (3.18)

On a
P =

∫ ∞
0

P (a) da = 1− µP0. (3.19)
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Un état stationnaire (S∗, I∗, R∗(a), v∗(θ)) du système (3.1) doit satisfaire les équations
suivantes

Λ = (µ+ ψ)S∗ + βS∗I∗ −
∫∞

0
α(θ)v∗(θ) dθ −

∫∞
0
δ(a)R∗(a) da,

0 = βS∗I∗ − (µ+ ν + γ)I∗,
d

da
R∗(a) = −(µ+ δ(a))R∗(a),

d

dθ
v∗(θ) = −(µ+ α(θ))v∗(θ),

R∗(0) = γI∗,

v∗(0) = ψS∗,

(3.20)

de la deuxième équation du système (3.20), on obtient

S∗ =
µ+ ν + γ

β
, (3.21)

la résolution de la quatrième et cinquième équations du système (3.20), respectivement
donne

R∗(a) = γP0(a)I∗, v∗(θ) = ψK0(θ)S∗. (3.22)

En remplaçant (3.22) dans la première équation de (3.20), on obtient

Λ = (µ+ ψ)S∗ + βS∗I∗ − ψKS∗ − γPI∗. (3.23)

Il résulte alors de (3.21) et (3.23) que

I∗ =
Λ

µ+ ν + γµP0

(
1− 1

R0

)
. (3.24)

Alors il y a un unique état d’équilibre E∗ = (S∗, I∗, R∗(a), v∗(θ)) si R0 > 1.
Résumant la discussion ci–dessus, on peut citer le Théorème suivant.

Théorème 3.1 [18] Le système (3.1) admet un unique équilibre sans maladie (DFSS)
noté E0 si R0 < 1, il a deux équilibres E0 et E∗ si R0 > 1.

Dans ce qui suit, on considère uniquement la stabilité de E0 pour le système (3.1).

3.3 Stabilité de l’état sans maladie (DFSS)

Théorème 3.2 [18] Si R0 < 1 l’équilibre sans maladie E0 est localement asympto-
tiquement stable et il est instable lorsque R0 > 1.

Preuve : Posons : S(t) = x(t) + S0, I(t) = y(t), R(a, t) = z(a, t) et v(θ, t) =

w(θ, t) + v0(θ).
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1 Pour la première équation du système (3.1)

dx

dt
= Λ− βx(t)y(t)− βS0y(t)− (µ+ ψ)

(
x(t) + S0

)
+
∫∞

0
δ(a)z(a, t) da

+
∫∞

0
α(θ)

(
w(θ, t) + v0(θ)

)
dθ,

en négligeant les termes d’ordre 2 et sachant que Λ = (µ+ψ)S0−
∫∞

0
α(θ)v0(θ) dθ,

on obtient l’équation suivante

dx

dt
= −βS0y(t)− (µ+ ψ)x(t) +

∫ ∞
0

δ(a)z(a, t) da+

∫ ∞
0

α(θ)w(θ, t) dθ.

2 On remplace maintenant I(t) par y(t) dans (3.1)

dy

dt
= β(x(t) + S0)y(t)− (µ+ ν + γ)y(t),

en négligeant les termes d’ordre 2, on aura

dy

dt
= βS0y(t)− (µ+ ν + γ)y(t).

3 Il est clair que Z vérifie

∂z(a, t)

∂a
+
∂z(a, t)

∂t
= −(µ+ δ(a))z(a, t), avec z(0, t) = γy(t).

4 On voit que

−(α(θ) + µ)(w(θ, t) + v0(θ)) =
∂w(θ, t)

∂θ
+
∂w(θ, t)

∂t
− (α(θ) + µ)v0(θ),

donc

∂w(θ, t)

∂θ
+
∂w(θ, t)

∂t
= −(α(θ) + µ)(w(θ, t), avec w(0, t) = ψx(t).
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On résume touts ses calculs dans le système suivant

dx

dt
= −βS0y(t)− (µ+ ψ)x(t) +

∫∞
0
δ(a)z(a, t) da+

∫∞
0
α(θ)w(θ, t) dθ,

dy

dt
= βS0y(t)− (µ+ ν + γ)y(t),

∂z(a, t)

∂a
+
∂z(a, t)

∂t
= −(µ+ δ(a))z(a, t),

z(0, t) = γy(t),

∂w(θ, t)

∂θ
+
∂w(θ, t)

∂t
= −(α(θ) + µ)w(θ, t),

w(0, t) = ψx(t).

(3.25)

Pour analyser le comportement asymptotique autour de l’équilibre E0, on pose

x(t) = x̄eλt, y(t) = ȳeλt, z(a, t) = z̄(a)eλt, w(θ, t) = w̄(θ)eλt,

alors on obtient le problème de valeur propre suivant :

λx̄ = −βS0ȳ − (µ+ ψ)x̄+
∫∞

0
δ(a)z̄(a) da+

∫∞
0
α(θ)w̄(θ) dθ,

λȳ = βS0ȳ − (µ+ ν + γ)ȳ,

dz̄(a)

da
= −(λ+ µ+ δ(a))z̄(a),

z̄(0) = γȳ,

dw̄(θ)

dθ
= −(λ+ α(θ) + µ)w̄(θ),

w̄(0) = ψx̄,

(3.26)

il résulte de la deuxième équation de (3.26), si ȳ 6= 0, on a

λ = βS0 − (µ+ ν + γ),

= (µ+ ν + γ)
(

βΛ
µ(µ+ν+γ)(1+ψK)

)
,

= (µ+ ν + γ)(R0 − 1) < 0.

C’est une valeur propre du problème (3.26), en résolvant les équations différentielles
par la méthode de facteur intégrant, on obtient

z̄(a) = z̄(0)e−λaP0(a) = γȳe−λaP0(a) (3.27)

et
w̄(θ) = w̄(0)e−λθK0(θ) = ψx̄e−λθK0(θ) (3.28)
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en remplaçant (3.27) et (3.28) dans la première et la deuxième équation de (3.26), si
ȳ 6= 0 on obtient{

λx̄+ βS0ȳ + (µ+ ψ)x̄− ψx̄
∫∞

0
α(θ)e−λθK0(θ) dθ − δȳ

∫∞
0
δ(a)e−λaP0(a) da = 0,

λȳ − βS0ȳ + (µ+ ν + γ)ȳ = 0,

ce système peut être écrit sous la forme matricielle(
λ+ (µ+ ψ)− ψ

∫∞
0
α(θ)e−λθK0(θ) dθ βS0 − δ

∫∞
0
δ(a)e−λaP0(a) da

0 λ− βS0 + (µ+ ν + γ)

)
︸ ︷︷ ︸

:=T

×
(
x̄

ȳ

)
=

(
0

0

)
.

Calculons maintenant le déterminant associé à la matrice T

detT =

(
λ+ (µ+ ψ)− ψ

∫ ∞
0

α(θ)e−λθK0(θ) dθ

)
∗
(
λ− βS0 + (µ+ ν + γ)

)
,

detT = 0⇔
(
λ+ (µ+ψ)−ψ

∫ ∞
0

α(θ)e−λθK0(θ) dθ

)
∗
(
λ−βS0 + (µ+ν+γ)

)
= 0,

i.e
λ+ (µ+ ψ)− ψ

∫ ∞
0

α(θ)e−λθK0(θ) dθ = 0,

ou
λ− βS0 + (µ+ ν + γ) = 0, (c’est vrai si ȳ 6= 0),

de plus, on sait que λ = βS0 − (µ+ ν + γ) < 0.
D’où l’équation caractéristique suivante

λ+ (µ+ ψ)− ψ
∫ ∞

0

α(θ)e−λθK0(θ) dθ = 0. (3.29)

Supposons qu’il existe une racine λ de l’équation (3.29) avec une partie réelle non–négative
(Re(λ) ≥ 0)

ψ < |λ+ µ+ ψ| = |ψ
∫ +∞

0
α(θ)e−λθe−µθe−

∫ θ
0 α(s) ds dθ|,

< |ψ
∫ +∞

0
α(θ)e−µθe−

∫ θ
0 α(s) ds dθ|,

< |ψ
∫ +∞

0
α(θ)e−

∫ θ
0 α(s) ds dθ| = |ψ

∫ +∞
0

(
e−

∫ θ
0 α(s) ds

)′
dθ| = ψ.

On conclue donc que toutes les racines de l’équation (3.29) et donc de l’équation
(3.26) ont des parties réelles négatives, ce qui est absurde. Ainsi l’état stationnaire
sans maladie (DFSS) (S0, 0, 0, v0(θ)) du système (3.1) est localement stable si R0 < 1

et instable si R0 > 1.
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Dans ce qui suit, on utilisera le Lemme de Fluctuation pour prouver la stabilité globale
de l’équilibre sans maladie E0.
On note par :

g∞ = lim inf
t→∞

g(t) et g∞ = lim sup
t→∞

g(t).

Alors le Lemme de Fluctuation est donné comme suit :

Lemme 3.1 (Lemme de Fluctuation)[32] Soit g : R+ → R une fonction bornée
et continument différentiable. Alors il existe une suite {sn} et {tn} telle que sn →∞,
tn →∞, g(sn)→ g∞, g′(sn)→ 0, g(tn)→ g∞ et g′(tn)→ 0 quand n→∞.

Lemme 3.2 [34] Supposons que f : R+ → R est une fonction bornée. Alors

lim sup
t→∞

∫ t

0

h(θ)f(t− θ) dθ ≤ f∞
∥∥h∥∥

1
,

où
∥∥h∥∥

1
=
∫∞

0
h(s) ds.

Théorème 3.3 [18] Si R0 < 1 l’équilibre sans maladie E0 est globalement asympto-
tiquement stable.

Preuve : En utilisant la méthode des caractéristiques pour tout t > 0, les termes
R(a, t) et v(θ, t) peuvent être résolus.
� Pour t > a⇒ t = a+ h.
Posons

w(a) = R(a, a+ h),

on obtient
dw

da
(a) = −(µ+ δ(a))w(a),

par la méthode de facteur intégrant on obtient

w(a) = w(0)e−
∫ a
0 (µ+δ(s) ds = w(0)P0(a),

c’est à dire
R(a, t) = R(0, t− a)P0(a),

donc
R(a, t) = γI(t− a)P0(a), si t ≥ a.

� Pour a > t⇒ a = t+ h.
Posons

w(t) = R(t+ h, t),
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de la même manière, on aura

R(a, t) =
P0(a)

P0(a− t)
R(a− t, 0), si a ≥ t,

en conclusion

R(a, t) =

{
γI(t− a)P0(a), si t ≥ a,

P0(a)
P0(a−t)R(a− t, 0), si a ≥ t.

(3.30)

Par la même méthode v(θ, t) est déterminée comme suit

v(θ, t) =

{
ψS(t− θ)K0(θ), si t ≥ θ,

K0(θ)
K0(θ−t)v(θ − t, 0), si θ ≥ t.

(3.31)

Du système (3.1), on a

S ′(t) = Λ− βSI − (µ+ ψ)S +

∫ ∞
0

δ(a)R(a, t) da+

∫ ∞
0

α(θ)v(θ, t) dθ.

Or R(a, t) et v(θ, t) sont définies explicitement dans (3.30) resp. (3.31), donc

S ′(t) = Λ− βSI − (µ+ ψ)S +
∫ t

0
δ(a)γI(t− a)P0(a) da+

∫∞
0
δ(a)P0(a+t)

P0(a)
R(a, 0) da

+
∫ t

0
α(θ)ψS(t− θ)K0(θ) dθ +

∫∞
0
α(θ)K0(θ+t)

K0(θ)
v(θ, 0) dθ.

Comme S : R+ → R (resp. I : R+ → R) est une fonction bornée (car S ∈ D) et
continument différentiable alors d’après le Lemme de Fluctuation il existe une suite
{tn} telle que quand tn → ∞, S(tn) → S∞ et S ′(tn) → 0 (resp. I(tn) → I∞ et
I ′(tn)→ 0 )

S ′(tn) = Λ− βS(tn)I(tn)− (µ+ ψ)S(tn) +
∫ tn

0
δ(a)γI(tn − a)P0(a) da

+
∫∞

0
δ(a+ tn)P0(a+tn)

P0(a)
R(a, 0) da+

∫∞
0
δ(a+ tn)P0(a+tn)

P0(a)
R(a, 0) da

+
∫ tn

0
α(θ)ψS(tn − θ)K0(θ) dθ +

∫∞
0
α(θ + tn)K0(θ+tn)

K0(θ)
v(θ, 0) dθ,

mais ∫∞
0
δ(a+ tn)P0(a+tn)

P0(a)
R(a, 0) da =

∫∞
0
δ(a+ tn)R0(a) e

−
∫ a+tn
0 (µ+δ(s)) ds

e−
∫ a
0 (µ+δ(s)) ds da,

quand tn →∞

≤ ||δ||∞
∫∞

0
R0(a) e

−
∫∞
0 (µ+δ(s)) ds

e−
∫ a
0 (µ+δ(s)) ds da,

≤ ||δ||∞
∫∞

0
R0(a) e

−µ∞+
∫∞
0 δ(s) ds

e−
∫ a
0 (µ+δ(s)) ds da→ 0.
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De même pour le terme
∫∞

0
α(θ + tn)K0(θ+tn)

K0(θ)
v(θ, 0) dθ → 0 quand tn → 0, donc

0 = Λ− βS∞I∞ − (µ+ ψ)S∞ + γI∞P + ψS∞K,

βS∞I∞ + µ(1 + ψK0)S∞ = Λ + γI∞P ,

βS∞I∞ + µ(1 + ψK0)S∞ ≤ Λ,

il est clair que
µ(1 + ψK0)S∞ ≤ Λ,

on obtient alors
S∞ ≤ Λ

µ(1 + ψK0)
.

Il résulte de la deuxième équation du système (3.1) que

dI(t)

dt
= βS(t)I(t)− (µ+ ν + γ)I(t),

≤
(
βS∞ − (µ+ ν + γ)

)
I(t),

≤
(

βΛ
µ(1+ψK0)

− (µ+ ν + γ)

)
I(t) = 1

(µ+ν+γ)

(
R0 − 1

)
I(t),

ce qui donne

I(t) ≤ I0e

(
(µ+ν+γ)(R0−1)

)
t.

Notons que si R0 < 1. Ça mène à I∞ → 0.
Appliquant encore une fois le Lemme de Fluctuation, comme S : R+ → R (resp.
I : R+ → R) est une fonction bornée et continument différentiable alors il existe une
suite {tn} telle que S(tn)→ S∞ et S ′(tn)→ 0 quand n→∞.

dS(tn)

dt
= Λ − βS(tn)I(tn)− (µ+ ψ)S(tn) + ψ

∫ tn
0
α(θ)K0(θ)S(tn − θ) dθ

+ γ
∫ tn

0
P0(a)I(tn − a)δ(a) da+

∫∞
tn
α(θ) K0(θ)

K0(θ−tn)
v(θ − tn, 0) dθ

+
∫∞
tn
δ(a) P0(a)

P0(a−tn)
R(a− tn, 0) da,

qui peut être mise sous la forme suivante

dS(tn)

dt
= Λ − βS(tn)I(tn)− (µ+ ψ)S(tn) + ψ

∫ tn
0
α(θ)K0(θ)S(tn − θ) dθ

+ γ
∫ tn

0
P0(a)I(tn − a)δ(a) da+

∫∞
0
α(θ + tn)K0(θ+tn)

K0(θ)
v(θ, 0) dθ

+
∫∞

0
δ(a+ tn)P0(a+tn)

P0(a)
R(a, 0) da

et lim
n→∞

∫∞
0
α(θ + tn)K0(θ+tn)

K0(θ)
v(θ, 0) dθ +

∫∞
0
δ(a + tn)P0(a+tn)

P0(a)
R(a, 0) da = 0. Pour
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n→∞, par l’utilisation du Lemme 3.2, on a alors d’une part

(E)
0 = Λ− βS∞I∞ − (µ+ ψ)S∞ + ψS∞K + γI∞P ,

0 = Λ− βS∞I∞ − µ(1 + ψK0)S∞ + γI∞P ,

d’autre part
(F ) 0 = βS∞I

∞ − (µ+ ν + γ)I∞.

En additionnant la deuxième équation de (E) et (F ) on trouve

0 = Λ− µ(1 + ψK0)S∞ − (ν + µ(1 + γP0))I∞,

sachant que I∞ → 0, on obtient

0 = Λ− µ(1 + ψK0)S∞,

c’est à dire
µ(1 + ψK0)S∞ = Λ,

qu’on peut l’écrire comme suit

µ(1 + ψK0)S∞ ≥ Λ,

ainsi
S∞ ≥

Λ

µ(1 + ψK0)
.

On a donc Λ
µ(1+ψK0)

≤ S∞ ≤ S∞ ≤ Λ
µ(1+ψK0)

. C’est, lim
t→∞

S(t) = Λ
µ+ψ(1−K)

. Il résulte de
(3.31) que

lim
t→∞

v(θ, t) =
ψΛ

µ(1 + ψK0)
K0(θ).

Par conséquent, (S(t), I(t), R(a, t), v(θ, t)) → E0 dans R+ × R+ × L1
+ × L1

+ quand
t→∞. Ceci complète la preuve.
Le résultat de stabilité globale de l’équilibre sans maladie E0 nous indique que la
maladie disparaîtra si le nombre de reproduction de base R0 est contrôlé pour être
inférieur à 1. Dans la section suivante, on va analyser quelques stratégies optimales
pour contrôler la maladie lorsque le nombre de reproduction de base R0 est supérieur
à 1.

3.4 Stratégies optimales d’intervention

Pour diminuer le nombre d’individus susceptibles et infectés à la fois avec un minimum
d’investissement, on considère l’utilisation d’une stratégies de contrôle optimale sous
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la forme d’un renforcement de la vaccination et d’une amélioration de l’efficacité du
traitement. Premièrement, l’effort de vaccination déplace les individus susceptibles
vers la classe des vaccinées avec un taux ψ(1 + ε1(t)) à l’instant t, où ε1(t) est le taux
de vaccination en cours à l’instant t qui correspond au vaccin actuel ψ. En second
place, ε2(t) est la proportion des personnes infectieuses qui reçoivent un traitement
au temps t.
Les termes de contrôle ε1(t), ε2(t) vérifient 0 < ε1 min ≤ ε1(t) ≤ ε1 max, 0 < ε2 min ≤
ε2(t) ≤ ε2 max < 1. En outre, les personnes infectées recevant un traitement auront
un taux de guérison (γ̃ > γ) plus élevé et une diminution du taux de décès réduit par
l’infection (ν̃ < ν).
Sur la base des hypothèses ci–dessus, en utilisant les mêmes paramètres et les noms des
compartiments comme le système (3.1), on formule un modèle épidémique structuré
en âge sous contrôle comme suit :

d
dt
S(t) = Λ− βSI − (µ+ ψ)(1 + ε1(t))S(t) +

∫∞
0
δ(a)R(a, t) da+

∫∞
0
α(θ)v(θ, t) dθ,

d
dt
I(t) = βS(t)I(t)− (ν + γ)(1− ε2(t))I(t)− µI(t)− (ν̃ + γ̃)ε2(t)I(t),

∂R(a,t)
∂a

+ ∂R(a,t)
∂t

= −(µ+ δ(a))R(a, t),

R(0, t) = γ(1− ε2(t))I(t) + γ̃ε2(t)I(t),

∂v(θ,t)
∂θ

+ ∂v(θ,t)
∂t

= −(µ+ α(θ))v(θ, t),

v(0, t) = ψ(1 + ε1(t))S(t),

S(0) = S0, I(0) = I0, R(a, 0) = R0(a), v(θ, 0) = v0(θ).
(3.32)

Remarque 3.1 Avec les conditions au bord et les conditions initiales ci–dessus et
une fonction de contrôle suffisamment lisse, on démontre l’existence d’une solution
unique pour le système (3.32), qui reste bornée et non–négative pour t > 0.

Pour considérer le coût de la lutte contre la maladie, on définit la fonction objective
suivant :

J (ε1(t), ε2(t)) =
∫ Tf

0
D[ν̃ε2(t)I(t) + ν(1− ε2(t))I(t)]

+ D1ψε1(t)S(t) +B1ε
2
1(t) +D2ε2(t)I(t) +B2ε

2
2(t) dt,

(3.33)

où D, D1, D2, B1 et B2 sont des coefficients d’équilibrage transformant l’intégrale
en coût dépensé sur une période finie de Tf jours. La première somme de l’intégrale,
multipliée par D, est le coût de mortalité dû à la maladie et les expressions principales
sont les coûts de mise en œuvre des deux contrôles. Les expressions quadratiques des
contrôles sont incluses pour indiquer les coûts non linéaires pouvant survenir à des
niveaux de traitement élevés.
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Nous considérons le problème de contrôle optimal suivant :

J (ε∗1, ε
∗
2) = min

U
J (ε1, ε2), (3.34)

sur l’ensemble des contrôles

U = {(ε1, ε2) ∈ L∞(`) : ε1 min ≤ ε1(.) ≤ ε1 max, ε2 min ≤ ε2(.) ≤ ε2 max},

où ` := [0, Tf ] × [0, Tf ], ε1 min, ε1 max, ε2 min, ε2 max sont des constantes données
positives.
L’existence de la paire de contrôle optimal peut être obtenue en utilisant un résultat
de Fleming et Rishel [21] et de Lukes [39].
Preuve : Pour prouver l’existence et l’unicité d’un couple de contrôle optimal, on
refondra le système (3.32).
Tout d’abord, notons que la formule de solution pour R(a, t) et v(θ, t) peut être
obtenue en utilisant resp. la méthode des caractéristiques comme
� Pour t > a⇒ t = a+ h.
Posons

w(t) = R(t, a+ h),

donc
dw

da
(a) = −(µ+ δ(a))w(a),

par la méthode de facteur intégrant, on obtient

w(a) = w(0)e−
∫ a
0 (µ+δ(s) ds = w(0)P0(a),

c’est-à-dire
R(a, t) = R(0, t− a)P0(a),

alors
R(a, t) = (γ(1− ε2(t− a)) + γ̃ε2(t− a))I(t− a)P0(a), si t ≥ a.

� Pour a > t⇒ a = t+ h.
Posons

w(t) = R(t+ h, t),

donc
dw

dt
(t) = −(µ+ δ(t+ h))w(t),

c’est-à-dire
R(a, t) =

P0(a)

P0(a− t)
R(a− t, 0).

R(a, t) =
P0(a)

P0(a− t)
R(a− t, 0) si a ≥ t.
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En conclusion

R(a, t) =

{
(γ(1− ε2(t− a)) + γ̃ε2(t− a))I(t− a)P0(a), si t ≥ a,

P0(a)
P0(a−t)R(a− t, 0), si a ≥ t.

(3.35)

En appliquant le même raisonnement pour v(θ, t), on trouve

v(θ, t) =

{
ψ(1 + ε1(t− θ))S(t− θ)K0(θ), si t ≥ θ,

K0(θ)
K0(θ−t)v(θ − t, 0), si θ ≥ t.

(3.36)

En remplaçant (3.35) et (3.36) dans le système (3.32), il devient alors

dS
dt

= Λ− (µ+ ψ(1 + ε1(t)))S(t) +
∫ t

0
ψ(1 + ε1(t− θ))K(θ)S(t− θ) dθ

−βS(t)I(t) +
∫ t

0
(γ + ε2(t− a)(γ̃ − γ))P (a)I(t− a) da+ hv(t),

dI
dt

= βS(t)I(t)−
[
µ+ ν + γ + ε2(t)(γ̃ − γ + ν̃ − ν)

]
I(t),

S(0) = S0, I(0) = I0,

(3.37)

où

hv(t) =

∫ ∞
t

δ(a)
P0(a)

P0(a− t)
R0(a− t) da+

∫ ∞
t

α(θ)
K0(θ)

K0(θ − t)
v0(θ − t) dθ. (3.38)

Soit f(t, ~x, ~ε) le côté droit de (3.37) avec ~x = [S, I]tr et ~ε = [ε1, ε2]tr. Pour prouver
l’existence d’une paire de contrôle optimal, il est facile de vérifier que

1 f est de classe C1 et il existe une constante C telle que

|f(t,~0,~0)| ≤ 0, |f~x(t, ~x, ~ε)| ≤ C

(
1+(|ε1|2 + |ε2|2)

1
2

)
, |f~ε(t, ~x, ~ε)| ≤ C.

2 L’ensemble admissible F pour tous (S0, I0, ~ε) de telle sorte que ~ε est Lebesgue–intégrable
sur l’intervalle [0, Tf ] avec des valeurs en U et la solution de (3.37) satisfait les
conditions initiales sont non vides.

3 Le côté droit du système d’état (3.37) est borné par une fonction linéaire dans
l’état et les variables de contrôle ~ε.

4 L’ensemble de contrôle U est convexe, fermé et compact.

5 L’intégrale de la fonctionnelle objective (3.33) est convexe et est bornée par
ω2 + ω1(|ε1|2 + |ε2|2)

κ
2 pour certains ω1 > 0, ω2 > 0 et κ > 1.
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Il est clair que f est de C1. De plus, on a

|f(t,~0,~0)| = |
(

Λ + hv(t)

0

)
|,

= |

(
Λ +

∫∞
0
δ(a+ t)P0(a+t)

P0(a)
R0(a) da+

∫∞
0
α(θ + t)K0(θ+t)

K0(θ)
v0(θ) dθ

0

)
|,

= |

(
Λ +

∫∞
0

P(a+t)

P0(a)
R0(a) da+

∫∞
0

K0(θ+t)
K0(θ)

v0(θ) dθ

0

)
|,

comme P et K sont bornées, donc

|f(t,~0,~0)| ≤ C.

Maintenant, on calcule la dérivé de f par rapport aux composantes du vecteur x (i.e
S et I)

|f~x(t, ~x, ~ε)| = |

(
−(µ+ ψ) +

∫ t
0
ψK(θ) dθ − βI(t) −βS(t) +

∫ t
0
γP (a) da

βI(t) βS(t)− (µ+ ν + γ)

)
|

+ |

(
−µ+

∫ t
0
ψK(θ) dθ

∫ t
0
(γ̃ − γ)P (a) da

0 −(γ̃ − γ + ν̃ − ν)

)
| |~ε|,

|f~ε(t, ~x, ~ε)| = |

(
−ψS(t) +

∫ t
0
ψK(θ)S(t− θ) dθ

∫ t
0
(γ̃ − γ)P (a)I(t− a) da

0 −(γ̃ − γ + ν̃ − ν)I(t)

)
|,

encore une fois, comme P , K, S et I sont bornées on trouve

|f~x(t, ~x, ~ε)| ≤ C + C|~ε| avec |~ε| =
√
|ε1|2 + |ε2|2,

≤ C + C
√
|ε1|2 + |ε2|2,

≤ C(1 +
√
|ε1|2 + |ε2|2).

Remarque 3.2 cela implique qu’il existe une solution de système (3.32) pour un
contrôle constant, ce qui implique la condition 2. L’exigence selon laquelle f est une
fonction linéaire en ~ε peut être remplacée par la Condition 3. Les Conditions 4 et 5
sont évidentes d’après la définition.

Théorème 3.4 [18] Il existe des fonctions de contrôle ε∗1, ε∗2, telle que

J (ε∗1, ε
∗
2) = min

U
J (ε1, ε2).

On prévoit d’obtenir la fonction de contrôle optimale en utilisant le principe de min-
imum de Pontryagin [41]. Pour cela, on introduit un multiplicateur de Lagrange
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ou une variable adjointe Y = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(a, t), ξ4(θ, t)), une variable d’état Z =

(S, I, R, v), une variable de contrôle ε = (ε1, ε2), et on définit le Lagrangien :

L(Z, ε, Y ) = J (ε1(t), ε2(t)) +
∫ Tf

0
ξ1(t)

[
dS(t)
dt
− (Λ− βS(t)I(t)

−(µ+ ψ)(1 + ε1(t))S(t) +
∫∞

0
δ(a)R(a, t) da+

∫∞
0
α(θ)v(θ, t) dθ)

]
dt

+
∫ Tf

0
ξ2(t)

[
dI(t)
dt
− (βS(t)I(t)− (ν + γ)(1− ε2(t))I(t)− µI(t)− (ν̃ + γ̃)ε2(t)I(t))

]
dt

+
∫ Tf

0

∫∞
0
ξ3(a, t)

(
∂R(a,t)
∂a

+ ∂R(a,t)
∂t

+ (µ+ δ(a))R(a, t)

)
da dt

+
∫ Tf

0
ξ3(0, t)(R(0, t)− γ(1− ε2(t))I(t)− γ̃ε2(t)I(t) dt

+
∫ Tf

0

∫∞
0
ξ4(θ, t)

(
∂v(θ,t)
∂θ

+ ∂v(θ,t)
∂t

+ (µ+ α(θ))v(θ, t)

)
dθ dt

+
∫ Tf

0
ξ4(0, t)(v(0, t)− ψ(1 + ε1(t))S(t) dt.

Théorème 3.5 [18] Étant donnée les contrôles optimaux et les solutions correspon-
dante à l’équations de contrainte (3.32) qui minimisent la fonctionnelle objective
(3.33), il existe une variable adjointe Y = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(a, t), ξ4(θ, t)), vérifiant :

dξ1(t)
dt

= −D1ψε1(t) + ξ1(t)(µ+ ψ(1 + ε1(t)) + βI(t))− ξ2(t)βI(t)

−ξ4(0, t)ψ(1 + ε1(t)),

dξ2(t)
dt

= −D2ε2(t) +D[ν̃ε2(t) + ν(1− ε2(t))] + ξ1(t)βS(t)

+ξ2(t)(µ− βS(t) + (ν + γ)(1− ε2(t)) + (ν̃ + γ̃)ε2(t)

−ξ3(0, t)(γ(1− ε2(t)) + γ̃ε2(t)),

∂ξ3
∂a

+ ∂ξ3
∂t

= −δ(a)ξ1(t) + (µ+ δ(a))ξ3(a, t),

lim
a→∞

ξ3(a, t) = 0,

∂ξ4
∂θ

+ ∂ξ4
∂t

= ξ4(θ, t)(α(θ) + µ)− ξ1(t)α(θ),

lim
θ→∞

ξ4(θ, t) = 0,

ξ1(Tf ) = 0, ξ2(Tf ) = 0, ξ3(a, Tf ) = 0, ξ4(θ, Tf ) = 0.

(3.39)

Notons que les conditions aux limites en temps final ( conditions de transversalité)
sont nulles, car il n’y a pas de dépendance des états au moment final dans la fonction-
nelle objective. De plus, si (ε∗1, ε

∗
2) dans U est un contrôle optimal minimisant (3.33)
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alors il est caractérisé par

ε∗1(t) = max

(
ε1 min,min(ε1 max, ε̂1(t))

)
,

ε∗2(t) = max

(
ε2 min,min(ε2 max, ε̂2(t))

)
,

(3.40)

où
ε̂1(t) = (ξ1(t)−ξ4(0,t))ψS(t)−D1ψS(t)

2B1
,

ε̂2(t) = ξ2(t)(ν̃+γ̃−ν−γ)I(t)−ξ3(0,t)(γ̃−γ)I(t)−D(ν̃−ν)I(t)−D2I(t)
2B2

.

Le système d’optimalité se compose du système d’état (3.32) couplé au système ad-
joint (3.39) avec les conditions initiales et les conditions finales ainsi que les expres-
sions (3.40) pour les fonctions de contrôle.
Idée de la preuve de ce Théorème : Pour obtenir l’équation adjointe on dérive
le Lagrangien par rapport à Z = (S, I, R, v).

♦ Premièrement on veut calculer ∂L
∂S

, on dérive terme à terme pour trouver la formule
finale

1
∂J
∂S

=

∫ Tf

0

D1ψε1(t) dt.

2

∂
∂S

∫ Tf
0
ξ1(t)S ′(t) dt = ∂

∂S
[ξ1(t)S(t)]

Tf
0 − ∂

∂S

∫ Tf
0
ξ′1(t)S(t) dt,

= d
dS

(
ξ1(0)S0

)
−
∫ Tf

0
ξ′1(t) d

dS
S(t) dt, car

ξ1(Tf ) = 0 (condition de transversalité)

= −
∫ Tf

0
ξ′1(t) dt.

3
d
dS

∫ Tf
0
ξ1(t)

(
− Λ + βS(t)I(t) + (µ+ ψ(1 + ε1(t)))S(t)

)
dt =

∫ Tf
0
ξ1(t)

(
βI(t) + (µ+ ψ(1 + ε1(t)))

)
dt.

4
∂

∂S

(
−
∫ Tf

0

ξ1(t)(

∫ ∞
0

δ(a)R(a, t) da+

∫ ∞
0

α(θ)v(θ, t) dθ)
)

= 0.
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5
∂
∂S

∫ Tf
0
ξ2(t)I ′(t) = ∂

∂S

(
[I(t)ξ2(t)]

Tf
0 −

∫ Tf
0
ξ′2(t)I(t) dt

)
,

= ∂
∂S

(ξ2(0)I0)−
∫ Tf

0
d
dS
ξ′2(t)I(t) dt,

= 0.

6
∂
∂S

∫ Tf
0
ξ2(t)

(
− (βS(t)I(t)− (ν + γ)(1− ε2(t))I(t)− µI(t)−

(ν̃ + γ̃)ε2(t)I(t))

)
dt = −

∫ Tf
0
ξ2(t)βI(t) dt.

7

∂
∂S

(∫ Tf
0

∫∞
0
ξ3(a, t)

(
∂R(a,t)
∂a

+ ∂R(a,t)
∂t

+ (µ+ δ(a))R(a, t)

)
da dt+∫ Tf

0
ξ3(0, t)(R(0, t)− γ(1− ε2(t))I(t)− γ̃ε2(t)I(t) dt+∫ Tf

0

∫∞
0
ξ4(θ, t)

(
∂v(θ,t)
∂θ

+ ∂v(θ,t)
∂t

+ (µ+ α(θ))v(θ, t)

)
dθ dt

)
= 0.

8

∂

∂S

∫ Tf

0

ξ4(0, t)(v(0, t)−ψ(1+ε1(t))S(t) dt = −
∫ Tf

0

ξ4(0, t)ψ(1+ε1(t)) dt.

Ce qui donne

∂L
∂S

=
∫ Tf

0
D1ψε1(t)− ξ′1(t) + ξ1(t)

(
βI(t) + (µ+ ψ(1 + ε1(t)))

)
− ξ2(t)βI(t)− ξ4(0, t)ψ(1 + ε1(t)) dt.

Si ∂L
∂S

= 0, on trouve
ξ′1(t) = D1ψε1(t) + ξ1(t)

(
βI(t) + (µ+ ψ(1 + ε1(t)))

)
−ξ2(t)βI(t)− ξ4(0, t)ψ(1 + ε1(t)),

ξ1(Tf ) = 0.

♦ Maintenant on calcule ∂L
∂I
.

1
∂J
∂I

=

∫ Tf

0

D[ν̃ε2(t) + ν(1− ε2(t))] +D2ε2(t) dt.
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2

∂
∂I

∫ Tf
0
ξ1(t)S ′(t) dt = ∂

∂I
[ξ1(t)S(t)]

Tf
0 − ∂

∂I

∫ Tf
0
ξ′1(t)S(t) dt,

= d
dI

(
ξ1(0)S0

)
−
∫ Tf

0
ξ′1(t) d

dI
S(t) dt, (car ξ1(Tf ) = 0)

= 0.

3

d

dI

∫ Tf

0

ξ1(t)

(
−Λ+βS(t)I(t)+(µ+ψ(1+ε1(t)))S(t)

)
dt =

∫ Tf

0

ξ1(t)βS(t) dt.

4
∂

∂I

(
−
∫ Tf

0

ξ1(t)(

∫ ∞
0

δ(a)R(a, t) da+

∫ ∞
0

α(θ)v(θ, t) dθ)
)

= 0.

5
∂
∂i

∫ Tf
0
ξ2(t)I ′(t) = ∂

∂i

(
[I(t)ξ2(t)]

Tf
0 −

∫ Tf
0
ξ′2(t)I(t) dt

)
,

= d
dI

(ξ2(0)I0)−
∫ Tf

0
d
dI
ξ′2(t)I(t) dt,

= −
∫ Tf

0
ξ′2(t) dt.

6

∂
∂I

∫ Tf
0
ξ2(t)

(
− (βS(t)I(t)− (ν + γ)(1− ε2(t))I(t)− µI(t)−

(ν̃ + γ̃)ε2(t)I(t))

)
dt =

∫ Tf
0
ξ2(t)

(
− βS(t) + (ν + γ)(1− ε2(t))+

µ+ (ν̃ + γ̃)ε2(t)

)
dt.

7

∂

∂I

(∫ Tf

0

∫ ∞
0

ξ3(a, t)

(
∂R(a, t)

∂a
+
∂R(a, t)

∂t
+ (µ+ δ(a))R(a, t)

)
da dt = 0.

8
∂
∂I

(∫ Tf
0
ξ3(0, t)(R(0, t)− γ(1− ε2(t))I(t)− γ̃ε2(t)I(t) dt

)
=

−
∫ Tf

0
ξ3(0, t)

(
γ(1− ε2(t)) + γ̃ε2(t)

)
dt.
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9

∂

∂I

[ ∫ Tf

0

∫ ∞
0

ξ4(θ, t)

(
∂v(θ, t)

∂θ
+
∂v(θ, t)

∂t
+ (µ+α(θ))v(θ, t)

)
dθ dt

)]
= 0.

10
∂

∂I

(∫ Tf

0

ξ4(0, t)(v(0, t)− ψ(1 + ε1(t))S(t) dt

)
= 0.

Alors

∂L
∂I

=
∫ Tf

0
D[ν̃ε2(t) + ν(1− ε2(t))] +D2ε2(t) + ξ1(t)βS(t) + ξ2(t)

(
− βS(t)

+(ν + γ)(1− ε2(t)) + µ+ (ν̃ + γ̃)ε2(t)

)
− ξ′2(t)− ξ3(0, t)

(
γ(1− ε2(t))+

γ̃ε2(t)

)
dt.

En mettant ∂L
∂I

= 0, on obtient
ξ′2(t) = TfD

(
ν̃ε2(t) + ν(1− ε2(t))

)
+D2ε2(t) + ξ1(t)βS(t) + ξ2(t)

(
− βS(t)+

(ν + γ)(1− ε2(t)) + µ+ (ν̃ + γ̃)ε2(t)

)
− ξ′2(t)− ξ3(0, t)

(
γ(1− ε2(t)) + γ̃ε2(t)

)
,

ξ2(Tf ) = 0.

♦ Ensuite on s’intéresse à étudier l’équation des remis, c’est-à-dire on calcule ∂L
∂R
.

1

∂
∂R

∫ Tf
0

ξ1(t)

(
dS
dt
− Λ + βS(t)I(t) + (µ+ ψ(1 + ε1(t))S(t)−

∫∞
0
δ(a)R(a, t) da−∫∞

0
α(θ)v(θ, t) dθ

)
dt,

= − ∂
∂R

∫ Tf
0

∫∞
0
ξ1(t)δ(a)R(a, t) da dt,

= −
∫ Tf

0

∫∞
0
ξ1(t)δ(a) d

dR
R(a, t) da dt,

= −
∫ Tf

0

∫∞
0
ξ1(t)δ(a) da dt.
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2

∂
∂R

∫ Tf
0
ξ2(t)

(
dI(t)
dt
− βS(t)I(t) + (ν + γ)(1− ε2(t))I(t)− µI(t)−

(ν̃ + γ̃)ε2(t)I(t)

)
dt = 0.

3

∂

∂R

∫ Tf

0

∫ ∞
0

ξ3(a, t)

(
∂R

∂a
+
∂R

∂t
+
(
δ(a) + µ

)
R(a, t)

)
da dt −−−−(∗)

•

∂
∂R

∫ Tf
0

∫∞
0
ξ3(a, t)

(
∂R
∂a

+ ∂R
∂t

)
da dt,

= ∂
∂R

∫ Tf
0

∫∞
0
ξ3(a, t)∂R

∂a
da dt+ ∂

∂R

∫ Tf
0

∫∞
0
ξ3(a, t)∂R

∂t
da dt,

= ∂
∂R

∫ Tf
0

∫∞
0
ξ3(a, t)∂R

∂a
da dt+ ∂

∂R

∫∞
0

∫ Tf
0
ξ3(a, t)∂R

∂t
dt da,

= ∂
∂R

∫ Tf
0

[ξ3(a, t)R(a, t)]∞0 dt− ∂
∂R

∫ Tf
0

∫∞
0

∂ξ3(a,t)
∂a

R(a, t) da dt+

∂
∂R

∫∞
0

[ξ3(a, t)R(a, t)]
Tf
0 da− ∂

∂R

∫∞
0

∫ Tf
0

∂ξ3(a,t)
∂t

R(a, t) dt da,

or lim
a→∞

R(a, t) = 0 et ξ3(a, Tf ) = 0,

= − ∂
∂R

∫ Tf
0
ξ3(0, t)R(0, t) dt− ∂

∂R

∫ Tf
0

∫∞
0

∂ξ3(a,t)
∂a

R(a, t) da dt−

∂
∂R

∫∞
0
ξ3(a, 0)R0(a) da− ∂

∂R

∫∞
0

∫ Tf
0

∂ξ3(a,t)
∂t

R(a, t) dt da,

= −
∫ Tf

0

∫∞
0

∂ξ3(a,t)
∂a

∂
∂R
R(a, t) da dt−

∫∞
0

∫ Tf
0

∂ξ3(a,t)
∂t

∂
∂R
R(a, t) dt da,

= −
∫ Tf

0

∫∞
0

(∂ξ3(a,t)
∂a

+ ∂ξ3(a,t)
∂t

)
da dt.

•

∂

∂R

∫ Tf

0

∫ ∞
0

ξ3(a, t)
(
δ(a)+µ

)
R(a, t) da =

∫ Tf

0

∫ ∞
0

ξ3(a, t)
(
δ(a)+µ

)
da dt.

Alors

(∗) =

∫ Tf

0

∫ ∞
0

−
(∂ξ3(a, t)

∂a
+
∂ξ3(a, t)

∂t

)
+ ξ3(a, t)

(
δ(a) + µ

)
da dt.
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4
∂

∂R

(∫ Tf

0

ξ3(0, t)(R(0, t)− γ(1− ε2(t))I(t)− γ̃ε2(t)I(t) dt

)
= 0.

5

∂

∂R

(∫ Tf

0

∫ ∞
0

ξ4(θ, t)

(
∂v(θ, t)

∂θ
+
∂v(θ, t)

∂t
+(µ+α(θ))v(θ, t)

)
dθ dt

))
= 0.

6
∂

∂R

(∫ Tf

0

ξ4(0, t)(v(0, t)− ψ(1 + ε1(t))S(t) dt

)
= 0.

Ce qui donne

∂L
∂R

=

∫ Tf

0

∫ ∞
0

−ξ1(t)δ(a)−
(∂ξ3(a, t)

∂a
+
∂ξ3(a, t)

∂t

)
+ξ3(a, t)

(
δ(a)+µ

)
da dt.

Si ∂L
∂R

= 0, on trouve
∂ξ3(a,t)
∂a

+ ∂ξ3(a,t)
∂t

= −ξ1(t)δ(a) + ξ3(a, t)
(
δ(a) + µ

)
,

ξ3(a, Tf ) = 0,

lim
a→∞

ξ3(a, t) = 0.

♦ Ensuite, on va calculer ∂L
∂v
.

1

∂
∂v

∫ Tf
0

ξ1(t)

(
dS
dt
− Λ + βS(t)I(t) + (µ+ ψ(1 + ε1(t))S(t)−

∫∞
0
δ(a)R(a, t) da−∫∞

0
α(θ)v(θ, t) dθ

)
dt,

= − ∂
∂v

∫ Tf
0

∫∞
0
ξ1(t)α(θ)v(θ, t) dθ dt,

= −
∫ Tf

0

∫∞
0
ξ1(t)α(θ) d

dv
v(θ, t) dθ dt,

= −
∫ Tf

0

∫∞
0
ξ1(t)α(θ) dθ.

2

∂

∂v

∫ Tf

0

ξ2(t)

(
dI(t)

dt
−βS(t)I(t)+(ν+γ)(1−ε2(t))I(t)−µI(t)−(ν̃+γ̃)ε2(t)I(t)

)
dt = 0.
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3

∂
∂v

[( ∫ Tf
0

∫∞
0
ξ3(a, t)

(
∂R(a,t)
∂a

+ ∂R(a,t)
∂t

+ (µ+ δ(a))R(a, t)

)
da dt+

∫ Tf
0

ξ3(0, t)(R(0, t)− γ(1− ε2(t))I(t)− γ̃ε2(t)I(t) dt

]
= 0.

4

∂

∂v

∫ Tf

0

∫ ∞
0

ξ4(θ, t)

(
∂v

∂θ
+
∂v

∂t
+
(
α(θ) + µ

)
v(θ, t)

)
dθ dt −−−−(∗∗)

•

∂
∂v

∫ Tf
0

∫∞
0
ξ4(θ, t)

(
∂v
∂θ

+ ∂v
∂t

)
dθ dt,

= ∂
∂v

∫ Tf
0

∫∞
0
ξ4(θ, t)∂v

∂θ
dθ dt+ ∂

∂v

∫ Tf
0

∫∞
0
ξ4(θ, t)∂v

∂t
dθ dt,

= ∂
∂v

∫ Tf
0

∫∞
0
ξ4(θ, t)∂v

∂θ
dθ dt+ ∂

∂v

∫∞
0

∫ Tf
0
ξ4(θ, t)∂v

∂t
dt dθ,

= ∂
∂v

∫ Tf
0

[ξ4(θ, t)v(θ, t)]∞0 dt− ∂
∂v

∫ Tf
0

∫∞
0

∂ξ4(θ,t)
∂θ

v(θ, t) dθ dt+

∂
∂v

∫∞
0

[ξ4(θ, t)v(θ, t)]
Tf
0 dθ − ∂

∂v

∫∞
0

∫ Tf
0

∂ξ4(θ,t)
∂t

v(θ, t) dt dθ,

or lim
θ→∞

v(θ, t) = 0 et ξ4(θ, Tf ) = 0,

= − ∂
∂v

∫ Tf
0
ξ4(0, t)v(0, t) dt− ∂

∂v

∫ Tf
0

∫∞
0

∂ξ4(θ,t)
∂θ

v(θ, t) dθ dt−

∂
∂v

∫∞
0
ξ4(θ, 0)v0(θ) dθ − ∂

∂v

∫∞
0

∫ Tf
0

∂ξ4(θ,t)
∂t

v(θ, t) dt dθ,

= −
∫ Tf

0

∫∞
0

∂ξ4(θ,t)
∂θ

∂
∂v
v(θ, t) dθ dt−

∫∞
0

∫ Tf
0

∂ξ4(θ,t)
∂t

∂
∂v
v(θ, t) dt dθ,

= −
∫ Tf

0

∫∞
0

(∂ξ4(θ,t)
∂θ

+ ∂ξ4(θ,t)
∂t

)
dθ dt.

•

∂

∂v

∫ Tf

0

∫ ∞
0

ξ4(θ, t)
(
α(θ)+µ

)
v(θ, t) dθ =

∫ Tf

0

∫ ∞
0

ξ4(θ, t)
(
α(θ)+µ

)
dθ dt.

Alors

(∗∗) =

∫ Tf

0

∫ ∞
0

−
(∂ξ4(θ, t)

∂θ
+
∂ξ4(θ, t)

∂t

)
+ ξ4(θ, t)

(
α(θ) + µ

)
dθ dt.
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5
∂

∂v

[ ∫ Tf

0

ξ4(0, t)(v(0, t)− ψ(1 + ε1(t))S(t) dt

]
t = 0.

Ce qui donne

∂L
∂v

=

∫ Tf

0

∫ ∞
0

−ξ1(t)α(θ)−
(∂ξ4(θ, t)

∂θ
+
∂ξ4(θ, t)

∂t

)
+ξ4(θ, t)

(
α(θ)+µ

)
dθ dt.

Si ∂L
∂R

= 0, on trouve
∂ξ4(θ,t)
∂θ

+ ∂ξ4(θ,t)
∂t

= −ξ1(t)α(θ) + ξ4(θ, t)
(
α(θ) + µ

)
,

ξ4(θ, Tf ) = 0,

lim
θ→∞

ξ4(θ, t) = 0.

Finalement pour trouver la formule donnée de ε̂1(t) et ε̂2(t)

∂L
∂ε1

= 0 =⇒
∫ Tf

0
D1ψS(t) + 2B1ε1(t)dt−

∫ Tf
0
ξ1(t)ψS(t) + ξ4(0, t)ψS(t)dt = 0.

=⇒ 2B1ε1(t) = −D1ψS(t) + (ξ1(t)− ξ4(0, t))ψS(t).

=⇒ ε̂1(t) = (ξ1(t)−ξ4(0,t))ψS(t)−D1ψS(t)
2B1

.

Par la même méthode

∂L
∂ε2

= 0 =⇒
∫ Tf

0
Dν̃I(t)−DνI(t) +D2I(t) + 2B2ε2(t)dt+∫ Tf

0
ξ2(t)(ν + γ)I(t)dt−

∫ Tf
0
ξ3(0, t)(γI(t)− γ̃I(t))dt = 0.

=⇒ 2B2ε2(t) = ξ2(t)(ν̃ − γ̃ − ν − γ)I(t)− ξ3(0, t)(γ̃ − γ)I(t)

−D2I(t)−D(ν̃ − ν)I(t)

=⇒ ε̂2(t) = ξ2(t)(ν̃−γ̃−ν−γ)I(t)−ξ3(0,t)(γ̃−γ)I(t)−D2I(t)−D(ν̃−ν)I(t)
2B2

.

3.5 Résultats numériques

Système dynamique (3.32)

On peut déterminer une solution optimale pour le problème (3.34) en résolvant le
système d’optimalité (3.32), (3.39), et (3.40). Notons que ce système est un problème
de valeur limite en deux points, où le système d’état (3.32) avec les conditions initiales
et le système adjoint (3.39) avec les conditions finales sont couplés. De nombreuses
approches pratiques utilisent des algorithmes d’optimisation pour résoudre le système
d’optimalité couplé. On considère une méthode basée sur le gradient pour découpler
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le système et l’algorithme utilisé dans Abia et Lopez–Marcos [1] et Gunzburger [27].
Dans ce qui suit, on prend un jour comme unité de temps et choisissons les valeurs
de δ(a) et α(θ) comme suit :

• Le taux de diminution de l’immunité acquise des personnes remis, δ(a), est supposé
comme suit (Voir Duan et al [19])

δ(a) =

{
0.85, si τ ∗ < a < ā

0, sinon

• La baisse du taux de vaccination, α(θ) est supposé

α(θ) =

{
α̂(1− exp−0.1(θ−0.9)) si τ ∗ < θ < θ̄, avec α̂ = 1,

0 sinon.

Où ā et θ̄ désignent l’âge maximum de récupération et l’âge maximum de vac-
cination, resp. Nous adoptons que ā = θ̄ = 300 jours dans cette section.

Paramètres Valeurs Unité Source
Λ (2.269741×108)/70/365 jour−1 [53], [50], [54]
µ 1/70/365 jour−1 [50]
ν 0.077 jour−1 [49]
γ [0.5,3.5] jour−1 [50]
β 0.078×10−7 jour−1 assumé
ν̃ 0.017 jour−1 assumé
γ̃ [1.4,5.6]/7 jour−1 assumé
ψ 0.0005 jour−1 assumé

TABLEAU 1 : Valeurs des paramètres utilisées pour les simulations de mod-
èle.

Paramètres Valeurs Unité Source
S0 2.069741× 108 individus assumé
I0 0.2× 108 individus assumé

R0(a) 0 individus assumé
v0(θ) 0 individus assumé

TABLEAU 2 : Conditions initiales utilisées pour la simulation de modèle.
Il découle de δ(a), α(θ) et les valeurs des paramètres dans le Tableau 1 que le
nombre de reproduction de base R0 = 7.7914 > 1, par le Théorème 3.1, donc il
existe un état stationnaire endémique E∗ du système (3.1). Pour effectuer les
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simulations du contrôle optimal, supposons que le taux d’efficacité du vaccin
est limité par ε1min = 1 et ε1max = 9, l’efficacité du traitement est limité par
ε2min = 0, 3 et ε2max = 0, 8. Ensuite, étant donné que le coût de mise en œuvre
du traitement est plus élevé que celui de la vaccination, il est raisonnable de
supposer que D2 > D1. Dans cette section, les poids de la fonction objective
sont choisis à des fins d’illustration comme suit

D = 1000, D1 = 100, D2 = 1000, B1 = 5000, B2 = 10000.

La vaccination et le traitement sont tous les deux des outils utiles dans la
lutte contre la maladie. Comme mentionné ci–dessus, la période de protection
minimale contre la vaccination est 90 jours en α(θ).

Figure 3.1: (A) Stratégie de vaccina-
tion ε1(t).

Figure 3.2: (B) Stratégie de traitement
ε2(t).
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Figure 3.3: (C) Dynamique de S(t). Figure 3.4: (D) Dynamique de I(t).

FIGURES 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 : Supposons que τ ∗ = 80. Les stratégies de
contrôle optimal (A), ε1(t) et (B), ε2(t). (C), Le comportement dynamique de
S(t) dans les conditions : sans contrôle (rouge), avec le contrôle optimal (bleu),
avec traitement uniquement, i.e, ε1 = 0, ε2 = ε2max (jaune), avec vaccination
uniquement, i.e, ε2 = 0, ε1 = ε1max (vert). (D), Le comportement dynamique de
I(t) dans les conditions : sans contrôle (rouge), avec un contrôle optimal (bleu),
avec traitement uniquement, i.e, ε1 = 0, ε2 = ε2max (jaune), avec vaccination
uniquement, i.e, ε2 = 0, ε1 = ε1max (vert).

Figure 3.5: (A) Distribution d’âge pour
R(a, t).

Figure 3.6: (B) Distribution d’âge pour
v(θ, t).
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Figure 3.7: (C) Distribution d’âge pour
R(a, t).

Figure 3.8: (D) Distribution d’âge pour
v(θ, t).

FIGURES 3.5, 3.6, 3.7, 3.8 : Supposons que τ ∗ = 80 (A, B) la dynamique
de R(a, t) et v(θ, t) avec des stratégies de contrôle optimales. (C, D) Le com-
portement dynamique de R(a, t) et v(θ, t) sans contrôle.

Figure 3.9: (A) Stratégie de vaccina-
tion ε1(t).

Figure 3.10: (B) Stratégie de traite-
ment ε2(t).
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Figure 3.11: (C) Dynamique de S(t). Figure 3.12: (D) Dynamique de I(t).

FIGURES 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 : Supposons que τ ∗ = 100. Les stratégies de
contrôle optimal (A), ε1(t) et (B), ε2(t). (C), le comportement dynamique de
S(t) dans les conditions : sans contrôle (rouge), avec le contrôle optimal (bleu),
avec traitement uniquement, i.e, ε1 = 0, ε2 = ε2max (jaune), avec vaccination
uniquement, i.e, ε2 = 0, ε1 = ε1max (vert). (D), Le comportement dynamique de
I(t) dans les conditions : sans contrôle (rouge), avec un contrôle optimal (bleu),
avec traitement uniquement, i.e, ε1 = 0, ε2 = ε2max (jaune), avec vaccination
uniquement, i.e, ε2 = 0, ε1 = ε1max (vert).
Le traitement prend τ ∗ jours. Pendant la simulation, nous prenons le pas de
temps ∆t = ∆θ = ∆a = 0, 6. Pour montrer le rôle de τ ∗ dans le contrôle opti-
mal, en supposant que τ ∗ = 80, 100 et 120 resp., afin d’effectuer les simulations
numériques (voir les exemples 1–3) sous les conditions initiales données dans le
Tableau 2.

Exemple 3.1 Supposons que τ ∗ = 80 jours, avec l’algorithme, nous obtenons
les stratégies de contrôle optimales pour le système (3.32) à l’aide de Matlab, les
comportements dynamiques du système (3.1) et du système de contrôle optimal
(3.32) sont simulés pendant la période [0, 350] jours.

Exemple 3.2 Supposons que τ ∗ = 100 jours, nous simulons les processus de
contrôle optimaux pendant 350 jours (Voir FIGURES 3.9, 3.10, 3.11, 3.12).

3.6 Discussion et conclusion

Dans ce chapitre, un modèle d’épidémie SIRV S avec des âges de guérison et de vac-
cination a été étudié. En utilisant le nombre de reproduction de base R0, nous avons
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prouvé que l’état d’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable
si R0 < 1. Comme le nombre de reproduction de base R0 est une fonction décrois-
sante du taux de vaccination ψ, il est possible d’éliminer la maladie en augmentant
le taux ψ. Si R0 > 1, pour contrôler la maladie, un problème de contrôle optimal
a été étudié, impliquant le coût des stratégies de contrôle et utilisant le principe du
minimum de Pontryagin. Les résultats montrent que l’âge de la vaccination et l’âge
de rétablissement sont tous les deux présents dans les expressions des variables de
contrôle optimal et influencent sur l’efficacité du contrôle optimal.
Les résultats des simulations montrent que

(i) le contrôle optimal avec la vaccination et le traitement est meilleur que les autres
stratégies.

(ii) l’âge de rétablissement affecte sur l’efficacité des stratégies de contrôle, c’est à
dire que le contrôle avec traitement seulement n’a aucun effet lorsque la péri-
ode d’immunité acquise n’est pas supérieure à la période d’immunité vaccinale,
sinon, il joue un rôle important dans le contrôle de la maladie.
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