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Résumé

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre général de I’étude de la dynamique des populations.
On s’intéresse a la modélisation et I’analyse mathématique de quelques modéles en
épidémiologie en particulier le modéle STR avec dynamique vitale, le modéle STRS
avec immunité temporaire et un modele STR avec transmission verticale ainsi qu’une
version non-linéaire d’'un modéle STRV S structuré en age de rétablissement et en

age de vaccination.



Abstract

This dissertation is part of the general study of population dynamics. It consists of
modelling and mathematical analysis of some models in epidemiology in particular the
STR model with vital dynamics, the STRS model with temporary immunity and an
STR model with vertical transmission, as well as a non-linear version of a structured

STRV S model in recovery age and vaccination age.
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Introduction générale

La modélisation mathématique est un outil important en épidémiologie. Elle fournit
une maniére de bien comprendre et étudier la dynamique d’une maladie. Dans ce tra-
vail, nous étudions quelques modéles épidémiologiques qui décrivent la propagation
d’une épidémie dans une population humaine.

On est particulierement intéressé d’abord par celui qui montre le comportement de la
maladie & travers différentes classes d’age humaines ainsi qu’a travers le temps. Une
hypothése majeure en épidémiologie est que la population est divisée en un ensemble
de compartiments distincts. Ces compartiments regroupent ’état des individus face
a la maladie dans la population. Le modéle STR général, qui est utilisé pour simuler
le comportement de nombreuses maladies, se compose de trois compartiments : sus-
ceptible (.5), infecté (1) et réfractaire (R). Depuis que le modéle STR général a été
développé pour la premiére fois en 1927 par Kermack et McKendrick sur I’épidémie
de peste en Inde [35].

Notre second intérét est d’étudier un modele épidémique STRV S structuré en age de
rétablissement et en adge de vaccination tel qu’il est proposé dans le dernier chapitre.
Le modéle se compose d’un systéme couplé de quatre équations : deux équations
différentielles ordinaires, décrivant la variation pour les susceptibles et les infectés en
fonction du temps et deux équations aux dérivées partielles, décrivant la dynamique
des personnes réfractaires et les personnes vaccinées en temps et en age.

L’analyse de ce modéle nous permet d’étudier la stabilité locale et globale de I’équilibre
sans maladie. Dans le cas ou 1’équilibre endémique existe on utilise des stratégies de
controle optimal afin de controler ’épidémie.



Notations

N : ensemble des nombres naturels.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

R** := 0, +00) : ensemble des nombres réels strictement positifs.
R* : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

R™: R x ... x R n fois.

R?, : Ry x ... x R,y n fois.

0N : la frontiére de Q.

= % dérivée de x par rapport a t.

|.| : valeur absolue, ou module.

||| : norme.

Q : la fermeture de €.

o(A) : le spectre de A.

AT la matrice transposé de A.

Me(z) : partie réelle du nombre complexe z.
Jm(z) : partie imaginaire du nombre complexe z.
Ry : nombre de reproduction de base.

GAS : globalement asymptotiquement stable.
D(A): le domaine de A.

Id : identité.

pP-p- : presque partout.

det : déterminant.

max : maximum.

min : minimum.

sup : borne supérieure.

inf : borne inférieure.

lim : limite.



limsup : limite supérieure.
liminf : limite inférieure.



CHAPITRE 1

Préliminaires

1.1  Quelques notions de stabilité

On considere le systéme autonome suivant :

2'(t) = f(z(1)), (1.1)

soit €2 un ouvert de R™ avec f : Q2 C R" — R" une fonction localement lipschitzienne
sur ) pour assurer l’existence et 'unicité locale. La recherche des points d’équilibre
vérifiant f(z*) = 0 est I'approche principale dans les systémes dynamiques.

En pratique, on s’intéresse aux points d’équilibre qui possédent certaines propriétés
de stabilité. Cette derniére signifie que si un systéme est en équilibre, il restera dans
cet état quand le temps varie. L’analyse de la stabilité au sens de Lyapunov con-
siste a étudier des trajectoires du systéme quand 1’état initial est proche d'un état
d’équilibre. L’objectif de la stabilité est de tirer des conclusions quant au comporte-
ment du systéme sans calculer explicitement ses trajectoires.

Définition 1.1 /4] On dit qu’un point d’équilibre x* est dit stable au sens de Lya-
punov pour le systéme (1.1) si

Ve>0 36 >0 t.q ||z(0) —z"|| <d=|z(t) —2"|| <e Vt>0.



1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Figure 1.1: Une illustration de la stabilité au sens de Lyapunov [§].

Le point d’équilibre est dit instable s’il n’est pas stable.

Définition 1.2 (Equilibre attractif)/// On dit que ’équilibre x* de (1.1) est al-
tractif si
30 >0 t.q. ||z(0) —z*|| <0 = tliin l|z(t) — z*|| = 0.
—+o0

Cette définition veut dire que x* est le point vers lequel convergent les solutions z(t) si
elles démarrent suffisamment prés de ce point. Notons que la stabilité et I'attractivité
sont deux notions différentes et qu’elles ne s’impliquent pas. D’ou la définition de la

stabilité asymptotique.

Définition 1.3 (Equilibre asymptotiquement stable)/4/ On dit qu’un point d’équilibre
x* est localement asymptotiquement stable s’il est stable et attracteur.

Figure 1.2: Une illustration de la stabilité asymptotique [8].

1.2 Définitions et propriétés

Définition 1.4 (Systéme de type Volterra)[17] Les systémes de Volterra sont exprimé
par les équations différentielles suivantes

dzx i
dt

:xlf{xj} 1<1,7 <N,

ou I'{x;} sont des fonctions affines :

N

F{I'j} =% — Zvijxj.

=1



1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Définition 1.5 [7] On dit qu’une matrice réelle A (n x n) est antisymétrique si
AT = —A.

Définition 1.6 [7/ On dit qu’une matrice réelle A (nxn) est W—-antisymétrisable s’il
existe une matrice réelle, diagonale et positive W telle que W A est antisymétrique.

Définition 1.7 /5] Une matrice réelle symétrique M est dite définie positive si x* Mz >
0 pour tout x dans R™ non nul. Formellement

M définie-positive <= ' Mz >0 pour tout v € R™\{0}.

Définition 1.8 [7/ On dit qu’une matrice A (n X n) est dans Sy (resp. Volterra
Lyapunov stable) s’il existe une matrice réelle, diagonale et positive W telle que W A+
ATW est définie positive (resp. semi-définie positive).

Définition 1.9 [5] Soit A (n x n). A\, \a,...,\n€ C ses valeurs propres.
Le rayon spectrale de A est défini par :

p(A) = max |\

1<i<n

b
Propriété 1.1 /5] Soit A = (Z d) une matrice symétrique de taille 2 x 2.

A est définie positive si ses valeurs propres sont strictement positives.
Les valeurs propres de A sont strictement positives :

B Si et seulement sia > 0 et ad — b > 0.
12| Si et seulement si les pivots sont positifs : a > 0 et # > 0.

Sinon, st a < 0 et |A| =ac—b* >0, A est définie négative (A <0).

1.2.1 Ensemble w—limite

Définition 1.10 /3] Soit py un point qui appartient au domaine de définition du

systeme sutvant
{:if = flz,y),
y = g(z,y),

on note [’ensemble w—limite de py par

U)(po) = U {(x(s,po),y(s,po)), 52 t}a

t>0




1.3. METHODES DE LYAPUNOV, PRINCIPE D’INVARIANCE DE LASALLE

avec (x(8,p0), y(s,p0)) les solutions de condition initiale (s, pg). On peut montrer que
(x,y) est dans w(po), s’il existe une suite {t;};en, ti — +00 quand i — 400 tel que
(z(ti,po), y(ti, po)) = (2, y) lorsque i — +o0.

Définition 1.11 [/3/ Un domaine D du plan est dit positivement invariant si quelle
que soit la condition initiale (xo,v0) € D, la trajectoire correspondante reste dans D

lorsque t — +00.

Définition 1.12 /3] On appelle domaine attractant une région D du plan bornée et
compacte telle que toute trajectoire partant du bord OD de D entre dans l’intérieur
de D.

Théoréme 1.1 (Poincaré-Bendizson) [3] Soit T un domaine borné attractant du
plan. Toute trajectoire de T admet comme w—limite

e Soit un point d’équilibre.
e Soit une orbite périodique.

e Soit un ensemble constitué de la réunion de points d’équilibre et les orbites
régulieres qui les joignent (hétéroclines ou homoclines).

1.3 Meéthodes de Lyapunov, Principe d’Invariance
de LaSalle

Dans ce paragraphe, on va introduire quelques théorémes de Lyapunov pour étudier
la stabilité globale du point d’équilibre. On suppose que 0 est un point d’équilibre
pour le systéme (1.1). Soit © un voisinage ouvert de 0.

Définition 1.13 /7] Une fonction
V.Q =R,
est “semi—définie positive ”dans § si elle est continue dans 2, V(0) =0 et
V(z) >0, Vz € Q.

La fonction V' est dite “définie positive ”dans €2 si elle est semi—définie positive dans
Q et
V(z) >0, Vz € Q—{0}.

La fonction V' est “semi—définie négative (définie négative) ” dans Q2 si =V est semi—définie
positive (définie positive) dans Q.



1.3. METHODES DE LYAPUNOV, PRINCIPE D’INVARIANCE DE LASALLE

Lemme 1.1 (Sylvester)[5] La forme quadratique
n
2TAz = Z a;jzizj, z€R",
ij=1
associée a une matrice symétrique n x n (A = ATl) est définie positive si
det(a;;, i,7=1,...,5) >0, pour tout s =1,...,n.

Considérons 'équation différentielle (1.1) ou f € C(D,R") ( avec D un ensemble
ouvert de R™). On suppose que 0 € D et que f(0) = 0.

Soient  C D un sous ensemble ouvert de D dans R™ et V' € C'(Q,R). Définissons
V par rapport au systéme (1.1) comme suit :

V(z2) = gradV(z).f(2), z € Q. (1.2)

Si z(t) est une solution de (1.1), alors la dérivée de V' par rapport a t € R, est

d

SVE) = V).

On dit que V est la dérivée de V le long de la trajectoire de (1.1).

Théoréme 1.2 (Lyapunov)[29] S’il existe une fonction V€ C1(Q,R) définie positive
sur un sous ensemble Q C D, telle que 0 € Q, avec V' semi—définie négative dans Q,
alors z = 0 est stable pour le systeme (1.1). Si en outre V définie négative dans <,
alors z = 0 est asymptotiquement stable pour le systéme (1.1), globalement dans €.

Lemme 1.2 (Lyapunov)[29],[10] Soit A une matrice réelle n x n et C' une matrice
symétrique définie positive, si A est une matrice stable, c’est-a-dire Re\ < 0 pour
tout A € o(A) alors ’équation matricielle

ATB+ BA=-C, (1.3)

admet une solution définie positive B (qui est symétrique).

Comme application du Lemme 1.2, considérons le systéme différentiel linéaire suivant

dz
— A 1.4
et la fonction scalaire :

V(z) = 2" Bz, z € R".

D’aprés le Lemme 1.2, si A est stable, on peut choisir B pour que A”B + BA soit
définie négative. Ainsi, la stabilité de A implique la stabilité (globale) asymptotique

8



1.4. THEORIE DES GRAPHES

de 0 pour le systéme (1.4).
Soit V' € C'(Q,R) une fonction définie positive sur un ensemble ouvert 2 C D telle
que 0 € Q. On dit que V est une “fonction de Lyapunov ” pour le systéme (1.1) si

V(z) = gradV(z).f(z) <0, dans Q. (1.5)

Théoréme 1.3 ( Principe d’Invariance de LaSalle)[38] Soit Q@ un sous—ensemble ou-
vert de R™; supposons qu’il est positivement invariant pour le systéme (1.1). Soit
V : Q — R une fonction de classe C* pour le systeme (1.1) telle que :

.VgOdanSQ.

B Soient E = {z € Q | V(z) = 0} et M le plus grand ensemble invariant
contenu dans E.

Alors, toute solution bornée commengant dans ) tend vers l’ensemble M lorsque
t — o0.

Corollaire 1.1 [7] Sous les mémes hypothéses que celles du Théoreme 1.2, si M =
{z*} alors z* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le
systeme (1.1) défini sur €.

Corollaire 1.2 [29] Si V est une fonction de Lyapunov dans R™, minorée et telle
que V(z) = 400 quand ||z|| — +o0, alors chaque orbite positive de (1.1) est bornée
et s’approche du plus grand sous-ensemble invariant M de E, quand t — 4o00. En
particulier, si M = {z*} alors l’équilibre z* est globalement asymptotiquement stable
dans R™ pour le systéme (1.1).

Définition 1.14 [44] On dit que la fonction f : X — X est une contraction, s’il
existe 0 < k < 1 telle que

Vr,y e X, [[f(x) = Wl < Kllz —yll.

Théoréme 1.4 (Banach—Caccioppoli)[29] Soit F' : X — X une contraction ot X est
un espace métrique complet. Alors il existe un unique point five xo € X, c’est-a-dire
que

F(zg) = xo.

1.4 Théorie des graphes

Un graphe est constitué :



1.4. THEORIE DES GRAPHES

e d’un ensemble fini de points appelés sommets (ou noeuds).

e d’un ensemble fini de lignes, appelées aréte, chaque aréte relie deux sommets
appelés ses extrémités.

Si les deux extrémités d'une arétes sont égales on dit que I'aréte est une boule. Notons
que deux arétes différentes peuvent avoir les méme extrémités.
On dit que deux sommets sont voisins s’ils sont reliés par une aréte.

—AAA

*E+N RS

e an
Qo.e.o *H+N+N$
@ A ALL

Figure 1.3: Quelques exemples de graphes [15].

Bien qu’il existe différents types de graphes en fonction du nombre de sommets,
du nombre d’arétes, de l'inter-connectivité de leur structure globale, voici quelques
exemples parmi les plus courants :

Définition 1.15 (Graphe simple)/13/ Un graphe sans boucles et avec au maximum
une aréte entre deux sommets est appelé graphe simple. Par exemple

graphe qui n'est pas simple

Figure 1.4: Comparaison entre graphe simple et non simple [13].

Dans la figure ci-dessus, le premier graphe n’est pas un graphe simple car il a deux
arétes entre certains de ces sommets et il a également une boucle (Loop).

Définition 1.16 (Graphe orienté)/22/ Un graphe orienté est un graphe dont les
arétes sont orientés par des fleches. Les graphes orientés sont également connus sous
le nom de digraphes (voir exemple de la figure 1.5).

10



1.4. THEORIE DES GRAPHES

Figure 1.5: Graphe orienté [22].

Définition 1.17 (Arbre)/6/ Un arbre est un graphe non orienté dans lequel deux
sommets quelconques sont reliés par un chemin (un chemin est une suite finie ou
infinie d’arétes qui rejoint une suite de sommets), ou de maniére équivalente un graphe
acyclique ( c’est-a-dire un graphe sans cycle) non orienté.

Figure 1.6: Un arbre étiqueté avec 6 sommets et 5 arétes [6].

Définition 1.18 (Chaine et cycle)/13/ Une chaine d’un graphe G est une suite
alternée de sommets et d’arétes eq, xg, €1, T1, €3, ..., Tp, €, commencant et se termi-
nant par des sommets dans laquelle chaque aréte est incidente avec les deux sommets
qui la précédente et la suivent immédiatement. Cette chaine relie xqy et x,,. La chaine
est fermée si xy = x1 et ouverte dans le cas contraire. Si la chaine est fermée, elle
est appelée un cycle, a condition que ses sommets soient disjoints.

Figure 1.7: Exemple d’une chaine, cycle et arbre [13].

11



1.5. LES ESPACES DE LEBESGUE ET DE SOBOLEV

1.5 Les espaces de Lebesgue et de Sobolev
Définition 1.19 [12] Considérons le nombre réel p
e Sipe|[l,o0[, on définit
LP(Q) ={f: Q= R, mesurableet||f||» < o0}

On note
1Al = [ [ 17t da].
e Sip=o0
L>®(Q) ={f:Q =R, mesurable et 3C telle que |f(z)| < C p.p. sur Q}.

Notons que
| f|ze = inf{C, |f(x)| < C p.p. sur Q}.

Théoréme 1.5 [12] Pour tout 1 < p < oo l’espace vectoriel LP est muni de la norme

[[-/]ze-

Théoréme 1.6 (Fischer-Riesz) [12] Pour tout 1 < p < oo l'espace LP est dit un
espace de Banach.

Théoréme 1.7 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)/[12] Soit { f,.}
une suite de fonctions de L*. Supposons que

& fox) > [(x) pp. sur Q.

& 1] existe une fonction g € L*(Q) telle que pour chaque n, |f.(x)| < g(z) p.p. sur
Q. Alors f € LY(Q) et

[ fn = fllzr — 0.

Définition 1.20 [12] Soit Q un ouvert de R™ et soit p € R avec 1 < p < 400. On
définit lespace de Sobolev WP(Q) par

ou

WP (Q) = {u € LP(Q), tel que 5

€ LP(Q) pourtout i =1,..n},

)

munt de la norme suivante :

"L Ou
ullwre@) = [lullLe@) + Z ||%||LP(Q),
i=1 !

12



1.6. GENERALITES SUR LES SYSTEMES DYNAMIQUES

ou parfois, si 1 < p < 400 de la norme équivalente :

P
e ([
Si p = +oo, la norme associée a l’espace Wh>°(Q)) est donnée par :

||u| w1000y = sup |u| + sup |Vul.
Q Q
Lorsque p = 2, 'espace de Hilbert H' est muni de produit scalaire

(w,v) i = (u,v) 1200 +Z E)u av LQ(Q Yu,v € L*(Q),

la norme associée

1
"L Ou 2
[ul| 1) = (||u||L2(Q) + ;| o ( )
est équivalente a la norme de W12(Q).

Proposition 1.1 [12] Pour tout 1 < p < 400 lespace WP(Q) est un espace de
Banach. On dit que l'espace WIP(Q) est réflexif pour 1 < p < +o0o et séparable pour
1<p<oo.

Définition 1.21 [12/ CL(Q) est dense dans W, () pour tout 1 < p < co.
L’espace Wy P(Q) est muni de la norme induite par WP(Q) est un espace de Banach
séparable, de plus il est réflexif si 1 < p < 0.

1.6 Généralités sur les systémes dynamiques

Des solutions intégrales aux problémes non homogénes de Cauchy
[45]
On consideére le probléme de Cauchy non homogéne

%u(t) — Au(t) + f(t), t > to, ult) = zo.

Hypothéses 1.1 Supposons que

13



1.6. GENERALITES SUR LES SYSTEMES DYNAMIQUES

M A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach X telle que \XId — A
a un inverse borné pour A > w et

M

Md—-A)™"| < —-—

[0d =) € =
pour tout n € N, X > w, M, w sont des constantes.

12 2, € X, := Dom(A).

BB f:]0,400) = X est continue.

Solutions pour des problémes de Cauchy abstrait qui laissent
invariant un ensemble convexe fermé [45]

On consideére le probléme de Cauchy abstrait

%u(t) = Au(t) + F(t)u(t), t >to >0, u(ty) = xo, (1.6)

Hypothéses 1.2 Supposons que

. A est un opérateur fermé sur un espace de Banach X. (AMd — A) a un inverse
linéaire borné sur X et

M

Md—A)™"| < ———,
I = A7 < s
pour tout n € N, A > w avec M, w des constantes réelles strictement positives.

12 Soit Xo = Dom(A). On suppose que la valeur initiale xo dans (1.6) est un
élément de Xo. FEn fait, nous cherchons une solution u dont les valeurs se
trouvent dans

Co =CnN Xy,

C étant un sous—ensemble conveze fermé de [’espace de Banach X. Notons que
Cy est également un sous—ensemble convexe fermé. Nous supposons donc que

To € 00.

. Nous supposons les propriétés suivantes de l’opérateur

14
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@ Pour tout x € Cy, F(t)x est une fonction continue ent > 0.

b Pour toutt >0, v € Cy il existe 5, A > 0 telle que
[F(s)y — F(s)z]| < Ally — =],
€ Pour tout 7 > 0, il existe des constantes ¢ > 0 telle que
[|F(#)z]| < (1 + [|z]]),
s10<t<T1,2x€eX,.

Remarque 1.1 [45] Ce probleme présente la particularité que A n’est pas défini de
maniére dense dans X, mais que la non-linéarité de F(t) peut étre définie seulement
sur un sous—ensemble de Xo = Dom(A) dans X.

En général, on ne peut pas résoudre (1.6) dans cette formulation forte, si zq €
CoN\.D(A). Donc pour zy € Cp, on la résout sous la forme intégrée

t t
u(t) = xo + A/ u(s)ds +/ F(s)u(s)ds, t > to. (1.7)
to to
Une solution de (1.7) est appelée une solution intégrale de (1.6).

Théoréme 1.8 [/5] Supposons que les hypothéses 2 sont satisfaites. Alors, il existe
une unique solution de (1.6) avec des valeurs dans Cy si

M \(\Id— A" envoie C dans lui-méme pour X > w suffisamment grand.

2| Ldist(y +hE(t),C) — 0 quand h — 0, t > 0, y € Cy.

1.7 Principe du minimum de Pontryagin (PMP)

Le principe de minimum de Pontryagin (développé dans [23|) nous permet d’écrire une
condition d’optimalité pour un minimum du probléme comme un systéme différentiel
avec des conditions aux limites. Pour une preuve de ce dernier on se référe a [11]| ou

[9].
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Figure 1.8: Lev Pontryagin [48].

Soit U C R™ un ensemble compact non—vide. On considére f : R" x R™ — R" et
soit ¢ et ¢ deux applications de R™ dans R.
On propose le probléme de controle optimal suivant

min J(u) ::/0 0(xy (1), u(t)) dt + ¢(x,(t)), VT >0, (1.8)

u(.)eU

ot z,(.) peut-étre interprété comme l'unique solution du probléme de Cauchy sur
[0, 7] telle que

(t) = f(z(t),u(t)) pp.t€[0,7], x(0) =z € R".

Notons que U := {u : [0,7] — U, u mesurable} I’ensemble des controles admissibles,
c’est-a-dire I'’ensemble des controles tels que la trajectoire associée soit bien définie
sur [0, 7.
Soit H : R™ x R™ x R™ — R le Hamiltonien associé au probléme (1.8), il s’écrit sous
la forme suivante :

H(z,p,u) =p.f(z,u) + {(z,u).

Afin d’exprimer le principe de minimum de Pontryagin (PMP), on annonce le Théoréme
suivant

Théoréme 1.9 [33] On note par u(.) le controle optimal et x la trajectoire associée
sur [0,T]. Alors

M L équation adjointe s’écrit comme suit

5(0) = =5 (1) (0),ult) pp-t € 0.7),

16



1.7. PRINCIPE DU MINIMUM DE PONTRYAGIN (PMP)

ot p:[0,T] — R™ est absolument continue.
12 La condition de transversalité est p(T) = Ve (z(T)).

B8 Le controle u(.) satisfait la condition de minimisation :

u(t) € arggleilrjl H(x(t),p(t),w) p.p.t € [0,T].
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CHAPITRE 2

Connaissance de base en épidémiologie

2.1 Introduction

Un probléme clé dans la modélisation de la dynamique d’évolution des maladies in-
fectieuses est la représentation mathématique du mécanisme de transmission de la
contagion. Les concepts de “force d’infection” et de “champ de forces d’infection ”
(lorsqu’il s’agit de populations structurées) représentent les cas incidents d’infection.
Dans les modéles dynamiques, cette force dépend, d'une part, de la probabilité de
s'infecter aprés contact avec un individu infecté, éventuellement en prenant en compte
le comportement des individus, d’autre part, elle dépend également de la proportion
des individus infectés (prévalence de l'infection).

Dans ce chapitre, nous allons traiter les modéles de base en épidémiologie et déter-
miner une fonction de Lyapunov a travers la formule de Beretta et Capasso |7] afin
d’étudier la stabilité globale de I'équilibre non trivial.

2.2 Bréve histoire du le modéle SR

Le modéle a été présenté pour la premiére fois par Kermack et McKendrick en 1927
[35] pour expliquer a posteriori I’évolution de 1’épidémie de peste & Bombay en 1905-
1906.
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2.2. BREVE HISTOIRE DU LE MODELE SIR

Figure 2.1: McKendrick et Kermack [48].

A chaque fois on décide de diviser la population en trois catégories (qu’on appelle
“compartiments 7 dans le langage de 1’épidémiologie) :

e les individus “Sains ” ou “Susceptibles ” (S) : ceux qui n’ont jamais eu la mal-
adie, et peuvent la contracter.

e les individus “Infectés ” (I) : les malades, ceux sont aussi les contagieux (c’est
une hypothése de ce modéle).

e les individus “Rétablis ” (R) : ceux qui ont déja eu la maladie et sont désor-
mais immunisés contre cette maladie. On inclut dans ce groupe les personnes
décédées (puisqu’elles ne peuvent plus contracter la maladie).

Il parait plus naturel de travailler avec le nombre de personnes dans chaque catégorie,
mais certains calculs seront plus simples si on utilise plutot la proportion des person-
nes dans chaque catégorie, ce qui nous permet de bien connaitre la progression de
I’épidémie. On note donc : S(t), I(t) et R(t) la proportion d’individus de chacune
des catégories (les sains, les infectés, les rétablis) a I'instant ¢.

Afin d’écrire une formulation mathématique, nous introduisons des équations dif-
férentielles pour les taux de transfert d’'un compartiment & un autre. Le modeéle de
Kermack et McKendrick se présente sous la forme d'un systéme de trois équations

différentielles S
dt = fi(5,1,R)
o = hSLR) 2.1)
= sLR)
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2.2. BREVE HISTOIRE DU LE MODELE SIR

ou

Fi(S,I,R) = —kSI
fo(S,I,R) = +kSI—AI (2.2)
fg(S,I,R) - )\[

K A

— | R

W
w
—

Figure 2.2: Schéma du modéle STR.

avec k et A des constantes positives qui représentent respectivement le taux de trans-
mission de la maladie et le taux de guérison.

Comme la population totale N = S + I + R est constante (N = 1), on peut sup-
primer la troisiéme équation du systéme car elle est indépendante des deux premiéres
équations. Le modéle (2.2) se réduit alors au systéme systéme algébro-différentiel

suivant

ds
dt
dI
dt

= —kSI,
(2.3)

— kST — M,

10000

: : : : Susceptibles
=T N DA ?.”.”.”..”.ni ........ é ........ R Infectés
: : : : Rermis

000 k- ....... .................. ....... ........ ......
7000
G000

5000

Population

4000

3000

________ Lo

i L L
i] 20 40 60 80 100 120 140 180 180 200
Termps: jours

2000

1000

0

Figure 2.3: Simulation numérique pour le modéle STR.

20



2.2. BREVE HISTOIRE DU LE MODELE SIR

Les solutions du systéme (2.3) avec les conditions initiales S(0) = 10000, /(0) = 1
et R(0) = 0 sur une période d’environ 200 jours et les valeurs des paramétres k =
0.00003, A = 0.03 sont simulées dans la figure 2.3.

Pour le modele STR les regles retenues sont les suivantes :

» La maladie est une maladie assez bréve : on néglige les phénomeénes démographiques
(naissances, décés, immigration). La taille de la population étudiée peut donc
étre considérée comme fixe.

» La seule facon pour qu'un individu quitte le groupe des sains est de devenir infecté.
Il est raisonnable de penser que le nombre de nouveaux cas sur une durée donnée
est proportionnel au nombre de contacts sur cette durée entre les individus
susceptibles et les individus infectés (S(¢) x I(t)). On note ce coefficient de
proportionnalité k.

» Les personnes malades (infectées) sont toutes contagieuses : elles peuvent trans-
mettre la maladie.

» Chaque personne qui a guéri de cette maladie est immunisée pour toujours contre
cette maladie : la personne ne peut plus étre contaminée de nouveau.

» Nous faisons aussi I'hypothése que toutes les personnes tombées malades finissent
par guérir et ne plus retomber malade, ainsi qu’une proportion A des individus
infectés passe dans le groupe des individus rétablis quotidiennement. Par ex-
emple si la durée moyenne d’infection est de v = 4 jours, en moyenne chaque
jour A = 1/4 de la population infectée se rétablit.

Taux de reproduction de base Ry : on peut l'interpréter comme le nombre moyen
de nouveaux cas infectés, engendré par un individu infecté au court de la période ou
il est contagieux, dans une population entiérement considérée comme susceptible.
Depuis son introduction le taux de reproduction de base R; s’est imposé comme un
concept-clef en épidémiologie, il permet entre autre de prédire si une épidémie peut
ou non s’installer dans une population.

Comment est—il calculé ?

Le Ry se calcule a partir d'une population qui est entiérement susceptible d’étre
infectée (c’est-a-dire qui n’a pas encore été vaccinée ni immunisée contre 'infection).
Il correspond au produit de trois facteurs :

RO :ﬁCD7

ou

e 3 : est le risque de contracter 'agent infectieux lors d’un contact (d’ou le
respect d’une distance sociale d’au moins 1 métre recommandée en ce moment

de la pandémie de la COVID-19).
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2.2. BREVE HISTOIRE DU LE MODELE SIR

e ¢ : est le nombre de contacts sur une unité de temps : si 'on diminue le nombre
de contacts de moitié, on diminue le Ry de moitié.

e D : est le nombre de jours ot une personne infectée est contagieuse.

Dans larticle [46] les auteurs proposent une méthode asée sur le calcul du rayon
spectral d’'une matrice appelée matrice de la génération suivante (en anglais : Next
Generation Matrix) pour calculer le taux de reproduction de base.

Modéle SIR avec dynamique vitale [7]

L’invariance de la population totale peut étre maintenue si I'on introduit une dy-
namique vitale intrinséque des individus dans la population totale au moyen d’'une
mortalité naturelle /N compensée par un apport égal a la naissance dans la classe
des susceptibles.

De ces hypotheéses, le modéle est représenté par le systéme EDQO suivant :

(dS

=2 = kIS — puS+ uN

dI

o = RIS = —pl, (2.4)
dR

= = M -—uR

dt ILI/ )

ou
e /: le taux de transmission de la maladie.
e \: le taux de guérison.
e /i le taux de mortalité et de naissance.

Les solutions du systéme (2.4) avec les conditions initiales S(0) = 10000, 7(0) = 1
et R(0) = 0 sur une période d’environ 200 jours et les valeurs des parameétres k =
0.00003, A = 0.08 et p = 0.01 sont simulées dans la figure 2.4.
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10000 ———
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Figure 2.4: Simulation numérique pour le modéle STR avec dynamique vitale.

Aprés normalisation le modéle précédent (2.4) devient :

(dS
dt
dI
dt
dR

( dt

= —kIS — puS+p,

= +kIS — N — ul, (2.5)

= M — uR,

Modéle SIRS avec immunité temporaire : [30]

Ce modéle dérive du modeéle SIR classique, mais le rétablissement ne donne qu’une
immunité temporaire, c¢’est-a-dire les individus du compartiment R réintégrent apres
un délai le compartiment des susceptibles. 11 s’écrit sous la forme suivante :

(as
dt
dl

— = kSI— X —ul 2.6
@
\ dt

= —kSI—puS+p+aR,

= M — uR —aR,

les paramétres ont la méme définition que dans le modeéle précédent et « est taux
journalier de perte d’immunité et rentre dans la classe des susceptibles.

Pour effectuer la simulation numérique du systéme (2.6) on choisit les conditions
initiales S(0) = 10000, I(0) = 1 et R(0) = 0 sur une période d’environ 200 jours avec
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les valeurs des parameétres k = 0.00003, A = 0.08, = 0.01 et a = 0.003.

10000

T T
: : : : : : Susceptible
QDDD-------E ........ ......... ........ ........ Infecté
: : : : : : Remis
aoon k.ot TR B L L S L . :
7000 F---|- ........ ........ ......... ........ ........ ........ ........ .........
goon -4 ....... ........ .....
= N . . :
£ : 5 5 5 5 : : 5 :
Lj“ 000k - ........ Lo ........ P ........ ETTTI. .........
= : : : : : : : : :
= : : : : : : : :
o A000 k- -H- ........ P ........ B ........ B .........
3000
2000 k- [T ......... ......... ........ ........ ......... ........ ........ .........
1000 -

i I I i I i I 1 i
1] 100 200 300 400 500 BOO 700 800 00 1000
Temps: jours

Figure 2.5: Simulation numérique pour le modéle STRS avec immunité temporaire.

2.3 Structure générale d’un systéme bilinéaire

En utilisant la formulation donnée par Beretta et Capasso [7|, on peut écrire les
modéles précédents sous la forme générale suivante :

dz
i diag(z)(e + Az) + ¢, (2.7)
avec
z € R n est le nombre de compartiments.
e € R vecteur constant.
A = (ajj)ij=1..n, matrice constante.
c € R~ vecteur constant.

Pour le modéle SIR avec dynamique vitale ( Modéle (2.5))

Comme la population totale est constante, on néglige la troisiéme équation.
Notons que z = (S, I)7.

= Go) e atn) = () 25
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Pour le modéle STRS avec immunité temporaire ( Modéle (2.6))

Afin d’écrire le modeéle STRS sous la forme générale (2.7), faisons le changement de
variable suivant : S = S + =

En tenant compte du fait que S + I + R = 1 (constante dans le temps), le systéme
(2.6) se réduit a :

C;_f = —kST = (n+a)S+ (n+a)(1+9),
(2.9)

dl ~

R R e R G )

Modéle SIR avec transmission verticale [14]

On propose un modéle SIR classique pour inclure la transmission verticale et la
vaccination. On suppose que b et b’ sont les taux de naissance des parents non infectés
et infectés respectivement, r et v’ sont les taux de mortalité correspondants, v est le
taux de guérison, v est le taux qu’une personne immunitaire perd leurs immunités,
p est la probabilité des nouveaux nés qui ne sont pas infectés venant des parents
infectés, ¢ est le taux de transmission verticale (p+¢ = 1) (de la maman vers le bébé)
et m est la fraction de ceux nés des parents non infectés qui ont acquis une immunité
grace a la vaccination, le reste va dans la classe des susceptibles. Dans ce modéle il
est supposé que le vaccin n’est pas efficace pour les enfants des parents infectés.
Ainsi le modéle se présente sous la forme suivante :

(
d
d—f = —kSI+(1—m)b(S+R)+pbl—1rS+R,
dI
o = +kSI +qgb'1 —1r'1 —0l, (2.10)
d
d—f = vl — (r+~v)R+mb(S+ R).
\

Afin de maintenir la population totale constante S+ I+ R = 1, on suppose que b = r,
b =1r'. Ce qui permet de réduire le systéme précédent au systéme de deux équations
différentielles suivant :

s
= = EST+ (1 —=m)b(1 —1)+pbl+~v—(y+0b)S—nI,
(2.11)
I
% = +kSI— (pb +v)l.
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Notons par :

(0 =K\ [ —b—~
= o) = (o)

. ((1—n8)b—|—7>7 B (8 (m—1)b0+pb’—y)_

Le systéme (2.11) peut étre écrit sous la forme :

d
d_i = diag(z)(e + Az) + ¢+ Bz, (2.12)

qui généralise I’équation (2.7) en y ajoutant le terme Bz.

Structure générale

Dans le but d’analyser les systémes précédents on a besoin de généraliser 1’équation
(2.7) et I'écrire sous une forme plus générale

d

d_j = diag(z)(e + Az) + b(z), (2.13)
ou

b(z) =c+ Bz, (2.14)
avec
(i) cec R}
et

(ii) B = (bij)ij=1,. n, une matrice réelle constante telle que

2.3.1 Population totale constante

En utilisant les résultats dus a Beretta et Capasso |7], nous donnerons dans ce para-
graphe une analyse du comportement asymptotique du systéme (2.13). On considére
au début le cas ou la population totale N est constante.

Une conséquence directe de ce qui précéde est que toute trajectoire {z(¢),t € R, } du
systéme (2.13) est contenue dans un domaine borné Q@ C R™ ou 2 = {z(¢),t € R}
et qui vérifie 'hypothese (H1).

(H1) ©Q  est positivement invariant.
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Soit F': R™ — R™ définie par :

F(z) =diag(z)(e + Az) + b(2) (2.15)
il est clair que F € C'(Q).
Soit D; 'hyperplan de R™:
{z € R" | z; = 0}, i=1,..n.

Comme conséquence de I'hypothése (H1) pour tout i = 1,...,n, on a :
. D; N Q) est positivement invariant si b; |p,= 0.

2] D; N Q est un ensemble répulsif si b; |p,> 0 auquel cas F pointera a lintérieur
de Q sur D;.

En raison de l'invariance de € et du fait que £ € C*(Q), le théoréme de point fixe
standard [40] (Voir chapitre 1, section 4) assure 'existence d’au moins un équilibre
de (2.13) dans . Supposons qu'il existe un équilibre z* strictement positif pour le
systéme (2.13) (2f >0, i=1,...,n), cet équilibre vérifie :

diag(z")(e + Az") + b(z*) = 0,

on en déduit que :
e = —Az" — diag(z*1)b(z%), (2.16)

ou
*—1
2= (=
G
Par substitution de cette expression dans (2.13), on obtient :

Ccll_j = diag(2)[A + diag(z* ") B](z — 2*) — diag(z — z")diag(z*~")b(2). (2.17)

Soit la fonction classique de Volterra-Goh Lyapunov [24]

n
V(z) =Y wi(z—2 —2;In%), =zeRV,

=1

onw; >0, i=1,...,n, sont des constantes réelles (appelées souvent poids), ou la
notation R’}* désigne I’ensemble :

RY={zeR"|2%>0,i=1,...,n}.
Soit fi(z) = x — 27 — 2{In % avec x € R’ et pour tout i = 1,...n. Alors

fi :RL — R, pour tout ¢ =1,...,n.
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Etudions maintenant la fonction f;

*

fi(x)=1- %, pour tout ¢ =1,...,n,

(2

donc
fi(x) =0<= x =2z, pourtout i =1,..,n.

)

Ainsi, le tableau de variation de f;, ¢ = 1,...,n s’écrit comme suit :

x 0 z; +00

(z) — 0 +
fi(z) \ /

fz(ﬂf) >0, i1=1,....n.

c’est-a-dire

On déduit alors que
V . Ri* — R+.

La dérivée de V' le long des trajectoires de (2.13) est donnée par :

V(z) = Z(zZ — 29)diag(w;)[A + diag(z; ") B](z — 2) — Zwi bi(z*) (2 — 27)%

: y Zi%;
i=1 i=1 v
c’est-a-~dire
: «\ T 1 * . b2(2> %\ 2
V(z)=(2—2") WA(z —2") — wi—— (2 —27)7, (2.18)
i=1 i<
qui peut s’écrire
- —b —b,
V(z) = (z — z*)TW[ A+ diag( 1(*2), = Z(f))] (z — z*), (2.19)
11 n<n
ou W = diag(wy, ..., w,) et
A= A+ diag(z*")B. (2.20)

La structure de (2.18) et (2.19) permet d’étudier les deux cas suivants :
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(A) A est W-antisymétrisable.

(B) — [[1 n dzag(—;;g;x —;7;9)] € Sy,

Dans le cas (B)
V(z) <0, zeR™

Ainsi Iégalité s’applique si et seulement si z = z*. La stabilité asymptotique globale
de z* découle du théoréme classique de Lyapunov (Chapitre 1, Section 3).
Ainsi, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 [7] Si le systéeme (2.13) admet un équilibre strictement positif z* €
Q (2 > 0,i =1,..,n) et la condition (B) est satisfaite, alors z* est globalement
asymptotiquement stable dans €.

Considérons maintenant le cas (A). Puisque WA est antisymétrique, de (2.18) on
obtient
(z — z*)TWA(z — z*) =0,

donc

Viz)=-> w bil2) (e (2.21)

i *

Comme b;(z) >0, pour tout z € RY*, i =1,....,n, on a
V(z) <0.
Désignons par R C €2 ’ensemble des points ou V(z) = 0, clairement
R={z€Q|z=2'si bi(z)>0, i=1,..,n}. (2.22)

Soit M le plus grand sous-ensemble invariant dans R. Par le principe d’invariance
de LaSalle (Théoréme 3.1) on peut dire que toute solution s’approche de M quand
t — 0.

Afin de donner plus d’informations sur la structure de M, nous utilisons la théorie
des graphes.

Puisque dans le cas (A) les éléments de A ont des signes antisymétrique, on peut
alors associer un graphe a A par les régles suivantes :

() chaque composante ¢ € {1,...,n} est représenté par un noeud identifié par :

(a.1) “o"sibi(z) =0 Vze Q.

(a.2) “e” sinon.
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() Sipour une paire de neeuds (7, j) telle que a;; a;;< 0, Vi # j alors les deux nceuds
i et j sont reliés par un arc (Voir des exemples dans le chapitre 1, section 4).

Nous citons le lemme suivant :

Lemme 2.1 /7] Supposons que A est W —antisymétrisable. St le graphe associé est
s01t

O un arbre et n — 1 des neeuds terminauz sont e
ou

O une chaine et deux neuds internes consécutifs sont e
ou

O un cycle et deux neuds consécutifs sont e.

Alors M = {z*} dans R.

Comme conséquence de ce lemme et les arguments ci-dessus, nous citons le théoréme
de stabilité globale de I'équilibre intérieur.

Théoréme 2.2 [7] Si le systéme (2.13) admet un équilibre z* € Q (zf > 0,1 =
1,...,n) et la condition (A) est satisfaite sous l'une des hypothéses du Lemme 2.1,

alors l'équilibre positif z* est GAS dans Q (l'unicité de z* découle de la stabilité
globale).

L’intérét des théorémes 2.1 et 2.2 réside dans le fait qu’ils fournissent des conditions
suffisantes pour qu’'un équilibre du systéme lorsqu’il existe il soit GAS.

Des conditions suffisantes pour l'existence d’'un état endémique non trivial sont don-
nées dans le Corollaire suivant :

Corollaire 2.1 Si le vecteur ¢ dans (2.14) est strictement positif, alors le systéme
(2.13) admet un équilibre z* € Q. strictement positif. Dans les deux cas (A) et (B)
léquilibre positif z* est GAS (et donc unique) dans €2, .

2.3.1.1 Cas A: Modéles épidémiques pour lesquels la matrice A est W—
antisymeétrisable

Modéle SIR avec dynamique vitale (2.4)

On voit clairement & partir de (2.20) que puisque dans ce cas B = 0, nous avons

A=Aetb(z)=c= (’g)

Comme A est antisymétrique et méme W-antisymétrique (on peut choisir la matrice
W=1Idg2), puisque b (z) # 0 on la représente par e et by(z) = 0 est représentée par o
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reliées par une aréte alors le graphe associé est donné par e o.
Dans ce cas, I’état endémique non trivial est donné par
A+ w1

S*t=—— I'"=>(—-1), 2.23

cet équilibre existe si :
k
oc=——>1. (2.24)
A+ p

Notons que si o < 1 alors le seul point d’équilibre du systéme est (1,0)7.
Le systéme (2.4) admet comme point d’équilibre 2* avec z* = (S*, I*)T qui est posi-
tive, d’aprés le Théoréme 2.2, cet équilibre est GAS.

Modéle SRS avec immunité temporaire

Rappelons le modéle STRS avec immunité temporaire :

(dS
dl
— = kSI— ) —ul
dt wl,
dR
b _
7 M — puR — aR,

encore une fois dans ce cas

Comme A est antisymétrique on déduit que le graphe associé est le suivant e o.

Dans ce cas, I’état endémique est donné par z* := (S*, I*)T, ou

A 1

S =" ==
k o’

o (uta)o—1)
k+ ao ’

Notons que cet équilibre existe si ¢ > 1. Sinon, pour ¢ < 1, le seul point d’équilibre
du systeéme est (1,0)7.
Comme z* est un équilibre positif alors par le Théoréme 2.2 il est GAS.

Modéle SIR avec transmission verticale

Rappelons ici le modéle STR avec transmission verticale
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(dS

= = —kST+ (1 —m)b(S+ R)+pb'l —rS+ 7R,
dl

% = +/€S]+qb’l—7”[—v],

dR

—= = vl — (r+7)R+mb(S + R).

Dans ce cas b(z) = ¢+ Bz.
Ce systéme admet comme point d’équilibre :

S* = pb'+v

k)
o (b (b ) (2.25)
o (v+(1—m)b+v)k )

qui existe si

(b+7)(k —pbt' —v)

m < ok , (2.26)
en conséquence
_ 0 k (m—1)b—y—v
A= A+ diag(z*")B = " p%””’ :

(m — 1)b, —y, —v sont toutes des constantes négatives ou nulles. Pour exclure les
autres cas on suppose qu’ils sont tous négatifs. On peut trouver une matrice diagonale
positive W = diag(wy, ws), telle que W A est antisymétrique.

(1-m)b+~y+v
wiz | 0 Tk
U)Q]{Z 0
et
~ 0 ka
wAT = _ )
( ) (—wlk(l Zz)ll:)vﬂ 0 )
On choisit wy =1, donc wy, = “_%ﬁ

WA sera égale a <2 _Ok> (cas (A) ). Par le Théoréme 2.2, le graphe associé est

donné par e o, donc I’état endémique (2.25) est GAS (si la condition (2.26) est

vérifiée).

—bi(z) —bn(z))} c

b
2127 7 znzl

2.3.1.2 Cas B : Modéles épidémiques pour lesquels — [[H—diag(
Sw.

Modéle de la gonorrhée [16] [31]

La gonorrhée (dite aussi chaude-pisse) est une infection sexuellement transmissible
causée par la bactérie Neisseria gonorrhoea. Cette maladie est plus asymptoma-
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tique chez la femme que chez 'homme et peut donc étre transmise sans méme savoir
que 'on est infecté. Une personne peut étre infectée par la gonorrhée plusieurs fois
dans sa vie.

Considérons ici le modéle simple de la gonorrhée proposé par Cooke et Yorke [16]. 1
peut étre considéré comme un modele S1.S pour deux populations en interaction, si
on désigne par S;, I;, i = 1,2, la population des susceptibles et infectés pour deux
groupes (hommes et femmes), on a

( dS
d_tl = —ki2S11s + a1y,
dl
d_tl = k12511 — anly,
JS (2.27)
d_t2 = —knSoli + asls,
dl.
\ d_t2 = ko1 Solq — aols,

avec

e /i est le taux de transmission de 'infection d’un individu infecté du groupe j
a un individu susceptible du groupe i (i # j), i,j = 1, 2.

e «;: est le taux de guérison des individus du groupe i (i = 1,2).

Il est clair que si S; + I; = ¢; (constante), on peut limiter I’analyse du systéme (2.27)
au systéme suivant (pour simplifier on prend kis = ko; = 1)

dl
d_tl = —DLl, —aily + ey,
JI (2.28)
d_t2 = —NLl, —asls + ey,
qui peut étre écrit sous la forme
dz ,
i diag(z)(e + Az) + Bz, t>0 (2.29)
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Par un simple calcul

_ _ . —C1£2 0
diag b(z) _ diag b1(z)’ b (2)\ _ [ Tp ).
zz* 2127 2975 0 12—2121

On consideére la matrice

S*
- =b(z) —wi 9wy
M/{Ax+chag( - )} = ( s d (2.30)

2z wgé —Wapp

qui est une matrice symétrique si ’on choisit w; > 0, et wy > 0 tels que

S5\ _ (S
w(5) = ()

La matrice symétrique (2.30) est définie négative. Les éléments diagonaux sont né-

gatifs et

01[2 C2[1 SIS; W1W2

— = - 5755 ) >0
(hqgg I ) (102 7 P12 ’

du fait que 0 < S} < ¢;, 1 = 1,2 et puisque 2* = (I7, I5)T est un équilibre positif alors
le Théoreme 2.1 assure que 1’équilibre z* est GAS.

Modéle SIS dans deux communautés avec migration [30]

Les maladies transmissibles se propagent parfois d’'un pays a 'autre et dans le monde
entier. Certains modéles de propagation spatiale ont été analysés. Une question
fascinante est de savoir si une maladie pourrait rester endémique en se déplagant
géographiquement dans une région. Dans ce modéle SIS a dynamique vitale, on
suppose que les individus immigrent et émigrent entre deux communautés a un rythme
égal (pour assurer I'homogénéité). Une conclusion est que la migration peut maintenir
la maladie endémique dans deux groupes de population, méme si sans migration, la
maladie finirait par disparaitre dans I'un des groupes.

Chaque communauté est décrite par (S;, I;), i = 1,2 tel que

Si4+ 1 =1, i=1,2. (2.31)

Donc on peut limiter 'analyse au systéme EDQO suivant

dl

d—; = kl(1—1L)—ml =65 +0(I, - 1),

I (2.32)
d—j kolo(1 — L) — vl — 0oy + 6(1) — L),

ou
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e /; : le taux de transmission de la maladie entre un individu infecté et un individu
susceptible de la méme communauté, i=1,2.

e 7, : le taux de guérison, i=1,2.
e ), : le taux de mortalité, i=1,2.

e ( : le taux de migration entre les sites.

Le systéme (2.32) peut étre écrit comme suit
L= (ky —m — 6 — 0) ] — k I} + 01,
{ U — (ky — o — 6o — 0) I — ko I3 + 01,

qui peut étre mis sous la forme (2.29) si on pose

= (IDIQ)T

- k:1—71—51—€ B— 0 0
N k2—72—52—9 ’ N 6 0 ’

Le modéle (2.32) peut-étre réécrit comme le systéme (2.29), avec
0 0 I 01,
b pr— B pr— p—
() = Bz (9 0) (b) (911)

i T A
A=A+ diag(z" " )B=| , }{; :
7w ke

et

et

Soit ’ensemble 2 C R? défini comme
Qi={z=,L)"eR; |0<<1,i=1,2}.

Par le Théoréme 2.1, une condition suffisante pour la stabilité asymptotique d’un
équilibre positif z* dans €2 est

i [ =bhi(z) —ba(2)
{A—irdzag( L DI € Swy.

On peut observer que

W[A+dzag< bl(z)7 _1521(5))] _ (—wﬂ{?l GUJIIQIIIZ wl% 911>
22 W27z —waky — wo I
I 191112* W1z ( w1k 0 )
N wg% — W2 191115 0 —wgkfg
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ainsi
i : —b1(2) —bz(z))l —wi 22wl '
WA—l—dza( , — 5 ; \ diag(—wiky. —wsky).
[ NI L T g(—wiky, —wsks)

(2.33)
La premiére matrice du second membre de 1'égalité (2.33) est symétrique si on choisit

9N _ (2
w1 ]f = W2 Iék y

()
w; >0, etwy =wi | = ).
I

c’est-a-dire

Cette matrice est semi-définie négative puisque

0, 01, 0>\ 0
LI} LI I )
En raison de la présence d’une matrice diagonale négative dans le second membre de

(2.33), la condition suffisante du Théoréme 2.1 est satisfaite si k1, ko > 0.
Sous ces hypotheses, s’il existe un équilibre z* positif, alors il est GAS dans ).

Modéle SIS pour deux groupes dissemblables [30] [36] [47]

Dans ce cas, la population est divisée en deux groupes dissemblables en raison de
I’age, de la structure sociale, de la structure spatiale,... etc. Les deux groupes peuvent
interagir par le processus d’infection.

Etudiant le systéme épidémiologique suivant :

al
d_'[;l = (kllll + k?12]2)(1 - ]1) - 71]1 - 51]17
(2.34)
al
d_t2 = (k‘glll + k22]2)(1 - ]2) - 72]2 - 52]27

Commengons d’abord par le premier groupe : les personnes susceptibles (S;) peuvent
recevoir I'infection soit des infectés du premier groupe (/) par un taux de transmission
k11 ou des infectés du deuxiéme groupe ([3) par un taux de transmission kjo et les
personnes infectées du premier groupe ont un taux de guérison ; et un taux mortalité
d1. Ensuite, les personnes susceptibles du deuxiéme groupe (S3) peuvent recevoir
I'infection soit des infectés du premier groupe (1;) par un taux de transmission ks; ou
des infectés du deuxiéme groupe (I3) par un taux de transmission ko et les personnes
infectées du deuxiéme groupe ont un taux de guérison 7, et un taux mortalité Js.
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Le systéme (2.34) peut s’écrire

dl

d_tl - (kll - N 51)11 - k11112 - k12]112 + k1212>

o, (2.35)
% (k22 — V2 — 62)12 - k22112 - k21]211 + k:21117

complété par
Sl+[1:1, SQ+12:1

Le systéme (2.35) peut étre mis & nouveau sous la forme (2.29) avec

2= (I, Iy)"

A (—/fu —/f12)7 o (k11—71—51)’ B (0 k’m).
—ko1  —kao koo — v2 — 02 ko1 0
Ce systéme est un cas particulier (deux groupes) du cas plus général (n groupes,
n >2) analysé par Lajmanovich et Yorke [36].

Soit
k‘lzfl)
b(z) = Bz =
(2) <k2112

—ky o (- ff))

et

A = A ‘I— dlag(z*—l)B — (/{21 (1 . ]*) _k22
2

13
Par un simple calcul

A—l—diag(_bl('z) _b2(2)> _ <—k‘11 — kllfl? kllf (1 . If)) |

x ) * ka1 * ko1 lq
[1[1 [2[2 E(l — [2) —]{322 — m

ce qui donne

W | A+ dia ( 7
|: g IlIik _[2_[; wQ%(l _ [;) —w2k22 . w2%

_b1<Z) _b2(z)>} _ <—w1k11 —U)lkllfl? wl%(l — [f) )
qui peut s’écrire

~ _b _b —w k?121*2 w k:1*2 1 o I* .
W | A+diag 1(Z), 2(2) — i VL e ( i 11) i wikn 0 7
]1[ik ]2'[; w2%§1(1 - ];> - — W2 e 0 —w2k22

I I3
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d’on
o (=bi(2) —bs(2) —w Bl B2 (1 - 17)\
W[A+dzag( —, . = v 1 +diag(—wi ki1, —wakas),
LIF ' L Wo %1 (1-13) —m%
(2.36)
ou la matrice a droite de (2.36) est symétrique si on choisit
k k
wy > 0,wy >0 tq  wy ]15(1 —I) = m%u —I)
1 2

De plus, puisque 0 < I} < 1,7 = 1,2 alors cette matrice est définie négative. En fait,

k21
13

LI} LI, It

1-1)

(k12[2 k21[1 k12 (1 I*)'LU wo >0
— 19 1W2 .

Donc, si k13 > 0, kg > 0,

—|A + diag( - 2222, - w.
{ 1 ( LI’ L )} €5

Ainsi, le Théoréme 2.1 assure la stabilité asymptotique de 1’équilibre positif z* dans
Q={zeR! | <1, i=1,2}.

2.3.2 Population totale non constante

Dans certains cas, la population totale

n

N(t) = z(t), (2.37)

=1

n’est pas constante, mais plutot dynamique. Nous considérons dans la suite un ex-
emple spécifique de ce type.
Considérons le modeéle S1S avec dynamique vitale, proposé par Anderson et May [2]

dS
— = (r=b0S—pSI+ (p+nr)l,
di 2.38

ou
e p: le taux de transmission de 'infection.
e 0 le taux de mortalité naturelle.

e (: le taux de mortalité di & la maladie.
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e ,i: le taux de rétablissement.
e 7: le taux de naissance.

On note par z = (S, )T et on définit:

4= (2 _op) S <—<g;bbfﬂ>) ’

0 u—l—r)

C:ORZ, B:(O 0

Dans ce cas
dN

%(t) = (r—b)N(t) —01(),

ou N(t) = S(t) + I(t).

Il est clair que si la population totale dépend du temps plutét qu’une constante, nous
devons abandonner ’hypothése (H1).

Pour ces systémes, on travaille dans I'espace Euclidien R?}. On ne peut pas appliquer

le Théoréme standard de point fixe. On peut seulement assumer que
(H2) R% est positivement invariant.
Nous donnons maintenant une étude plus détaillée du systéme (2.13).

Définition 2.1 [7/ Nous dirons que z* est un équilibre partiellement réalisable chaque
fois qu’un sous ensemble propre non vide et ses composantes sont nulles. Notons par
N ={1,...,n}, Uensemble I C N existe, tel que I # 0, I # N et zf = 0 pour tout
1€ 1.

Supposons maintenant que c’est le cas, étant donnés les matrices

A = (aij)ij=1,..n et B = (bij)ij=1,.n-

Dans le systéme (2.13), on définit une nouvelle matrice

A = (Qij)ij=1,..ns

comme suit B
C~Ll'j = CLij—i‘%, ieN—I, jEN,

ai; = aj, sinon.
Avec les notations ci-dessus, le systéme (2.13) peut étre réécrit comme suit

dz; ~ * (Z’L - Z;k) .
% = Z; Zaij(zj — Zj) - Z—:bZ(Z'), 1€ N — I, (239)

JEN
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dZZ‘ .
% = Z; <€Z' + Z OJZ']'Zj) , 1€ 1. (240)

JEN

On introduit une nouvelle fonction de Lyapunov suggérée par Goh [24], [25], [26].

Viz)= > w (zl- —zF—2z'n j—) + > w;zi,
iEN-I : il
ot w; >0, i=1,....,n. Clairement V € C'(R?), ot on définit
R} ={2€R"|%>0,ie N—-1I;, z,>0i€el}. (2.41)
Soit R le sous-ensemble de R} défini comme suit

R:={z€R}|z=0,i€l,z =z pourtouti € N — I; si bj(z) >0} (2.42)

et soit M le plus grand sous-ensemble invariant de R par rapport au systéme (2.13).
En raison de (2.39) et (2.40), la dérivée de V le long de la trajectoire du systéme
(2.13) est donnée par

Viz)= % w%{zizwam%—zﬁ—%bm}@igwizﬁ(eﬁ

ieEN—-IT
> aizy) + Y wibi(2).
JEN el

(2.43)
En utilisant la notation matricielle, W = diag(w;, i = 1, ...,n) on peut écrire I’équation
précédente comme suit :

V(z) = (z—z*)TWfl(z—z*)— Z w; Z(j*) (zi—z;‘)Q—l—Z wi{zi <ez~—|—z aijzj> +bi(z)}.

ieN-I g i€l JEN
(2.44)

Il est clair que
R = {ZGR?|V(Z):O}.
D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 2.3 [7] Soit z* un équilibre partiellement réalisable pour le systéeme (2.13),
avec zf =0 pouri € I C N, I # 0,1 # N. Supposons que

(a) A est W -antisymétrisable,
(b) e; + ZjGN CLZ'J‘Z; < 0, 1€ I,

(c) bi(2)=0, iel,
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(d) M ={}.
Alors z* est globalement asymptotiquement stable dans R .

Preuve :

Puisque A est TW-antisymétrique, alors le premier terme dans (2.44) disparait. Par
'hypothese (b), V(z) < 0 dans R}. On peut alors appliquer le principe d’invariance
de LaSalle [37], pour dire que z* est GAS dans R}.

Le Corollaire suivant est une conséquence directe du Théoréme 2.3.

Corollaire 2.2 [7] Soit z* un équilibre réalisable de (2.13) et supposons que A est
W —antisymétrique. Si M = {z*} alors z* est globalement asymptotiquement stable
dans R .

Ce Corollaire peut étre vu comme une nouvelle formulation du Théoréme 2.3 dans le
cas ol (A1) est remplacé par (A2).

Sous les mémes conditions de ce Corollaire, on peut observer que si le graphe associé
a A avec (a) et (8) ne satisfait aucune des hypothéses du Lemme 2.1, alors on a
M = {z*} dans R.

On peut maintenant résoudre le modéle précédent. A condition que r > b, § > r — b,
le systéme (2.38) admet un équilibre réalisable z* € R2, :

0+b —b
_ ﬂ7 I* " S*.

S p T O+b—r

(2.45)

Sir < b, our > 60+0b, I'équilibre (2.45) n’est pas réalisable et I'origine est le seul
d’équilibre de (2.38). Ici b(2) = Bz = ((u+7),0)T. Quand I'équilibre z* est réalisable
la matrice A = A + diag(z*~')B est donnée par

i (2 —(P—Ous_?))’

puisque S* = OH’%, si @ > r — b alors matrice A est W—antisymétrique c’est a dire

WA= ( 0 —wl(p—’%))

Wap 0
et
i 0 wa P
(a0 Y)
WA= unp—) o
par calcul
wy = wq(1 — uu—i——;:—b)’ a condition que 6 > r —b.
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Par un choix de wy, on trouve que

- P T
WA: <0 (p S*)7
p 0

qui est W-antisymétrique. Comme b;(z) > 0, le graphe associé avec A est o o,
ainsi par le Corollaire 2.2 on assure la stabilité globale de z* dans R?.
Lorsque » < b, » > 6 + b le Théoréme 2.3 ne peut pas s’appliquer pour étudier

lattractivité de l'origine car 'hypothése (b) n’est pas vérifiée.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques modéles de base en épidémiologie
utilisés dans la littérature. Le but est d’appliquer une approche étudiée dans le livre
de Beretta et Capasso |7| pour montrer la stabilité globale des équilibres (sans maladie
et endémique). Cette approche est basée principalement sur la théorie des graphes.



CHAPITRE 3

Dynamique et contréle optimal d'un modéle épidémique SIRVS

structuré en age

3.1 Introduction et présentation du modéle

La vaccination et le traitement sont deux méthodes efficaces pour contréler la prop-
agation des maladies infectieuses. C’est pourquoi dans ce chapitre, nous étudions un
modéle d’épidémie STRV S structuré en age de vaccination et de guérison. Ce modele
a été proposé et étudié par Duan et .al [18]|. Nous calculons le taux de reproduction
de base et nous étudions la stabilité locale et globale de I’équilibre sans maladie. Afin
de controler la maladie, on étudie un probléme de controle optimal en évaluant le
colit des stratégies de contrdle (vaccination et traitement) en utilisant le principe du
maximum de Pontryagin. Les résultats montrent que la période de guérison joue
un roéle important dans le controle, plus précisément, le controle par vaccination n’a
d’effet que lorsque la période d’immunité acquise n’est pas supérieure a la période
d’immunité vaccinale, sinon, elle joue un role important dans la lutte contre la mal-

adie.
Considérons le modéle STRV S suivant :
( dS 0o 00
i A—=BST—(n+v)S+ [ 0(a)R(a,t)da+ [;° a(0)v(0,t)do,
dl
— =051 —(n+v+)1,
gi%( t) O0R(a,t) (3.1)
a, a, _
aa + at - ('LL + 5(@))R(CL, t)7
dv(d,t) ov(d,t)
o0 T T (1 +a(f)v(d,t).
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

Avec les conditions initiales et au bord

{ R(0,t) = ~vI(t), v(0,t) = ¥S(t)

(3.2)
S(0) = So, I(0) =Ip, R(a,0) = Ro(a), v(6,0) = vy(6),

ol v est la classe des vaccinées structurée en age de vaccination 0 et R la classe des
réfractaires structurée en age de guérison a. Les paramétres A, §, u, v, ¥ 7y, §(a) et
a(f) sont définis dans le Tableau 0.

Parameétre | Interprétation

A taux de recrutement des suscepti-
bles.

15} taux de  transmission de
I'infection.

7 taux de mortalité naturelle.

v taux de mortalité di a la maladie.

Y taux de vaccination des suscepti-
bles.

7y taux de guérison des individus in-
fectés.

d(a) taux perte de 'immunité.

a(0) taux perte de 'immunité aprés le
vaccin.

TABLEAU 0: Interprétation des paramétres utilisés pour le modéle (3.1).

3.2 Analyse mathématique du modéle (3.1)—(3.2)

Hypothéses 3.1 On suppose que
Ml Les fonctions 6(a), a(0) appartiennent & LE((0,+00),R) \ {Op=}.
12| Les fonctions Ry(a), vo(0) sont intégrables.
On définit I'espace des fonctions
X =R xR x L'((0,4+0),R) x L'((0, +00),R),
avec la norme H”

lall = ts] + faval + fles )] o+ 4 Ol o
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

pour x = (x1, T2, x3(.), z4(.)).
La population totale N(t) est donnée par :

N() = S(t) + () + / o(60,1)d0 + / R(a, ) da. (3.3)
0 0
Par un simple calcul de la troisiéme et la quatriéme équations du systéme (3.1), on
trouve : PR ~
pr / R(a,t)da =~I(t) — / (i +6(a))R(a,t)da, (3.4)
0 0
d e.9] oo
pr v(0,t)da =S(t) — / (1 + a(f)v(0,t)de, (3.5)
0 0

en faisant la somme des deux premiéres équations de (3.1) avec (3.4) et (3.5), on
obtient IN(s
dN(t) =AN—uN(t)—vi(t),
dt
dN(t

par la méthode du facteur intégrant
A
N(t) < N(0) exp(—pt) + ;(1 — exp(—pt)). (3.6)
Par conséquent

limsup N(t) <

t—-+o0

==

Nous pouvons citer donc la proposition suivante :

Proposition 3.1 L’ensemble
+oo +o0 A
D:{(S,I,R,U)EX+]S+I+/ v(@,.)d@—i—/ R(a,.)daﬁ;}
0 0

est positivement invariant pour le systéme (3.1).

Dans cette section , on va monter que le systéme (3.1) est bien posé pour toute valeur
initiale dans D, et qu’il admet une unique solution continue u(t) dans D.

Formulation abstraite du systéme (3.1)

On réécrit maintenant le systéme (3.1) comme un probléme de Cauchy abstrait et
on déduit qu’il est bien posé. Afin de prendre en compte la condition au bord, on
agrandit ’espace d’état
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

X=RxRxRxLY(0,+x),R) x R x L'((0, +o0), R),
Xy =Ry xRy x Rx LL((0,400),R) x R x L ((0,4+00),R)

et on considére 'opérateur linéaire A : Dom(A) C X — X défini par

—(u+9)S
—(p+v+y)I

S
1
O |G|

() e

Dom(A) =R x R x {0} x WH((0, +00),R) x {0} x W"'((0, +00),R),

avec

ot Wl est un espace de Sobolev, alors Dom(A) = R x R x {0} x L'((0, +00),R) x
{0} x L'((0,+00),R) n’est pas dense dans X. En effet, soit z € X et supposons qu’il
existe une suite {z, },>1 C Dom(A) telle que :

||z, — z||x = 0, n — oo.

0

n

Notons par z,, = (un, Un, (

T5 7é 0.
Comme z,, — = quand n — oo alors

0
) , ( ) ) et x = (x1,x9, T3, 14, x5, T6) avec x3 # 0 et
Zn

® U, — T1.
® U, — Io.
e 0 — x3, or x3 # 0 ce qui est absurde.

On considére une application non linéaire F': Dom(A) — X, qui est définie par

S A= BSWIE) + [ 6(a)R(a,t)da + [;° a(B)v(8,t) 8
I BS(t)I
0 B I(t)
F ((R)) N ( 071
0 S

t (t)
(; (t)))
0p1
et posons .
o))

u(t) = (S(t)a 1(t), (R((.),t))
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

Soit
Xy := Dom(A) =R x R x {0} x L*((0,+00),R) x {0} x L'((0, +00), R)
et
Xoy == Dom(A) N X, =Ry x Ry x {0} x LL((0,+00),R) x {0} x LL((0,400),R).

En se la basant de ce qui précéde, on peut reformuler le systéme (3.1) comme le
probléme de Cauchy abstrait suivant

du(t)
dt

= Au(t) + F(u(t)) pour ¢t >0, avec u(0) =u’ € Ay, (3.7)

on définit une solution du probléme (3.7) comme étant la solution de ’équation inté-
grale suivante :

u(t) = u® + A/o u(s)ds + /0 F(u(s))ds, (3.8)

une solution continue de (3.8) est appelée équation intégrale du probléme (3.7).

On définit Dy = D N Dom(A). Pour démontrer que le probléme (3.7) est bien posé
on utilise le Théoréme 1.8 (Voir chapitre 1, Section 6). Pour cela il faut vérifier les
conditions suivantes

I A est un opérateur linéaire fermé sur X. (A — A) a un inverse borné sur X et

0= 277 < 5 39

A—w)"’
pour tout n € N, A\ > w et M, w sont des constantes.

. F: Dy — X est un opérateur borné. De plus, F' est localement lipschitzienne,
c’est a dire il existe une constante L > 0 et € > 0 telle que

1F@) = FE| < Llly ==,
pour tout ¥,z € Dy et Hy — zH <e

B \(\ — A)~! envoie D dans lui méme pour A > w suffisamment grand.

M Pour tout u € D,

1
Edis(u + hF(u),D) =0 quand h — 0.

Pour compléter la preuve, on vérifie les assertions ci—dessus
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

[ A est un opérateur linéaire.
Pour vérifier I'estimation, soit f € X avec les coordonnées

i (2)-(2))

et on considére 1'équation (A — A)u = f, c’est-a-dire

AS(t) + (u+1)S(t) fo
M (t) + (e + v +9)I(1) fi

<AR+R'f(<gs)<a>+u>R) - G) ’
(st ) ) \G)

a \S+ (u+1v)S=fo, donc

par identification

fo

= m, avec )\ 7é —(,u—i—gb)

S(t)

b De la méme facon, on a, N (t) + (u + v +7)I(t) = fi1, c’est-a-dire

_ S
I(t) = T i) avec A # —(u+v+7).

(& R(O) = 62'
d R+ (A+d(a)+ p)R = fo, ceci donne :

/
(R(a)e“+fo“(u+6(s))d8) = fyeratlo (utd(s)ds
par intégration, on trouve

Py(a)

R(a) = &ePy(a) + / ' a(s)ee= P8

ou
Pyla) = e~ Ji nro(o) s,

e U(O) = 53.

f v+ (A4 a(f) + p)v = f3, par la méme méthode utiliser pour trouver la
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

solution associée & R, on obtient

’ Ko(0)
9 — 7)\9[( 9 / f)\(Gfs)O_d
0l6) = e E0) + | fols)e I T2 S ds
ou
Ko(6) = e~ Jo (ntats)ds
Alors
fo
Atptip

_Ji
A (p+r+7)

0
= )\ — A -1 = a ola )
U ( ) f (526/\apo(a)_|_f0 f2(5)6/\(as)1;0_gs§d3>

0
(536_%(9) g fals)e 028G ds)

supposons que A > max{—(u + ), —(u+v+~)}. On a

o= = |t

Lfo]

= A(ptd)’

1]

A ()

L1((0,400),R)

IN

alnsi

[(x =)~ < avec w = —(p+1) et X #w.

(A —w)
De plus

-2 = |k

1]

= A(ptvy)?

o’

IN

donc

HO‘_A)_l“ < ()\_w)

D’ou l'estimation suivante
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

IO =7 < o5

pmuw:nmww+wxw+u+v»(wrwznmﬂ—m+w»—m+u+vn:

—max{(g+¥),(p+v+y)}=mn{(p+v),(p+v+ 7)}) Par itération de

I'estimation ci-dessus n fois on obtient I'inégalité (3.9).

2] Comme les fonctions d(a), a(f) sont bornées, il n’est pas difficile de prouver que
I est un opérateur borné. Il reste & démontrer que I’ est Lipschitzienne, pour

cela on a :
Fi(u)— Fi(a) = A- BSI+fO v(6,. d9—|—f0 JR(a,.)da,
= A+BSI— [;7a(0)v(0,.)d0 — fooo §(a)R(a, .)da,

c’est-a-dire

Fy(u) = Fi(a) = BS(I = I) + BI(S = S) =[5~ a(0)(8(6,.) — (8, .))dd
— fooo §(a)(R(a,.) — R(a,.))da,

I1Fi(u) = F(@I| < AISIT =11+ BT = 51+ [ [}a@) ] 206..) (0, )]0
+Jo 8@ 1R(a..) = R(a,.)|da,

comme u € Dy = D N Dom(A) alors u € D, ce qui donne

|F1(u) = Fi(a)l| < BRIT = 1|+ B51S = S|+ [|a@)]| .. [5~ 19(6,.) —v(8,.)]dd
+ H5(a)HLOO fooo |R(a,.) — R(a,.)|da,

donc
I1Fy(w) - Fi (@) szQS—ﬂ+ﬁ—ﬂ+ﬁ?maJ—maww

+ fooo |R(a,.) — R(a, .)]da),

< l||u—u|| ou | = sup( BA ||a

M= 3@ )

Regardons avec la deuxieme composante de F', on trouve :

Fy(u) — Fy(a) = BSI—BSI,
= BSUI—-I)+pI(S-9),
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

c’est-a-dire
[[Fo(u) — Fa(u)|| < BIS|IT — 1]+ BII]|S = S,

or, on sait que S € D et I € D, on obtient

1Fo(u) — F(@)|] < BolI =11+ B3] =S|,

< BRI —I|+ BAIS =S|+ [;7 1006, ) — v(6,.)|do
+ J5 |R(a,.) — R(a,.)|da,
< mlju —al|, ou m:sup(%,l).

Ensuite, avec la troisiéme composante

Fy(u) — Fy(a) = +(I = 1),

ce qui donne :

[ F3(u) — F3(u)l|

IN

YT =11,

VI =I|+1S =S|+ [;"|0(6,.) —v(0,.)|dd
J.° |R(a,.) — R(a,.)|da,

M]|lu — al|, ou M = sup(y,1).

IN

IN +

Enfin pour la derniére composante

Fy(u) — Fa(u) = ¢(S = 9),
ce qui donne :

[Fa(u) — Fy(u)|]] < ]S -5,
OIS = S|+ 11— T + [ [3(6,.) — v(6,.)|d8
| J,” R(a,.) — R(a,.)|da,

IN

IN +

nllu—all, ot n=sup(¥, 1)
Posons L = sup(l, m, M,n), alors
1F'(u) = F(a)|| < Llju —all,

ce qui montre que F' est un opérateur Lipschitzien.
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

BBl Pour f € D, utilisant (3.10) et multiplions par A

0
—_ -1 — a a
AA=ATT (Mﬁ”%ﬁ@+A£ﬁ@k”W@%%m> ’

Afo

A-p+p
Af1

A (ptv+y)

0
(Agge MEo(0) + A [y fa(s)e A ’ﬁi‘;éiﬁds

en prenant en compte la premiére quantité, on remarque que

A =A< Aol
< M w=—(u+y) et w# N
AA=A) < Il

on applique la méme chose pour la deuxiéme composante, donc on obtient
l'estimation A(A — A)~'f < ||f|| pour w = —(u + v + 7) et w # A\, pour
la troisiéme (resp. quatriéme) composante on n’a pas cette estimation car les

deux quantités tendent vers 0 quand a — oo (§ — 00). Alors A(A— A)~! envoie

D dans lui méme pour A > w suffisamment grand.

M 11 nous reste la derniére condition.

Soit u € Do.

Il suffit de montrer que u + hF(u) € D, tout d’abord il faut

prouver que u + hF(u) € X,

u+hF(u) =

c’est-a-dire

u+ hF(u) =

A= BSI+ [*5(a)R(a,t)da + [;° a(0)v(6, t)do
BSI

S
1
0 vl
(R) o (OLl) ’
° ()
Op1

S+ hA —hBST+h [,"° 6(a)R(a,t)da + h [° a(f)v(0,t)dd
I +hBSI

) ,
&

ol



3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

il est claire que pour h assez petit u+hF(u) € X,. Par la formule de u+ hF'(u)
donnée ci—dessus et par la définition de la limite, on peut toujours trouver un
h assez petit telle que

S
1

R
0
v
alors u + hF(u) € D, et comme u € D donc F(u) € D.
On définit F : Xy — Xy telle que F(u) = F(u) + ku, ou k > %

u+ hF(u) — (0) =wu€ D avec h — 0,

1 1 .
Edist(u + hF(u),D) = Edz’st(u + hF(u) — khu, D).

Onak>%:>—kh<%,deplusueDoi.euEDetuEDom(A).

A
ueDieu< —,
W
—khu < —£hAA
woop?
u—khu < & BhAA
W wop?
BhA
< %(1—7)7
N———
<1

donc u — khu € D.
F(u) est donnée par

~

F(u) = F(u) + ku.

on sait que F(u) € D et u € D alors F(u) € D, et par la suite hF'(u) € D pour
h assez petit.
En conclusion

1 .
Edz’st(u — khu + hF(u), D) = 0.

Existence et unicité du systéme (3.1)

Afin de prouver l'existence et I'unicité de la solution du probléme (3.1), on utilise la
méthode de point fixe.

02



3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

Tout d’abord on définit ’application:

w:C([0,+00[, D) — C([0,400[, D)
= (wu)(t) = u® + [ Au(s)ds + f) F(u(s))ds.

Ensuite on définit 1'espace

X, = C([0, +00[, D) = {p € C([0, +oo[, D), tq sup e~ |p(t)]| < oo},

pour dire que l'application w admet un point fixe il faut monter que :
> w: X, = X,
» w est une contraction.
Démonstration :
. w est une contraction 7
e w(u)(t) = w@ Ol = e || fy Alu(s) = u(s))ds + [ (F(u(s)) = F(a(s))ds||;
< e [y NAlllu(s) = u(s)llds+
e [y I1F (u(s)) = F(a(s))[|ds,

< A fi et |u(s) — u(s)||ds+
t _ _ _ _
L f; e=et=9e=0 u(s) — a(s)|],
< A [y eI ju — a|ods + L [ e[ Ju — @ |ods,
llw — @[] < ALy —all,,

on choisit ||A|| + L < «, dans ce cas w est une contraction.

) EE A
On a (wu)(t) = u® + [ Au(s)ds + [5 F(u(s))ds,

@) (B)]] < 1«0 + 1Al / u(s)]ds + / 1 (u(s)]ds,

" Flu(s)) = Flu(s)+ F(0) - F(0),
P(u(s)] < [F(uls)) + F(0) — F(0)],
P(u(s)| < Llu(s)| + [F(0)],
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE (3.1)-(3.2)

en remplagant

t t t
[[(wu) (@) < [WPL (1Al fy Ju(s)llds + L [y [Ju(s)]|ds + [ cds avee ¢ = F(0),
- —o t o —a(t—s t o —a(t—s
e wuw) < e[+ [JA]] fy e ullads + L fy e Jullods+
e~ fotcds,
ol < o+ (A e Ll e

Posons a = ||A|| + L + ¢,

Al|+L+e—(||A[+-L -
M A D ), < [Ju]] + ote,

||u||a S HAH#”UOHQ‘FHAH#Ctefat<QO.

D’ou 'existence d’un point fixe.

Taux de reproduction de base et les états stationnaires

Le taux qu’une personne vaccinée quitte son compartiment est donné par p + a(f),
d’ou la probabilité pour que cette personne soit encore immunisée et étre en vie apreés

un temps 6 est donnée par
7
ko(0) = e~ Jo ntals)ds (3.11)

La probabilité qu'une personne vaccinée quitte son compartiment a cause de la
diminution de l'effet du vaccin tout en restant vivante aprés un temps 6 est don-
née par :

K(6) = a(f)e o rtal)ds, (3.12)

Soit -
Ko= [ hol6)ds
0

Par un simple calcul, nous avons :

K= /00(04(0) + lu)ef fog(,qua(s)) dsd@ _ Iu/oo e~ foe(u+oz(s)) dsde,
0 0

) 0 / o0
K:_/ Gwmm@m)w_ﬂ/ Ko(0)do.
0 0

Ainsi la formulation

c’est-a-dire

K=1- ,u/ Ko(0)dh =1 — pky. (3.13)
0
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Puis, sur la base de la définition du nombre de reproduction de base, sachant que
I’état sans maladie est donné par

W,0,0,zﬂSK})(G)) avec IC 7& M;Zw

alors le taux de reproduction de base pour le systéme (3.1) est donné par I’expression

E° = (

suivante :

BA B BA
(n+v+)(p+y—9vK)  plp+rv+7)1+9vK)

Ry = (3.14)

qui peut également étre donné par un processus de renouvellement (Voir Yang et al
52]).

Evidemment, le systéme (3.1) a toujours un état sans maladie E° = (5°,0,0,v°(9)),
qui satisfait

A= (p+)S fo ) do,
%g:—w+awmﬂm, (315)
v(0) = 9¥S.

En résolvant les deux derniéres équations différentielles, on obtient
v2(0) = S Ko (0). (3.16)

En remplagant (3.16) dans la premiére équation de (3.15), on obtient

A A
0 — = _ 3.17
p+ =YK p(l+9Ko) (317)
On déduit que N
DFSS = E° = (——————,0,0,¢¥5°K,(6)).
Soit .
PQ(CL) = e Jo (u+6(s)) ds ’7)0 _ f()oo P()(a) da,
P(a) = d(a)Py(a) P = [, Pla)da. (3.18)
On a
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Un état stationnaire (S*, I*, R*(a),v*(0)) du systéme (3.1) doit satisfaire les équations
suivantes

(

A= (u+ )8+ BST — [ a(0)v*(0) df — [ 6(a) R (a) da,

0=BS*T* — (u+v+)I,

d *(q) = — a *(a

@R (a) = —(p+ 6(a))R*(a), (3.20)
=50 (0) = —(u+ a(0))"(0),

R*(0) = ~I*,

U*(O) = ZﬂS*,

\

de la deuxiéme équation du systéme (3.20), on obtient
_ptrv+y
/8 Y

la résolution de la quatriéme et cinquiéme équations du systéme (3.20), respectivement

S* (3.21)

donne

R*(a) = vPy(a)I", v*(0) = Y Ky(0)S™. (3.22)
En remplagant (3.22) dans la premiére équation de (3.20), on obtient

A= (p+)S*+pSI" —yYKS* —yPI*. (3.23)
11 résulte alors de (3.21) et (3.23) que

A 1

fe—— (11— —). 3.24
u+V+W730( Ro) (3.24)
Alors il y a un unique état d’équilibre E* = (S*, I*, R*(a),v*()) si Ry > 1.

Résumant la discussion ci—dessus, on peut citer le Théoréme suivant.

Théoréme 3.1 [18] Le systeme (3.1) admet un unique équilibre sans maladie (DFSS)
noté E° si Ry < 1, il a deuz équilibres E° et E* si Ry > 1.

Dans ce qui suit, on considére uniquement la stabilité de E° pour le systéme (3.1).

3.3 Stabilité de I’état sans maladie (DF'SS)

Théoréme 3.2 [18] Si Ry < 1 ’équilibre sans maladie E° est localement asympto-
tiquement stable et il est instable lorsque Ry > 1.

Preuve : Posons : S(t) = x(t) + 5% I(t) = y(t), R(a,t) = z2(a,t) et v(0,t) =
w(6,t) +v°(0).
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3.3. STABILITE DE L’ETAT SANS MALADIE (DFSS)

I Pour la premiére équation du systéme (3.1)

L A= BaO(0) — BSH(D) — (1 + ) (a(t) + 5°) + f 3(@)=(a, 1) da
+ f;7a(0)(w(0,t) +0°(0)) db,

en négligeant les termes d’ordre 2 et sachant que A = (pu41)S°— [ a(6)0°(6) do,
on obtient I’équation suivante
d o0 o
d—i = —BS%(t) — (u+P)x(t) —I—/ d(a)z(a,t)da +/ a(f)w(6,t)do.
0 0
2] On remplace maintenant I(t) par y(t) dans (3.1)

% = Bz(t) + S%)y(t) — (u+v +7)y(t),

en négligeant les termes d’ordre 2, on aura

dy

i BS%y(t) — (u+v+)y(t).

Bl 11 est clair que Z vérifie

az(a(f{ 2 82552’ Y (it d(a))e(a,t), avee 2(0,1) = ()

4 On voit que

_ ow(0,t) N dw(b,t)

—(a(f) + p) (w(8,t) +v°(6)) 20 T ((8) + p)o°(9),
donc
a“’é?’ D, awéz’t) = —(a(8) + p)(w(0,1), avec w(0,t) = Ya(t).
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3.3. STABILITE DE L’ETAT SANS MALADIE (DFSS)

On résume touts ses calculs dans le systéme suivant

(5 = —8%(0) — e+ V)alt) + [ S(a)=(e, ) da+ [ a(@)u(6, 1) o,
d—gt/ = BS%(t) — (u+v +7)y(t),

azg;,t) N 87:(86; )+ 6(a))2(ab), (3.25)

2(0,1) = yy(t),

ow(d,t)  ow(h,t)
0.0) QD — (o) + e, ),

w(0,t) = Yx(t).

Pour analyser le comportement asymptotique autour de ’équilibre E°, on pose
w(t) =z, y(t) =gV,  z(a,t) = z(a)e™, w(0,t) =w(h)e,

alors on obtient le probléme de valeur propre suivant :

A= —B5% — (u+ )z + [ 0(a)z(a) da+ [~ a(0)w(0) d6,
Aj = (5% — (n+ v+ )7,
T 0t o)),
(3.26)

z(0) = vy,

dw(0) _

g = (At al0) + uw(0),

w(0) = Yz,

\

il résulte de la deuxiéme équation de (3.26), si y # 0, on a

A= B8 (pt+v+7),

_ BA
= (ut+v+7) (u(u+1/+v)(1+w/€))’
= (M+V+’7)(R0—1)<0

C’est une valeur propre du probléme (3.26), en résolvant les équations différentielles
par la méthode de facteur intégrant, on obtient

Z(a) = 2(0)e " Py(a) = yije *Py(a) (3.27)

et
@(0) = @(0)e MKy (0) = vze M Ko(0) (3.28)
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3.3. STABILITE DE L’ETAT SANS MALADIE (DFSS)

en remplacant (3.27) et (3.28) dans la premiére et la deuxiéme équation de (3.26), si
y # 0 on obtient

{ A+ BS°G + (n+ )z — oz [ a(0)e M Ko(0) d8 — 0y [~ 6(a)e **Py(a) da = 0,
Ny = BS54 (p+v+7)y =0,

ce systéme peut étre écrit sous la forme matricielle

<>\ + () — f{: a(0)e N Ko(0) A9 /35(; - 5£: f?ﬁtio(j)) da> . <x) _ (0) |

(& J/
-

=T

Calculons maintenant le déterminant associé a la matrice T’

det T = ()\ + () — o /OOO a(0)e M Ko (0) d9> * (A — B8+ (u+v+ 7)) :

detT =0« ()\+(u+¢)—@b/ooa(e)e_MKo(H) d9> * (A—550+(,u+1/—|—7)> =0,
0
i.e
+(n+) w/ 0)e M Ky(0)do = 0,

ou
A_ﬁSO_I_(M_}_V_f_ry):O? (C’eSt VraiSi g?éo)7

de plus, on sait que A = 5% — (u+v +7) < 0.
D’ou I’équation caractéristique suivante

+ (1 + 1) w/ 0)e Ko(6) do = 0. (3.29)

Supposons qu’il existe une racine A de I’équation (3.29) avec une partie réelle non—négative
(Re(A) > 0)
b< Aty = |0 L a@)e e e o o) ds gg),
< \¢f+°°oc 9 e Mo —fo a(s) d5d€|,
< o [T (@) o e ds qg) = |y [ (em o @) ds) 49| = ¢
On conclue donc que toutes les racines de 1’équation (3.29) et donc de I'équation
(3.26) ont des parties réelles négatives, ce qui est absurde. Ainsi I’état stationnaire

sans maladie (DFSS) (S°,0,0,v%(#)) du systéme (3.1) est localement stable si Ry < 1
et instable si Ry > 1.
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3.3. STABILITE DE L’ETAT SANS MALADIE (DFSS)

Dans ce qui suit, on utilisera le Lemme de Fluctuation pour prouver la stabilité globale
de I’équilibre sans maladie E°.
On note par :

Joo = ligigfg(t) et g™ = limsup g(t).

t—o00

Alors le Lemme de Fluctuation est donné comme suit :

Lemme 3.1 (Lemme de Fluctuation)/32/ Soit g : Ry — R une fonction bornée
et continument différentiable. Alors il existe une suite {s,} et {t,} telle que s,, — 0,
tn = 00, g(sn) = goor §'(s0) = 0, g(tn) = 9> et g'(tn) — 0 quand n — oo.

Lemme 3.2 [34] Supposons que f: R, — R est une fonction bornée. Alors

1 Y

limsup/oth(e)f(t —0)de < A

ol ||hH1 =[5 h(s)ds.

Théoréme 3.3 [18/ Si Ry < 1 Uéquilibre sans maladie E° est globalement asympto-
tiquement stable.

Preuve : En utilisant la méthode des caractéristiques pour tout ¢ > 0, les termes
R(a,t) et v(0,t) peuvent étre résolus.

¢ Powrt>a=t=a+h.

Posons

w(a) = R(a,a + h),

on obtient d
d—qj(a) = —(p+d(a))w(a),

par la méthode de facteur intégrant on obtient
w(a) = w(0)e™ o B9 — 4p(0) Py(a),
c’est a dire
R<a7 t) = R(Oa t— a)PO(a)a

donc
R(a,t) =~vI(t — a)Py(a), sit > a.

¢ Poura>t=a=t+h.
Posons
w(t) = R(t + h,t),
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de la méme maniére, on aura

P()(a)

M= Bla—n

R(a —1,0), sia >t,

en conclusion

vI(t —a)Py(a), si t>a,
R(a,t) = Fo(a) _ (3.30)
Po(a_t)R(a —t,0), si a>t.
Par la méme méthode v(6,t) est déterminée comme suit
S(t—0)Ky(0), si t>0,
v(0,t) = %o(®) _ (3.31)
Ko(e_t)v(é —t,0), si 6>t
Du systéme (3.1), on a
S'(t)y=A—pBST— (n+¢)S+ / d(a)R(a,t)da +/ a(@)v(6,t)do.
0 0
Or R(a,t) et v(f,t) sont définies explicitement dans (3.30) resp. (3.31), donc
S'(t) = A=BSI—(n+¥)S+ [y d(a)yI(t — a)Py(a) da+ [5° 5(a) 452 R(a, 0) da

+ fy al0)pS(t — 0)Ko(0) do + [ a(0) X u (6, 0) do.

Comme S : Ry — R (resp. I : Ry — R) est une fonction bornée (car S € D) et
continument différentiable alors d’aprés le Lemme de Fluctuation il existe une suite
{t,} telle que quand t, — oo, S(t,) — S> et S'(t,) — 0 (vesp. I(t,) — I et
I'(t,) = 0)

S(tn) = A= BS(t)I(tn) = (n+9)S(tn) + [o" 6(a)YI(tn — a) Po(a) da
+ fy 0(a + t,) 2 R(a, 0) da+f0 (a + t,) 22 R(a,0) da
+ fy" a(0)pS(t, — 0)Ko(6) A0 + [77 a6 + 1,) el (6,0) 6,
mais

o0 Po(attn 00 o= J§T I (uts(s)) ds
Jy" 8t t) P R(a,0)da = [ 6(a+ ta) Ro(a) s da,
quand ¢, — 00

o= J§O (n+8(s)) ds

< ollse Jy~ Ro(a) *—frrmsenas da,

e—p.oo-&-fé)o 6(s)ds

< ollse Jy~ Ro(a)*=fzsscrar da — 0.
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De méme pour le terme [° a(6 + ¢, )%&t”) (0,0)df — 0 quand t,, — 0, donc

0 = A—[B5%I®° — (u+1)S® +yI®P +pSTK,
BS®CI® + u(1+9Pk)S™® = A+ ~I>°P,
BS®CI® + u(1+9Pk)S™ < A,

il est clair que
(1 + $Ko)S™ < A,

on obtient alors

- A
~ (1 +Ko)
11 résulte de la deuxiéme équation du systéme (3.1) que
dI(t)
- BS(E)1(t) — (u+ v+ 7)),

< (BS™ = (n+v+))I(t),

A
< (e — et v+ ) 10 = g (Ra = DIO)

ce qui donne
I(t) < [0€<(“+V+7)(R0_1))t,

Notons que si Ry < 1. Ca méne a I — 0.

Appliquant encore une fois le Lemme de Fluctuation, comme S : Ry — R (resp.
I:R; — R) est une fonction bornée et continument différentiable alors il existe une
suite {t,,} telle que S(t,) = S et S'(t,) — 0 quand n — oo.

ds(t,)

o = A = BSE)I(t) — (k+9)S( n) F 0 [ (0)Ko(0)S(t, — 0)df
+ vfg” Py(a)I(t, — a)d(a)da + f° Mmﬁ%vw_tmo) d
+ ft ngg(at )R(a—tn,O) da,

qui peut étre mise sous la forme suivante

dS(t,)
dt

=A = BS(ta)I(tn) = (n+¥)S(tn) + ¢ fy" a(0)Ko(6)S(tn — ) dO
+ [ Po(a)I(t, — a)d(a)da + [ a e+t)Kf;f;;)§n v(6,0)dd

+ Jda+t, %&”)R(aﬂ)da

et hm fo 0+ t, )KO 9+t" v(0,0)d0 + [;°0(a + ¢, )fo a(jLi”)R(a 0)da = 0. Pour
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n — 00, par l'utilisation du Lemme 3.2, on a alors d’une part

(£)
0 = A—BSel™® — pu(1+9vKo)Se + 7P,

d’autre part
(£) 0= BSucl™ — (n+v+7)I.

En additionnant la deuxiéme équation de (£) et (F') on trouve
0= A— (1 + ko) S — (v + (1 + 7Py)) I,
sachant que I*° — 0, on obtient
0=A—p(1+9Ko)Soo,

c’est & dire
(1 + Ko)Sae = A,

qu’on peut 1’écrire comme suit

1(1+vKo)Se = A,

ainsi A
Soo 2 ————F~.
(1 +9Ko)
A 00 A ) : _ A 2
On a donc m S Soo S S S m C est, tli)Ig) S(t) = m Il résulte de
(3.31) que

. YA
tlggo v(6,t) = m[@(@).
Par conséquent, (S(t),1(t), R(a,t),v(0,t)) — E° dans Ry x Ry x L} x LI quand
t — oo. Ceci compléte la preuve.
Le résultat de stabilité globale de I’équilibre sans maladie £° nous indique que la
maladie disparaitra si le nombre de reproduction de base Ry est contrdélé pour étre
inférieur & 1. Dans la section suivante, on va analyser quelques stratégies optimales

pour contréler la maladie lorsque le nombre de reproduction de base Ry est supérieur
al.

3.4 Stratégies optimales d’intervention

Pour diminuer le nombre d’individus susceptibles et infectés & la fois avec un minimum
d’investissement, on considére 1'utilisation d’une stratégies de controle optimale sous
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la forme d’un renforcement de la vaccination et d’une amélioration de l'efficacité du
traitement. Premiérement, 'effort de vaccination déplace les individus susceptibles
vers la classe des vaccinées avec un taux ¢(1+¢4(t)) a l'instant ¢, ou ;(¢) est le taux
de vaccination en cours a l'instant ¢ qui correspond au vaccin actuel 1. En second
place, e5(t) est la proportion des personnes infectieuses qui regoivent un traitement
au temps t.

Les termes de controle e1(t), ea(t) vérifient 0 < &1 pin < €1() < €1 maz, 0 < €2 min <
e9(t) < €2 max < 1. En outre, les personnes infectées recevant un traitement auront
un taux de guérison (5 > 7) plus élevé et une diminution du taux de décés réduit par
I'infection (7 < v).

Sur la base des hypotheéses ci-dessus, en utilisant les mémes parameétres et les noms des
compartiments comme le systéme (3.1), on formule un modeéle épidémique structuré
en age sous controle comme suit :

((45(t)=A—BST— (p+ )1 +e1(t)SE) + [3° 0(a)R(a, t)da+ [} a(f)v(8,t)db,
L1(t) = BS()I(t) — (v +7)(1 — ex())I (1) — <t> - <u +F)ea(H)I(H),
ORel) 1 OB — — (1 + b(a))R(a, b),
R(0,t) = (1 — e2(t))1(£) + Fea(t) (1),
e 4 90D — —(u+ o)) (6, 1),
v(0,4) = (1 + &1 (1)S(),
L S(0) = S, 1(0) = Iy, R(a,0) = Ry(a), v(0,0) = vo(0).

(3.32)

Remarque 3.1 Avec les conditions au bord et les conditions initiales ci—dessus et
une fonction de contrdle suffisamment lisse, on démontre l’existence d’une solution
unique pour le systeme (3.32), qui reste bornée et non-négative pour t > 0.

Pour considérer le cotit de la lutte contre la maladie, on définit la fonction objective
suivant :

T(ea(t),e2(t)) = fy* Dlpea(t) (1) + (1 — e2(t)1(2)]

(3.33)
+  Diver(t)S(t) + Bie2(t) + Daea(t)I(t) + Boes(t) dt,

ou D, Dy, Dy, By et By sont des coefficients d’équilibrage transformant I'intégrale
en colt dépensé sur une période finie de 7 jours. La premiére somme de 'intégrale,
multipliée par D, est le cotit de mortalité di & la maladie et les expressions principales
sont les cotlits de mise en ceuvre des deux controles. Les expressions quadratiques des
controles sont incluses pour indiquer les cotits non linéaires pouvant survenir a des
niveaux de traitement élevés.
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Nous considérons le probléme de contréle optimal suivant :
\7(61(7 6;) = Iffll}n \7(617 82)7 (334)
sur I’ensemble des controles

u == {(gth) € Loo(g) ' €1 min S 51(-) S €1 maz> €2 min S 52(-) S &2 max}a

ou ¢ = [0,7%] x [0,T%], €1 mins €1 maz> €2 mins €2 maz SONt des constantes données
positives.
L’existence de la paire de controle optimal peut étre obtenue en utilisant un résultat
de Fleming et Rishel [21] et de Lukes [39].
Preuve : Pour prouver l'existence et 1'unicité d’un couple de contréle optimal, on
refondra le systéme (3.32).
Tout d’abord, notons que la formule de solution pour R(a,t) et v(0,t) peut étre
obtenue en utilisant resp. la méthode des caractéristiques comme
Pourt>a=t=a-+h.
Posons

w(t) = R(t,a+ h),

donc
dw

%(a) = —(p+d(a))w(a),

par la méthode de facteur intégrant, on obtient
w(a) = w(0)e™ o B9 — 1p(0) Py(a),

c’est-a-dire
R(CZ, t) = R(Oa t— a)PO(a)a

alors
R(a,t) = (7(1 —ea(t — a)) +Fe2(t — a))I(t —a)Py(a), sit>a.

¢ Poura>t=a=t+h.

Posons
w(t) = R(t+ h,t),
donc p
S5 (0) = —(u+ 3(t + M)
c’est-a-dire .
Rla,t) — %Rm —1,0).
R(a,t) Pola) R(a—1t,0) si a>t.

B Py(a —1t)
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En conclusion

(v(1 = e3(t — a)) +Feo(t — a))I(t — a)Py(a), si t>a,
R(a,t) = o) ‘ (3.35)
Po(aft)R(a —t,0), si a>t.
En appliquant le méme raisonnement pour v(6,t), on trouve
V(1 +e1(t—0))S(t—0)Ko(0), si t>0,
o0, =4 . (3.36)
Kog(,(jt)v(e —t,0), si 0>t
En remplacant (3.35) et (3.36) dans le systéme (3.32), il devient alors
( —(p+ Y1+ e (t )+ [y (1 + et —0)K(0)S(t —0)do
—55( (1) + [y (v + 52(75 - a)(v —7)P(a)I(t — a)da + hy(t), (3.37)
G =BSWIM) — [p+v+y+e®)d—v+v-—v)I{),
L S(0) = So, 1(0) = I,

ou

ho(1) :/tooa( )%Ro(a—t) da+/tooa(0)%vo(0—t) . (3.38)

Soit f(t,Z, &) le coté droit de (3.37) avec & = [S, I]"" et £ = [1,&5]"". Pour prouver
I’existence d’une paire de controle optimal, il est facile de vérifier que

. f est de classe C! et il existe une constante C telle que

£(1,5.0)] <, |fx<tm|<c(1+<|sl|2+|sz|>%) S0, 5,8)] < O

. L’ensemble admissible F pour tous (S, Iy, €) de telle sorte que &'est Lebesgue—intégrable

sur U'intervalle [0, 7] avec des valeurs en U et la solution de (3.37) satisfait les
conditions initiales sont non vides.

Bl Le coté droit du systéme d’état (3.37) est borné par une fonction linéaire dans
I’état et les variables de controle €.

M L’ensemble de controle U est convexe, fermé et compact.

1Bl L'intégrale de la fonctionnelle objective (3.33) est convexe et est bornée par
wy + wi (Je1|? + |22|?)2 pour certains w; > 0, wy > 0 et Kk > 1.
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Il est clair que f est de C!. De plus, on a

a0l = (M)

| <A+f0°°5(a+t)P;g() Ro(a)da + [} a(0 + t) 5ot

0

_ <A+f0°° Aot Ro(a) da + [ Kelostlyy (9) d9> |
O )

comme P et K sont bornées, donc

|£(t,0,0)| < C.

o(0) d0> |

Maintenant, on calcule la dérivé de f par rapport aux composantes du vecteur x (i.e

SetlI)

f2(t, %,8)| = ‘<—(M+¢)+IO¢K(0)C19_51(¢) —BS(t) + [ P(a)

a)da
3101 BS(E) — (u+ v+ ) ) |

0 (7 7+V—V

0 —(y=v+7v—-v)I(t)

|f(t,2,8)| = | <—wS(t) + [LUK(0)S(t—0)d0  [(¥—)P(a)I(t — a) da) ]

encore une fois, comme P, K, S et [ sont bornées on trouve

[f2(t,7,8)] < C+Clé avec  |&] = y/le1]? + |e2f?,

< CHCy/ler|? + |eaf?,

< C++/|e1|* + |e2]?).

Remarque 3.2 cela implique qu’il existe une solution de systéme (3.32) pour un

controle constant, ce qui tmplique la condition 2. L’exigence selon laquelle f est une

fonction linéaire en € peut étre remplacée par la Condition 3. Les Conditions 4 et 5

sont évidentes d’aprés la définition.

Théoréme 3.4 [18] Il existe des fonctions de controle €5, €5, telle que

j(gif"g;) = H}}nj(ﬁ’g?)'

On prévoit d’obtenir la fonction de contrdle optimale en utilisant le principe de min-

imum de Pontryagin [41]. Pour cela, on introduit un multiplicateur de Lagrange
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ou une variable adjointe Y = (&(t),&2(),&5(a,t),&4(0,1)), une variable d’état Z =
(S,I, R,v), une variable de contréle € = (e1,€9), et on définit le Lagrangien :

L(Z.2Y) = T(a(B).2(0) + [ &t [# — (M- BSE@I)
—(p+ )1+ (0)SE) + [T 0(@)Rla,t)da + [ a(0)o(0,t) de)} i

e [& C(BSI) — (v + ) (1 — eale)I(E) — pI(t) — (7 + wez(m(t))} dt

IS o) (5084 ) 4 Gt ()Rl ) dat
+ [y &0, 8)(R(0, 1) — (1 — ex(0))I(t) — A=2(8) (1) dlt
S Il A () t( et)+8”(9t)+(u+04(6))v(9,t)) 4o dt
f £4(0,8)(v(0,t) — (1 +&1(¢))S(t) dt.

Théoréme 3.5 [18] Etant donnée les controles optimauz et les solutions correspon-
dante o l'équations de contrainte (3.32) qui minimisent la fonctionnelle objective

(5.33), il existe une variable adjointe Y = (§1(t),&2(), &3(a, t),£4(0, 1)), vérifiant :

(490 — Dy (1) + & () (1 + (1 + &1(8) + BI(L) — &(1)BI(2)

—&4(0,0)Y(1 4 £1(t)),

L) — _ Doey(t) + Dliea(t) + v(1 — £5(t))] + & (H)BS(E)
+& () (1 — BS(t) + (v +7)(1 — ea(t)) + (7 + 7)ea(t)
—&3(0,1)(7(1 — 2(t)) + Fea(t)),

s 4 %8 = —5(a)éa(t) + (u+ 0(a))&s(a ),

ll}m &(a,t) =0,

%+ % 6 (0,0)(al0) + 1) — G(t)a(0),

Glggo £4(0,t) =0

( &i(Ty) =0, &(Ty) =0, &(a,Ty) =0, &(0,Ty)=0.

Notons que les conditions aux limites en temps final ( conditions de transversalité)

(3.39)

sont nulles, car il n’y a pas de dépendance des états au moment final dans la fonction-
nelle objective. De plus, si (¢7],e5) dans U est un controle optimal minimisant (3.33)
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alors il est caractérisé par

ST(t) = max (51 min min(el mazx él(t))) )
(3.40)

e5(t) = max (52 min, MIN(E2 max, ég(lf))),
ou

1(t) = O=S0NUSO-DWS0),

6y (t) = LOETNIO=60N G IO=DE=DIW=DI()

Le systéme d’optimalité se compose du systéme d’état (3.32) couplé au systéme ad-
joint (3.39) avec les conditions initiales et les conditions finales ainsi que les expres-
sions (3.40) pour les fonctions de controle.

Idée de la preuve de ce Théoréme : Pour obtenir I’équation adjointe on dérive

le Lagrangien par rapport a Z = (S, I, R,v).
¢ Premiérement on veut calculer %, on dérive terme & terme pour trouver la formule

finale

T
8] f
— = D .
53 i 1e(t) dt

2T amsmd = Zla®smly — & f7 &S dt,
= L(&(0)S0) — [, &(t)LS(t)dt, car
& (Ty) =0 (condition de transversalité)

= — [Iet)dt.
% OTf &(t) ( — A+ BSHI(t)+ (n+ (1 + 81(15)))5(15)) dt —
310 <5I(t) +(p+v(1+ 81(t)))> dt.

0 (—/0 f&(t)(/oooé(a)R(a,t)da—l—/Ooooz(@)v(é,t)dQ)) ~0.

3|
N

69



3.4. STRATEGIES OPTIMALES D’INTERVENTION

5
o (eI = ([ eI — [ &I dt),
- % OTf dilS dtv
= 0.
6
e 2 &) = BSOI0 - 491 - )10 - (0~
(7 + i)@(t)[(t))) dt = — OTf &(H)BI(t) dt
[7]
( T I &sla,t) (83(”) + 2BeD 4 (14 5(a ))R(a,t)) da dt+
(0, 1) (R(0, 1) — (1 — a(t))I(t) — Feo(t) I(t) di+
AR (% + 200 4 (4 a(@))v(&,t)) a9 dt) —0.
8
% i f€4<o,t)(v(o,t)—¢(1+51(t))5(t) dt = — 0 f§4(0,t)1/1(1+€1(t))dt,

Ce qui donne

2 = J)! Diea(t) = &(0) + &(1) (51 )+ (p+y(1+ 51(t))))
— &)BI(t) — &(0,t)Y(1 4 &1(t)) dt.

Si % =0, on trouve

& (t) = Dyper(t) + & () (BI() 4 (1 + (1 +e1(t))))
=& () BI(t) — &40, 1) (1 + £1(2)),
&i(Ty) = 0.

{0 Maintenant on calcule %

. T
%_{ = [ Dlpestt) + v(1 — 2a(t)] + Dasalt) .
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2]
2 lramsdt = ZaSly — 2 i’ &S dt
L 2EO8) - [T OSSO, (e 6T =0
= 0.
3
7 [ aw(-asssonosrosa@nso)a- [ awssa
o )
W(—/0 fl(t)(/o 5(a)R(a,t)da+/0 a(6)0(6,1) d6)) =
5
2 (e = ﬁ({f(t)&(t)f’f— T%;(t)f(t)dt),
- dI 52 fo pi t)dt,
= 0 52() .
6
5 0 ) - (BSO10) ~ 4 2)(1 - 2(0)10) — i)
-+ a0 ) de = 7 €)= 580+ 04 2)(1 = a0+
g+ (7 + &)ag(t)) dt.
7]
%(/0 f /000 53(a,t)(aRa(Z’ t) - 8R€(;tl’t) + (p+d(a))R(a, t)) dadt = 0.
8

(7 0.0(R(0.0) =0~ 20)10) ~ 310 ) =
_ OTf &5(0,1) <7(1 —eo(t)) + ’Nygz(t)> dt.
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[/Tf/ Gl6h1) ((% e +<M+a<9>)v<9,t)) dedt)] o

%< ! CG(0.H)(0(0,8) (1 + 21 (£)S(1) dt) o,

Alors
= 3 Dloealt) + v(1 = 2a(0)] + Dasalt) + 6(035(0) + &lo) - 5
H+ (1= 2a) + e (4 Dealt)) = 0~ 60,00 (211 - (o) +
%2@)) dt.

t@ﬁ

En mettant %7 = 0, on obtient

( &) =1T¢D (Dag(t) +v(l— 62(t>)> + Doea(t) + &1 (8)BS(t) + &(t) ( — BS(t)+
(4 7)(1 = 22(t)) + 1+ (7 w)sz(t)) —g(0) - &(0.1) (w ) wsz(t)),

¢ Ensuite on s’intéresse a étudier 1’équation des remis, c¢’est-a-dire on calcule 2% R
T
ar Jo’ 51(@(%?—1&—1—55(1&)[() (1 + (L +e(?) — ;7 é(a)R(a,t) da—

I a@)v(0,t) d@) dt,

= -2 fo &(t)d(a)R(a,t) dadt,
— T2y (t)d(a % (a,t) dadt,

== 0 fO 51 (5 a adt.
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2
2 JoT et )( — BSHI(t) + (v +)(1 — eo(t))(t) — pl(t)—
(7 + i)sg(t)l(t)) dt = 0.
3
T OR OR
/ &3(a,t) ( +E+(5(a)+u)R(a,t)> dadt — — — —(%)
2 [ s, t) (28 + 28 dadt,
= 35 Jo fo &s(a, t) o8 dadt—FaRf I & (a, 1)L dadt,
= 2 [ [ gy(a, )2 dadt + 2 [ [ €5(a, t) 28 dt da,
=% Jo VY [€(a,t)Ra, 1)]g° dt — o OTf 20 96D p(q, t) da dt+
ok Jo [&s(a,t)R(a,t f da — % [° Tf 853 at %s(l) R(q, t) dt da,
Orali)rgoR(a t) =0 et &(a,Ty) =0,
— 2 [ &0, ) R0, ) dt — 2 [ [0 22D R(a, 1) da di—
W%fo &(a,0)Ro(a) da — & [° Tf a&’(at R(a,t)dtda,
- 0 "l 8&8;” s R(a,t)dadt — [ Tf 6538;”) 2-R(a,t)dt da,
fO (853 a,t) + O&s( at))dadt
[ ]
0 Ty o Ty oo
ﬁ/o /0 f3(a,t)(5(a)+u)R(a,t) da:/o / 53(a,t)((5(a)+u) da dt.
0
Alors

:/0 f/ooo_(afga(z,t)+853;,0)+§3(a7t)(5(a)+ﬂ) ot

73



3.4. STRATEGIES OPTIMALES D’INTERVENTION

4

%( ; L& (0.0)(R(0,8) = 1(1 — 2x(t) (1) — Aea()1(1) dt> ~0.
5

(/ f/ 6 (81} 6,t) av(et t)+(“+a(9))v<9’t)> dedt)) B
6 N

ﬁ( ; £4(0,8)(v(0,8) — (1 +e1(1))S(?) dt> —0.
Ce qui donne
/ f/ at) 363 (a t) 353(;1, t>)+§3(a,t)((5(a)+ﬂ) dudt

Si % = 0, on trouve

9s(at) | Oa(at) _ —&1(t)8(a) + &3(a,t) (5(&) + u),

da ot
53(@, Tf) - 07
lim &3(a,t) = 0.
a—00

¢ Ensuite, on va calculer g—f

[1]
7 Jo! €1<t>(%—A+55(t)I() (1 + (1 +e1(1)S(t) — [y~ 6(a)R(a, t) da—
155 a@)v(,t) d@) dt,
= T gy (H)a(0)v(6, 1) do dt,
= —/ fo &1(H)a(0)Lo(0,t) A0 dt,
= — [ X&) dd.
2

2 [ et (B ss010+ o)1) 01O~ +)010) ) i = o
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a@K I &la,t) (BR(“) + 2Bel) 4 (44 8(a ))R(a,t)> da dt+

S 64(0,0)(R(0,1) — 7(1 — ea(8)1(t) — Fea(D)I(1) dt] 0.

Tf/ 4(0,1) ( +—+( (9)+u)v(9,t)) dfdt — — — —(x%)

! fo‘” £4(0,1) (2 + 22) ag at,
g0, 02 dodt + 2 [ fo &0, )2 do dt,

e §4Hta”d9dt+avf0 €4(6, )% dt de,

I% Trea(0, )00, 8)]3 dt — 2 [T0 [ 2009 1) qg di+

0 0

D21, (0, 8)0(0,8)]y" Ao — 2 [ [T 2400, 1) dt dg,
ov JO 0

or elim v(0,t) =0 et £(6,Tf) =0,
— 00

=—5 54(0 t)v(0,t) dt — £ on o =8 = et) v(0,t)df dt—

%fo €4(60,0)u0(0) A0 — 2 [ 17 2600, 1) dt do,

= [ [ 20N 0 (g gy agdt — [ [T 2400 D 1) dt o,

fO (854 (6,t) 8{4 9t )d@dt

%/0 f/ooo&(@,t)(a(e)w)v(e,t) d@:/o f/ooo@(e,t)(a(e)w) 46 dt.

Alors
(%%) :/0 ' /OOO —(8§4éZ’t> + 854(5(:,15)) +&4(0,1) ((0) + p) d dt.
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5
gl [ 00000 - v+ aws il -
Ce qui donne
/f/ —&i(1) (864(2 1) 8546()37t>)+§4(9,t)(a(9)+u) de dt.

Si % =0, on trouve

2600 4 9600 — ¢, (1)a(8) + £4(6, 1) (a(8) + 1),
54(67 Tf) =0,
Jim &,(0,1) = 0.

Finalement pour trouver la formule donnée de &;(t) et £5(¢)

=0 = o DiS(t) + 2Bies(t)dt — [, &4()wS(1) + &4(0, 1) S(t)dt = 0.
= 2Biei(t) = —DipS(t) + (&t ) — &(0,8))pS(¢).

— él(t) = (51(t)*£4(O,t)z)ng(t)—Dlws(t).

Par la méme méthode

oL
Oea

=0 = [/" DoI(t) — DvI(t) + Dol (t) + 2Bses(t)dt+
St &) v+ W)I(t)dt — Jo " &(0,0)(VI(t) — AI(t))dt = 0.
= 2DByey(t) = &) (7 —F —v—)I(t) —&(0,0)(F —I(t)
—DyI(t) — D(i — y)m)

— &(t) = £z(t)(f/*’Y*V*v)I(t)753(0,15)2(;;7)1(0szl(t)*D(D*V)I(t)‘

3.5 Reésultats numériques

Systéme dynamique (3.32)

On peut déterminer une solution optimale pour le probléme (3.34) en résolvant le
systéme d’optimalité (3.32), (3.39), et (3.40). Notons que ce systéme est un probléme
de valeur limite en deux points, ot le systéme d’état (3.32) avec les conditions initiales
et le systéme adjoint (3.39) avec les conditions finales sont couplés. De nombreuses
approches pratiques utilisent des algorithmes d’optimisation pour résoudre le systéme
d’optimalité couplé. On considére une méthode basée sur le gradient pour découpler
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le systéme et I'algorithme utilisé dans Abia et Lopez-Marcos [1| et Gunzburger [27].
Dans ce qui suit, on prend un jour comme unité de temps et choisissons les valeurs
de d(a) et a(f) comme suit :

e Le taux de diminution de I'immunité acquise des personnes remis, d(a), est supposé
comme suit (Voir Duan et al [19])

0.85, si T"<a<a
6(a) =

0, sinon
e La baisse du taux de vaccination, a(f) est supposé

G(1 — exp™010-09) i T <0 <6, avec G =1,
a(f) =

0 sinon.

O a et A désignent 1’age maximum de récupération et 'age maximum de vac-
cination, resp. Nous adoptons que @ = # = 300 jours dans cette section.

Parameétres Valeurs | Unité Source
A (2.269741x 10%)/70/365 | jour—" | [53], [50], [54]
7 1/70/365 | jour ! [50]
v 0.077 | jour™? [49]
Y [0.5,3.5] | jour™? [50]
I6 0.078x10~7 | jour™* assumeé
v 0.017 | jour™! assumé
o [1.4,5.6]/7 | jour™! assumé
P 0.0005 | jour—! assumé
TABLEAU 1 : Valeurs des paramétres utilisées pour les simulations de mod-
éle.
Parameétres Valeurs Unité | Source
So 2.069741x 10® | individus | assumé
I, 0.2x 10® | individus | assumé
Ry(a) 0 | individus | assumé
vo(0) 0 | individus | assumé

TABLEAU 2 : Conditions initiales utilisées pour la simulation de modéle.

I1 découle de d(a), a(0) et les valeurs des paramétres dans le Tableau 1 que le
nombre de reproduction de base Ry = 7.7914 > 1, par le Théoréme 3.1, donc il
existe un état stationnaire endémique E* du systéme (3.1). Pour effectuer les

7



3.5. RESULTATS NUMERIQUES

simulations du controle optimal, supposons que le taux d’efficacité du vaccin
est limité par €1 = 1 et e1mae = 9, Defficacité du traitement est limité par
Eomin = 0,3 et eomer = 0, 8. Ensuite, étant donné que le cotit de mise en ceuvre
du traitement est plus élevé que celui de la vaccination, il est raisonnable de
supposer que Dy > D;. Dans cette section, les poids de la fonction objective
sont choisis a des fins d’illustration comme suit

D =1000, D; =100, Dy = 1000, B; = 5000, By = 10000.

La vaccination et le traitement sont tous les deux des outils utiles dans la
lutte contre la maladie. Comme mentionné ci—dessus, la période de protection
minimale contre la vaccination est 90 jours en «(6).

Stratégie de vaccination epsilon1it) Stratégie de traitement epsilon2(t)
T T T T T T

] R D .......... .......... 4 oGk ................... TIPS D .......... .......... 4

gl O SR & L ISR N ] 08 e ; O S ]
o7k PRSP N S N I .......... PR N
06|

0af

Wariable de controle epsilon(t)
m
L

Wariable de controle epsilon2(t)

i i i i i i i i i i i i
] a0 100 150 200 250 300 350 ] a0 100 150 200 250 300 350
Temps t Temps t

Figure 3.1: (A) Stratégie de vaccina- Figure 3.2: (B) Stratégie de traitement
tion 51(t). €2<t).
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w10 Wariation des susceptibles
26 T T T T T
Sans Contrale
Epsilon1=3 EpsilanzZ=0
Epsilon1=0,Epsilon2=0.8
R R S R AR TRR R A\JQC Conlrolg
=15 P LSRN SRR RTUIY IR R PSP =
73] =
5 =
k] =
El 2
g1 £
O5H e [EREERRY, |‘ ..... |
0

Figure 3.3: (C) Dynamique de S(t).

w10 Wariation des infectés
T T T T T

: Sans Contrale
R F R AR RRRRRES ...... Epsilon1=9 Epsilon2=0  H

: : Epsilon1=0 Epsilon2=0.8
Avec Controle H

IS SO A D ST SR S | A ]
n /= -
Lo lll\ ..... ......... O T 4
\ AN N A

Temps t

Figure 3.4: (D) Dynamique de ().

FIGURES 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 : Supposons que 7° = 80. Les stratégies de
controle optimal (A), €1(¢) et (B), ea(t). (C), Le comportement dynamique de
S(t) dans les conditions : sans controle (rouge), avec le contrdle optimal (bleu),

avec traitement uniquement, i.e, £ = 0, €2 = €amaz ( ), avec vaccination
uniquement, i.e, £o = 0, &1 = €14z (

)- (D),

Le comportement dynamique de

I(t) dans les conditions : sans controle (rouge), avec un controle optimal (bleu),
avec traitement uniquement, i.e, £ = 0, €2 = €amax ( ), avec vaccination
uniquement, i.e, €5 = 0, €1 = €14z (

“ariations des remis

w10

300

200 200

Population R oo Temps t

Figure 3.5: (A) Distribution d’age pour
R(a,t).
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“ariations des remis Wariations des vaccinnés

7 4

w10 w10
2 15
15+ 10

1 g

05 0
0 5
800 800

400

Population R b o Temps t Population b o

Termps t

Figure 3.7: (C) Distribution d’age pour Figure 3.8: (D) Distribution d’age pour
R(a,t). v(0,1).

FIGURES 3.5, 3.6, 3.7, 3.8 : Supposons que 7* = 80 (A, B) la dynamique
de R(a,t) et v(6,t) avec des stratégies de controle optimales. (C, D) Le com-
portement dynamique de R(a,t) et v(f,t) sans controle.

o Stratégie de vaccination epsilon’ f] 1 Stratégie de traiternent epsilar2it)
9
ol
;ﬂ 61 = ;ﬂ 0.6
g 5 . %DS H
% b i % 7Y USSR EUUSSUUUUULSUUURNUUUE (SO SUONUON U RN SO i
:E Y U U SRt FOUURUUUUY HOVNUTNUUNE SUUURIOE U SO _ :E Yy AR S S S OO SO
= =
Y U ST O PR SR SR SN SO | 7] FSRSS SO AP ST ST S O |
1 . 0.1 .
DU SiU 160 1éU 260 25‘0 SUiD 380 DU SiU 160 1%0 260 25‘0 SUiD 380
Temps t Temps t
Figure 3.9: (A) Stratégie de vaccina- Figure 3.10: (B) Stratégie de traite-
tion €1 (). ment e5(t).
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w10 Wariation des susceptibles w10 Wariation des infectés
26 T T T T T T 18 T T T T
Sans Controle : : Sans Controle
Epsilon1=9 Epsilan2=0 160 S RETTTRRIY. SRR Epsilon1=9 Epsilan2=0
Epsilon1=0,Epsilon2=0.5 i : Epsilon1=0,Epsilon2=0.5
P R R R PR TR Avec Conlrole H 14l Avec Conlrole
12 .................... : T P _
% el = | :
= = A0Rf- e . .......... EETTRPRN
= 2 : : :
= = i : : :
= S o e e e
D% LT PR £ |I : :
=3 TRV SRS | 00 DRSSO PS SOOI ..........
| : z
: : : : : 4 ‘I : : :
asl b L o ARy S 1 b L Pl froes 4
N % oy
| : "J 2 Jll ..................... I|\I ................... e I . ........ -
nl s\ : i : IS N ENTAN /AN
i} a0 100 150 200 280 300 380 0 a0 100 150 200 280 300 380

Temps t

Figure 3.11: (C) Dynamique de S(t).

Figure 3.12: (D) Dynamique de I(t).

FIGURES 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 : Supposons que 7* = 100. Les stratégies de
controle optimal (A), €1(t) et (B), e2(t). (C), le comportement dynamique de
S(t) dans les conditions : sans controle (rouge), avec le contrdle optimal (bleu),
avec traitement uniquement, i.e, £ = 0, €2 = €apmaz (
uniquement, i.e, £o = 0, &1 = €14z (

), avec vaccination
). (D), Le comportement dynamique de
I(t) dans les conditions : sans controle (rouge), avec un controle optimal (bleu),
avec traitement uniquement, i.e, £ = 0, €2 = €apmaz (
uniquement, i.e, eo = 0, &1 = €10 (vert).

Le traitement prend 7* jours. Pendant la simulation, nous prenons le pas de
temps At = A6 = Aa = 0,6. Pour montrer le role de 7" dans le controle opti-
mal, en supposant que 7% = 80, 100 et 120 resp., afin d’effectuer les simulations

numériques (voir les exemples 1-3) sous les conditions initiales données dans le
Tableau 2.

), avec vaccination

Exemple 3.1 Supposons que 7 = 80 jours, avec [’algorithme, nous obtenons
les stratégies de controle optimales pour le systéme (3.32) a laide de Matlab, les
comportements dynamiques du systéme (3.1) et du systéme de controle optimal
(5.82) sont simulés pendant la période [0, 350] jours.

Exemple 3.2 Supposons que 7™ = 100 jours, nous simulons les processus de
controle optimaux pendant 350 jours (Voir FIGURES 3.9, 3.10, 3.11, 3.12).

3.6 Discussion et conclusion

Dans ce chapitre, un modeéle d’épidémie STRV S avec des ages de guérison et de vac-
cination a été étudié. En utilisant le nombre de reproduction de base Ry, nous avons
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prouvé que l'état d’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable
si Rp < 1. Comme le nombre de reproduction de base Ry est une fonction décrois-
sante du taux de vaccination v, il est possible d’éliminer la maladie en augmentant
le taux ©. Si Ry > 1, pour controler la maladie, un probléme de controle optimal
a été étudié, impliquant le cott des stratégies de controle et utilisant le principe du
minimum de Pontryagin. Les résultats montrent que 1’age de la vaccination et 1’age
de rétablissement sont tous les deux présents dans les expressions des variables de
controle optimal et influencent sur 'efficacité du controle optimal.

Les résultats des simulations montrent que

(i) le controle optimal avec la vaccination et le traitement est meilleur que les autres
stratégies.

(ii) l'age de rétablissement affecte sur efficacité des stratégies de controle, c’est a
dire que le controle avec traitement seulement n’a aucun effet lorsque la péri-
ode d'immunité acquise n’est pas supérieure a la période d’'immunité vaccinale,
sinon, il joue un role important dans le controle de la maladie.






Bibliographie

1

2l

ABIA, L.M., LoPEz-MARCOS, J.C. RUNGE-KUTTA METHODS FOR AGE-
STRUCTURED POPULATION MODELS. APPL NUMER MATH. 17.1(1995), 1-17.

ANDERSON, R.M., MAYy, R.M. THE POPULATION DYNAMICS OF MICROPAR-
ASITES AND THEIR INVERTEBRATE HOSTS. PHILOSOPHICAL TRANSACTIONS
OF THE ROYAL SOCIETY OF LONDON. B, BIOLOGICAL SCIENCES. 291.1054
(1981), 451-524.

AUGER, P., LETT, C., AND POGGIALE, J. C. MODELISATION MATHEMA-
TIQUE EN ECOLOGIE-2E ED.: COURS ET EXERCICES CORRIGES. Dunod,
(2015).

BASTIN. G., WERTZ. V. MODELISATION ET ANALYSE DES SYSTEMES DY-
NAMIQUES. LECTURES NOTES, LOUVAIN SCHOOL OF ENGINEERING 31,
(2013).

BELLMAN, R. INTRODUCTION TO MATRIX ANALYSIS. SOCIETY FOR INDUS-
TRIAL AND APPLIED MATHEMATICS, 1997.

BENDER, E.A., WILLIAMSON, S.G. WITH AN INTRODUCTION TO PROBA-
BILITY. LISTS, DECISIONS AND GRAPHS, (2010).

BERETTA, E., CAPASSO, V. ON THE GENERAL STRUCTURE OF EPIDEMIC
SYSTEMS. GLOBAL ASYMPTOTIC STABILITY. COMPUTERS AND MATHEMAT-
ICS WITH APPLICATIONS, 12.6 (1986), 677-694.

BHIRI, B. STABILITE ET STABILISATION EN TEMPS FINI DES SYSTEMES DY-
NAMIQUES. (DOCTORAL DISSERTATION), (2017).

82



BIBLIOGRAPHIE

191

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

BoONNANS, J. F., ZIDANI, H. OPTIMAL CONTROL PROBLEMS WITH PAR-
TIALLY POLYHEDRIC CONSTRAINTS. SIAM JOURNAL ON CONTROL AND OP-
TIMIZATION, 37-6, (1999) : 1726-1741.

BRAUER, F., NOHEL, J.A. THE QUALITATIVE THEORY OF ORDINARY DIF-
FERENTIAL EQUATIONS. INC., NEW YORK (1969).

BRESSAN, A. PiccoLl. B, INTRODUCTION TO MATHEMATICAL CONTROL
THEORY, AIMS SER. APPL. MATH., VOL. 2 (2007).

BREZIS, H. ANALYSE FONCTIONNELLE: THEORIE ET APPLICATION. PARIS :
DoNuD, (1999).

BRITANNICA, ENCYCLOPAEDIA. BRITANNICA CONCISE ENCYCLOPEDIA. EN-
CYCLOPAEDIA BRITANNICA, INC., (2008).

BUSENBERG, S., COOKE, K. VERTICALLY TRANSMITTED DISEASES: MOD-
ELS AND DYNAMICS (VOL 23). SPRINGER SCIENCE AND BUSINESS MEDIA,
(2012).

CLARKE, L. E. ON CAYLEY’S FORMULA FOR COUNTING TREES. JOURNAL
OF THE LONDON MATHEMATICAL SOCIETY. 1.4 (1958) : 471-474.

COOKE, K.L., YORKE, J.A. SOME EQUATIONS MODELLING GROWTH PRO-
CESSES AND GONORRHEA EPIDEMICS. MATHEMATICAL BIOSCIENCES 16.1-2
(1973), 75-101.

COSTE, J., PEYRAUD, J., COULLET, P., AND CHENCINER, A. QUELQUES
PROPRIETES DES SYSTEMES DE VOLTERRA. LE JOURNAL DE PHYSIQUE COL-
LOQUES, 39.C5 (1978): C5-45.

Duan, X.C., Jung, [.LH., L1, X.Z., AND MARTCHEVA, M. DYNAMICS AND
OPTIMAL CONTROL OF AN AGE-STRUCTURED SIRVS EPIDEMIC MODEL.
MATHEMATICAL METHODS IN THE APPLIED SCIENCES 43.7 (2020) : 4239-
4256.

Duan, X.C., YIN, J.F., AND L1, X.Z. GLOBAL HOPF BIFURCATION OF AN
SIRS EPIDEMIC MODEL WITH AGE-DEPENDENT RECOVERY. CHAOS SOLI-
TONS FRACT 104 (2017): 613-624.

FLEMING, W.H., RISHEL, R.W. DETERMINISTIC AND STOCHASTIC OPTI-
MAL CONTROL. SPRINGER SCIENCE AND BUSINESS MEDIA, (2012).

FLEMING, W.H., RISHEL, R.W. DETERMINISTIC AND STOCHASTIC CON-
TROL THEORY. BULL. AMER. MATH. SOC. 82.6 (1975), 869-870.

83



BIBLIOGRAPHIE

22|

23]

[24]

[25]

26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

33

[34]

[35]

FOURNIER, J.C. THEORIE DES GRAPHES ET APPLICATION : AVEC EXERCI-
CES ET PROBLEMES. LAVOISIER, (2011).

GAMKRELIDZE, R.V., PONTRJAGIN, L.S., AND BOLTJANSKLJ, V.G.E. THE
MATHEMATICAL THEORY OF OPTIMAL PROCESSES. MACMILLAN COMPANY,
(1964).

GoH, B.S. GLOBAL STABILITY IN A CLASS OF PREDATOR-PREY MODELS.
BULLETIN OF MATHEMATICAL BIOLOGY 40.4 (1978): 525-533.

GoH, B.S. GLOBAL STABILITY IN MANY SPECIES SYSTEMS. THE AMERICAN
NATURALIST 111.977 (1977): 135-143.

GoOH, B.S. GLOBAL STABILITY IN TWO SPECIES INTERACTIONS. JOURNAL
OF MATHEMATICAL BioLoGy 3(3-4 ) (1976): 313-318.

GUNZBURGER, M.D. PERSPECTIVES IN FLOW CONTROL AND OPTIMIZA-
TION. SOCIETY FOR INDUSTRIAL AND APPLIED MATHEMATICS, 2002.

HAFrFAF, K., RACHIK, M., SAADI, S., AND YOUSFI, N. OPTIMAL CONTROL
OF TREATMENT IN A BASIC VIRUS INFECTION MODEL. App. Math. Scien.
3.17-20 (2009), 949-958.

HALE, J.K. ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS. JOURNAL OF MATHE-
MATICAL ANALYSIS AND APPLICATIONS 26.1 (1969): 39-59.

HETHCOTE, H.W. QUALITATIVE ANALYSES OF COMMUNICABLE DISEASE
MODELS. MATHEMATICAL BIOSCIENCES 28.3-4 (1976): 335-356.

HeTHCOTE, H-W., YORKE, J.A. GONORRHEA TRANSMISSION DYNAMICS
AND CONTROL. SPRINGER, 2014.

HirscH, W.M., HANisCH, H., AND GABRIEL, J.P. DIFFERENTIAL EQUA-
TION MODELS OF SOME PARASITIC INFECTIONS: METHODS FOR THE STUDY
OF ASYMPTOTIC BEHAVIOR. COMMUN. PURE AND APP MATH. 38.6 (1985),
733-753.

HTTPS ://IMAG.UMONTPELLIER.FR /~BAYEN/COURS/MODULE-DOCTORALE—
2016 /PENSE-BETE-PMP.PDF.

IANNELLI, M. MATHEMATICAL THEORY OF AGE-STRUCTURED POPULATION
DYNAMICS. GIARDINI EDITORI E STAMPATORI IN PI1SA, 1995.

KERMACK, W.O., MCKENDRICK, A.G. A CONTRIBUTION TO THE MATHE-
MATICAL THEORY OF EPIDEMICS. PROCCEDINGS OF THE ROYAL SOCIETY OF
LONDON. SERIE A, CONTAINING PAPERS OF A MATHEMATICAL AND PHYSI-
CAL CHARACTER. 115.772 (1927) : 700-721.

84



BIBLIOGRAPHIE

[36]

137]

[38]

[39]

|40]

|41]

42]

[43]

[44]

[45]

[46]

147]

48]

LAJMANOVICH, A., YORKE, J.A. A DETERMINISTIC MODEL FOR GONOR-
RHEA IN A NONHOMOGENEOUS POPULATION. MATHEMATICAL BIOSCIENCES
28.3-4 (1976): 221-236.

LASALLE, J.P., LEFSCHETZ, S. STABILITY OF LYAPUNOV’S DIRECT
METHOD WITH APPLICATION IN ACADEMIC PRESS. NEW YORK, 1961.

LASALLE, J.P. The stability of dynamical systems. SOC. INDUS. APP. MATH,
1976.

LUKES, D.L. DIFFERENTIAL EQUATIONS: CLASSICAL TO CONTROLLED.
MATH ScI ENG 162. NEWYORK: ACADEMIC PRESS; 1982.

PicciniNi, L.C., STAMPACCHIA, G., AND VIDOSSICH, G. LINEAR SYS-
TEMS.ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS IN RN. SPRINGER, NEW YORK,
NY, 1984, 79-131.

PoONTRYAGIN, L.S., BoLTYANSKII, V.G., GAMKRELIDZE, R.V., AND
MISHCHENKO, E.F. THE MATHEMATICAL THEORY OF OPTIMAL PRO-
CESSES, INTERSCIENCE. 1962

SOLIMANO, F., BERETTA, E. GRAPH THEORETICAL CRITERIA FOR STABIL-
ITY AND BOUNDEDNESS OF PREDATOR-PREY SYSTEMS. BULL. MATH. BIOL.
44.4 (1982), 579-585.

SZIJJARTO, L.J. AN AGE-STRUCTURE SIR MODEL FOR CHOLERA EPI-
DEMICS. 2013.

STAHL, J. P., INFECTIOLOGIE, C. H. U., GRENOBLE, U. J. F. LES
ENCEPHALITES INFECTIEUSES. LA REVUE DU PRATICIEN (PARIS), 61.10
(2011): 1353-1357.

THIEME, H.R. SEMIFLOWS GENERATED BY LIPSCHITZ PERTURBATIONS OF
NON-DENSELY DEFINED OPERATORS. DIFFERENTIAL AND INTEGRAL EQUA-
TIONS 3.6 (1990): 1035-1066.

VAN DEN DRIESSCHE, P., WATMOUGH, J. REPRODUCTION NUMBERS AND
SUB-THRESHOLD ENDEMIC EQUILIBRIA FOR COMPARTMENTAL MODELS OF
DISEASE TRANSMISSION. MATHEMATICAL BIOSCIENCES 180.1-2 (2002): 29-
48.

WATSON, R.K. ON AN EPIDEMIC IN A STRATIFIED POPULATION. JOURNAL
OF APPLIED PROBABILITY 9.3 (1972): 659-666.

WIKIPEDIA.

85



BIBLIOGRAPHIE

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

XI1A0, Y., SuN, X., TANG, S., AND WU, J. TRANSMISSION POTENTIAL OF
THE NOVEL AVIAN INFLUENZA A(H7N9) INFECTION IN MAINLAND CHINA.
J. Theor. Biol. 352 (2014), 1-5.

XING, Y., SONG, L,. SUN, G.Q,. JIN, Z., AND ZHANG, J. ASSESSING REAP-
PEARANCE FACTORS OF H7N9 AVIAN INFLUENZA IN CHINA. Appl. Math.
Comput. 309 (2017), 192-204.

YANG, J., MODNAK, C., AND WANG, J. DYNAMICAL ANALYSIS AND OPTI-
MAL CONTROL FOR AN AGE-STRUCTURED CHOLERA TRANSMISSION MODEL.
J. Franklin. Inst. 356.15 (2019), 8438-8467.

YANG, J., XU, R., AND LI, J. THRESHOLD DYNAMICS OF AN AGE-SPACE
STRUCTURED BRUCELLOSIS DISEASE MODELWITH NEUMANN BOUNDARY
CONDITION. Nonlinear Anal: RWA. 50 (2019), 192-217.

ZHANG, J., JIN, Z., SUN, G.Q., SUN, X.D., WANG, Y.M,. AND HUANG,
B. DETERMINATION OF ORIGINAL INFECTION SOURCE OF H7N9 AVIAN IN-
FLUENZA BY DYNAMICAL MODEL. Sci. Rep.4.1 (2014), 1-16.

2012 HUMAN POPULATION DISTRIBUTION OF PROVINCES AND AUTONOMOUS
REGIONS IN MAINLAND CHINA. HTTP://HONGDOU.GXNEWS.COM.CN/
VIEWTHREAD-8235482 HTML.

86



	Préliminaires
	 Quelques notions de stabilité
	Définitions et propriétés
	Ensemble –limite

	Méthodes de Lyapunov, Principe d'Invariance de LaSalle
	Théorie des graphes
	Les espaces de Lebesgue et de Sobolev
	Généralités sur les systèmes dynamiques
	Principe du minimum de Pontryagin (PMP)

	Connaissance de base en épidémiologie
	Introduction
	Brève histoire du le modèle SIR 
	Structure générale d'un système bilinéaire
	Population totale constante
	Cas A: Modèles épidémiques pour lesquels la matrice  est W–antisymétrisable
	Cas B : Modèles épidémiques pour lesquels -[to.+diag(to.-b1(z)z1 z1*,...,-bn(z)zn zn* )to. ]to. SW.

	Population totale non constante

	Conclusion

	Dynamique et contrôle optimal d'un modèle épidémique SIRVS structuré en âge
	Introduction et présentation du modèle
	Analyse mathématique du modèle (3.1)–(3.2)
	Stabilité de l'état sans maladie (DFSS)
	Stratégies optimales d'intervention
	Résultats numériques
	Discussion et conclusion

	Bibliographie

