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Introduction

Dans ce mémoire on présente quelques modeéles mathématiques décrivant 1’évolution de la
maladie du cancer. On a considéré le cas des populations de cellules cancéreuses avec traite-
ment chimiothérapique. Mathématiquement parlant, il s’agit d’étudier un probléme d’équations
différentielles impulsives périodiques. Dans ce mémoire on a étudié la stabilité des solutions
périodiques triviales, et ’existence des solutions périodiques non triviales en utilisant des méth-
odes de bifurcations basées sur la rédaction de Lyapunov-Schmidt.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres, des perspectives et une bibliographie.

Dans le chapitre un, on présente des définitions et des préliminaires nécessaires pour la suite
du mémoire.

Dans le chapitre deux, on considére le cas d’une population cancéreuse dont le modéle est
logistique, avec un traitement chimiothérapique périodique, dans ce chapitre on a étudié les
conditions d’éradication de la maladie.

Dans le chapitre trois, on a considéré le cas d’une tumeur hétérogéne, modélisée par un systéme
d’équations différentielles impulsives, on a considéré le probléme d’éradication de la maladie, et
la stabilité du cas sans maladie.

Dans le chapitre quatre, on a considéré un cas général, ot le modeéle est non linéaire, on a étudié
la stabilité de I’équilibre, et la bifurcation des solutions nontriviales.

A la fin de ce mémoire on donne des conclusions et quelques perspectives, puis une bibliographie.



Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Modéle logistique

Pierre Verhulst [8] a proposé le modeéle logistique suivant:

d]:ift(ﬂ =rN(t) < — ]\;({t)> (1.1)
ol r est le taux de croissance de la population modélisée par N, N étant le nombre d’individu,
et K est la capacité de charge. En général r et K sont des constantes positives.
L’équation (1.1) a deux points stationnaires N =0 et N = K.
Une linéarisation de (1.1) prés de N = 0 montre que l'équilibré N = 0 est instable. La
linéarisation prés de N = K montre que ’équilibré N = K est stable.
La solution analytique de (1.1) est donnée par:

_ N(0)K exp(rt)
K + N(0)(exp(rt) — 1)

N(t) ,t>0.

Nous pouvons vérifier que la population converge vers K quand t tend vers 4o0.

1.2 Equations aux différences

Une équation aux différences du premier ordre est une équation de la forme



Yn+1 = f(nv yn)7 n € N. (12)

L’équation aux différences (1.2) est linéaire si f est une fonction linéaire par rapport a son
deuxiéme argument, sinon elle est non linéaire.

Une solution de I’équation aux différences (1.2) est une suite y,,n > 0, qui satisfait I’équation
(1.2) pour chaque n € N.

En plus de I'équation aux différences elle-méme, il peut également y avoir une condition initiale
Yo = . (1.3)
Dans le cas simple ou f dépend seulement de y,, i.e.

Yn+1 = f(yn)a n e Na (].4.)

On peut calculer la solution y;3 = f(yo) et y2 = f(y1) = f[f(yo)], ainsi de suite, en général on
aura Y, = f(yn—1) = f"(y0)-

Ce procédé est désigné sous le nom I’équation aux différences.

Il est souvent d’intérét primaire de déterminer le comportement du y,, quand n — oo.

Si Y, = Yyn—1 pour tous n, la solution y,, s’appelle solution d’équilibre (solution stationnaire).

1.3 Théoréme des fonctions implicites

Lemme 1.1 [5]
Soient E, F' des espaces de Banach, U (C E) un owvert eta € U. Si f : U — F est différentiable
en a et si f'(a) est un isomorphisme de E sur F, alors f est un homéomorphisme local prés de

a. De plus, Uapplication inverse f~1 est différentiable en b = f(a) et on a (f_l)’ (b) = f'(a)~ L.

Définition 1.1 [5]
Soient E, F des espaces vectoriels normés, U (C E) et V (C F) des ouverts.
f:U — F est continiment différentiable (ou de classe C*) sur U, si f est différentiable en

tout point de U et si f': U — L(E,F) est continue.



f:U —V est un difféomorphisme (de classe C1) de U sur V. Si f est bijective, continiment
différentiable, et si l'inverse f~1:V — U est continiment différentiable.
f:U — F est un difféomorphisme local prés de a € U, s’il existe un voisinage owvert U’ (C U)

de a et un voisinage ouwvert V' de f(a) tel que f est un difféomorphisme de U’ sur V.

Théoréme 1.1 [5]
(Théoréme d’inversion locale) Soient E et F' des espaces de Banach, U (C E) un ouvert et a
€ U. Une application f : E — F de classe C est un difféomorphisme local prés de a, si et

seulement si f '(a)est un isomorphisme de E sur F. De plus, on a

(f—l)/ (y) = f'(x)™ poury = f(x) dans un voisinage de b= f(a).

Preuve:

"= 7 Si f: U — F est un diffeomorphisme local prés de a, on peut dériver 'identité

fY(f(x)) = 2. Ceci donne

Y wf@) =1 (1.5)

avec y = f(x), dans un voisinage de a. Par conséquent, f’(a) est inversible. L’inverse f'(a)~!
:( f _1)/ (b) est une application bornée car f~! est supposée différentiable en b.

7 <=7 : Le lemme précédent implique que f est un homéomorphisme local prés de a. Il reste a
démontrer que f~lest différentiable dans un voisinage de b = f(a). Comme f’(z) est proche de
f'(a) (continuité de f': U — L(E,F)) et GL(E, F) est un ouvert, f’(x) est un isomorphisme
pour tout x dans un voisinage U’ de a. On peut donc appliquer le Lemme précédent a chaque
point = € U’, ce qui implique la différentiabilité de f~! dans V' := f(U").

En dérivant lidentité f~1(f(x)) = x, on obtient (1.5) et donc aussi
pour y € V.

La fonction ( ffl)/ : V! — L(F,E), étant la composition des applications continues f=1, f’ et

(.)71 est, par conséquent, continue. ®

Théoréme 1.2 [5]



(Théoréme des fonctions implicites) Soient E,F et G des espaces de Banach, U (C E) et
V(C F) des owverts et f : U xV — G une application de classeC*. Supposons qu’en un
point (a,b) € U XV on a: f(a,b) =0 et %(a, b) est un isomorphisme de F sur G, alors

(1) Il existe alors un voisinage U’ de a, un voisinage V' de b et une application unique g:
U — V' tels que f(z,g(z)) =0 pour x € U', et

(i1) L’application g : U' — V' est de classe C1, de plus on a

-1
/@) == (Pwae)  Fwow) (16)

Preuve:

L’idée de la preuve consiste a considérer application F': U XV — E x G définie par F(z,y) =
(z, f(z,y)) et d’appliquer le théoréme d’inversion locale. Cette application est de classe C! et
a pour derivée

F'(a,b)(h, k) = <h, %(a, b)h + gzjj(a, b)k) .

De plus, elle satisfait F'(a,b) = (a,0). Puisque %(a, b) est un isomorphisme, F’(a,b) est in-

versible avec

F'(a,b)"! (iL, k:) - (iz, gi(a, b)~L(k — %(a, b)h)) :

Cet inverse est continu car %(a, b) et g—i(a, b)~! le sont. D’aprés le théoréme d’inversion locale,
F est un difféomorphisme de classe C! d’un voisinage de (a,b) sur un voisinage de (a,0). On
peut supposer qu’ils contiennent U’ x V'’ et U’ x W', respectivement, ou U’, V' et W’ sont des
voisinages de a, b et 0 € G. On peut supposer que F'~1 (U’ x {0}) € U’'xV". Le diffeomorphisme
inverse F~! est de la forme F~!(z,2) = (z,§(z, 2)) et on a donc f(z, §(x, z)) = z. L’application
g(x) := g(x;0) est 'application recherchée.

Comme F~!(z,2) est de classe C~!, les applications §(z,2) et g(z) := §(x;0) sont aussi de
classe C'. On obtient finalement la formule (1.6) en dérivant lidentité f(x,g(x)) = 0 par

rapport a z. ®



1.4 Théorie de bifurcation

Dans beaucoup de problémes non linéaires on est confronter au probléme d’existence de so-
lutions multiples, dans certaines cas on dispose d’un parameétre p pour détecter d’éventuelles
nouvelles solutions en le faisant varier. Du point de vue mathématique, on est mené & consid-
érer une équation fonctionnelle f(u,u) =0, avec f(u*,0) = 0. La théorie de bifurcation traite
Pexistence des valeurs p* pour les quelles les solutions non triviales (u,u) s’embranchent non

loin des solutions triviales (u*,0).

Définition 1.2 [1]

Soient X, Y deux espaces de Banach. On considére l’équation de la forme
f(p,u) =0 (1.7)
ot f: R x X =Y est telle que
f(p,0)=0 Yu € R.
La solution u = 0 s’appellera la solution triviale de (1.7). L’ensemble

Z:{(,u,u)ERXX:u%O, f(u,u) =0}
S

s’appellera 'ensemble de solutions non triviales de (1.7).

Définition 1.3 [3]
Soit f € CY(R x X,Y),0n suppose que f(p,0) = 0 pour tout y € R. Le point (u*,0) € R x X

est dit un point de bifurcation s’il existe une suite {(j,,un);n € N} (C R x X) telle que
f(po, un) =0 et wu, #0 pour tout n €N,

limy oo pty, = 1% et limy_ o0 up = 0.

On dit aussi que p* € R est une valeur de bifurcation.

10



Remarque 1.1

Le probléme principal de la théorie de bifurcation est d’établir des conditions pour avoir un point
de bifurcation.

Si f € CYR x X,Y), une condition nécessaire pour que u* soit un point de bifurcation peut

étre immédiatement déduit du théoréme des fonctions implicites.

Proposition 1.1 [1]
Si y* est un point de bifurcation de (1.7) alors f, (u*,0) € L(X x Y) n’est pas inversible.

Preuve:
Si f;(u*,O) est inversible, le théoréme de fonction implicite implique ce localement prés de

(1*,0), la solution unique de f(u,u) =0est u=0. m

1.5 La réduction de Lyapunov-Schmidt

Soit f € C%(R x X,Y) et soit pu* € R tels que L = £, (1*,0) n’est pas inversible.
Soit V = Ker(L) et R=ImL.
On suppose

(V) V a un complément topologique W dans X.

(R) R est fermé et a un complément topologique Z dans Y.
si (V) et (R) sont vérifiées alors (W et Z sont fermés) et X =V oW, Y =R® Z.
En particulier, pour n’importe quel © € X il existe un unique v € V et w € W tels que u = u+w.
De méme, on peut définir les projections conjuguées P, () de Y sur Z et R respectivement.
Soient u = v+ w avec v € P et w € @ alors le systéme Pf(u,v+w) =0, Qf(u,v+w) =0 est
équivalent a (1.7).

La derniére équation s’appelle I’équation auxiliaire.

1.6 La stabilité d’un point fixe d’une application

Dans ce qui suit, £ dénote un espace de Banach sur R ou C.

Définition 1.4 [7]

Le point fize 0 d’une application f : E — E est Lyapunov stable si pour chaque voisinage U de

11



0, il existe un autre voisinage V (C U) de 0 tels que
"V =f(f"Hv(cU) van>o0.

Définition 1.5 [7]

Le point fixre O de f: E — E est asymptotiquement stable s’il est Lyapunov stable et s’il existe
V tels que f™"(x) — 0, pour n — +oo.

Le point fixe 0 est exponentiellement stable si AV ouvert voisinage de 0, v > 0 et K € (0,1)

tels que 0 est Lyapunov stable et Vo € V|| f"(z)||p < vK", n — oo.

Définition 1.6 [7]
Le point fixre O de f: EE — E s’appelle Lyapunov instable, s’il n’est pas Lyapunov stable.

Ceci signifie que -3 € > 0 tels que V§ > 0, 3 x avec ||z|| < § et 3 n >0 avec || f"(z)] > €.

Théoréme 1.3 [7]
Soit f : E — E une application différentiable en 0 avec f(0) =0, et soit f (0) = L € L(E) son
dérivé de Fréchet o 0. Si le spectre de L se situe dans un sous-ensemble compact de la boule

unité, alors 0 est exponentiellement stable.

Preuve:

OnallLl|= K < 1.

Ve > 0,36>0 tels que |lz]| <d

= f(2) = Lo+ R(z) avec |R(2)] < e al].

Par conséquent ||[F(z)|| < (k+¢) ||z .

Poure <1—Fk,ona (k+¢) <1, dou
1" (@) < (k +¢)" [[z]| — 0, quant n — oo,

ainsi 0 est exponentiellement stable. m

12



1.7 Les flots définis par des équations différentielles ordinaires

Soit I’équation differentielle linéaire & coefficients constants
X=AX ; X(0)=Xp (1.8)

La solution est donnée par X (t) = exp(At) X, et elle est définit sur R tout entier.Soit ’application
®:R—R
t — D(t, o) = exp(At)xg
On a ®(0,z9) = zo, ® (t + s,209) = (¢, P (s, 20))

Remarque 1.2
O(.,z0) est la trajectoire de la solution qui passe par xg. Si on fait varier xqy et t, on obtient ce

qu’on appelle un flot.

Dans cette partie on définit le flot ®; du systéme non linéaire

i = f(a) (1.9)

On désigne par J(zg) = (o, §) Uintervalle maximale d’existence de la solution de

(1.10)

Définition 1.7 [6]

Soit E un owvert de R, f € CY(E), pour xg € E on note par ®(t,z0) la solution de (1.10)
définit sur son intervalle mazimale J(xo)

Pour t € J(xo) Uensemble des applications ®(zg) = P(t,x0) s’appelle le flot de l'équation
differéntielle © = f(x).

Remarque 1.3
L’application ® : J(xg) — R", t — ®(t,x0), représente une trajectoire, passant par xo @

ltnstant 0.

13



Théoréme 1.4 [6]
Soit f de classe C* sur un ouvert de R™, alors pour xg € E, t € I(z0) et s € J(®(x0)), on a
s+te J(xg) et Psii(mo) = Ps(Py(x0))-

1.8 Le rayon spectale

Définition 1.8 [11]

Si A = M,(C) est l'algébre des matrices carrées complexes de taille n X n, le spectre d’une
matrice a € A est l’ensemble des valeurs propres de la matrice, mais dans le cas plus général ou
A = L(X) est l'algébre des endomorphismes d’un espace de Banach X de dimension infinie, il
est important de savoir tout de suite que o(T'), pour T € L(X), est en général plus grand que

l’ensemble des valeurs propres (qui peut étre vide, alors que le spectre n’est jamais vide).

1.9 Théoréme de Schwarz

Théoréme 1.5 [4]
Si f appartient o C*(U, F), on a, pour tout (h,k) € E? :

Dy(Dy.f) = D(Dnf)

En particulier si f € C?(U, F), on a pour tout (i,j) € [1,;0]2 :

0% f B 0% f
8a:j8xi - 635183:3

14



Chapitre 2

Un modéle logistique de la
chimiothérapie périodique avec la

résistance du médicament

Les effets de la résistance du médicament sont étudiés en prolongeant le modeéle logis-
tique, avec traitement chimiothérapique périodique. Ceci est fait en changeant la limite dans
I’équation logistique qui décrit les effets chimiothérapiques & en fonction décroissante par rap-
port au temps ou par rapport a la dose. Plus spécifiquement, si la limite représentant les
effets chimiothérapiques est une fonction décroissante par rapport au temps, ceci décrit la ré-
sistance acquise due aux mutations aléatoires en cellules cancéreuses, et si la limite est une
fonction décroissante par rapport & la dose, alors on a une résistance induite par les médica-
ments chimio-thérapeutiques.

En comprenant les effets cinétiques d’une résistance des médicaments, on peut dériver des
critéres de base pour déterminer l'efficacité d’'une combinaison particuliére des médicaments a
administrées pour que la masse de la tumeur ne soit réduite, sinon une majorité des cellules

sont résistantes au régime des médicaments.

15



2.1 Le modéle

On considére le modele logistique pour décrire la croissance de la masse d’une tumeur z(t),
et on modélise les effets des médicaments chimiothérapiques en variant périodiquement le taux
de croissance de la Masse de la tumeur.

Le modele proposé par Panetta [13] est sous la forme suivante

dzgf) = ra(t) ([1 — ;bi(t)di(n,t)] - m(t)> ;o nT<t<(n+1)T. (2.1)

Ces parameétres sont définis comme suit

r : le taux de croissance de la masse de la tumeur en I’absence de la chimiothérapie,

bi(t) : les effets périodiques du médicament 1,

n : le nombre de dose,

di(n,t) : les effets de la résistance provoqués par le médicament ¢ (qui est une fonction décrois-
sante), et

7 : la période entre deux doses successives.

Remarque 2.1

Quelques formes pour b;:

b; nt <t<a; +nr,
(1) bi(t) =
0 a;+ nt <t<(n+1)T,
(2.2)
(2) bi(t) = bjexp (—a;(t —nT)), nt <t<(n+1)r, (2.3)

(3) bi(t) = bi(exp (—ai(t —n7)) —exp (—ci(t —n1))), nt <t<(n+1)7, ¢ >a (24)

Dans l’équation (2.2) la fonction b; constante qui dans la premiére partie de la période, puis il

n’y a aucun effet pour la deuxiéme partie de la période.

16



Dans l’équation (2.3) la fonction exponentielle qui a au commencement des effets fortes qui
se délabrent avec le temps exponentiellement, et dans [’équation (2.4) la fonction exponentielle
modifiée, qui a des effets minimaux au commencent, puis elle croit rapidement exponentielle-

ment avant qu’elle ne commence & se délabrer exponentiellement.

On considére d;(n,t) comme une fonction de n , indépendante du temps ainsi, on a une
résistance induite.

On considérera les deux formes suivantes

1

di(n) = <1 0 >0, 2.5

)= < Yo (2.5)
1

di(n) = S <1 ~ism > 0. (2.6)

Pour n = 0 (la premiére dose), il n’y a pas d’effet de résistance, mais quand n augmente d;(n)
diminue, et une fois multipliée par b;(t) V'efficacité du médicament est réduite
Pour I’équation (2.6) le parameétre -y; peut directement se rapporter aux pourcentage des cellules

induites par dose (qu’on notera («;)) i.e.

— ln(l — Ozi)

= — 2.

Par conséquent, si «; = 0,5(50% des cellules cancéreuses incitées par dose), alors 7; = 1,et si

a; = 0,01(1% de cellules cancéreuses incitées par dose), alors v; ~ 0,0145.

Théoréme 2.1 [13]

La solution de l'equation (2.1) est de la forme suivante:

z(0) exp (r fot (1=>"", bi(s)di(n)) ds)

z(t) = ,
®) 1+ z(0)r fot exp (r fos (1 =300 0:(8)di(n)) d§) ds

17



Preuve:

Soit ’équation suivante

‘C%’ - ([1 —;bi(t)di(n)] —x(t))
= ra(t) ([1 - Zbi(t)d,(n)D —rz?(t)
=1
On a
exp (—r / (1 =S bz(s)di(n)) ds> % _ra(t) ([1 =S bz(t)dl(n)]>
0 =1 =1
= —raz°(t)exp (—r/o <1 - ;bz(s)dz(n)> ds)
Donc
d(z(t)exp (—r [T (1= 2", bi(s)di(n)) ds t m
( ( 0 7 - )> = —rz?(t) exp (—1"/0 (1 - ;bz(s)dl(n)> ds> .

On prenant y(t) = z(t) exp (—r fg (1 =327 bi(s)di(n)) ds) , alors si y(t) # 0, on a

/Ot d;g((g)ds _ /Ot rexp (7’ /0 (1 _ Zf;bi(f)di(n)> d§> ds
—@m) 1y = —r /Ot exp (r /0 (1 - gbi(g)di(n)> df) ds
o) - woy™ = f exp ( | (1 - ;bi@di(n)) d£> ds
)™ = o)+ ’r/ot exp (r /0 (1 — gbi(f)di(n)> d§> ds

1
v = (y(0) ™" +7 [y exp (r f3 (1= 320 bi(€)ds(n)) d€) ds
we) = s

L+ y(0)r fyexp (r f5 (1= X0, b:i(€)ds(n)) d€) ds
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Donc

~ a0)ep (7" JEa = bis)di(n)) ds)
1+ 2(0)r [y exp (r [ (1— S0, bi(€)ds(n)) d€) ds

x(t)

On utilise cette solution et le fait que b; est 7—périodique, on trouvera une équation aux
différences qui d’écrit ’état des cellules cancéreuses au début de chaque période.
L’équation (2.8) décrit la croissance de la masse de la tumeur au dessus de chaque période (en
remplacant z(0) par xg) ol zg est la masse des cellules au début de la période.

L’équation aux différences qui décrit ’état de la masse de la tumeur aprés la n®"¢ dose est

B exp (r [0V (1= ST bils)di(n) ds )

Ln+1)r = )T B - . (29)
Va,r [T exp (r [ (1= X7, bi(€)di(n)) d€) ds
la valeur moyenne de b; est donnée par
1 T
(bi(t)) = / bi(t)dt. (2.10)
T Jo

Définition 2.1 [13]
On définit maintenant une condition qui d’écrit 'affaiblissement de la masse de la tumeur.

Ceci se produit si [1 —> """ (bi(t)) di(n)] <0, i.e.
3 (bi(t)) di(n) > 1 (2.11)
i=1

Remarque 2.2
La condition (2.11) se tiendra seulement pour un nombre fini de dose en raison du d;(n). Ainsi

la masse de cancer pourra se reproduire quand la condition (2.11) n’est plus vérifiée.

2.2 Le NADIR pour la fonction canstante

Proposition 2.1 [13]
Considérons le cas spécial ou b; est de la forme (2.2) et d; est de forme (2.5) et (2.6) respec-

tivement.on envisage d’employer un seul médicament chimiothérapique (i.e.i = 1). Dans ce cas
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on a

by —
NADIR=E {““T} : (2.12)
nT
qui désigne la partie entiére de ‘“f;l%,
on a
by —1
NADIR=p |27 1 (2.13)
In(1 — ay)
Preuve:
Soit by (£) by nt <t <a;+nT,
1 1 =
0 ap+ nr <t<(n+1)7
_ 1
et dy(n) = dl(m—wfl Tm 20,
di(n) = 2’Y1”1 <1 Y11 2 0,
avec (by(t)) di(n) >
on a — n+1a1b1 > T, 271na1b1 > T.
Dot on an < UB=T < WM o NADIR = E[albl T] NADIR = E{%} n

2.3 Remarques générales

A partir des équations (2.12) et (2.13) (de méme dans les autres cas), les paramétres prin-
cipaux du modele pour déterminer efficacité du médicament sont la période et la force de
médicament (7, a;, b;), et le degré de résistance (7; ou ;).

L’état (2.12) du NADIR peut étre trés utile parce qu’il permet de calculer le degré de résistance
«; pour un médicament ol une combinaison spécifique des médicaments. On peut alors déter-
miner la meilleure méthode de fournir la chimiothérapie pour tenir compte de la plus grande
réduction de la tumeur.

Ce modéle adopte une position implicite de résistance au médicament. Il n’examine pas directe-
ment les cellules cancéreuses sensibles et résistantes en tant que deux compartiments différents.
Ce modele prouve que méme avec une équation générale telle que la croissance logistique, on
peut qualitativement assortir des résultats cliniques. Ceci peut aider & donner une meilleure

idée sur la fagon de la résistance aux régimes chimiothérapiques.
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Chapitre 3

Un modéle mathématique de
chimiothérapie, cas de la résistance

aux médicaments.

Dans ce chapitre le modéle mathématique est développé pour décrire la croissance d’une
tumeur hétérogeéne. L’aspect principal du modeéle est qu’il tient compte de la résistance induite
au médicament. Le modéle mathématique est un systéme de deux équations différentielles
ordinaires qui décrit la croissance du cancer avec les effets de la chimiothérapie. Le modéle
est analysé pour déterminer les parameétres critiques, pour avoir établir un traitement efficace,
comment une combinaison chimiothérapique devrait étre fournie, et comment ce modéle peut
aider & développer des traitements chimiothérapiques plus efficaces.

L’une des causes importantes de ’échec des traitements chimiothérapiques du cancer est le
développement de la résistance aux médicaments. Si un autre médicament résistant n’est pas
disponible, alors le cancer peut se développer et tuer le patient.

Avec ces modeles, on espére trouver des méthodes plus efficaces de livrer des médicaments

quand les cellules cancéreuses résistantes a la drogue sont présentes.
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3.1 Le modéle

Le modele général d’une tumeur hétérogeéne avec la résistance induite proposé par Panetta[12]

est de la forme

%" = [r1 — dr(t)] 2, (3.1)
% = bldl(t)l‘ + [’I“Q — dg(t)] Y, (32)

ou

x représente la masse des cellules sensibles,

y représente la masse des cellules résistantes,

0 < b; <1 est le taux d’induction da & la chimiothérapie sur les cellules sensibles. Ce taux
d’induction peut s’étendre presque de zéro a 50% de survie des cellules sensibles,

dy(t) et da(t) sont des fonctions périodiques de période 71 et T2, respectivement, qui représentent
le taux des cellules perdues dt a la résistance au médicament,

Si y est totalement résistante alors da(t) = 0,

Pour facilité la notation on note par A le médicament efficace contre des cellules x, et par B le
médicament efficace contre les cellules vy,

L’équation (3.1) est découplée de 'équation (3.2), ainsi on peut examiner ’équation (3.1) , puis

déterminer la dynamique de I’équation (3.2).

3.2 Cas de thérapie impulsive

Une méthode convenable de simplifier le modeéle est de considérer que les effets du médicament
sont instantanés, décrivant une réduction immédiate de la masse de cellules aprés chaque dose.

Une modele, avec une légére modification des équations (3.1) et (3.2), est de la forme

X i (33)
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=Ty (35)

Vi = F(D)yr + AVG | f(D)F(D)| R(D)a, (3.6)

x(t), ou

avec z) = x(ntt) = z(t;)) = lim, >

Z,- et y, représentent les masses des cellules juste avant la né" dose chimiothérapique,
x}, yt . représentent les masses de cellules juste apres la n°™¢ dose chimiothérapique,

n : le nombre de dose; 7 est la longueur de la dose,

f(D): représente la fraction des cellules sensibles survivant au médicament A,

f (D) : représente la fraction des cellules résistantes survivante au médicament B,

R(D) représente le pourcentage des cellules induites a la résistance en fonction de la dose.
Dans 'équation (3.4), f(D)(1 — R(D)) représente le pourcentage des cellules sensibles qui
survivent a la n™¢ dose du médicament A et lui demeurant sensibles,

AVE [ f(D)f (D)} R(D) représente le pourcentage des cellules sensibles qui survivent a une

moyenne pesée des médicaments A et B & la n®™¢ dose, et deviennent résistantes.

Définition 3.1 [12]

La moyenne pesée est définie par

AVG [(D)F(D)| = f2(D) (D) (3.7)

Remarque 3.1

Si o =0, alors A n’a aucun effet sur les cellules induites, mais si « = 1 alors le médicament
B n’a aucun effet sur les cellules induites.

En labsence de la chimiothérapie les deux sous populations se développent exponentiellement et
mdépendamment par conséquent la seule interaction entre les deux populations dans ce modéle
spécifique et par les cellules sensibles étant induite o la résistance par les médicaments chimio-

thérapeutiques.
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Définition 3.2 [12]

On note par (di(t))r, la valeur moyenne de dy elle est donnée par

1 [T
(di())y, = — [ dy(t)dt,i=1,2.....

Ti Jo

On peut d’abord considérer la condition qui ménera a la structure des cellules sensibles. En

résolvant 1’équation (3.3) sur l'intervalle nT < ¢ < (n+ 1)7, on obtient
x(t) = xprexp (r1(t — n1)) (3.11)

ol x,, est la masse des cellules sensibles au temps nr(i.e. la valeur initiale sur l'intervalle
donné).Tenant compte de I’état impulsif pour I’équation (3.4), on obtient I’équation aux dif-

férences suivante

Ty = F(D)(L = R(D)) exp(r17)sr (3.12)

Ce qui décrit I’état des cellules sensibles au début de chaque dose. Ainsi la condition pour que

les cellules sensibles soient détruites est
f(D)(1 = R(D))exp(riT) <1 (3.13)
La résolution de (3.5) sur l'intervalle nT <t < (n + 1)7, donne
Y = Ynr exp (ra2(t — n1)) (3.14)

oll Y, est la masse des cellules résistantes au temps nr.

Dans ce cas I’équation a différences décrivant I’état des cellules résistantes est

Yoreyr = | F(DYyr + AVG | F(D)F(D)] R(D)ar, | exp(rar) (3.15)

La condition pour que les cellules résistantes soient détruites est

f(D)exp(rer) < 1 (3.16)
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Remarque 3.2
On peut voir que des doses plus fortes (un plus petit f(D) et f(D) et périodes plus courtes sont

meilleurs)

3.3 Nadir

Si les deux conditions (3.13) et (3.16) sont vérifiées alors la tumeur sera éradiquée. Mais
dans beaucoup de cas f(D) = 1(i.e., résistance totale) ou au moins la condition (3.16) ne se
tient pas, i.e les médicaments ont peu ou pas d’effet sur les cellules résistantes. Dans ce cas, il
est important de connaitre combien de doses de médicament peuvent étre administrées avant
que toute la masse de la tumeur cesse la régression, ce nombre de dose s’appelle le NADIR.

Mathématiquement, le NADIR est la valeur de n (nombre de dose) tels que

Int 4 (3.17)

Tnr

Etant donné que tous les autres parameétres sont fixes, et x et y sont explicites pour ce modéle,
on peut analytiquement trouver le NADIR.

En effet, on a

Y(n+1)r . ]E(D) Ynr
ro — FDY0 - By P2 (3.18)

AVG [f(D)f(D)| R(D)
F(D)(T = R(D))

exp ((rg —r1)7) .

Faisant les substitutions suivantes

Uy = zﬂ (3.19)
o= f(D)(J; @R(D)) exp ((ra — 11)7), (3.20)

AVG[f(D)f(D)|R(D
et & = f([D()(l)—g%(J):])))( ) exp ((re — r1)7),
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D’oti on a

Uni1 = OU, + &

i.e.
U =00+ 2,
U2:@Ul+‘1>:@(@U0+(I>)+<I>:@2Uo+@q)+q),

(3.21)

Uz =0Uy + & = 0(0%Uy + 00 + @) + & = 03U, + 029 + ,

et ainsi de suite. Pour tout n € N, on a

Upy=0"Up+(1+0+0%+ ...

qu’on peut mettre sous la forme suivante

1-em
1-0

U, =0"Uy+

Pour trouver le NADIR, on prend U, =1, d’ou
0"Uy + %@ = 1, par suite on a

eO"Uy + %CI) - ﬁ@ = 1. Donc

O"Up + 5P =1+ g2, ie.

o [U + | = €527, Don

_ 6491
0" = oo re- Alors
O0+P—
n= %. Ainsi
€] _
NADIR=E [W 1
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Chapitre 4

Modéle mathématique non linéaire
pour une tumeur hétérogénes avec

une thérapie impulsive

Dans ce chapitre, on étudié des équations différentielles non linéaires modélisant la chimio-
thérapie d’une tumeur hétérogéne. On considére le cas de plusieurs médicaments avec des effets
instantanés.

On tient compte des interactions entre les cellules sensibles et les cellules résistantes au médica-
ment. On s’intéresse a la stabilité des solutions. On étudie également la perte de stabilité et la
bifurcation des solutions non triviales.

L’une des principales causes de ’échec du traitement chimiothérapie du cancer, est le développe-
ment de sa résistance. Il y a, en général, deux types de résistance, la résistance acquise issue des
mutations cellulaires, et la résistance induite issue de 'utilisation chimiothérapique. Les deux
types de cellules résistantes de la tumeur sont physiquement complétement différentes. On ex-
amine un modeéle mathématique non linéaire, décrivant la dynamique d’une tumeur hétérogéne
constituée de deux compartiments, les cellules sensibles et les cellules résistantes aux médica-
ments.

Dans ce travail, on traite des équations différentielles impulsives non linéaires modélisant la

chimiothérapie des plusieurs médicaments avec des effets instantanés, représentés par les im-
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pulsions. On tient compte des interactions entre les cellules sensibles et les cellules résistantes

aux médicaments, ceci justifie les non linéarités dans les équations impulsives.

4.1 Le modéle

On considére le modéle suivant

T =ri(z,y)z, (4.1)
Y= 7’2(1’, y)?/? (42)
a:(t:{) = nn(Da-r(tn)vy(tn))a (4'3)
y(ty) = 0n(D, z(tn), y(tn))- (4.4)

ou

D est la dose du médicament administré,

x,y sont respectivement, la biomasse des cellules sensibles et des cellules résistantes,
ri(z,y),r2(z,y): sont, respectivement, les taux de croissance des cellules sensibles et les cellules
résistantes.

Les valeurs n,, (D, z(t,), y(tn)) et 0,(D, z(t,), y(t,)) sont respectivement la biomasse des cellules
sensibles et des cellules résistantes qui survivent aprés qui la n®™¢ dose D du médicament est
administré au temps t,,.

La suite (t,) est strictement croissante.

On pose I, := (1,,,0n), I, est positif et le quadrant positif est invariable par le flot associé a
(4.1) — (4.2), noté par & = (@1, ).

Les fonctions r1,79,n,,,0n pour n € N* sont considérées assez réguliéres.

Notre but est d’étudier le cas que plusieurs médicaments administrés un par un, dans l’ordre,
avec une certaine période T : Le médicament 1 est administrée au temps t;, Le médicament 2
au temps to et ainsi de suite jusqu’au le dernier médicament n.

On considére le cas deux médicaments, le cas général se traite de la méme fagon. Dans ce cas

la période est T' = ts.
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La tumeur est constituée par des cellules sensibles et des cellules résistantes, 1’évolution de
leur biomasse est égale a la biomasse des cellules sensibles z(¢1) et la biomasse des cellules
résistantes y(t1).

Quant une dose D du médicament A est administrée au temps ¢ la biomasse de la tumeur
devient a(t]) + y(t]) = m (D, 2(tr), y(tr)) + 01 (D, a(tr), y(t1))-

Le médicament élimine seulement une petite fraction de la biomasse de cellules résistantes.
Pour réduire une biomasse significative des cellules résistantes, on administre une dose D de
médicament B au moment ¢ = to, %9 > t1. Et reprend le méme processus par le médicament A

au temps périodiquement jusqu’a 1’éradication de la tumeur.

Remarque 4.1

On assure que le médicament n’a aucun effet en cas d’absence de la tumeur, i.e.,
M,(D,0,y) =0, Vy,DeR, (4.5)

0,(D,0,0)=0, V¥DeR. (4.6)
Alors la fonction (z,y) = (0,0) vérifie le systéme (4.1) — (4.4), qu’on appellera triviale.

Définition 4.1 [9]
On dit que Z = (x,y), est une solution de (4.1) — (4.4), si elle est to—périodique, et elle vérifie,
respectivement, (4.1),(4.2) sur Uintervalle (0,t1) U (t1,t2) et (4.3),(4.4) en t;.

Soit @ le flot associé a (4.1) — (4.4), on a Z(t) = ®(t,Zp), pour 0 < t < t1, et Z(t) =
O(t, 11(D, ®(t1, Z0))), pour ty <t < ts.

Lemme 4.1 [9]
Soit ® le flot associé a (4.1) — (4.2) alors on a

Dy (t,z9) = moexp

(
s

/ t (el ()
(2(5), 4(5)

/0 “ )ds)

@2 (ta yO)
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Preuve:

Soit @, le flot associé¢ a (4.1), de (4.1) an a

& = r1(x(t), y(t))z(t),

),
/ot d;w - /Ot r1(z(s),y(s))ds,

In [(s)[}, = /0 r1(2(s), y(s))ds,

si 2(0) # 0 = In ;E:((é)‘ = /Ot r1(z(s),y(s))ds
;:((é)’ = exp </0t Tl(q:(s),y(g))d3> ’

oft) = s0)exp | t (o) y(e))ds ).
D’ou

@, (1, 0) = mo exp ( / t m(x(s),y(s»ds) ,

de la méme fagon, on trouve

(ta0) = e ([ t ra(als)u(s))ds ).

4.2 Stabilité

Théoréme 4.1 [9]

Si Z = (x,y) est une solution de (4.1) — (4.4) avec la condition initiale Z(0) = Zy alors on a

Z(t;) = IQ(Dv <I>(t2’ Il(Dv (I)(tla ZO))) = 2o

Preuve:

Si Z est une solution to— périodique alors Z(t3) = Zo = (w0, v0)-et Z(t3) = (x(t5),y(t5)).
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de (4.3), on a z(t] ) = no(D, x(t2),y(t2)) et de (4.4), on a y(tg) = O2(D, z(t2), y(t2)).
D’ou

Sur (0,%1) on a

et

(4.9)
De (4.8) et (4.9) on a

rg = (D, Py(ta, (D, Pi(t2, w0), Pa(ta, yo)), 01(D, P1(t2, z0), P2(t2, 40)),

Do (ta, 1 (D, P1(t2, w0), P2(t2, Y0)), 01(D, P1(t2, 7o), P2(t2, 10))))-

et

Yo = 02(D,@1(ta, (D, P1(ta, z0), Pa(ta, yo0)), 01(D, P1(t2, o), P2(t2,40)),

D (t2,m1(D, 1(t2, 20), Pa(t2, Y0)), 01(D, P1(t2, 7o), P2(t2,%0))))-

Ainsi, on a

Z(ty) = I2(D, ®(t2, 1(D, ®(t, Z9)))) = Zo

Soit I' = (I'1, I'2) défini par

(D, Z) = I(D, ®(ts, [ (D, d(t1, 2)))). (4.10)
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Une solution ta—périodique de (4.1) — (4.4) est un point fixe de I'(D, .).

Théoréme 4.2 [7]
Zy est stable si le rayon spectrale de la dérivée du T'(D,.) en Zy est plus petit que 1,i.e.

Preuve:
L’opérateur I'(D, .) est définit par
I'(D,.)R? — R?
Z (D, Z) = (D, ®(ts, I;(D, ®(t1, 2)))).
I'(D,.) est différentiable en Zj et satisfait I'(D, Zp) = Zp.
Soit %(F(D, Zy)) = L € L(R?) la dérivée au sens de Frechet en Zj tel que || L < 1.

Ve > 0,36>0tels que [|z]| <6

= I'(D,Z) = Lz+ R(z) avec ||R(2)|| <e|lz|-

ona |[I'D,Z)|| < (kE+¢)|z|, poure <1—k.

ona |[I"™(D,Z)|| < (k+¢&)"||z]]| — 0, quant n — oo, d’ou Zj est exponentiellement stable. ®

Théoréme 4.3 [9]

La solution triviale est stable si

%’f(p,o)%@(a 0)‘ < exp (—71(0,0) t2) (4.11)
et

‘8;;(1), o)a;yl(D, 0)' < exp (—72(0,0) t2) (4.12)
Preuve:

La solution triviale Zy = (zo,yo) = (0,0) du (4.1) — (4.4), et on a

L(D, Zy) = Iy(D, ®(ty, 11 (D, ®(t1, Zo))))
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Pour avoir la stabilité du point fixe il faut que p(a%F(D, Zy)) < Lli.e. max(|A1], | 2|) < 1.
D’ou

(D, Zy) = I2(D, ®(t2, [1(D, ®(t1, Zp)))) = (I'1,'2)

= Iy(D,®1(t2,n; (D, ®1(t2, 20), Pa(t2, 20)), 01 (D, P1(t2, 20), P2(t2,, 20))),

®2(t27 nl(Da (I)l(t27 ZO)? q)Q(t?v ZO))? 01(D7 (Dl(t?a 20)7 @Q(t% ZO)))‘

Donc

I'i(D,(z0,y0)) = no(D, P1(ta, n (D, P1(t2, 20), P2(t2, 20)), 01(D, P1(t2, 20), P2(t2, , 20))),

(I)Q(tg, 771(D, <I>1(t2, Zo), (I)g(tg, z())), 01(D, (I)l(tg, ZU), (I)Q(tg, Zo))))

et
FZ(Da(xmyO)) = 02(D7q)l(t27771(D7¢'1(t2720)7(I)Q(t27zo)ael(Dv(I)l(t2720)7q)2(t2720>)7
Do (t2,m1 (D, P1(t2, 20)), Pa(t2, 20), 01(D, P1(t2, 20), P2(t2, 20))))-
D’ou
9 d
0 1(D, 7)) 2Ty(D,7
D,T(D. Z0) = 3;0 1( 0) ago 1( 0)
aegL2(Ds Zo)  5,-T2(D, Zo)
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Calculons  22-T'1(D, Zo), 32=T1(D, Zo), 52-T2(D, Zo) et 52=Ta(D, Zo).

1)

B 0

87F1(D Zy) = . (n2(D, ®(t2, I (D, ®(t1,20,%0)))))
0 0

— (D Blta, (D, Bt o, 1)) X { a2, 1D, D001, 0 0)
| e (D (01 (0,30)) X (1, (0,0))
gDt (20, 0) - altr (oo, 10)
g 162 11D, (01, (20, 30) | 501D, Bt (. )) X (1, G, o)
3229 (D, ®(t1, (x0,90)))) X —CIJQ (t1, (x0,v0) ]}
5, (1D D(e2 (D, (s, (o, )  { - alta, (D, (e, G, 0)
| g (D B(t1, (w0, 50))) X a1, (50, 0))
gy (D B, (a0, 30)) X 5 alts, (20, 0)

+3891‘I)2(t2,11(D,<1)(t1 (z0,¥0)))) X [91(17 ®(t1, (z0,%0)))) ¥ 7@1(151 (z0,%0))

(
+a§>201(D ®(t1, (20, 30)))) X *‘1)2 (b1, (70, 50) H

On a besoin de calculer a%oiﬁl(tl, (x0,Y0)), ayo(pl(tl (0, Y0)), 3350 Do (t1, (z0,y0)) €t W@g(tl (0,%0))-
De (4.1) et (4.2), 0n a

gt ((®1, ®2) (t1, (0, %0)))

= (r(z,y)z,ra(x,y)y) = (r1(P1 (t1, (0, y0)) , P2 (t1, (z0,v0))) P1 (t1, (w0, %0))

r2(®1 (t1, (z0,%0)) , P2 (t1, (0, %0))) P2 (t1, (w0, Y0)))-
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En dérivant les deux cotés, on obtient

Dy, <a(‘1’(t1,($o,yo)))> = Dz, (r1(®1 (t1, (z0,%0)) » P2 (t1, (0, ¥0))) 1 (t1, (0, %0)) ,

ot
r2(®1 (1, (w0, %0)) » P2 (t1, (20, Y0))) P2 (1, (w0, ¥0))))-

D’aprés le théoréme de Schwarz on a

9 (Dz, (@ (t1, (z0,90)))) = Dz, (11(®1 (t1, (w0, %0)) , P2 (t1, (20, y0))) @1 (t1, (20, Y0)) ,

ot
r2(®1 (t1, (0, %0)) » P2 (1, (20, Y0))) P2 (t1, (%0, %0))))-

D’ou

5t (e (6, 0.0)) = 5 (2 (s (11, (0,0)) B2 (1, (0.00) 1 (01,0,0)).
= 110,05y (11, (0,0)) + 1 (11, (0,0)) 511 (0,0),
o

To

= 7“1(0, O)aioq)l (t17 (Oa 0)) :

0

5 <‘1>1 (1, (0, 0))) = o ((r1(®1 (t1,(0,0)), P2 (t1,(0,0))) @1 (21, (0,0))),

0 0
= (0, O)aT/O(I)I (t1,(0,0)) + @1 (1, (0,0)) 672/07”1(0; 0),

_ rl(o,o)aa%@(tl,(o,o»-
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et

gtgmo@ <t1,<o,o>>> - gf;((ﬁ(% (1, (0,0)) , @2 (11, (0,0))) @2 (t1, (0,0))) ,
= 7r9(0, O)aiofbg (t1,(0,0)) + @4 (¢1,(0,0)) éZOTQ(O, 0),
— 73(0.0) -2 (1,(0,0)).
On a
0 0 0
5 (2 (1,0.0)) = 57 (ra(1 (11, (0,0)) B2 1, (0.00) 2 (1,(0,0).
= 7”2(0, 0)8(30@2 (tl, (0, 0)) + ‘I)Q (tl, (0, 0)) 8307’2(0, 0),
= 7”2(0, 0)838/0(1)2 (tl, (0, 0)) .
Enfin, on trouve
(1, 0,0)) = o1 (0,0)exp (1 (0.0)1).
0
8—%(131 (tl, (0,0)) = 0,
jyﬁ% (t,(0,0)) = fyocbz (0,0) exp (2(0, 0)t1)
0

37.%@2 (t1,(0,0)) = 0.

Maintenant on calcul les dérivés de & = (P, $9) par rapport a (z,y).
On considére ’éqeuation variationnelle associée au systéme (4.1) — (4.2), elle est obtenue par

une dérivation formelle par rapport aux valeurs initiales des deux cotés de (4.1) — (4.2), on a

gt (Dz®(t, Zo)) = Dz ((r1(®1 (¢, (20)) , P2 (t,(Z0))) @1 (E, (Z0)) s r2(P1 (F, (Z0)) , P2 (¢, (Z0))) 2 (2, (Z0))))
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avec la condition suivante Dz®(0, Zy) = Idpe.

_ 1"1(0,0)8%@1 (t2, (w0, y0)) 0
0 r2(0,0) 5 5 (t2, (0, 0)) ’

avec la condition initiale

2 z
(Dz®(t, Zy)) = , (®0,50)) 5521 (0, (20, 90)) ),

, (20, 90)) a%% (0, (0, ¥0))

/N~
gl
A
no

D’ou
o (0 9
875(8:6‘1)1(752,(3307?/0))> = 7“1(070)%‘1)1@27@0’?/0))’
0
%(bl (O, ($07y0)) = L
et

% <§y<1>2 (ta, (o, yo))) = 79(0, O);y‘% (t2, (z0,%0)) ,

0

%QQ (07 (x()vy())) = L
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avec 8%@1 (t2, (z0,90)) =0 et 5%4)2 (t2, (w0,10)) = 0.

Enfin, on trouve

S0 (12, (0, 0)) = exp(10,0) (12— 1)), et
S (12 0 0)) = e (r2(0,0) (2~ 1)

Par suite 52-T'1(D, (0,0)) = £n5(D, 0) 221, (D,0) exp (r1(0,0)ta).

Avec un calcul analogue on trouve %I’l(D, (0,%0))- On a

£ﬁwﬂﬂ:6;%@@%h@mmmmm>
_ (afg(nQ(D@(tQ,h(D,@(tl,(wo,yo))))) X {;m‘bl(t%h@v‘p(tl’(””0’3’0))))
X 82)1771(17,‘5(151,(950,?/0)))) X 520(1)1(’51’(350’?/0))

_|_8§)2771(D, ®(t1, (20,%0)))) X 3ayo(p2(t1’ (x(],y()))]

+8QMAmMmmymw[amw@m@wm»x8®wuwm

691 a(I>1 ayO
2 0,(D, (01, (20, 50))) X s (t1, (0, 30))
90, 1 , 1, \Zo, Yo 8y0 2(t1, (Lo, Yo

+82)2(772(D, D(tg, I1(D, ®(t1, (0, 40))))) X {8?71‘1)2(7527 I(D, ®(t1, (20, %0))))

D, &(t1, (20,40)))) X —Bx(t1, (20, 40))

< |2
3‘131771 Yo

+622771(D, D(t1, (0, 90)))) * 5/0%“1’ (fEanO))]

+a%whmwmm%mw[awawmmwmxigmmMm

001 0P,
9 0,(D,0(t1, (0,90)))) X 2 Ba(ts, (z0,0)
8(1)2 1 y 1, \Zo, Yo 8yo 2{01, (Zo, Yo
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On trouve 86
2)
0

aionQ(D ZO)

(D

,(0,0)) =0.

aio (02(D, ®(t2, 11 (D, ®(t1,x0,90)))))

5 02D, D(e2. (D, (s, (oo, ) x { s (12, (D, Bt G, 0)
X 8T771(D7‘I)(t1,(950ay0)))) X 7(131(751 (70,%0))

+82)2771(D ®(t1, (z0,0)))) X 7% (t1, (z0, o) }

+ 36, Py (t2, [1(D, (t1, (z0,90)))) X [91(177@ t1, (20, %0)))) X 7@1(1‘1,(900,%))

(
8229 (D, ®(t1, (x0,90)))) X 7‘132 (t1, (%0, y0) ]}

-%i%w@@hw@m@wmm bm®@hw@m@wm»
xagmawmmwmw B4 (t1, (0, %0))

)
0
a<I>2771(D , ®(t1, (70,90)))) X 7@2 (t1, (w0, vo) }

+3891‘I)2(t2,11(D,<I)(t1 (z0,¥0)))) X [91(17 ®(t1, (z0,%0)))) ¥ 7@1(151 (z0,%0))

(
+a?p201(D ®(t1, (20, 30)))) X *‘1’2 (b1, (70, 50) H
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On trouve a%ofz(D, (0,0)) =0.

et

0
o2

(D7 ZO)

830 (QQ(D, (I)(tQ, Il(D, (I)(tlg Zo, yO)))))

8;@w@@mw@m@wmmx&%@@Aw@wmwm»

2 %1(t1, (20, 30))

(D, ®(t1, (70,%0)))) X 3

X 78 n
0D,
0 0

(D (. (20, 0) X -t (20, 0)|

+8@mhmwmm%mw[awawm%wmxaﬁmMMm

891 8(1’1 Gyg
9 0,(D,3(t1, (w0,90)))) X 2 Ba(tr, (20, 0)
8<I>2 1 , 1, \Zo0, Yo 8y0 2(t1, (Lo, Yo

+8§)2(02(D,<I>(tz,h(D,<I>(t1, (z0,90))))) X {;m%(tz,h(ll@(th (z0,90))))

(D, ®(t1, (20, 90)))) X 1 (b1, (0 40)

X
dyo

7(9@1771

‘%%m@@W@MMMX£fNM%mw

—l—aael‘PQ(tQ,Il(D,(I)(th(scovyo)))) x L‘fblel(D’@(“’(m’yO)))) . 820(1)1(751’(:60’%))

0

+@91(D7¢’(t1,($0,y0)))) X (;)yo‘b?(tl’(m’yO))} }

On trouve %PQ(D, (0,0)) = %GQ(D, 0)8%01(D,0) exp (r2(0, 0)t2).

Finalement, on obtient

Dz (D, Zy) = (

(D, 0)Lny(D,0) exp (r1(0, 0)t2) 0
0 %HQ(D) O)%el(Da 0) exp (T2(07 O)tQ)

Les valeurs propres de DzI'(D, Zp) sont:

o 0

M= 5a(D,0) 50y (D, 0) exp (r1(0,0)t) et
o 0

A= 5 02(D,0) 5 61(D, 0) exp (r2(0,0)ts).
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D’apres le théoréme précédent on a la stabilité de la solution triviale si

0 0
D0 (D.0)exp (3(0,0)2)| < 1
|20, 0) 2 (D, 0] < exp (—r1(0,0)t)
axn2 ) 8$771 ) €xXp (=71 Y, U)t2
et
9 0,(D,0)-L0y(D, 0) exp (r2(0,0)t)| < 1
8y 2 ) 8y 1 ’ p T2V, 2
=2 0,(D.0)20,(D, 0] < exp (—ra(0,0)t2)
ay 2 ) ay 1 ) exp r2(Y, 2)-
|

Remarque 4.2

1)Les deuzx derniéres inégalités signifient que les tauz de destruction des cellules sensibles et
résistances sont suffisamment grands.

2) Dans le cas ou %QQ(D,O)%Q]_(D’O) exp (r2(0,0)t2) est proche de 1 la résistance est trés
forte.

4.3 Cas critiques

Dans cette partie, on traite le cas de bifurcation des solutions périodiques non triviales du
systéme (4.1) — (4.4), en examinant le cas ou %02(D70)%91(D,0) exp (r2(0,0)t2) = 1, pour
une certaine dose donnée Dy > 0.

Aprés un changement de variable, le probléme de point fixe devient N(J,7) = 0, ou
N((57Z) = (N1(57 Z)aN2(572)) =7Z- F(DO +57Z)

Si (0,0) est un zéro de N, alors Z est un point fixe de I'(Dgy + 6, .).
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4.4 L’analyse des bifurcations

a b
On a N(0,0) =0 et DzN(0,0) = , avec
c d
a=1-£ny(D,0) 501 (D,0)exp (r1(0,0)t2) ,
b= 2-T1(D, (0,0)),
c= %FQ(D>(010))7

d=1-— %QQ(D, 0)(%01(D, 0) €Xp (T‘Q(O, O)tg) .
Une condition nécessaire pour avoir la bifurcation des zéros non trivial de N est que
0 0

1-— @QQ(D, 0)@91(D, 0) exXp (7“2(0, O)tg) =0. (4.13)

On a N(0,0) =0 et DzN(0,0) est singuliere (propriétés nécessaires pour avoir la bifurcation).
Il faut trouver les conditions suffisantes pour ’existence des solutions périodiques non triviales
bifurquées.

On pose DzN(0,0) = E, on a dimker(F) =1 = codim R(FE).

Soient P et @ les projections sur ker(E) et R(FE), respectivement, tels que P + Q = Idg2,
PR? = eng {Yy} = ker E, avec Yy = (—g2,1), et QR? = eng { X} = R(E), avec Xy = (1,0).
ag=1—2T1(Do,0) et cg=—2T(Dy,0).

On a (I — P)R% = ((1,0)), et (I — Q)R? = {(0,1)).

L’équation N(§,7Z) =0 est équivalente a

f1(6755a) == Nl((;aaXO +/8Y0) - 07
f2<5767a) = N2(57aX0 +ﬁY0) = 07

(4.14)

oud,f,a € R et N = (N1, Nz). De la premiére équation de (4.14) on a

9 _ ON(0,0) Oz
21000 = =55
0 3}
= 1- %%(D,O)%nl(D, 0) exp (r1ta) # 0.car N1(0,0) = 0.

Du théoréme des fonctions implicites, on trouve une constante v > 0 et une fonction continue

unique «f 0,/) définie dans un voisinage de zéro, telles que a(0,0) = 0, pour chaque ( J,5)
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tels que ‘5| <7vet |5| <7, et fl((;’ﬁaa(éaﬁ)) = Nl((sva((swﬁ)XO +BY0) =0.
D’ou N(9,Z) = 0 si est seulement si

f(8,8) = Na(6, (0, 8) Xo + 8Yp) = 0. (4.15)

On sait que f s’annule en (0,0), alors il est nécessaire de calculer les dérivés successives de f

jusqu’a 'ordre i pour lequel D?f(0,0) # 0. Ceci donne

£(6.6) = D' (0,0)(8,8)" +0 (18] + 18 .

avec i > 1 et permet de discuter le nombre de solutions de (4.14).
On a
f(6,8) = AB+ Bé+o(|0] +BI) (4.16)

ot &£(0,0) = A et £(0,0) = B.

Le calculer de %f(o, 0).

D16.8) = 28— 0206, B(ts, 16, B(11, (a(6, 8)Xo + BY0)))))
_ ;69 (5, ®(ta, [(6, ®(t1, (a(3, B) Xo + BY0))))
_8%92(5 B(ty, 1) (5, ®(t1, (3, B) Xo + BY0)))))

X {aamq’l(t?’ 11 (0, ®(t1, (a8, B) X0 + 8Y0))))

| 50 B0, (06,9 X0 + BY)) + 50 (6,0(01,(a(6,6)Xo + 53)

. <£B¢1(t1,(a(5,5)X0+5Y0)) 5.0)+ 200 (000, 9)% + ﬁ%»g{ﬁ)
0
* 9%,
( %,
X %(I)Q(tla ( (5 /B)Xo + ,BYO))

S (D, ®(t1, (9, )Xo + £Y0))))

5 09) & 5 @altn, (a(0.8)Xo + Y 55 )|
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+§<p1(f2, L(D, B(t1, (a(5, B) X0 + BY0))))

[a 01(6, B(t1, (a6, 5)Xo + BY)))) + —o0:(5, B(t1, (a(5. )Xo + BY0)))

2 0P,
(Gt (0(6.8)Xo + 4Y0) 5(6.8) + oo (a6 5)Xo + 50 57
+3%91(5 D(t1, (a(d, B)Xo + BY0))))
2
« (ai@z(tl,( s, 5)Xo+/3yo))(?%(5 ,@)+§y (. (0, B)Xowyo»‘;g)“
2
X {aamq)Q(tQ,Il(D,(I)(th (a3, B) X0 + BY0))))

x [;5771(1), ®(t1, (8, 8)Xo + BYD)))) + 82)1771(17’ (t1, (a9, 8)Xo + B10))))
(10 009X 4 YD T 09 + gt (000,50 %0 + 870 7
+£)m(5, B(t1, (a(5, 8)Xo + BY5))))

2
(g Baten (a5, 5)Xo + 5Y0) 5(6.8) + - @alon (a5, 8) %o + %) 55 )|

®o(ta, [1(D, (t1, (9, )Xo + BY0))))

80
| G50(D.0(01,(0(6,6)Xo + ¥5)) + 5-61(D. Bltr (a0 5)Xo + 5Y)
< (101, (a5, 8)X0 + BV 6.6) + 5-a{t, (6. 6) Ko + 60 55
4o 01D, B(t1, (5, 5)Xo + 5¥0)))
2
< (el (0(6,8)Xo + %) 53(6,6) + 5l (al6, )X+ %0 55 ) ||
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D’ou

) 0 0 0% (t2,0)
S5 1(0,0) = = 205(0,0) — 650,00

0 a(pl(tlv ) aOé
0P(t2,0) [ O 0 9%1(t1,0) O

oy | 950100+ 5.01(0.0—F =55

0,0) + 0,0)

xgn(
a6 '
)
Oy

2 05(0,0)

5 (0,0)] -

Le calcul de %f@, B)

0

%f(@ﬁ) = (ﬂ 02(8, ®(ta, 11(9, ®(t1, (a(6, B)Xo + Y0)))))

B
_ o 6‘;’) 05(5, D(ta, 11 (5, B(ty, (a8, B) Xo + BY0)))))
1

« { a?h 1 (t2, T4 (5, B (t1, (a(6, B) Xo + BYp)))

y [a‘;mw, B(t1, (a6, )Xo + 6Y0))))

op op
322771(5 B(t1, (a6, B)Xo + BY0))))

9 (a‘fc@lul,( (6.6)Xo + BY2) 55 (5,0) + 5 (11, (a(6. )Xo + 5¥0) 5 )

x <£E<I>2(t1,(a(é,ﬁ)Xo-i-ﬁYo))gﬁ(fs B) + i 2(t1, (a(9, 6>Xo+BYo))gg>}

+£(I)1(t2,11(5 (11, (a(5, 8)Xo + BY0))))

[(9‘;91(5 ®(t1, (a8, B) X0 + BY0))))

» (;U@l(tl,( (6.6)Xo + BY) 55(0.) + 5-0(t1 (a6, ﬂ)XowYo»gg)
0

+8T)201(5 , ®(t1, (8, B)Xo + BY)))))

< (aalin, (@(6,8) %o + 8Y0) 53(6.6) + - daft, (al6,5)Xa + 5700 5 ) |
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0
0D,y

y {(fm%(@, L(D, ®(t1, (a(8, 8)Xo + BY0))))

a5 020, ®(t2, 11 (D, @(t1, ((3, 5) Xo + £Y0)))))

« [82)1771(5’ ®(ty, (a0, )Xo + 8Y0))))

O 0 86)

X (aiél(tl,( (6, 8)Xo + BY0)) 55 (5,8) + y(I) L(t1, (a(8, 8)Xo + BY))

9B o8
+£>771(5, B(t1, (a(5, 8)Xo + BY5))))
2
9 @@2@1 (@(6.6)Xo + BY) 556.8) + -0t (a6, mXO*ﬁYO))ggﬂ

aﬁ (b2, T (8, D (k1. ((3, B) Xo + BYD))))

‘ [8‘191(6, ®(t1, (a(8, B)Xo + AY0))))

x (ai@l(tl,( (@, ﬁ)Xo+6Yo))25 (6,8) + aay@l(fli (4, B)Xﬁﬁy(’))(;g)

+£)91(5 B(t1, (a8, )Xo + BY0))))

2

< (g alt, (al8, )Xo + BYE)) 510.6) + 5 @alts, (a(6, )Xo+ %) 52 ) | .
D’ou
Fﬁf(o ,0) = 88 62(0,0) {8(1)152270) 8(1771@:0) 8(1)15270)}

~oa0,0) {22280 (P 0,0 PP B ag0,0) + 2 n(0,0) 2220 ) .

Ainsi, pour A # 0 (resp, B # 0), on peut utiliser le théoréme des fonctions implicites qui donne
6 = p(B) (resp, B =£(5)).

On déduit que Vo (resp,B) pres de 0, 3 p(B) (resp, £(0)), tels que f(p(B),B) = 0 (resp,
f(6,€(6)) = 0 et p(0) = 0 (resp, £(0) =0).

Si AB#0,0n a %2—%.

[

En conclusion, on a f(d,8) =0 = § ~ —
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Remarque 4.3
Le nombre des solutions non triviales est égal au nombre de solutions non triviales de l’équation
(4.16) .

St AB =0, on a un cas indéterminé.

D’ou on a le résultat suivant

4.5 Reésultat

Si (4.11) et (4.13) sont satisfaites alors on a
a) si AB # 0, on a une bifurcation des solutions non triviales. On a un cas sous-critique si
AB >0, et si AB < 0, on a un cas supercritique.

b) Si AB =0 On a un cas indéterminé.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire on a présenté quelques modeles de chimiothérapie du cancer contenant
des systémes d’équations différentielles impulsives. Notre étude a porté sur la stabilité et la
bifurcation des solutions périodiques non triviales.

Nous prévoyons le cas des modeles plus réalistes en prenant en considération I’effet du retard, ou
fonctionnel en général. Il y a aussi des possibilités pour avoir des intervalles de temps continue
et discret en méme temps, ce qui veut dire qu’il peut y avoir des phénomeénes sur les échelles
des temps. Il y a aussi des possibilités de considérer le cas de propagation spatiale, ceci nous
rameéne a I’étude des modeles contenants des équations aux dérivées partielles. Pour le futur,

on prévoit de considérer un ou plusieurs des points relever ci-dessus.
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Résume.

Dans ce travail, on s’intéresse aux modeles mathématiques
décrivant I'évolution d'une tumeur hétérogéne, sous un traitement
chimiothérapique périodique avec des médicaments a effets
instantanés. Mathématiquement, on étudie I'existence de solutions
périodiques positives pour un systeme d'équations différentielles
impulsives.

Mots clés : Equations différentielles impulsives, Existence des solutions

périodiques positives, Stabilité, Bifurcation.

Abstract.

In this work, we are interested by mathematical models describing
the evolution of heterogeneous tumors under periodic
chemotherapeutic treatment with pulsed effects. Mathematically, we
study the existence of positive periodic solutions for a system of
impulsive differential equations.

Key words: Impulsive differential equations, Existence of positive

periodic solutions, Stability, Bifurcation.
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