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Préface

Ce polycopié est un recueil de cours et exercices corrigés en mathéma-
tiques générales. Il s’adresse aux étudiants de la premiére année Licence en
Génie Mécanique. Il peut également servir aux étudiants du premiére année
MI.

Une partie considérable du cours a été consacrée pour les exemples et les
figures d’illustration afin de bien éclaircir les notions traitées. Ainsi, une série
d’exercices a été proposée a la fin de chaque chapitre avec leurs corrigés bien
détaillés. Ceci permet aux étudiants & bien assimiler les lecons vu en cours
avec différentes mécanismes de raisonnement. Cependant, il est indispensable
que 'apprenant résout activement par lui-méme les exercices, sans regarder
les solutions. Enfin, ce manuscrit n’est en aucun cas un ouvrage complet en
mathématiques. Ce qui rend préférable de consulter les références citées dans
la bibliographie si jamais I’étudiant se trouve encore en difficulté a résoudre
ses exercices.

Le manuscrit se compose de cinq chapitres. Le premier consiste principa-
lement & introduire les notions de la logique mathématique et les différentes
méthodes de raisonnement. Dans le second chapitre nous abordons la théorie
des ensembles avec les régles de calculs. En suite, nous traitons les rela-
tions binaires, puis les applications en détaillant la notion de bijection. Le
troisiéme chapitre est consacré aux suites numériques, tout en étudiant la
convergence, les limites ainsi que les différents types de suites numériques.
Dans le quatriéme chapitre nous introduisons fonctions en étudiant les li-

mites, la continuité, la dérivabilité ainsi que le lien entre ces notions. Nous

il



v

rappelons ensuite les fonctions logarithme et exponentielle. Le dernier cha-
pitre est consacré pour traiter différents types de formules de Taylor puis les
développement limités.

Finalement, je remercie mes colléegues d’avoir consacré leurs temps pour
lire le manuscrit et contribuer par leurs remarques pertinentes. Comme chaque
travail académique, cet ouvrage pourrait contenir des fautes. Nous invi-
tons donc notre aimables lecteurs, étudiants ou enseignants, a nous envoyer
leurs remarques et critiques afin de pouvoir enrichir ce document ; e-mail :

asma.hadjou-belaid@hotmail.com| .


mailto:asma.hadjou-belaid@hotmail.com
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Chapitre

Introduction a la logique mathématique

1.1 Pourquoi la logique mathématiques ?

Les mathématiques sont un langage pour s’exprimer rigoureusement, adapté aux phé-
nomeénes complexes, qui rend les calculs exacts et vérifiables. Dans la vie, nos expressions
sont parfois ambigiies et qui changent du sens d’une situation a ’autre. Par exemple : que
peut-on répondre a la question « As-tu 30 euro en poche? » si 'on dispose 50 euro? De
plus quelques notions deviennent difficiles a expliques avec des mots : Prenons I'exemple
de la continuité d’une fonction « On trace le graphe sans lever le crayon ». Est-elle une

définition satisfaisante 7 Voici la définition mathématique de la continuité d’une fonction
f:I—R
en un point xg € 1
Ve > 0,30 > 0,Ve € I(|x — x| < = |f(x) — f(x0)| < &).

Le but de ce chapitre est de rendre cette ligne plus claire, c’est la logique. Enfin, les
mathématiques servent a distinguer le vrai du faux d’une maniére plus exacte. Par exemple
« Une augmentation de 20% puis de 30% est plus intéressante que50% 7 Pour donner une

réponse exacte il faut suivre une démarche logique. On parle donc de raisonnement logique.

1.2 Notions de logique mathématique

Définition 1.2.1 Une proposition ou assertion est un énoncé mathématique qui peut

prendre deux valeurs : vraie ou faux, mais jamais les deuxr en méme temps.

Exemple 1.2.1 :



1.2. NOTIONS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

o " 3 est un diviseur de 27 " est une proposition vraie.

o "—1 € N" est une proposition fausse.

Notation On note V', ‘F’ ou bien ‘1’, ‘0’ pour désigner une proposition ‘Vraie’ ou ‘Fausse’,

respectivement.

Remarque 1.2.1 Une proposition peut étre simple (qui contient un seul énoncé) ou com-

posée qui est construite a partir de plusieurs propositions simples.

Exemple 1.2.2 :
o "2+ 2=4 et 16 estle carré de 4"

e " Le chauffage est éteint ou il fait froid "

Négation : La négation d’une proposition P est une proposition opposée a celle de P. On
dira ‘nonP’ ou bien ‘P bar’ et on note P. Si La proposition P est vraie alors sa négation

P est fausse et vice-versa.

Exemple 1.2.3 :

o P="2+4322>2": P est une proposition vraie. Sa négation P =72+ 32> < 27 est

donc une proposition fausse.

1.2.1 Les connecteurs logiques

Soient P et () deux propositions simples. On peut alors construire une proposition

composée de P, () en les reliant par des connecteurs logique.

1. Conjonction : Deux propositions reliées par le mot "ET" forment une proposition
composée appelée la conjonction des deux propositions. On dira P et () et on écrira
P A @Q. Une conjonction de P et () n’est vraie que si P et () sont vraies toutes les

deux.

Exemple 1.2.4 :
e Soient les propositions P ="/27T=3" et "Q = limn_m% = +00.
P A Q est une proposition vraie car P et ) sont toutes les deux vraies.
e P="-2+6=3" et Q="(-5)*=25".

P A Q est une proposition fausse car P est fausse.




1.2. NOTIONS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

2. Disjonction : Deux propositions reliées par le mot ’OU’ est une disjonction. On dira
P ou @ et on note PV Q. Une disjonction est vraie si au moins une des propositions

est vraie (une ou les deux).

Exemple 1.2.5 : Prenons les mémes exemples précédents

e Soient les propositions P ="+/27=3" et "Q = limn_m% = +00.

PV Q est une proposition vraie car P et ) sont toutes les deux vraies.

e P="-216=3 et Q="(-5)>=25.

PV Q) est une proposition vraie car () est vraie.

Remarque 1.2.2 Les notations N et V ressemblent a celles de l'intersection N et

['union, U en théorie des ensembles. En effet
o v € AN B signifie quex € A ET x € B.

e v € AU B signifie que x € A OU x € B.

3. Implication : Une implication logique est une proposition de type
" Si P est vraie alors () est vraie" (conditionnelle).

On note P = () est on lit P implique Q.
L’implication P = (@) est fausse seulement si la proposition P est vraie et la propo-

sition () est fausse. Dans tous les autres cas; I'implication est vraie.

Remarque 1.2.3 :
e La proposition d’implication P = Q est équivalente ¢ PV Q .

o Lorsque P = (Q est vraie, on dit que P est une condition suffisante pour avoir

Q, ou que Q) est une condition nécessaire pour avoir P.

Exemple 1.2.6 :

"2z —9=0) = (z=19)" est une proposition vrae.

4. Equivalence : Deux propositions sont dites équivalentes si

P=Qet Q= P.




1.2. NOTIONS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

On écrit P < (@ et on dit P est équivalente & ( ou bien P est vraie si et seulement
si () est vraie.

Vocabulaire : La proposition P < (@) se lit "P si et seulement si QQ".

Une équivalence est vraie si P est vraie lorsque @) est vraie, et si P est fausse lorsque

Q) est fausse.

Remarque 1.2.4 Lorsque P < (@ est vraie, P est une condition nécessaire et
suffisante pour avoir Q). Ainsi, les équivalences sont les conditions nécessaires et

suffisantes.

Exemple 1.2.7 :
"ry=0< =0 o0uy=0" est une proposition vraie.

Méthode : Démonstration d’une équivalence :
Pour démontrer une équivalence on procéde par la double implication , c’est-a-
dire on démontre que P = @ puis Q) = P.

Prenons un exemple simple, montrons que
V(z,y) eR* [2°+y*=0] & [z =y =0].

Raisonnons par double implication :

(=) Soient (z,y) € R% Supposons que x? + y* = 0, et montrons que x =y = 0.
Comme z? + y?> = 0, il vient que 22 = —y% Or 22 > 0 et —y? < 0. Ainsi,
> =—y*=0,donz=y=0.

(<) Supposons que x = y = 0, et montrons que z? + y?> = 0. Puisque z = y = 0
alors 22 4+ y? = 02 + 0% = 0.

Conclusion : on a montré les deux implications, d’ou 1’équivalence.

Propriétés :

P=P

PANQ&PVQ et PV Q< PAQ, (Lois De Morgan).
P=Q & Q=P

[P=Qet Q= R|=[P=CQ]

(PVQ)VR &  PV(QVR).

(PANQ)AR = PA(QAR).

(PVQ)AR & (PAR)V (QAR)

10



1.2. NOTIONS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

1.2.2 Table de vérité

Toutes les définitions précédentes peuvent étre résumées dans une table suivante ap-

pelée ’table de vérité’ noté TV.

P|lQ|P|Q|PAQ |PVQ|P=Q | PeQ
1 11010 1 1 1 1
1 01011 0 1 0 0
0 11110 0 1 1 0
0 0O[1]1 0 0 1 1

TABLE 1.1 — Construction de la table de vérité

Remarque 1.2.5 : Principe de déduction
D’aprés cette table de vérité, si la proposition P et P = () sont vraies alors () est vraie.
De plus, en sachant que l'implication est transitive, une démonstration prend trés souvent

la forme suivante :
P estvrate et P=Q = ... = S=T1T.

Alors on a démontré que T est vraie.

1.2.3 Les quantificateurs logiques

Soit P(z) une propriété dépendant d’un paramétre z, o x est un élément d’un en-
semble F.

a) Quantificateur universel : Pour signifier que la propriété P(x) est vraie « pour

tous » les éléments x de E. On note V et on écrit :

Vx € E, P(z).
On note quantificateur universel par le symbole V qui se lit « Quelque soit ».
Exemple 1.2.8 :

o <vn € Nn+1 > 1y est une assertion vraie et qui signifie pour tout entier

natureln on an+1> 1.

o «Vrel]-1,1[, z* < —1 », est une assertion fausse, car le carré d’un nombre

ne peut pas étre négatif.

11



1.2. NOTIONS DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

b)

Quantificateur existentiel : Pour signifier que la propriété P(z) est vraie pour

au moins un élément de £. On note 3 et on écrit :
dr € E, P(x)

Cette assertion est vraie lorsque 'on peut trouver au moins un z de E pour lequel

P(x) est vraie. On lit « Il existe au moins ».

Exemple 1.2.9 :

e «Jv R tel que 22 <0 » est fausse et signifie qu’il existe au moins un réel x

tel que son carré est négatif.

e «3In €N tel que n? —n = 0» est vraie. En effet, il suffit de trouver au moins

une valeur qui vérifie cette propriété par exemple n = 1.

e «dv € R tel que 22 = —1 » est fausse car aucun réel au carré ne donnera un

nombre négatif.

Remarque 1.2.6 Un autre quantificateur existentiel noté ! et qui signifie « il

existe un unique » i.e. une seule et unique valeur.

Négations des quantificateurs :

La négation de la proposition « Vo € E, P(z) » c’est « dx € E, P(x) ».
Exemple 1.2.10 La négation de la proposition suivante

Vz €] — o0, —1], tel que 2 > 1
est donnée par

Jx €] — 0o, —1], tel que 2 < 1
Inversement, la négation de la proposition « 3z € E, P(x) » c’est « Yz € E, P(z) ».
Exemple 1.2.11 Soit la proposition suivante

360 € [0,5] tel que sin(f) = cos(d),

sa négation est de la forme

V6 € [0,Z], sin(f) # cos(6)

12



1.3. METHODES DE RAISONNEMENT

Remarque 1.2.7 L’ordre des quantificateurs est important dans les propositions.

Par exemple :

Pl1:Vzxe0,1[, dneN et ¢>0 tel que 2" <e.
P2:3neN;Je >0 tel que Vre|0,1],2" <e.

Les deux assertions P1 et P2 sont différentes. Fn effet P1 signifie que pour tout réel
x, on peut trouver un entier n et un epsilon tel que x™ < € ce qui est vrai. Donc les
valeurs den et € dépendent de la valeur de z.

Par contre P2 signifie que pour un entier bien fixé n et un e, toutes les valeurs de

x vérifient 2" < ¢ ce qui est faux.

Par exemple pour n = 10 et € = 0.005, pour x = 0.2, 2" = 0.0000001 < € mais pour
x =0.5, 2" = 0.006 > e.

Négation d’une assertion a plusieurs quantificateurs :

P1:Vzxe[0,1], IneN et ¢>0 telque 2" <e.
= P1:32x€10,1], telque YncENVe>0 a">e.

1.3 Méthodes de raisonnement

1.3.1 Raisonnement direct

C’est le raisonnement auquel on est le plus habitué. Si on veut démontrer que P = )

est vraie, on suppose que P est vraie et on montre qu’alors () est vraie.

Exemple 1.3.1 :
Montrer que st a,b € Q alors a+b € Q.
Preuve : Sotent a € Q et b € Q. Notons qu’un rationnel s’écrit sous la forme § avec p € 7

et ¢ € Z*. On pose alors a = § etb= % avec p,p’ € Z et q,q' € Z*. La somme donne

/ / /
iy Py e
qa g )
Or pq’ + qp’ est un élément de Z ; et p',q" est un élément de Z*. Donc a + b s’écrit sous

laformea+b:% avec p" € 7 et ¢" € Z*. Ainsia+b € Q

13



1.3. METHODES DE RAISONNEMENT

1.3.2 Cas par Cas

La méthode de cas par cas ou de disjonction permet de vérifier une assertion P(z)
pour tous les x € E en deux parties : on montre ’assertion pour les x dans une partie A

de E, puis pour les x n’appartenant pas a A.

Exemple 1.3.2 :
Montrer que
reR |z -1 <2 —z+1

Preuve : Soit x un réel. Distinguons deux cas : Soit x > 1, alors |x —1| = z — 1. Calculons

alors x> —x +1— |z —1].

?—z+l—|z—1=2 -2+1-2+1

=2 —2r+2
= (z—1)72+1
>0

Ainsi 2> —x+1— |z —1] >0 donc pour x > 1, |[v — 1| < 2? —x + 1.
Soit x < 1, alors |x — 1| = —(x — 1). On obtient donc

?—r+l—jr—1l=2"-z+1+a—-1=2">0.
Et donc pour v < 1, |z — 1| < 2? —z + 1.

On conclue que |x — 1] < z* —z + 1,Vz € R.

1.3.3 Raisonnement par récurrence

On utilise la démonstration par récurrence lorsqu’on veut prouver qu’une propriété de
type "Vn € N: P(n)" est vraie. Pour montrer ce genre de propriété il suffit de :
— Vérifier que P(ng) est vraie i.e. pour n = ng la propriété est vraie.
— Supposer que P(n) est vraie jusqu’au rang n € N.

— Montrer que P(n + 1) est vraie.

Exemple 1.3.3 Montrer par récurrence que

r 1
Vn € N: Zk:@.
0

14



1.3. METHODES DE RAISONNEMENT

Montrons que P(0) est vraie. On a pour n =0;

0

Z 0+1) _o

0

Donc P(0) est vraie.

Supposons que P(n) vraie jusqu’a Uordre n i.e. Y ok = nlntl)

2
Montrons que P(n + 1) est vraie ¢’est-a-dire montrons que

n+1

_ (n+1)(n+2)
;k— > .
On a
ik Zn:k—i— n+1)
:n(n2+1) + (n+1)
:n(n+1)+2(n+1)
2
_ (n+1)(n+2)
= 5 ,

Donc la propriété est vraie al’ordre n + 1.

On conclu donc que P(n) est vraie ¥Yn € N.

1.3.4 Raisonnement par I’absurde

Cette méthode consiste a supposer le contraire de la proposition énoncée et de montrer

qu’on aboutit alors a une contradiction. De plus
(P = Q est équivalente & P\/ Q)

Exemple 1.3.4 :
a b

Soient a,b > 0, montrer par labsurde que si 15 = 1, alors a = b. Supposons que

a
T = 1+a et a # b, on a alors

a(l+a)=b(1+b)=a+a®>=b+"b

=a®—b*=—(a—0)
= (a—b)(a+b) =—(a—Db)
= (a+0b) =—
Ce qui est une contradiction car a,b > 0 donc a+b > 0. On conclu que 145 = 1+_a alors

a=b.

15



1.3. METHODES DE RAISONNEMENT

1.3.5 Raisonnement par contraposé
Pour démontrer P = Q on démontre sa contraposé Q = P.

Exemple 1.3.5 :
Montrons par contraposée que si n® est pair alors n est pair.
Preuve : Montrons la contraposée de cette propriéte :

n impair = n? impair.

On a

n est impair = 3dk €N, tel que n=2k+1
=n’=2k+1)°=Uk*+4k)+1=2p+1, avec p=2k*+2k.

= n? est impair.

1.3.6 Raisonnement par contre exemple

Pour montrer que Vx € E, P(x) est fausse il suffit de trouver un contre exemple i.e.

de montrer que 3z € E, P(x).

Exemple 1.3.6 : Soit la proposition suivante :
P:VreR,22—1#0.

Pour montrer que la proposition P est fausse, il suffit de trouver un contre exemple.

Pour x = 1,2 — 1 =0, donc 3z € R, tel que P(x) est vraie. Donc P est fausse .

Exemples supplémentaires avec indications :

— Soient a,b € R,.. Montrer que
sia<balorsa<(a+0b)/2<beta< Vab < b. (Raisonnement direct)

— Montrer que pour tout n € N,n(n + 1) est divisible par 2. (Cas par cas, distinguer

les n paires des n impaires).

— Soient a,b € Z. Montrer que si b # 0 alors a + bv/2 € Q.(Contraposée ou absurde,
utiliser le fait que v/2 ¢ Q).

— Soit n € N*. Montrer que v/n2 + 1 n’est pas un entier. (Absurde).

— Est-ce que pour tout z € R on a # < 2 = 2% < 47 (Contre-exemple).

— Montrer que pour tout n > 1,1 +2+ ... +n = (n(n+ 1))/2. (Récurrence).

— Fixons un réel > 0. Montrer que pour tout entier n > 1,

(14 x)* > 1+ nx. (Récurrence).
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1.4. SERIE D’EXERCICES

1.4 Série d’exercices

Exercice 1.1 :

Ecrire avec les quantificateurs des propositions suivantes :

a. f est la fonction nulle de R dans R.

b. Le dénominateur D de f s’annule au moins une fois sur R.
c. f est la fonction identité de R.

d. Le graphe de f coupe la droite d’équation y = .

e. La fonction f de R dans R est croissante.

f. L’équation sin(x) = x a une et une seule solution dans R.

g. Pour tout rationnel strictement positif, il existe un entier strictement plus grand

que lui (propriété archimédienne).

Exercice 1.2 :

Traduire en langage courant ’assertion exprimée par la formule :

Vee N, V' eN, z#0eta’ #0
= (JyeN),(IpeNet ' €eN) tel que (y=gqx,y=q2" ety#0).

Exercice 1.3 :

Montrer par un contre exemple que :
— La fonction sinus n’est pas nulle.
— La fonction valeur absolue n’est pas dérivable sur R.

Exercice 1.4 :

1. Traduire mathématiquement la proposition :

« si a et b sont deux entiers naturels, il existe un multiple de a qui est supérieure a
b ».

Donner la négation de la proposition —2 < z < 2.
Donner la négation de la proposition : « Vo € N* Vy € N,z + y > 0».

Traduire en francais I'énoncé « Vo € RT,Vy € RT, 2y > 0.

otk Wy

Soient P et () deux propositions telles que P est vraie est () est fausse. La proposition
«PV (Q = P) » est-elle vraie?

6. En utilisant la table de vérité, démontrer que I'assertion suivante est vraie :

(PAQ) < PVQ.
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1.4. SERIE D’EXERCICES

Exercice 1.5 :

Pour n € N, on définit deux propriétés :
P, := 3 divise 4" — 1 et ), := 3 divise 4" + 1

1. Prouver que pour tout n € N, P, = P11 et Q, = Qp11-
2. Montrer que P, est vraie pour tout n € N.

3. Que penser, alors, de I'assertion :
dng e N, tel que Vn e N, n>ng=Q,”7

Exercice 1.6 :
Soient m un entier naturel et x,y deux nombres réels. Ecrire les contraposées des

implications suivantes et les démontrer :

1. n premier = n = 2 ou n impair.

2.2y #0=ax#0et y #0.
3.0<a<l=d<a.

drty=(@@+l)y—1)#@-Dy+1).
Exercice 1.7 :

Montrer que pour tout entier naturel n on a
o k_ 1
P(n) = 0ok = ontl 1,

Exercice 1.8 :

Démontrer par 'absurde que :

« Sin est le carré d'un nombre entier non nul alors 2n n’est pas le carré d’un nombre

entier ».

Exercice 1.9 :

1. Déterminer la négation de la proposition suivante :
«VreR,dIn e N,Je e R" tel que —e < 2" <e.»
2. Quelle est la contraposée de la proposition suivante :
« Si Ientier (n? — 1) n’est pas divisible par 8, alors entier n est pair » ?

3. Démontrer par la table de vérité que 1’assertion suivante est vraie :

(PVQ) < PAQ

4. Traduire mathématiquement, en utilisant les quantificateurs logiques, la proposition

sulvante :
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1.4. SERIE D’EXERCICES

« Pour tout entier naturel n et tout réel = strictement positif, (1 + z)" > 1 + nzx ».

Démontrer par récurrence cette proposition.

Exercice 1.10 :

Répondre aux questions suivantes et justifier vos réponses :

—_

. Le produit de deux nombres pairs est-il pair?

2. Le produit de deux nombres impairs est-il impaire ?

3. Le produit d'un nombre pair et d’'un nombre impair est-il par ou impair ?
4

. Un nombre entier est-il pair si et seulement si son carré est pair?

Exercice 1.11 :

Les quatre assertions suivantes sont elles vraies ou fausses 7 Donner leurs négations.

1. JxeR, tel que Vy e R, z+y > 0.
2. Ve e R,dy € R, tel que x +y > 0.
3. dx € R, tel que Vy € R, 3? > x.

4. Ve > 0,3a > 0, tel que |z| < a = 22 <.
Exercice 1.12 :

1. Soit n > 2 un entier. Montrer par I’absurde que, si n n’est pas premier, il admet un

diviseur premier p qui est inférieur ou égale a \/n.

2. A laide de ce critére, déterminer si les nombres 89, 167 et 191 sont premiers.
Exercice 1.13 :

Montrer que v/89 est irrationnel.
Exercice 1.14 :

Soit n € N. Montrer que soit 4 divise n?, soit 4 divise n? — 1.

Exercice 1.15 :

Démontrer par récurrence que :

vn e N\ {0,1,2,3}, n?<2m
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1.5. SOLUTIONS DES EXERCICES

1.5 Solutions des exercices

Solution d’exercices 1.1 :

Utilisons les quantificateurs logiques pour écrire les propositions suivantes :
a. Vr € R, f(z)=0.

b. dx €e R/ D(z) =0.

c. Ve e R, f(z)=ux

d. Iz eR/ f(z) ==

e. V(a,b) eR?  (a<b= f(a) < f(b))

f. Az eR/ sinx=ux.

g. VzeQ, (r>0=3IneN/n>uz).

Solution d’exercice 1.2 :
C’est la définition du multiple commun : deux entiers strictement positifs possédent

un multiple commun non nul.

Solution d’exercice 1.3 :

— Trouvons au moins un z tel que sinx # 0. Prenons x = 7 donc sin § = 1 # 0. D’ou

la fonction n’est pas nulle.

— Prenons le point 0, la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0 donc n’est pas

dérivable sur R.

Solution d’exercice 1.4 :

1. Vae NNVbe N, JkeN/ ka>b.

2. x < =2oux > 2.

3. re N*, 3y e N/ 24y <0.

4. Pour tout nombres réels positifs ou nuls x et y, le produit de x et y est positif ou
nul

5. Vraie

PQ|P|Q|Q=PlieQVP)| PV(Q=P)
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1.5. SOLUTIONS DES EXERCICES

PIQ|P|Q|(PAQ)|PVQ|(PAQ) & PVQ
VIV|F|IF| F F vV
VIF|IF|V] Vv v v
FIVIiVIF| v v %
FIF|VIV| Vv v v

Solution d’exercice 1.5 :

1. Si P, est vraie alors 4" — 1 est multiple de 3 7.e. 4" — 1 =3k, k€ R .

Montrons que P, est vraie. On a
4rtl 1 =4(4"-1)+3=43k)+3=34k+1)=3K, K €R

Donc 4™ — 1 est un multiple de 3. Alors P, est vraie.
De méme on démontre que si @, est vraie alors 4""! 4+ 1 = 4(4™ + 1) — 3 est un

multiple de 3 donc ),,.1 est vraie.

2. Procédons par récurrence. Vérifions la propriété pour n = 0, on a (4° — 1) = 0 donc
Py est vraie. Supposons que P, est vraie, et d’aprés la question 1, si P, est vraie

alors P, 1 vraie.
On conclue que P, est vraie Vn € N.
3. C’est faux. Raisonnons par ’absurde.

Soit ng € N, si @y, est vraie alors on a (4" + 1) + (4" — 1) = 4™ est un multiple
de 3, car P,, et ), sont vraies.

Or le seul nombre premier qui divise 4™ est 2, donc c’est absurde et (), est fausse.

Solution d’exercice 1.6 :

1. n # 2 et n pair = n non premier. Preuve : si n est pair et n # 2, alors 2 divise n

et donc n n’est pas premier.

2.2=00uy=0= 2y =0. Preuve : triviale.

3.a’?>a=a<0oua>1 Preuve:a®>>a=ala—1) >0,
donc on a soit (a —1 > Oeta > 0) ou (a —1 < 0 eta < 0), ce qui implique que a > 1
ou a < 0.

4 (z+1)(y—1) =(x—1)(y+1)=2x=y. Preuve:si(z+1)(y—1)=(z—1)(y+1)
alors en développant on obtient y —x = x —y; d’ou 2x =2y, x=y.
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1.5. SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution d’exercice 1.7 :

Soit la propriété
n

P(n):=) 2F=2""—1.

0
e Montrons que la proposition P(n) est vraie pour n = 0, on remplace n par 0 dans

les deux cotés :
0

Z2k:20:1et20+1—1:1.
0

Donc la propriété est vraie pour n = 0.
e Supposons que P(n) est vraie  I'ordre n ie. > 28 =2+ — 1.

e Montrons que P(n + 1) est vraie ie. 307 28 =272 — 1. On a

n+1 n
SEIEDSEREA
0 0
— (2n+l _ 1) + 2n+1
=2"1(14+1)—-1

=22 1.

Alors la propriété P(n) est vraie Vn € N.

Solution d’exercice 1.8 :
Raisonnons par I'absurde. Supposons que n est le carré d’'un nombre entier non nul et
2n est aussi le carré d’un nombre entier (P et non Q).

On peut écrire donc
n= (k)% et 2n=(ky)? avec ki, k €N.

Donc

o = 2(ki)% = (ky)? = 2 = (k)" _ (%)2 =V2= %

Contradiction! Car v/2 est un nombre irrationnel mais % est un nombre rationnel. Donc
on vient de démontrer que si n est le carré d’'un nombre entier non nul alors 2n n’est pas
le carré d’un nombre entier.

Solution d’exercice 1.9 :

1. La négation est donnée par
«Jr € R, tel que Vn € N,Ve e RT, 2" < —couz" >¢e.»

2. La contraposée est donnée par :
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1.5. SOLUTIONS DES EXERCICES

« Si Pentier n est impair, alors entier (n? — 1) est divisible par 8 »

3. Démontrons que 'assertion suivante est vraie :

PIQ|P|Q|(PVQ)|PAQ | (PVQ) & PAQ
VIVIF|F| F F v
VIF|F|V] F F v
FIVIVIF| F F v
FIF|VIV] V v v

4. Traduction mathématique, en utilisant les quantificateurs logiques :
«VneN Ve eRY, (z4+1)">1+nz».

Démontrons par récurrence cette proposition.
e Pour n=0,(x +1)° =1 > 1+ 0z donc la propriété est vraie pour n = 0.
e Supposons que la propriété est vraie a 'ordre n, i.e. (x +1)" > 1+ nx.

e Montrons que la propriété est vraie a 'ordre n + 1 i.e.
(z+1)" >1+(n+ 1)z

On a supposé que (x + 1)" > 1+ nz.
Alors (x 4+ 1)(z +1)" > (x + 1)(1 + nx).
Donc (z + 1)"™ > 1+ nx + x + na®.
On obtient
(z+ D)™ >1+ (1 +n)z+nz? > 1+ (1+n)z + nz?, car nz? > 0.
Par conséquence (z+1)"*! > 1+ (n+1)z. Donc la propriété est vraie a ordre
n+ 1.
On conclu que la propriété est vraie Vn € N.
Solution d’exercice 1.10 :
1. Oui, si n,m pairs = nm pair. Preuve :3i/n = 2i, donc nm = 2(im) est donc pair.

2. Oui, si n, m impairs = nm impair. Preuve : 3i,j/n =2i+ 1 et m = 25+ 1, donc
nm = (21 +1)(2j + 1) = 2(2ij + i+ j) + 1,

est donc nm est impair.
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1.5. SOLUTIONS DES EXERCICES

3. Si n pair et m impair = nm pair. Preuve (cf 1).

4. Oui, n pair = n? pair. Preuve :
(=) Si n pair alors n * n pair (cf1).
(<) démontrons la contraposée, si n impair alors n? est impair (cf 2), d’ou 'équi-
valence.

Solution d’exercice 1.11 :

1. Faux. En effet, soit x € R, il suffit de prendre y = —z. Sa négation est :

VreR,JyeR / z+y<0.
2. Vrai. Prenons par exemple y = —x + 1. Sa négation :

dJreR /| YyeRx+y<0.
3. Vrai. Soit x = —1,Vy € R, y?> > —1. Sa négation :

VieR,IyecR / ¢y* <.
4. Vrai. Soit o = v/ > 0. Sa négation :
Je>0 / VYa>0,|z|<aeta?>ec.

Solution d’exercice 1.12 :

1) Soit n non premier. Supposons que n n’a pas de diviseur premier p < /n.

n non premier implique que Ja,b >2 / n = ab.

Tout nombre x > 2 a un diviseur premier < x.

Sia <+/noub</n, cela donne une contradiction.

Donc a > +/n et b > /n, ce qui implique n > n, absurde!

D’ou le résultat.

2) V89 &~ 9.4, et 89 n’est pas divisible par 2, 3, 5 ou 7, donc 89 est premier.
V167 &~ 12.9, et 167 n’est pas divisible par 2, 3, 5, 7 ou 11 donc 167 est premier.
V191 ~ 13.8, et 191 n’est pas divisible par 2, 3, 5, 7, 11 ou 13, donc 191 est premier.

Solution d’exercice 1.13 :
Raisonnons par I’absurde. Supposons que /89 = § avec p, q premiers entre eux.
Alors 89¢* = p? est premier (cf 1.12) donc 89 divise p : il existe k tel que p = 89k,
donc ¢? = 89k? et 89 divise q.

C’est une contradiction donc /89 est irrationnel.
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1.5. SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution d’exercice 1.14 :

Si n est pair c’est-a-dire n = 2k alors n? = 4k?, d’out 4 divise n%. De méme, si n est
impair, on écrit n = 2k + 1 alors n? = 4k* + 4k + 1 = 4(k* + k) + 1. On obtient donc
n? —1 = 4(k* + k) = 4k’. On conclue donc que 4 divise n? — 1.

Solution d’exercice 1.15 :
Démontrons par récurrence que : Vn € N\ {0,1,2,3}, n? <2
e Vérifions pour n = 4,42 = 16 = 24,
e On suppose que n? < 2" avec n > 4.
e Montrons que la propriété est vraie jusqu’au rang n + 1.
Pour tout n > 2 et en multipliant par n on a 2n < n?, ce qui est équivalent a
on+ 1< n?
Or
(n+12=n>+2n+1) <n?4+n? =20 < 22" = 2",

Dou (n+1)% < 2n
Conclusion :
VneN,n>4,n?<2"
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Chapitre

Ensembles, Relations et Applications

La théorie des ensembles a pour intérét initialement pour répondre a des questions
posées par la notion d’infini. Pour donner une idée, imaginons qu’on dispose des deux

listes de nombres suivantes :

012 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Les deux listes doivent avoir le méme ‘nombre’ d’éléments. Mais par ailleurs la seconde
liste n’est autre que la premiére a laquelle on a 6té un élément sur deux. Elle doit donc
en avoir deux fois moins que la premiére. Ce paradoxe apparent est une propriété spéci-
fique des ensembles infinis. Ce chapitre se limitera & une présentation trés intuitive des

différentes notions de théorie des ensembles.

2.1 Notions sur la théorie des ensembles

Définition 2.1.1 Un ensemble est une collection d’objets de la méme nature qui sont

appelés les éléments.

Exemple 2.1.1 :
— N={0,1,2,...}.
— £ ={0,2,4,6,8,...}.
— Z={...—-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Définition 2.1.2 :

o Sia est un élément de l'ensemble E alors on dit que a appartient a E et on écrit

a€F.

o S5i b n'est un élément de 'ensemble E alors on dit que b n’appartient pas a E et on
éeritb ¢ E.
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2.1. NOTIONS SUR LA THEORIE DES ENSEMBLES

o L’ensemble vide est I’ensemble qui ne contient aucun élément. On le note @.

Exemple d’ensembles vides :
F={rxeR telque v22+1<1} = F=0,

car Va2 +1>1, Vor e R.

2.1.1 Opérations sur les ensembles

a) Inclusion : Soient A et B deux ensembles dans E. Si tous les éléments d’un ensemble
A sont aussi les éléments de ’ensemble B alors on dit que A est inclus dans B ou bien A
est un sous-ensemble de B. On note A C B.

On peut traduire cette définition mathématiquement

ACB & (VzxeE, z€A=z€B).

Exemple 2.1.2 :
— A=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9} et B=1{2,4,6}. On remarque que tous les éléments de
I’ensemble B appartiennent également a ’ensemble A, donc B C A.
— F=R e¢eF={zeRIyeR tp x=y?} (ensemble des carrés). Remarquons

que les éléments de E sont tous négatifs et les éléments de F' sont des carrés donc
positifs. Donc EC F et F ¢ E.

Remarque 2.1.1 :
A¢dB & Jx€FE telque €A et x¢B.

b) Egalité : On a une égalité entre deux ensembles A et B si les deux ensembles ont

exactement les mémes éléments. L’égalité est vérifiée si on a une double inclusion, i.e.
A=B & ACB et BCA.

¢) Union : Soient A et B deux ensembles dans E. L'union de A et B, noté AU B est
I’ensemble des éléments qui appartiennent au moins & un des deux ensembles (A ou B)
i.e.

AUB={zx€FE telque z€ A ou x¢€ B}.
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2.1. NOTIONS SUR LA THEORIE DES ENSEMBLES

AetE
FIGURE 2.1 — Illustration de 'union de deux ensembles A et B.

Exemple 2.1.3 :
A=1{v2,v/5,V11}, B=1{-5-3,-1,1},
done AUB = {-5,-3,—1,1,v/2,V/5,V/11}.

d) Intersection : Soient A et B deux ensembles dans E. L'intersection de A et B, noté

AN B, est I'ensemble des éléments qui appartiennent a la fois & A et & B (A et B) i.e.

ANB={z€E telque z€A et x€ B}.

AetB

FIGURE 2.2 — Illustration de l'intersection de deux ensembles A et B.

Exemple 2.1.4 :

Soient A et B deux ensembles tels que

o A={v2,V5,V11},B = {-5,-3,—1,1} alors il n’y a aucun élément qui appartient

en méme temps 4 A et a B donc

ANB=2.
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2.1. NOTIONS SUR LA THEORIE DES ENSEMBLES

Dans ce cas , A et B sont dits disjoints.

o A=1{v2,2,/5,5+11,11} et B={1,2,3,4,5,6,7,8,9} alors

AN B ={2,5}.

e) Complémentaire : Soit A un sous-ensemble de F (ieA C E). Le complémentaire de

A c’est I'ensemble de tous les éléments de £ qui n’appartiennent pas a A.
On note A ou 02 ou bien A°.

Ci={xc E tel que z¢ A}.

L & @ & * a2 @
*
s E%y ::‘ns
v, * e o® *
&
e *o * * 9@
. sy
o . o &
e *
° .
P e 4wy T e

FIGURE 2.3 — Illustration du complémentaire d'un ensemble C4.
Exemple 2.1.5 :

Soient E = {0,1,2,3,4,5} et A={0,2,4} alors 04 ={1,3,5}.
f) Différence d’ensembles : Soient A et B deux ensembles dans E. On utilise la notation

A\B pour désigner la différence de A et B et c’est 'ensemble des éléments de A qui
n’appartiennent pas 4 B. On lit A moins B ou bien A différence B.

AB={re€FE telque €A et x¢ B}.

AetB

ANE

FIGURE 2.4 — Illustration de la différence de deux ensembles A\ B.
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2.1. NOTIONS SUR LA THEORIE DES ENSEMBLES

Exemple 2.1.6 :
A=A{a,b,c,d,e, f} et B={bcd}, alors A\B={a,e,[}.

g) Différence symétrique : La différence symétrique de deux ensembles A et B est
I’ensemble des éléments appartenant soit & A soit & B mais pas aux deux ensembles & la
fois. On note AAB et on lit A delta B.

AAB = (A\B) U (B\A) = (AU B)\(AN B).

AetBb AAE

FIGURE 2.5 — Tllustration de la différence symétrique de deux ensembles AAB.

Exemple 2.1.7 :
Soient A ={a,b,c,d,e,f} et B={bcd o,pq}, alors

AAB = {a,e, f,0,p,q}.

h) Ensemble des parties de E : On note P(E), c’est I'ensemble qui contient tous les

sous-ensembles possibles de E.
ACE & AcP(E).

Notons que I’ensemble vide est une partie (vide) de E et a ce titre constitue un des élément
de P(E).

@ € P(F) (ici @ est un élément).

@ C E (ici @ est un ensemble).

De facon générale, le nombre de partie d’'un ensemble E constitué de n éléments est
égale a 2" i.e.

card(E)=n < card(P(E)) =2"

Exemple 2.1.8 :
Un ensemble est constitué de 3 éléments E = {z,y, z}. Dans ce cas P(E) est constitué

de 22 = 8 éléments suivants :

P(E) = {2 {«},{y}, {z} {=, v} {z, 2}, {y, 2} {z, v, 2} )
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2.1. NOTIONS SUR LA THEORIE DES ENSEMBLES

2.1.2 Recouvrements et Partitions

Définition 2.1.3 Soit A un ensemble et soit E un ensemble de parties de A. On dit

que E est un recouvrement de A ou encore que les éléments de E recouvrent A lorsque

A= UXEP(E) X.

FIGURE 2.6 — Illustration d’un recouvrement d’un ensemble.

Exemple 2.1.9 :
X ={{1,2},{1,3,4},{5},{6}} est un recouvrement de l’ensemble {1,2,3,4,5,6}.

Définition 2.1.4 Une partition d’un ensemble E est un ensemble X dont les éléments
sont non vides, recouvrent E et sont deuxr a deux disjoints. Autrement dit, un ensemble

de parties Ay, Ag, ..., A, d’un ensemble I/ constitue une partition de E si :
— F=AUAUA;3..UA,,
—Vi<i<n, A #09,
— V1<i,j<ntelquei#j A NA =0a.

"Gl

FIGURE 2.7 — Illustration d’une partition d’un ensemble.

Par exemple, si on note 2N (resp. 2N + 1) ’ensemble des entiers naturels pairs (resp.
impairs). Alors 'ensemble {2N, 2N+ 1} est une partition de I’ensemble des entiers naturels

N.

Remarque 2.1.2 Toute partition d’un ensemble E est donc un recouvrement de E, mais

la réciproque est fausse.
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2.1.3 Regles du calcul

Proposition : Soient A, B,C et D des sous-ensembles de E.
e ANB=BNA e AUB=BUA. (Commutativité)
e ANT=0 et AUg=A.

e (AUB)UC =AU (BUC). (Associativité)

e (ANB)NC =AN(BNC). (Associativiteé)

e AN(BUC)=(ANB)U(ANC). (Distributivité)

e AU(BNC)=(AUB)n(AUC). (Distributivité)

e Cs (Co(A)) = A.

e Cp(ANB) = (Ce(A)) U (Cp(B)). (Loi De Morgan n°l)

e Lx(AUB) = (Cx(A)) N (Cx(B)).(Loi De Morgan n°2)

e ACC e BCC = (AuB)cCC.

e ACB=(ANnC)C(BNnC) et (AUC)C(BUCQ).

e ACB e CCD = (AUuC)C(BUD) et (ANC)cC(BND).

Idée de preuve

Par exemple, démontrons que
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Procédons par raisonnement de double inclusion.

Comme B C (BUC), on a
(ANB)C AN(BUC).

On montre de méme que (ANC) C AN (BUCQC).
On obtient donc
(ANB)UANC)C An(BUCQC).

D’autre part, soit z € AN (BUC). Alorsx € Aet x € (BUC).
Il y a deux cas a envisager :

e 1 cas,r € Aet x € B, et doncz € ANB.

e 2™ cas,r e Aetx e C,etdoncz e ANC.
Dans les deux cas, onaz € (ANB)U(ANC), d’ou

AN(BUC)C (ANB)U(ANC(C).

On a démontré donc la double inclusion. D’ou ’égalité.
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2.1.4 Produit cartésien d’ensembles

I s’agit maintenant d’introduire la notion du couple (x,y). Il faut donc distinguer le
couple (x,y), ot ordre est important, de la paire {z,y} = {y, x}, sans ordre. En partant

des couples, on peut définir sur n la notion de n — uplet (z1,...,2,).

Définition 2.1.5 Le produit cartésien d’un ensemble A par un ensemble B est [’ensemble

noté A X B de tous les couples (x,y) tels que x € A et y € B.
Ax B={(x,y) telque x€ Aetyc B}.

On adoptera la convention A x B = & lorsque 'un des deux ensembles A ou B est vide.

Si A contient m éléments et B contient n éléments alors A X B contient m X n éléments.

Exemple 2.1.10 :
e Soient A ={a,b,c} et B={0,1,2}. Alors le produit cartésien est donné par

A x B ={(a,0),(a,1),(a,2),(b,0),(b,1),(b,2),(c,0),(c,1),(c,2)}.

e RxR=R?={(x,y) tel que x€RetyeR}.
e [0,1]c x [0,10] = {(x,y) tel que x € [0,1] et y € [0,10]}

Définition 2.1.6 La définition précédente se généralise a n ensembles. Soient les n en-

sembles K1, Es, ..., E, . Le produil cartésien noté
H Ek7
k=1
est par définition [’ensemble des n — uplet noté
(x1,29,...,x,) tels que Vk € {1,...,n}, xp € E}.
Propriétés :
e AXB=90 = A=Q%ouB=2.
e A X B # B x A sauf des cas particuliers.

e AXB=BxA & A=2 ouB=@ ouA=B.
(ANC)x (BND)=(ANB)x (CND,).

Quelques ensembles de nombres :

R : Ensemble de nombres réels.

R* : Ensemble de nombres réels positifs.

R~ : Ensemble de nombres réels négatifs.

N : Ensemble de nombres entiers naturels {0, 1,2,3,4,5,6,...}.
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Z : Ensemble des entiers relatifs {...,—6,—5,—4,—-3,—-2,—1,0,1,2,3,4,5,6,...}.
Q : Ensemble de nombres rationnels {™ tel que (m,n) € Z x Z*}.

De plus on a la propriété suivante

NcZcQcR.

2.2 Relations binaires dans un ensemble

On rencontre souvent en mathématiques des propositions du type « les objets x et y
ont la méme propriété o en commun », ou bien du type comparatif « x <y, A C B, .. .».

Une relation binaire généralise cette situation a un ensemble E quelconque.

Définition 2.2.1 On appelle une relation binaire, notée R, dans un ensemble E tout lien

qui relie x et y deux éléments de E. On écrit xRy et l'on dit que x et y sont en relation.

Exemple 2.2.1 :

— Une relation définie sur R? par
Ry & y—xeR,,

c’est simplement la relation x < y.

— Soit E un ensemble. La relation d’inclusion sur P(FE) est définie par
ARB < ACB.

— Soient x,y € R,
Ry & fp[—lyl=z—y

2.2.1 Propriétés des relations binaires

Les relations binaires sont classées en fonction de leurs propriétés.

— Une relation R sur E est dite réflexive , si

Vee FE, xRz
— Une relation est dite symétrique, si
V(z,y) € EX E, xRy = yRx.
— Une relation est dite antisymétrique, si

V(z,y) € EXE, xzRyetyRe=1z=y.
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— Une relation est dite transitive, si

V(z,y,2) € EX E X E, xRy et yRz = aR=.

Exemple 2.2.2 :

e Soit R la relation définie sur Z par
Ry & 3 divise (v —y).

La relation R est réflexive. En effet, pour tout v € Z, = —x =0 et 3 divise 0.
Donc Vr € Z, xRzx.
e Soit R la relation définie sur N par

Ry & x divise y.

Montrer que R est antisymétrique. On a
xRy = x divise y =y = kix, k3 €N

D’autre part
yRe = y divise v = x=kyy, ko€ N".

Donc x = koy = kiksx.
1l résulte alors que kiky =1 t.e. k1 = ko = 1.
D’ou x =y et donc la relation R est antisymétrique.

e Soit la relation définie sur N x N par
(@, 2)R(y.y) & z+2=y+y.

Montrer que R est transitoire.
Soient (z,2'), (y,y') et (z,2') dans N x N tels que

(2, )Ry, y') et (y,9)R(z, )
On a alors par définition de la relation
r+2 =y+y et y+y =2+72.
On obtient donc v+ a2’ =2+ 2" e (z,2")R(z, 7).

2.2.2 Relation d’équivalence

Définition 2.2.2 On dit que R est une relation d’équivalence sur E si elle vérifie les trois

propriétés ; réflerive, symétrique et transitive.
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Exemple 2.2.3 : Voici quelques illustrations
La relation d’égalité = sur E est une relation d’équivalence.

La relation < sur R n’est pas une relation d’équivalence car elle n’est pas symétrique.

2n

La relation définie sur R par "xRy << 2% = y?" est une relation d’équivalente sur

R.

Définition 2.2.3 On appelle classe d’équivalence d’un élément a de E, [’ensemble des

éléments y de E qui sont en relation R avec a. On note Cl(a).
Clla) ={y € E tel que yRa}.

Exemple 2.2.4 : Soit la relation définie par

Vo,y€eR, 2Ry < 2°—1=9y>—1.

La classe d’équivalence de a € R est

Clla) ={zx € E tel que zRa}

On a donc
RasP—1=ad>-1
=1’ =a’
=2°—a*=0
= (r—a)(zr+a)=0.
Dotz =aourxr=—a

Ainsi la classe d’équivalence de a est
Cla) = {{a,—a}, a€R}.

Définition 2.2.4 On appelle ensemble quotient de E par la relation d’équivalence R, et

on note E/R, 'ensemble des classes d’équivalences de E modulo R.

Remarque 2.2.1 :
Une relation d’équivalence permet de regrouper les éléments d’un ensemble E partageant

une méme proprieté pour former un nouvel ensemble appelé ensemble quotient de E par

R.
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2.2.3 Relation d’ordre

Définition 2.2.5 Une relation R est dite relation d’ordre si elle vérifie les propriétés

sutvantes : antisymétrique, transitive et réflexive.

Exemple 2.2.5 :
Soit 'ensemble E = {a,b,c}. On note par P(FE), ’ensemble des parties de E . On définie

la relation R par

VA et Be P(E), ARB < AC B.

Montrer que R est une relation d’ordre.
o R est réflexive car VA € P(E), A C A donc ARA.

o R est antisymétrique. En effet soient A et B € P(E) tel que ARB et BRA.
Donc AC B et BCA, dou A= B.

o R est transitive. En effet, soient A, B et C € P(E) tel que ARB et BRC.
.e. AC B et BCC alors ACC. Donc ARC .

On conclue donc que R est une relation d’ordre.

Définition 2.2.6 Soit E un ensemble et R est une relation d’ordre dans E.
On dit que R est une relation d’ordre totale sur E lorsque deux éléments de E sont toujours

comparables pour R i.e.
Vee ENye E, xRy ou yRx.
Dans le cas contraire on dit que la relation est d’ordre partiel,
Jr € E,3y e Etel que 2Ry et yRz,
ot xRy signifie que = n'est pas en relation avec y.

Exemple 2.2.6 :
Soit l’ensemble E = {a,b,c}. On note par P(FE) l’ensemble des parties de E, et on définie

la relation R par
VAet Be P(E), ARB< ACB.

R est une relation d’ordre partiel.
En effet, si E = {a,b,c} alors

P(E) = {9, {a}, {b}, {c}, {a,b},{a, ¢}, {b ¢}, {a, b, c}}
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Or si on prend A={a} et B={b} ona AZL Bet BZ A.
Donc 3 A, B € P(E) tels que ARB et BRA.

Définition 2.2.7 : (Majorant, Minorant)

Soit E un ensemble et R une relation d’ordre.

On dit que M est un majorant de £ siVs € E;, xRM.

On dit que m est un minorant de E siVor € E, mRz.

Remarque 2.2.2 :

Attention ! on n’a pas toujours existence ni unicité! Le magjorant (ou minorant) n’est pas
unique, comme il peut exister plusieurs valeurs.

Une partie A est dite majorée (respectivement minorée) si elle admet un majorant (res-

pectivement minorant). Elle est dite bornée lorsqu’elle est a la fois minorée et majorée.

Définition 2.2.8 : (Borne supérieure, Borne inférieure)
Soit E un ensemble et R une relation d’ordre, alors la borne supérieure de E est le plus
petit des majorants noté sup(E).

La borne inférieure est le plus grand des minorants et noté inf(E).

Définition 2.2.9 (Maximum, Minimum)

Si la borne supérieure d’un ensemble E appartient & E, alors l’élément mazimal (mawi-
mum) eziste est égale & cette borne supérieure, noté max(F). Sinon le maximum n’existe
pas.

La définition est analogue pour le minimum (le plus petit élément) et on note min(E).

Exemple 2.2.7 :

Dans Uintervalle I = [3,7] munie de la relation d’ordre R définie par
Ry <z <y.

o [es valeurs 7,8, --- sont des majorants de I et --- ,—2,1,2 sont des minorants.

e La borne supérieure et la borne inférieure sont données par sup(l) =7 et inf(I) = 3.

e Déterminons max(l) et min([/),

sup(I) =7 ¢ I donc max(I) n'existe pas.
inf(I) =3 € I donc min(I) existe et min(I) = 3.
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2.3 Applications

Définition 2.3.1 :

e Une fonction f de E vers F est la relation telle que a tout élément x € E on lui associe
au plus une image y € F' (une seule ou pas d’image).

e Une application [ est une relation d’un ensemble E vers un ensemble F' telle que tout

élément x € E a une unique tmage y € F. On note

f: E—F
xr— f(x).
e L’ensemble E est appelé ensemble de départ . L’ensemble F est appelé ensemble
d’arrivé .
e Pour tout x € E, f(x) est appelée I'image de x par f.

e Pour touty € F, en cas d’existence, tout x dans E tel que y = f(x) est appelé antécé-

dente de y par f.

Remarque 2.3.1 :

— On peut représenter une application f : E — F en utilisant des diagrammes de

Venn fléchés, ou chaque fleche joint un élément x de E a son image f(x) dans F.

FIGURE 2.8 — Représentation graphique d’une application.

— Toute application est une fonction (la réciproque est fausse). Toute fonction est une

application sur son domaine de définition.

Exemple 2.3.1 :
Soient f et g telles que
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et

g: R\{1} >R

T
T =

x—1

Alors g est une application mais f n’est pas une application mais plutét une fonction, car

il existe un élément x = 1 qui n’admet pas d’image par f.

Définition 2.3.2 :

o Deux applications f : FE — F et g: FE — F sont dites égales si pour tout
reE, f(x)=g(x). On note f = g.

e Soient K, F et G trois ensembles et f: E —F ,g: F — G deux applications. On

définie Uapplication composée de f et g, notée go f, par :

Vo € E,(go f)(z) = g(f(z)).

Exemple 2.3.2 :

Soient
f+ 0, +00[ =0, +o0],
1
T —,
T
et

g: 10,400 = R"

xr— x>+ 1.

Alors (g0 f)(2) = g(F(2)) = 9(1/x) = (1/a)* + 1 = 1/a? + 1.

Proposition :
Soient F, F,G et H des ensembles, et f: E —F ¢g: F —Geth: G — H trois

applications. On a
(fog)oh=fo(goh).
Attention!
En général go f # fog.
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2.3.1 Image directe, Image réciproque

Définition 2.3.3 Soit AC F et f: E — F. L'image directe de A par [ est [’ensemble

fA) ={f(x), €A}

Exemple 2.3.3 :
Soit A ={—1,1,2,—-3} et Uapplication f telle que

f: R—R*'

v = f(z) = [zl
Donc limage directe de A par f est f(A) ={1,2,3}.

Définition 2.3.4 Soit B C F et f : E — F. L’image réciproque de B par [ est
[’ensemble
fY(B)={x€E, f(x)eB}.

Autrement dit, 1'image réciproque f~'(B) est 'ensemble des éléments de E dont 'image
est dans B. La figure suivante montre que f(A) n’est pas vide dés que A # &, alors que
lon peut avoir f~Y(B) = @ pour B # @.

FIGURE 2.9 — Image directe et image réciproque d’un ensemble.

Proposition :
Soit f: E — F.

— Pour toutes parties A et B de F, on a

FHAUHB) = (AUB) et fH(A)NfH(B)=f(ANB).

43



2.3. APPLICATIONS

— Pour toutes parties A et B de E on a
fLAA)Uf(B) = f(AUB) et f(ANB)C f(A)Nf(B).

Attention!

On n’a pas nécessairement égalité f(AN B) = f(A) N f(B). En effet, soit 'exemple
suivant, £ = {0,1}, A = {0}, B = {l}et f: E — E définie par f(0) = f(1) = 0.
Donc f(ANB) =@ et f(A)N f(B)=1{0}.

2.3.2 Injection, Surjection et Bijection

Soient Y, F' deux ensembles et f : E — F une application.

Définition 2.3.5 On définie les notions suivantes :

o f est dite injective si pour tout a, b € E tels que

FIGURE 2.10 — Application injective, non surjective.

o [ est surjective si pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x), i.e.

Vye F, JxeFE telque y= f(z).
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FIGURE 2.11 — Application non injective, surjective.

o f est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective i.e.

VyeF, xecFE telque y= f(z).

FIGURE 2.12 — Application bijective.

Remarque 2.3.2 Toute application de R dans R strictement monotone est injective. La

réciproque est fausse

Exemple 2.3.4 :
1. Soit Uapplication f telle que

f R—oR
r— f(zr) =3z +1.

f est surjective car Vy € R, dx € Rtel quey = 3x + 1.
f est injective car Vx,x' € R, si f(z) = f(a') alors 3v +1=32"+1 d’ou x = 2.
2. Soit Uapplication g telle que

g :R—R

x> g(x) = |z|.
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L’application g n’est pas surjective car 3y € R (y négatif) tel quey # g(z) = |z|, Ve eR
g n'est pas injective car si |x| = |2'|, on n’a pas forcément x = &' par exemple |2| = | — 2|

or 2 # —2.

Proposition

Soient g : ' — G, f :G — H deux applications.
1. Si f et g sont injectives, alors f o g est injective.
2. Si f et g sont surjectives, alors f o g est surjective.

3. Si f et g sont bijectives, alors f o g est bijective.

Exemple 2.3.5

f Rt - RT

r:m f(2) = |a]

PUapplication f est une bijection. St on change l’ensemble de départ ou l’ensemble d’arrive,

Uapplication ne devient plus une bijection.

Définition 2.3.6 Soit f une application bijective de E vers F. On définie la réciproque
de f (notée f=1) Uapplication de F vers E qui pour chaque y € F elle associe un élément

unique x € F.

Exemple 2.3.6

fR—=R
r— f(zr) =3z + 1.

L’application f est bijective donc f~! existe.
y=3r+1=uz= y%l
Donc

R

y— [ y) = %

Remarque 2.3.3 :

Si f est une application bijective alors on a

fofflIIdF etfflof:IdE.
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Proposition :
Soient f: F — G et g : G — H, deux bijections. Alors go f : FF — H est une bijection

et sa réciproque est 'application f~!o g~'.
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2.4 Série d’exercices

Exercice 2.1

Soient A et B deux sous-ensembles de E. Montrer que
AA(BAC) = (AAB)AC.

Exercice 2.2 :

Soit E/ un ensemble et soient A, B et C trois sous-ensembles de E vérifiant
AUB=ANC, BUC=BnNAet(CUA=CNB.

Montrer que A =B = C.

Exercice 2.3

Soit E un ensemble, A, B deux parties de E. Discuter et résoudre I’équation
(ANX)U(BNX°) =2.

Exercice 2.4 :

Soit ’ensemble £ = {1,2,3} muni de la relation binaire définie par :

x2—|—1_y2+1

Ve,y e B, xRy < 5 5
Yy

x
1. Déterminer P(FE) ensemble des parties de E.
2. Montrer que la relation R est une relation d’équivalence.

3. Donner la classe d’équivalence de 1.

Exercice 2.5 :
On définie F(E, F') 'ensemble d’application de E dans F' et S(E) I’ensemble des appli-
cations inversibles de £ dans E. On considére sur F(F, E) la relation R binaire définie
par

fRg < Jp € S(E)( inversible ) telle que foyp =ypog.

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

2) Décrire la classe d’équivalence d’une fonction donnée f € F(E, E).

Exercice 2.6 :
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Soit 'application f : R — R définie par

1) Montrer que f n’est ni injective ni surjective.

Considérons a présent 'application ¢

[—1,1] — [—1, 1] définie par g(x) = f(x).

2) Montrer que Papplication g est une bijection. Donner son application réciproque g~

Exercice 2.7 :

Déterminer graphiquement si les applications f et g suivantes sont injectives ? surjectives ?

bijectives 7

arctan(x)
4 -3 -2 -1 1 34
FIGURE 2.13 — Application f: R — R.
A
FIGURE 2.14 — Application ¢ : R — [A, B].

Exercice 2.8
Soit f F — F une application et soit A C E.
1) Prouver que A C f~{f(A)}.

2) Prouver que f est injective si et seulement si

Pour toute partie A de E, A= f~'{f(A)}.

20



2.4. SERIE D’EXERCICES

Exercice 2.9
Soit f E — F une application et soit B C F.
1) Prouver que f{f~'(B)} C B.

2) Prouver que f est surjective si et seulement si

Pour toute partie B de F on a f{f~'(B)} = B.
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2.5 Solutions des exercices

Solution d’exercice 2.1 :
On a AA(BAC) = (AN (BAC)) U (AN (BAC)).
Or

AN (BAC) = AN [(B°NC)U(BNCY)
=(ANB°NC)U(A°NBNCY).

Et

(BAC) =[(B°NC)U(BNCY°

= (B°NC)*N(BNCY)"
=(BUC)N(B°UCQC)
=[(BUC)NBJU[(BUC)NC]
=(B‘NC) U (BNC).

Ainsi, AN (BAC)*=(ANC°NB Y)U(ANBNCQC).

Donc AA(BAC) = (A°NB°NC)U(A°NBNCYUANCNBYU(ANB°NC).

On obtient une expression qui n’est pas variante en permutant les ensembles A, B et

C.
On a en particulier
AA(BAC) = (AAB)AC.

Solution d’exercice 2.2 :

On a A, B et C trois sous-ensembles de I'’ensemble F avec
AUB=ANC, BUC=BnNnAetCUA=CnNB.
Prouvons que A = B par double inclusion. On a
BCAUB=ANCCA, donc B C A.

De méme

ACAUC=CNBCB, donc AC B.

On conclue alors que A = B.

De la méme maniére on démontre que B = C, en effet

BCBUA=ANnCc(CetCCcCUB=BNACB,
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d’ou
BcCetCc Bdonec B=C.

Conclusion, on a égalité des trois ensembles A = B = C.

Solution d’exercice 2.3 :

Soit E un ensemble, A, B deux parties de E. On a I’équation suivante
(ANX)U(BNX°) =2.
Cette équation est équivalent a
(ANX)=0 et (BNX° =o.

Ceci implique que
X CA® e BCX, ieBCXCA"

On distingue donc deux cas

e Si BN A # @, alors B n’est pas contenu dans A¢. L’équation n’a donc aucune solution.
e Si BNA = @, alors B C A°. Les solutions de I’équation sont donc les parties de A€
contenants B.

Solution d’exercice 2.4 :

1) P(E) ={2,{1},{2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, E}.

2) Montrons que R est réflexive symétrique et transitive :

*Ona :1:2+17x2+1

2 2

Ve e E,
x x
donc xRz, d’ou la relation R est réflexive.

e Soit z,y € F tels que 2Ry i.e.

?+1 P41
2 yz )

On peut inverser les termes de 1’égalité

y2+1_x2+1
y2 o 2

T

Donc yRzx.
Alors la relation R est symétrique.

e Soit x,y et z € F tels que =Ry et yRz.
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Ceci dit que
?2+1  y?+1 yP+1 2241
= et = .
22 e e 52

D’ou
2+ 1 22 4+1
2 2

x z
donc zRz.

Alors la relation R est transitive.

On conclue donc que R est bien une relation d’équivalence.

3) La classe d’équivalence de 1 € E est donnée par :

Cl(1)={z € E tel que zR1}.

Or zR1 ie
241 P41

2 12

1+1=2.

Donc
241

; =2=2+1=222=22=1.
z

On obtient 1 et —1 comme solutions de cette équation. Or —1 ¢ E.
D’ou CI(1) = {1}.

Solution d’exercice 2.5 : On a la relation définie sur F(E, F) par
fRg < Jp € S(F)( inversible ) telle que foyp =pog.

1) Montrons que R est une relation d’équivalence i.e. réflexive, symétrique et transi-
tive :
On a
Vfe F(E,E), Idgof=foldg

Donc 3 ¢ = Idg € S(F) telle que fop=¢go f.
Donc fRf, et donc R est une relation réflexive.
2) Si fRyg alors il existe ¢ € S(E) telle que fop =pog.

En composant par ¢! des deux membres a droite et & gauche, on obtient

gow ' =y 'of, donc gRf.

Donc cette relation est symétrique.
D’autre part, si fRg et gRA alors il existe p, ¥ € S(FE) telles que

fop=poget go¥W =Voh.
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En composant par ¥ on obtient
fopoW =pogoW =poWoh.

Donc il existe 0 = p oW € S(F), telle que fof = 6o h, donc fRh. Dot la relation est
transitive.

On conclue donc que R est une relation d’équivalence. 2) Décrivons la classe d’équivalence
d’une fonction donnée f; € F(E, E). On a

Cl(fi)={9 € F(E,E) | gRfi, ie. JpeS(E), gop=ypofi}.

Ainsi
Cl(f\)={ge F(E,E) | 3peS(E), g=pofiop '}

Finalement
Cl(fr) ={pofiop™/ peS(E)}.

Solution d’exercice 2.6 :

1. Montrons que f n’est ni injective ni surjective.
e f est dite injective si f(z1) = f(z2) = x1 = xa.
Or

2]}1 2.1'2 2 9
= = = 11 — T9 + 1175 — xax] = 0.
1423 1+ a3 2 !

f(z1) = f(z2)

Dot z1(1 — z129) = xo(1 — x227).

Donc on n’a pas forcément z; = x5 dans le cas ot xo = 1/x;.

Par exemple pour x; =2 et x9 = 1/2 on a f(2) = f(1/2) = 4/5 bien que 2 # 1/2.
On conclue donc que f n’est pas injective sur R.

o f est dite surjective si Vy € R, Jx € R tel que y= f(x).

y=f(z) =22/(1+2%) = y2* — 20 +y =0.
Cette équation admet des solutions réelles ssi
A=4—4y>>0ie. —1<y<1.

Dans ce cas I’équation admet deux solutions

1+ /11— 2 1— /1= 2
Y y

Or on remarque bien que pour y < —1 ou y > 1 les deux valeurs z; et x5 n’existent

pas.

Par exemple pour y = 2 I’équation n’a pas de solution donc 2 n’a pas d’antécédents.
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On conclue que f n’est pas surjective de R vers R.

2. Considérons a présent application g : [—1,1] — [—1, 1] définie par g(x) = f(z).
Montrons que 'application g est une bijection.
On procéde de la méme facon que la question précédente mais cette fois-ci 'appli-
cation g est définie de [—1,1] vers [—1, 1].
Soient x1, 21 € [—1,1] tels que

N 2.CE1 . 2332
L+a2? 14 23

g(x1) = g(z2) = 21(1 — x129) = 22(1 — z277).

On peut maintenant diviser pas (1—x1x5) car pour x1, 21 € [—1,1] ona 1—x;29 # 0.
D’ou

21(1 — x129) = wo(1 — wow1) = T = 2.

Donc on vient de montrer que
T1,T1 € [_171]7 g('rl) - g(‘TQ) = I = T

On conclue alors que Iapplication g est injective.

Montrons que g est surjective; d’une facon analogue que la question précédente

2x 14+ 4/1—y? 1—+/1—y?
()

y=glo) = 1y = = etwy = V"V

Y

car y € [—1,1] donc A =4 — 4y* > 0.
Or o = V7% Vykyz ¢ [—1,1], donc la seule solution possibles est xo = #
D’ou

Vy € [—1,1], 3z € [-1,1] tel que y = g(x).

Par conséquent 'application g est surjective.

Conclusion : 'application g est injective et surjective donc elle est une bijection
de [—1,1] vers [—1,1].
D’ailleurs on peut 'en déduire vu que I’équation y = ¢g(z) admet une unique solution

1—\/1—y2 L, .
= Donc la réciproque est

Solution d’exercice 2.7 :
e L’application f est injective car, d’apreés le graphe, pour tout deux éléments xq, o €

R, x1, x5 ont toujours deux images distinctes par f.
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Par contre f n’est pas surjective car f : R — R donc pour tout y > 7/2 ou y < —7/2
il n’existe pas d’antécédent z tel que y = f(x). D’ou f n’est pas bijective.

e [’application g n’est pas injective. En effet, il existe deux antécédents x; # xs tels
que g(x1) = g(x2) = 2 par exemple.

L’application g est surjective, en effet sur intervalle [A, B], quelque soit 'image v, il

existe au moins une antécédente z telle que y = g(x).

Solution d’exercice 2.8 :
1) Soit z € A. On a alors f(z) € f(A), et donc z € f~H{f(A)}. Dou A C f~H{f(A)}
2) Raisonnons en deux temps :
e supposons que f est injective.
Soit z € f~Hf(A)}. On a f(x) € f(A). Ainsi, il existe 2’ € A tel que f(z') = f(z). D’ou
par injectivité de f on a 2’ = x donc = € A.
Donc f~Hf(A)} C A, et d’aprés la question 1 on conclue que A = f~1{f(A)}.
e Supposons que VA C E, A= f"Hf(A)}
Soient z, 2" € A tels que f(z) = f(2'), on a alors

{a} = /et = @ h} = {o')

On conclue donc que I'application f est injective.

Solution d’exercice 2.9 :
1) Soit y € f{f'(B)}. Il existe un élément x de f~1(B) tel que f(x) =y, et ainsi y € B.
2) Raisonnons en deux temps :

e Supposons f surjective. Soit y € B. Puisque f surjective, il existe un = € E tel que
y = f(z).
Ainsiz € f7Y(B) et y € f{f7'(B)}.

e Supposons que VB C F, B = f{f"'(B)}.
En particulier, F' = f{f~*(F)}, ce qui prouve que f est surjective.
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Chapitre

Suites numériques

3.1 Quelques définitions

Définition 3.1.1 On appelle une suite a termes réels, ou suite réelle, une famille de

nombres réels indexés par N, c’est-a-dire une application u de N dans R telle que :

u :N—R

n = u(n) = uy,.
La suite u est alors notée (un)nen-

Définition 3.1.2 Soit (uy)nen une suite. Nous dirons que (Up)nen €St :
— Croissante si pour tout n € N, wgq1) > Up.
— Décroissante si pour tout n € N, uny1) < Up.
— Constante si pour tout n € N, up,q1) = Uy.

— Stationnaire si elle est constante a partir d’un certain rang, c’est-a-dire si :
dpeN, Vn>p, Upgr) = Un.

Exemple 3.1.1 :

e La suite définie par u, = n € N est strictement décroissante.

1
n+1’
1

o La suite définie par u, =2 — —5,n € N est strictement croissante.

Définition 3.1.3 Soit (uy)nen une suite. On dit que (Uy)nen €st :

— Monotone si (Up)nen est croissante ou si (Uy)nen est décroissante.
— Majorée ssi 3 M € R tel que Vn € N u,, < M.

— Minorée ssi 3 m € R tel que Vn € N, m < u,.
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3.2. LIMITE ET CONVERGENCE D’UNE SUITE

— Bornée si elle est a la fois majorée et minorée c’est-a-dire :
IM e R, VneN,|u,| <M.

Exemple 3.1.2 :
o La suite définie par u, = a”™, a > 0, est monotone.
o La suite définie par u, = (—1)" n’est pas monotone.

o La suite (up)nen définie par u, = %, n € Nx est majorée par 1 est minorée par 0.

1

o La suite (v,)nen définie par v, = 2— L

n € N est minorée par 1 et non majorée.

Remarque 3.1.1 On dit qu’une suite est strictement croissante, strictement décroissante

ou strictement monotone si ['inégalité correspondante est stricte.

3.2 Limite et convergence d’une suite

Définition 3.2.1 Soit (uy)nen une suite réelle.

e On dit que la suite (uy)nen tend vers un réel l ou a pour limite | si
Ve >0, INeN, telque n>N=|u,—1|<e.

On écrit alors

lim u, =1
n—-+o0o

e On dit que la suite (uy)nen tend vers plus linfinie (+00) si
VM >0, INeN tel que (n>N = u, > M).

On écrit alors

lim w, = +oc.
n—0o0

e On dit que la suite (u,)nen tend vers —oo si
VM >0, INeN tel que (n>N = u, <M).

On écrit alors

lim w, = —oc.
n—-+o0o
Exemple 3.2.1 :
o La suite (Uy)nen définie par u, = % est une suite décroissante, et on a lim, . u, = 0.
e Soit la suite v, définie par v, = \/75 On a alors lim,,_, o u,, = +00.

Proposition (Unicité)
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3.2. LIMITE ET CONVERGENCE D’UNE SUITE

Si la suite (u,)nen admet une limite, cette derniére est unique.

Proposition (Opérations sur les limites)

Soient (U, )nen €t (Un)nen deux suites réelles et soit a € R.

— Si lim, 5400 up = L et lim,, o v, = I’ alors

lim (u, +v,) =1+1.

n—-+o0o

— Si lim, 5400 up = 1 et lim,, . o v, = " alors

. gy
nl_l}gloo(unvn) =l

— Silim, sy up =1#0 et lim,,_,, o v, =" alors

v,
lim — = —
n—-+0o U, l
Remarque 3.2.1 :
e On admet les conventions suivantes
1 00
+00 + (+00) = 400, 00 X 00 = 00, — =0 — = 0.
00 0

e On appelle formes indéterminées les limites de types :

0
0’ ) 0 x oo, +00 —00,1%,0°, ...

818

Dans ces cas on ne peut rien conclure concernant la limite.

Exemple 3.2.2 :

La suite u, = (1 — L) In() tend vers —oo. En effet

1 1
lim (1—=)=1>0 et lim In(—)= —o0.

n—-+oo n n—-+oo n

Définition 3.2.2 :

— Une suite u,, est dites convergente si il existe un réel | tel que
lim,, o u, = L.

— Une suite qui tend vers £00 ou qui n’admet pas de limite est dite suite divergente
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3.2. LIMITE ET CONVERGENCE D’UNE SUITE

Exemple 3.2.3 :

— Montrons la convergence de la suite suivante.

Lo
un—(n+n) n”.

En développant on obtient

2 1 2 1
Up=N"+2+ 5 —n" =2+ —.
n n

D’oq la limite est
lim (u,) = 2.

n—+oo

— Soit a un réel strictement supérieur a 1. u, une suite vérifiant :
vn € N,u,_1 =au, +b, b €R.

Alors la suite u, est divergente vers +00.
En effet, soit | un unique réel vérifiant [’équation | = al + b.

On a alors
l=al+b=alad+b)+b=--=a"l+bl+a+---+a" ).

De méme on a
Uy = a"ug +b(1 +a+ - +a™ ).
D’ot
Vn e Nyu, — 1 = a"(up — 1),
Or

lim o" = 4o00.
n—-+oo

On conclue donc que lim,,_, o, u, = 400, et donc la suite u, est divergente.

Théoréme 3.2.1 Soit (u,)nen une suite réelle.
— Si (up)nen est croissante et magjorée alors la suite est convergente.

— 81 (up)nen est décroissante et minorée alors la suite est convergente.

Exemple 3.2.4 :

La suite u,, = Z;Z:OI% est croissante. Par récurrence on peut démontrer que

1 1
vnzlv ES 2TL—1’
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ce qui donne :

n 1 n 1 n 1 n 1
p=0 p=1 p=1 p=1

Oron a

oo 1 P

> (3) -

2

p=1

D’ou

vn>1, u, <3.

La suite u, est croissante et majorée par 3, donc elle converge. De plus sa limite est

inférieure ou égale a 3.

Proposition

Toute suite convergente est bornée .

Théoréme 3.2.2 Soit (u,)nen une suite réelle.
— Si (up)nen est croissante et non magjorée, alors la suite est divergente vers +0o.

— 81 (up)nen est décroissante et non minorée alors la suite est divergente vers —oo.

Exemple 3.2.5 :
e La suite u,, = n tend vers +oo (prendre ng = E(A) +1).

e Sia>1, la suite u, = a” tend vers +oo.

Remarque 3.2.2 :
e Lorsque l’on a majoré une suite croissante, on a non seulement montré sa convergence,

mats aussi trouvé un majorant de sa limite, puisque celle-ci est le plus petit des majorants.

3.3 Limites par comparaison et par encadrement

Théoréme 3.3.1 (Théoréme de comparaison)

Soit (Up)nen, (Un)nen deux suites réelles.

— Siu, > v, et silim, . (v,) = 400, alors

iholtn) = 00

— Siu, <w, et silim, ,(v,) = —00, alors

lim (u,) =—o00
n—-+00
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Théoréme 3.3.2 (Théoreme d’encadrement ou des gendarmes )

Soient (Up)nen, (Vn)nen €t (Wp)nen trois suites réelles telles que
e N € N tel que tout n > N on a u, < v, < w,, el
o Les deur suites (Uy)nen €t (Wy)nen convergent vers la méme limite 1.

Alors la suite (v,)nen converge aussi vers la méme limite 1.

Remarque 3.3.1 On peut retenir de ces deux théoréemes que pour obtenir une limite finie,
deux gendarmes sont nécessaires, mais pour obtenir une limite infinie, un seul gendarme

est suffisant. Notons aussi qu’on a la version analogue pour obtenir une limite —o0).

Exemple 3.3.1 :

1) Calculer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par

cos(n)

Up = 5> nEN.
n
On sait que —1 < cos(n) < 1, alors
—1 cos(n) 1 .
= S "N
Or
. —1 , 1
Iim —=0e lim — =0.
n—-+00 n2 n—-+00 n2

On conclue done, d’aprés le théoreme des gendarmes, que

lim COS(Z”) — 0.
n—-+o0o n

2) Soit pour tout entier n, la suite (u,)nen définie par

n—1

5, puis étudions la limite de cette suite.

Montrons que pour tout entier n , u, >

On a pour tout entier n,
(—D)"4+n>—-1+4mn, et (-1)"+2<1+2=3,

PR 1
d’otu -y >

—
[\
W=
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Ainsi, en multipliant ces deuz inéqgalités, on obtient

(—1)"+n>n—1
(—)r+2= 3

Uy =

Comme lim,,_, "Tfl = 400, on en déduit que

lim w, = +oo.
n—-+o0o

3.4 Exemples de suites

3.4.1 Suite arithmétique

Définition 3.4.1 La suite (u,)nen est dite arithmétique s’il existe r € R tel que pour
tout n € N on a

Upi1 — Up =T

On appelle r raison et uy le terme initial de la suite (uy,)nen-

Proposition :
— Vn € Ny u, = nr + ug.
— Sir >0, alors (u,),en est strictement croissante et on a lim,,_, | o (u,) = +00.
— Sir <0, alors (u,)nen est strictement décroissante et on a lim,,_,, «(u,) = —oc.
— Sir =0, alors (u,)nen est constante.

Proposition :

Soit (uy,)nen une suite arithmétique de raison r. Alors pour tout n € N

n(n+1)‘

uo+u1—i—~-~+un:(n+1)u0+r 5

(ug + un)

=(n+1) 5

3.4.2 Suite géométrique

Définition 3.4.2 La suite (up)nen est dite géométrique s’il existe g € R tel que pour tout

n €N ona

Up+1 = qUn,

ot q est appelé raison et ugy le terme initial de la suite (uy,)nen-

Proposition :

Soit (uy,)nen une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme non nul ug.
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n

— Vn € Ny u,, = upq".
— Si g =1, alors (u,),en est constante.

— Siug > 0et g > 1, alors (uy,)nen est strictement croissante et on a lim,,_,, o (u,) =
+00.

— Siug < 0et g > 1, alors (uy)nen est strictement décroissante et on a lim,,_,; o (uy,)

—0Q.

— Siup > 0et0 < g < 1, alors (u, )nen est strictement décroissante et lim,,_, o (uy,)
0.

— Siug < 0et0 < q<1,alors (uy,)nen est strictement croissante et lim,, , , o (u,) =
0.

— Si—1 < ¢ <0, alors lim,, ;o (u,) = 0.

— Si ¢ < —1, alors la suite géométrique n’a pas de limite, elle n’est ni croissante ni

décroissante .
Proposition :
Soit (uy,)nen une suite géométrique de raison g # 1, alors pour tout n € N on a :
1— qn+1

u0+u1+~--+un:u0 1_q

3.4.3 Suites adjacentes
Les deux suites (uy)nen €t (Up)nen telles que Vn € N, u,, < v,. Elles sont dites
adjacentes si elles vérifient les trois conditions suivantes :
— la suite (u,)nen est croissante,

— la suite (v,,)nen est décroissante, et

— limy, oo (vy, — up) = 0.

Exemple 3.4.1 :

Montrons que les suites définies sur N* par

1 1
p=1

sont adjacentes .

o La suite (uy)nen+ est croissante, car Un 1 — U, = ﬁ > 0.

e D’autre part, on a

1 1 1 1
Ung1l — Up = un+1+ﬁ — Un‘i‘m :(Un+1—un)+<—

n+1 n+1)  nl’
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Or on @ Upyq — Uy = ﬁ ; donc

1,1 N e I
n+1)! (n+1)! ! (m+D! T

Un4+1 — Unp = (

Donc la suite (v,)nen- est décroissante.
e De plus, on a v, —u, = % Donc v, > u,, et v, —u, tend vers 0 lorsque n tend vers
l"infinie.

On conclu donc que les deuz suites (uy)nen+ €t (Un)nen+ Sont adjacentes.

Proposition :

Soient (uy)nen €t (v, )nen deux suites adjacentes. Alors ces deux suites convergent et on a

3.4.4 Suites de Cauchy

Une suite (u,)nen est dite suite de Cauchy ou elle vérifie le critére de Cauchy si on a
Ve>0, INEN telqueV(p,q) EN* (p> N, et ¢ > N) = |u, —uy| <e.
Théoréme 3.4.1 Toute suite convergente est de Cauchy.

Proposition :

Toute suite de Cauchy est bornée.

3.4.5 Suites extraites

Définition 3.4.3 Une suite (v,)nen est appelée suite extraite, ou sous-suite, d’une suite

(Un)nen 8l existe une application ¢(t), strictement croissante de N dans N, vérifiant :
VneN, v, = ugnm).

Remarque 3.4.1 Si ¢ est une application strictement croissante de N dans N, on a par
une récurrence immédiate :
VneN, ¢(n)>n.

Exemple 3.4.2 Les suites (uop)nen €t (Uoni1)nen sSont deuz suites extraites de (up,)pen-

Proposition :
Si (Un)nen est une suite extraite d'une suite (u,)nen, et si u, tend vers [ € R, alors la

suite (v,)nen tend aussi vers .
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3.4.6 Suites récurrente

Définition 3.4.4 On dit que la suite (u,)nen est une suite récurrente s’il existe une

fonction f définie sur un intervalle I de R telle que pour tout n,

Upt1 = f(un)

Exemple 3.4.3 :

Soit la suite (up)nen telle que
1+u?
2
Celte suite est dite récurrente car elle s’écrit sous la forme u, 11 = f(u,) avec la fonction

- 3 $2
f est définie par f(x) = 1+T

Un4+1 =

3.5 Quelques limites usuelles
e Soient P(n) = po + pin+ -+ + pan® et Q(n) = qo + @n + - - - + gn’, alors
si a<b

. P\ ) .. .
nETOO(M)— w So0=b

oo si oa>b.

[ ]
0 si g<0
1 q pu— 1 p—
nl_l&loo (n?) 1 sio g=0
400 si g >0.
[ ]
. .1
lim nsin(—) =1
n—-4oo n
[ ]
1 n
lim (1 + —) =e.
n——+oo n
[ ]
1 (0%
lim n((l—i——) —1) =a, «a€R
n—-+oo n
[ ]
lim n (a% — 1) =In(a), a>0.
n—-+0oo
[ ]
. 1
lim n (ln (1 + —)) =1.
n—-+o0o n
[ ]
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3.6. SERIE D’EXERCICES

3.6 Série d’exercices

Exercice 3.1 :

Etudier la limite des suites suivantes :

1 21 i 2
1) lim —+n2+1  2) lim — 3) sin(n) +2
n—+oo N n—+oo N + 1 n—+o0 n-+3
2n 2\"
4) i li 1+—-) .

Exercice 3.2 :

1) On considére pour tout n € N*,

Montrer que lim,,_, . u, = 0.

2) On pose que pour tout n € N*,

Montrer que la suite (v,)nen+ converge et déterminer sa limite.
Exercice 3.3 :
On définie la suite (u,)n,en par son terme initial ug = 1 et upy1 = /2 + Uy,
1) Montrer que Vn € N, —1 <, <2.
2) Montrer que u,, est une suite monotone.
3) Supposons que la limite [ existe. Déterminer cette limite.
)

4) Etudier sa convergence.

Exercice 3.4 :
Soit un entier ¢ > 2. Posons u,, = cos (Q"T"> ,neN.

1) Montrer que U+, = Uy, Vn € N.

2) Calculer up, et Upg41.

3) En déduire que la suite (u,)n,en n’a pas de limite.
Exercice 3.5 :
Soit (uy,)nen, une suite réelle telle que ug = 1 et u, g = 11_771%7
1) Montrer que pour tout n € N, wu,, > 0.

)
2) En supposant que la limite [ de u,, existe, calculer cette limite.
)

VYn € N.

pour tout n € N.

3) Montrer que (uy,)nen €St une suite monotone et en étudier sa convergence.

Exercice 3.6 :
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Soit la suite (u,)nen définie par un réel uy vérifiant ug > 0 et par la relation suivante

<un—|—i>; a > 0.
un

2 (up — a)®

- 2
duz

Unp1 =

N —

1) Montrer que

Upt1 — @ =

2) Montrer que si n > 1 alors u,, > y/a. Montrer que la suite (u,),>1 est décroissante.

3) En déduire que la suite (uy,)nen converge vers y/a.

Exercice 3.7 :

Soit la suite (u,)nen telle que ug = 2 et u,; =2 — i pour tout n € N.
1) Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et que u, > 1 Vn € N,
2) La suite u, est-elle monotone 7

3) Etudier la convergence de u,,.

Exercice 3.8 :

Calculer si elles existent les limites des suites suivantes :

1) #1 <, < % 2) wu, est croissante et u, <1+ %
3) u, >In(n) 4) u,=3Yn

5) u, =In(n)+sin(n) 6) wu, = Sin(%ﬁ)

7 up = %

Exercice 3.9 :

Soit une suite (uy,)nen telle que
uy > 2 et un+1:ui+1, Vn € N

1) Montrer que u, > 2,¥n € N.
2) Sans étudier la monotonie de (uy,)nen, montrer que la suite diverge.

3) Montrer que u, est croissante et tend vers +oc.

Exercice 3.10 :

Soient (a,)nen €t (by)nen deux suites réelles telles que ag > by > 0 et

a, + by,

Vn € Na, 1 = et b1 =V aby,.

1) Montrer que ces deux suites sont bien définies et que ¥n € Na,, > b,,.

2) Montrer que les deux suites sont adjacentes et convergent vers la méme limite




3.6. SERIE D’EXERCICES

(appelée moyenne géométrique-harmonique de aq et by).
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3.7 Solutions des exercices

Solution d’exercice 3.1 :

1 1
1) lim —+n?+1=+o0, car — — 0 quand n — +o0.
n

n—-+oo 1,
21 1 —1
2) lim r = lim (n+ Dn ): lim (n—1) = +oc0.
n—+oo M + 1 n—+o0 n-+1 n——+o0
i 2 1 i 2
3) lim M:(ﬁ, car —1 <sin(n) <1= Ssm(n)—i— < 3 )
n—+oo N+ 3 n+3 n—+3 n—+3
2 2 2
4) lm —— = lim 2= lim — =0

n——+oo N3 4+ 1 n—+oo N3 n—+oo N2

2\" 1
%) tm (”;) = Jm ((”W)
n o0 n o0 5

Solution d’exercice 3.2 :
1) Pour tout n € N* il existe un unique p = E(y/n) € N* tel que

0|3

p<vn<p+1.

On a donc
P’ <n<(p+1)>
Ce qui donne
1
(p+1)

On multipliant par p = E(y/n) > 0, pour tout n > 1.

LB EWm 1
p T B EIE T o S B

Or quand n — 400 on a E(y/n) — +o0.

D’ou

1 1
< =< .
=0 " P

iS]
SRS

(p+1)? =

lim u, = lim M

n—o00 n—oo n

=0,

car les expressions de gauche et droite tendent vers 0.

2) Avec les méme notations on multiplie les inégalités suivantes

1 - 1 < 1
(p+1)? n=p?
par p*> = (E(y/n))* > 0, on obtient
2 2 E 2 E 2
roo_r ., BV _EGWR

2 my 2
. 1 9 n
= lim 14+ — =e°, avec m =
m—>+00 m 2
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De méme lorsque n — 400 on a E(y/n) — +oo, il s’en suit que

E 2
lim v, = lim M =1,
n—oo n—oo n

puisque les termes de droites et de gauche tendent vers 1.

Solution d’exercice 3.3 :

1) Par récurrence, on a —1 < uy =1 < 2.

Supposons que —1 < u,, < 2, alors /2 + u, < v/2+2 =2, donc u,4+; < 2.

Ainsi

V2+tu, >vV2—1=1> -1

Dot —1 < upy1 < 2.

On conclut que —1 < u, <2, Vn >0.
2) Vérifions que la suite est monotone :

On a

w2 —up — 2 —(up —2)(u, + 1)
Upp1 — Up = VUp +2 — U, = ——= = > 0.
i VU, + 2+ u, Vi, + 24 u,

En effet u,, > —1 donc u,+1 > 0, et u,, < 2 donc u,,—2 < 0, d’ott —(u,,—2)(u,+1) > 0.

Donc la suite u,, est strictement croissante donc monotone.
3) Déterminons la limite :
Supposons que [ € R est la limite de wu,.
Par définition, en passant a la limite on a l =2+ 1. D'oul=—1oul = 2.
4) La suite vérifie —1 < u,, < 2, et les seules limites possibles sont les valeurs —1 et 2.

Puisque la suite est croissante monotone et uy = 1 donc

lim u, = 2.
n—-+o0o

Solution d’exercice 3.4 :
1) On a, Vn € N,

2(n+q)m 2nm 2nm
Up+q = COS T = CoS T+27T = COS T = Up.

2) Calculons wup, et Upgi1.

2
Upq = COS <ﬂ) = cos (2nm) =1 = uy.
q
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D’autre part

2(ng+ 1)m 27 27
Upg+1 = COS v cos " + 2nm | = cos v uy.

3) On en déduit que la suite u, n’a pas de limite. Raisonnons par 1’absurde, supposons
que (up)nen converge vers un réel [. Alors la sous-suite (unq)neny converge vers la méme
limite [. Or comme u,, = uy = 1,Vn € N, alors [ = 1.

D’autre part, la sous suite (u,q+1)nen converge aussi vers [, mais t,q+1 = 13 = cos (%r)
Donc [ = cos (%’T) .

Nous obtenons donc une contradiction, car pour tout ¢ > 2, on a cos (%T) # 1.
On a donc deux sous-suites qui ne convergent pas vers la méme limite, donc la suite

(Un)nen n’a pas de limite.

Solution d’exercice 3.5 :

1. Montrons que pour tout n € N, w, > 0. Raisonnons par récurrence :
Pour n =0, wug= 1> 0. Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Supposons que la propriété est vraie a 'ordre n i.e.

U, >0 =14+ul>1>0 =

>0 =
14+ 1?2 1+ u?

n n

Alors on obtient u, 1 > 0.
D’ou la propriété est vraie a 'ordre n + 1.

On conclue que v, >0, n € N.

2. Supposons que lim,, .. u, = [. Quand n tend vers +o00 on obtient

I =I+0P=1 =1=0.

142

D’ou lim,, o u, = 0.

3. On a

3

U, ul
Upp1 — Up = ———5 — Up = — <0
et S " (1—1—1@) ’

d’on la suite (uy,)nen est strictement décroissante donc monotone.
La suite (u,)nen étant monotone et minorée par 0, donc la suite est convergente. De

plus lim,, o u, =1 =0.

Solution d’exercice 3.6 :
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1) On a

n+1

7%
1 2
—m[(u + 2au; + a®) — dau}
1 2
—m[u —2aun+a}
(v, — a)
42

2) On remarque que pour tout n > 0 on a u, > 0. De plus on a

2 \2
2 (u — 0) > 0, donc u?

Unp1 =@ = 5 nt1 = @

Or u,,1 étant positive, alors u, 1 > \/a,Vn > 0.
On conclue donc que u, > /a,Vn > 1.

Pour n > 1, montrons que u,41 < u,. On a

un+1

1 1+a
Uy, 2 uZ )

Or u, > y/a donc % <1D0u

un—i—l

(1+1)<1

l\')l»—t

Unp

On a donc u,y1 < u, ce qui implique que la suite est décroissante.
3) La suite (u,),>1 est décroissante et minorée par \/a, donc elle converge vers une limite
[>0.

D’autre part, on a

Up+1 =

N | —
N
e
3
+
I
~

A la limite on obtient la relation

l:%<l+%><:>l2:a<:>l:$\/5.

La seule solution positive est \/a. On conclue que la suite converge vers \/a.

Solution d’exercice 3.7 :
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Par récurrence, pour n =0, wuy=2> 1. Si u, > 1, alors

1 1 -1
Un+1:2——>2—1=1,(carun>1:>—<1:>_>_1),
Unp Up, Uy,

Donc u,, > 1, Vn € N.

La suite (u,)nen est décroissante, En effet u,, > 1, Vn € N. On a

u, —1)?
un+1—un:2———un:—w<0.
Unp, Unp,

Donc la suite (uy,)nen est strictement décroissante et minorée (vérifiant u, > 1).

La suite converge vers une limite [ > 1. En passant a la limite dans la définition on
obtient :

Solution d’exercice 3.8 :

1.

Par le théoréeme d’encadrement ; la suite u,, converge vers 0.

En effet les deux suites n+r1 et % convergent vers (.

La suite u,, étant monotone croissante et majorée donc sa limite existe.

En effet lim,, (1 + %) =1, donc u, tend vers une limite [ telle que [ < 1.

On a u, > In(n), ¥n € N* et on sait que la suite In(n) diverge vers +o00. D’aprés le

théoréme de comparaison lim,,_, « u, = +00, donc la suite (u,),en diverge.

. . . In(n)
lim u, = lim ¥n= lim (M) — 0 — 1
n——+00 n—-+o0o n——+00

u, = In(n) + sin(n). La suite u, diverge, en effet —1 < sin(n) < 1, donc
In(n) —1 <wu, <lIn(n) + 1.

Or In(n) £ 1 — +o0, et d’aprés le théoréme d’encadrement on a u, — +o00.

u, = sin(%"). La limite de cette suite n’existe.

En effet, il suffit de trouver deux sous suites qui n’ont pas la méme limite, par

exemple, soient

=

6
ugp, = sin(nw) =0 et wug, 1 = sin (%) = sin (g + 2n7r) =
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nsinn

5. La suite tend vers 0, car
n+1

7. U, =

—-n nsinn< n
n2+1 " n2+1 " n2+4+1’

n
avec £505 — 0 quand n — +o0.

Solution d’exercice 3.9 :

On étudie la suite (u,)nen telle que
uy > 2 et un+1:ui+1, Vn € N

1. Montrons par récurrence que u, > 2,Vn € N.

Pour n = 0, par définition ug > 2.
Supposons qu’on a bien u, > 2, et montrons que u, . > 2.
Onaupy =u2+1>22+1=5 Dot u,y > 2.
On conclut que u,, > 2,Vn € N.
2. Montrons la divergence de u,, sans étudier sa monotonie.

Posons [ = lim,, ., u,, [€R.

En passant a la limite dans la définition on a [ = [2 + 1.

Cette équation qui n’admet pas de solution réelle. Alors la suite est divergente.

3. La suite u,, est croissante. En effet, on a u, > 2, Vn € Net
Ui — Uy = U2 — Uy + 1 > u — 2u, +1> (u, —1)* > 0.

Donc la suite est monotone croissante.

Ainsi la suite est monotone croissante et divergente, on conclut que lim,, . u, =

+o0.

Solution d’exercice 3.10 :

Soient (a,)nen et (by)nen deux suites réelles telles que ag > by > 0 et

an + by,

Vn € Na, 11 = et b1 =V a,by.

1. Montrons par récurrence que ces deux suites (a,)nen et (b, )nen sont bien définies et
que Vn € Na,, > b,.

Pour n = 0, on a par définition ag > by > 0.
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Supposons que a, > b, > 0, alors

a, + by,
2 2

Apy1 — bn+1 -

d’ou Apt1 > bn+1.
On conclut donc que a, >b,, Vn € N.
2. Montrons que les deux suites sont adjacentes.

e La suite (a,)nen est décroissante. En effet,

an—{—bn bn_a'n <0
_an:
2 2

Apy1 — Qp =

e La suite (b, ),en est croissante. En effet,
bust = b = Vauby = bu = /by (Van = v/ba) > 0.

e a, étant décroissante et minorée par by, donc elle converge.

e ), étant croissante et majorée par ag, donc converge.

Donc la suite a,, — b,, a pour limite 0. Alors les deux suites sont adjacentes.
e De plus supposons que

a= lim a, e (= lim b,.
n——+00 n——+00

Alors a = #, donc o = .




Chapitre I

Fonction d’une variable réelle

4.1 Geénéralités et rappels

Définition 4.1.1 On appelle fonction d’un ensemble A vers un ensemble B, toute cor-
respondance associant a tout élément v de A au plus un élément y de B. On dit que y est

l'image de x par [ et x et 'antécédente de y.

Remarque 4.1.1 Dans ce chapitre on s’intéresse aux fonctions a une variable réelle telles

que les ensembles A et B sont des parties de R.

4.1.1 Domaine de définition

On appelle domaine de définition d’une fonction f , I'ensemble noté D; de tous les

réels ayant une image par f.

Exemple 4.1.1 :
Soit f la fonction définie par f(x) = #1 On a

Di={zeRtelquex+1#0} =R\ {-1} =] — o0, —1[U] — 1, +o0].

Exemples de domaines de définitions :

Soit Q(x) une fonction quelconque et P(x) un polynome en z, i.e.

P(z) = ap + a1z + apa® + - - - + apa®, k € N*.

e Si f(z) = ggg alors

Dy = {x € R tel que P(x) # 0}.
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e Si f(x) = /P(x) alors

Dy = {z € R tel que P(x) > 0}.

e Si f(x) = Ve

@) alors

Dy ={z € R tel que P(x) # 0 et Q(z) > 0}.

~

o Si f(z) = Y2

alors

9
&

Dy ={x € R tel que P(z) >0 et Q(z) > 0}.

4.1.2 Représentation graphique

Définition 4.1.2 On appelle graphe de f, le sous ensemble de R x R dont les éléments
sont les couples (x, f(x)). On le note Gy. Un point qui appartient au graphe Gy est noté

M(z,y).

Droites remarquables dans le plan :
— Axe des abscisses, c¢’est 'ensemble des points tels que y =0 .
— Axe des ordonnées, c’est I’ensemble des points tels que z = 0.

— La premiére bissectrice, c¢’est la droite dont I’équation y = x (voir la figure).

— La deuxiéme bissectrice, c’est la droite dont 1’équation y = —z.
Deuxiéme
hissectrice
Premiére
bhissectrice

FIGURE 4.1 — Premiére et deuxiéme bissectrices dans un plan.
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Points d’intersection de deux graphes :
Un point M (z,y) est un point d’intersection entre les courbes de deux fonctions f; et
f2 notées Gy, et Gy, i.e. M(x,y) € Gy, NGy,.

Déterminer les points d’intersection M (x,y) revient a résoudre 'équation fi(x) =

fa(x).

Exemple 4.1.2 :
Soit fi(z) =2*+x—2 et fo(xr) =x—1. On a donc D; = Dy = R.

Déterminons les points d’intersections de Gy, et Gy, :
filz) = folz) = 2>+ —-2=2—1.

Ce qui nous donne les solutions t1 = —1 et x5 = 1.
Pour x1 = =1, fi(=1) = fo(—1) = —2.
Pour 22 =1, fi(1) = fo(1) = 0.
D’ot les points d’intersection sont My(—1,—2) et My(1,0).

4.1.3 Fonctions périodiques, paires et impaires

— Une fonction est dite périodique s’il existe un réel non nul w € R* tel que :
Ve e Dy, (x+w)e€ Dy, flz+w)=f(z).

Le réel w est appelé période de f.

— Une fonction est dite paire si pour tout réel z de D on a (—x) est aussi un élément
de D tel que :

Si f est paire alors son graphe est symétrique par rapport a 'axe (Oy).

— Une fonction est dite impaire si pour tout réel x de D on a (—z) est aussi un

élément de D tel que :
f(=z) = —f(z).

Si f est impaire alors son graphe est symétrique par rapport a l’origine (0,0) .

4.1.4 Sens de variation d’une fonction

(a) Une fonction f est dite croissante (resp. strictement croissante) sur un intervalle D

si

Vo, xe € D, w1 <o = f(a1) < f(w2) (resp. 21 < 29 = f(21) < f(22)).
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(b) Une fonction f est dite décroissante (resp. strictement décroissante) sur un intervalle

D si

Vi, xe € D, 1 <xo = fa1) > f(z2) (resp. 21 < 29 = f(x1) > f(2)).

4.2 Limites, Continuité

4.2.1 Définitions (limites)

Définition 4.2.1 Soit ¢ un point de R et f une fonction.

— On dit que f admet le nombre | comme limite au point xo si :
Ve > 0,30 > 0 tel que Vo € R, si |x — x| < 6 alors |f(x) = 1| < e.

On note
lim f(x)=1.

T—T0

— On dit que f admet une limite a gauche de xq si

lim f(z) =1, otz < x.
T—T0
On note
Jim, o) =1
r<x0

— On dit que f admet une limite a droite de xy st

lim f(x) =1 otz > x.
T—T0

On note

Am f(z) =1
r>x0

Théoréme 4.2.1 Si la limite de [ au point xq existe alors cette limite est unique.

4.2.2 Calcul des limites

(a) Régles d’addition des limites :
Le tableau suivant donne la limite de (f(z) + g(z)) quand = — xo.
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limg 4, g
lim, ., f U 400 | —00
l [+1 | 400 | —00
+00 +oo | +o0 | 7
—00 —oo | 7 | —©

TABLE 4.1 — Regles d’addition des limites

Les cases avec points d’interrogations correspondent a des « formes indétermi-

nées », des limites qu’on ne peut pas conclure directement.

(b) Reégles de multiplication des limites :

Le tableau suivant donne lim, . (f(z) X g(z)).

limg—5 g
lim, .., f|I'>0]1U<0| O +00 | —00
[>0 g i 0 | +o00 | —00
[<0 i i 0 | —oo | +00
0 0 0 0 ? ?
+00 +o00 | —o© 7 | 400 | —©
—00 —00 | +00 ? —00 | +00

TABLE 4.2 — Regles de multiplication des limites

(c) Reégles d’inversion des limites :

Remarque 4.2.1 [l est claire qu’a partir des deux derniers tableauz, on peul dé-

duire un tableau de division de limites.
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limg oy f | L#£0| 0 | 0F | 07 | 400 | —00

: 1
hmx%aco ?

TABLE 4.3 — Regles d’inversion des limites
Les formes indéterminées classiques sont du type :

0
00 — 00, 0xo0, —,
00

JE

9 19
0

signe du dénominateur n’est pas connu alors on ne peut pas conclure.

Il y a aussi Uindétermination du type cette limite est l'infinie, mais quand le

(d) Racine des limites :
Sil > 0 alors

lim +/f(z) = V1.

Tr—T0

(e) Limite de fraction de polyndmes :

Si P(x) et Q(x) sont des polynémes en z, alors

limy, 400 ggg = limite du rapport des monémes de plus haut degré.

Par exemple soient
P(z) = 52" +22° + 3z — 1 et Q(x) = 22° + 2* + 22 + 4,

quand z — 400 on a

. P(x) , Szt + 223 + 3z — 1 .5zt 5
lim = lim = lim — = -
z—+00 Q(ZI}) z—+oo \ 220 4+ 22 4+ 22 + 4 z—+oo 216 2

Théoréme 4.2.2 (des gendarme) :
Soient f,qg et h trois fonctions définies au voisinage de xo. On suppose que pour tout x

dans ce voisinage, on a
fz) < g(z) < h(z).

On suppose que les limites de f(x) et h(z) quand x tend vers xo existent telle que

lim f(z) = lim h(z) = .
T—T0 Tr—x0

Alors on peut conclure que

lim g(x) = 1.

Tr—TQ
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Proposition :
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de zy qui vérifient

lf(x)] <g(x) et lim g(x)=0.

Tr—x0

On conclue donc que la limite de f existe telle que

lim f(z) = 0.

T—T0

4.2.3 Définitions (continuité)

Continuité en un point
Soit f une fonction définie sur I'ensemble D, et xy un point dans un intervalle ouvert [

tel que tel que xg € I C D.

— On dit que f est continue au point xy si on a :
Ve>030>0 [l —xo] <= |f(x) = f(zo)| < el

Cette définition peut étre donnée plus simplement par :

lim f(z) = f(zo)

Tr—xQ
De méme on a :

— f est continue a gauche du point x si et seulement si on a :

lim f(z) = f(xo)-

Tr—T0
x<xo

— f est continue a droite du point zq si et seulement si on a :

lim f(x) = f(xo)-

Tr—T0
Tr>T0

Propriétés :
Si f et g deux fonctions continues en xy alors :
e f + g est continue en x.
e f X g est continue en x.
e Soit A € R alors A\f est une fonction continue en x.
e Si de plus g(xg) # 0 alors la fonction g est continue en x.

e Side plus f est continue en g(zy), alors la fonction composée fog est continue en z.
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Continuité sur un ensemble
Soit f une fonction définie sur D. Soit A un ensemble de D. La fonction f est dite continue

sur I'ensemble A si et seulement si elle est continue en tout point de A.

Exemple 4.2.1 :

o f(z) = P(x) ou P(x) est un polynéme en x. Alors la fonction f est continue sur
tout R.

e f(z) = ggg ot P(z) et Q(x) sont des polynome en xz. Alors la fonction [ est

continue sur lintervalle S = {z € R tel que Q(z) # 0}.

4.2.4 Quelques théorémes importants

Théoréme 4.2.3 Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a,b]. Alors :
— 1l existe au moins « € [a,b] tel que f(a) = M un mazimum absolu.

— 1l existe au moins € [a,b] tel que f(B) = m un minimum absolu.

Théoréme 4.2.4 (des valeurs intermédiaires) Soit f une fonction définie sur [a,b] telle

que :
— [ est continue sur [a, D]
— fla).f(b) <0

Alors il eziste au moins un nombre ¢ €la, b tel que f(c) = 0.

Si de plus la fonction f est strictement monotone sur [a,b] alors le nombre c est unique.

Théoréme 4.2.5 (Généralisation du théoréeme des valeurs intermédiaires) Soit f une
fonction continue sur un intervalle [a,b]. Toute valeur comprise entre f(a) et f(b) est

atteinte par la fonction f sur [a,b].

Théoréme 4.2.6 Si f est une fonction continue strictement monotone sur un intervalle

I alors f induit une bijection de I sur lintervalle J = f(I), et sa réciproque est continue

de J dans I.

Exemple 4.2.2 :

1) Soit n un entier naturel non nul, et soit l’application

R, = R,

z—a".

Cette application est continue, strictement croissante prend la valeur O en 0 et tend vers

+o0 en +oo.
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C’est donc une bijection de Ry dans Ry dont la réciproque est continue.

Cette réciproque est la fonction racine n®"€ :

R,y = R,
x— .

2) De méme, la fonction sinus est continue et strictement croissante sur [5F, 7] Elle

| sur [—1,1]. La réciproque est la fonction arcsinus, est

—T T

winduit donc une bijection de [7, 5

donc continue sur [—1,1].

Théoréme 4.2.7 Soit [ une fonction croissante définie sur un intervalle ouvert I =|a, b|

avec a,b € R et a < b. Alors on a :
— Si f est majorée, elle admet pour limite en b le réel sup;(f).
— 51 f n’est pas majorée, on lim, f = +o00.
— Si f est minorée, elle admet pour limite en a le réel inf;(f).

— Si f n’est pas minorée alors lim, f = —oo0.

4.2.5 Prolongement par continuité

Soit f une fonction non définie en point xg, continue sur I = [a, zo[U]zo,b] et telle
que :
lim f(x) =1,
T—T0

Alors la fonction g définie sur Dy U {zo} par :

g(x):{ flx) sizel

l si x = xg;

est :
1) définie sur tout I'intervalle [a, b]
2) continue sur tout l'intervalle [a, b].
On dit alors que la fonction g est le prolongement par continuité de la fonction f en

Zo-

Exemple 4.2.3 :

1. On peut prolonger la fonction Smxﬂ définie sur R* en point 0 par :

f(x):{ Smxﬂ st x#0

1 st x = 0;

Puisque lim,_,q Smxﬂ = 1.
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2. La fonction f définie sur RY par f(x) = e peut se prolonger par continuité en

0 en posant f(0) = 0. Ce serait inezacte sur R*.

4.3 Dérivabilité

4.3.1 Définitions

Définition 4.3.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle |a,b| et xo un point de

la,b[. On dit que f est dérivable au point xo si et seulement si

Lo @) = f(w)
T—T0 T — X
existe et elle est finie.

On appelle cette limite, si elle existe, la dérivée de f au point xo et on note f'(xo).

Exemple 4.3.1 :

Etudions la dérivabilité de la fonction f : = +— 2* + |z| en point 0. Remarquons que
£(0) = 0.

Pour étudier la dérivabilité du f au point 0 on doit étudier la limite du tauzr d’accroisse-

ment Tyo en point 0,

fl@) = f0) 2’ +]z[-0 2?4 x|

Ten =
10 x—0 x T

On sépare ici U'étude en deux cas pour pouvoir « oter la valeur absolue » :

e Siz>0, onalxr]=x donc

2
1
Tro= 22 P i 1loilmaet1=1.
' T 1 z—0
x>0
Donec. 0
L@ )
r—x0 LL’—O
Tr>x0

La fonction f est donc dérivable & droite de 0 avec fi(0) = 1.

e Six <0, onalx|=—z donc

Tro = = ::B—loﬂhIT(l]I—lz—l.
t 2<0
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Donc

lim M - 1.
t<m  *—0

La fonction f est donc dérivable a gauche de 0 avec f,(0) = —1.

Mais on a bien 1 # —1, donc f;(0) # f;(0). On conclue donc que la fonction f n'est

pas dérivable en 0.

Voici la représentation graphique de cette fonction.

FIGURE 4.2 - Dérivabilité a gauche et a droite de la fonction f : z + z*+|z| en point 0.

Elle coincide avec la parabole y = x* + x pour x > 0 et avec la parabole y = x> — x si

x < 0. Sur cet exemple les deur demi-tangentes (symbolisées par des fléches) qui ne sont

pas bout a bout.

4.3.2 Interprétation graphique

Si f est une fonction dérivable au point x( alors le graphe de cette fonction admet au

point My(xg, f(xo)) une tangente (voir la figure ci-dessous). L’équation de cette tangente

est donnée par :
T: y= fzo)(x — x0) + f(0)-

fixa) 7 )

FIGURE 4.3 — Représentation graphique de la tangente T’

Remarque 4.3.1 :
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e La tangente au point My est horizontale si et seulement si f'(xq) = 0.

e Lorsque f, continue en xq, n’est pas dérivable en xo mais que le tauz d’accroissement
tend vers 400, les cordes possédent une position limite verticale que ['on appelle

encore tangente a la courbe en M.

o Lorsque [ n’est pas dérivable en xo mais qu’elle posséde des dérivées a droite et
a gauche différentes, My est un point anguleuxr de la courbe, i.e. point avec deux

demi-tangente de pentes différentes.

Dérivabilité sur un ensemble

On dit que f est dérivable sur un ensemble A € R si f est dérivable en tout point zy de

A.

4.3.3 Théorémes importants

Théoréme 4.3.1 S la fonction [ est dérivable alors f est continue.

Remarque 4.3.2 Une fonction peut étre continue sans étre dérivable, comme le prouve
Pezemple de la fonction f: x v |z| qui est continue en point 0 et non dérivable en ce

point car elle y posséde des dérivées a droite et a gauche qui sont différentes.
Théoréme 4.3.2 (Théoreme de Rolle)
Soit f une fonction définie sur |a,b] telle que :

— [ est continue sur [a,b],

— [ dérivable sur]a,bl,

— fla) = f(b) = 0.

Alors il existe au moins une valeur ¢ €]a, b telle que f'(c) = 0.

0.8+

0.6+

Fle)=0

044

0.2+

FIGURE 4.4 — Illustration du théoréme du Rolle
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Théoréme 4.3.3 (Théoreme des accroissements finis)

Soit f une fonction définie sur |a,b] telle que :
— [ continue sur [a, b,
— [ dérivable sur]a,bl.

Alors il existe au moins une valeur ¢ €]a, b telle que

f() = f(a) + f(c)(b - a).

0.5
0.6

0.4

/ f(b) — f(a)

" : b— = f’(c)

FI1GURE 4.5 — lllustration du théoréme des accroissement finis.

Application des dérivée au sens des variations de fonctions

— Si la fonction f admet un extremum local en un point zg alors f'(z¢) = 0 (voir la

figure ci-dessous).

Remarque 4.3.3 Un extremum local (ou relatif) en xo ¢’est un mazimum ou mi-

nimum de f sur un intervalle ouvert J C Dy et contenant xy.
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-'Ex[remum
| local
%~ Extremym/
FARRRY local| | /
£ * . x
Dérivée 0 Y oS
\ i S
Dérivée 0

FIGURE 4.6 — Graphe d’une fonction et sa dérivée avec les extremums locaux.

— Une fonction f est croissante (resp. décroissante) sur un intervalle |a, b| si et seule-

ment si la fonction dérivée [ est positive ou nulle (resp. négative ou nulle) sur |a, b]

(voir la figure ci-dessous).

f'(x)est positive | |
\ /

\ f .
Jlx)est |

\ décroissante /

FIGURE 4.7 — Sens de variation d’une fonction.

— La fonction f est constante si la dérivée est identiquement nulle sur cette intervalle.
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4.3.4 Deérivées des fonctions usuelles

Voir ci-dessous le tableau récapitulatif des dérivées.

Fonction f(x) Dérivée f'(z) | Conditions
k (constante)
ax a a€eR
1 1
z @ #0
" nxnfl
1
z" _a:"n+1 z 7& 0
1
NG 5/ x>0
e* e’
a® a’lna a>0,a#1
Inz % x>0
sin x cosx
cosx —sinzx
tan x ——=1+tan’zs | a £ X+ kn
3 1
arcsin — x €l —1,1]
1
arccos x — == x el —1,1]
1
arctan x T2
sinh x cosh x
cosh x sinh
1
tanh x —

TABLE 4.4 — Table des dérivées des fonctions usuelles.

4.3.5 Dérivées successives

Si une fonction f est dérivable, sa dérivée est notée f’, rien n’empéche que cette

. P . . , . "
fonction dérivée soit aussi dérivable, on note f~ ou f®.
Cette derniére peut aussi étre dérivable, on obtient la dérivée troisiéme notée ).

Par récurrence immédiate, la dérivée d’ordre n € N est notée f™ telle que

£ = (400
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Notons que la dérivée d’ordre 0, £ est tout simplement la fonction f.

Proposition (Formule de Leibnitz)

Soit f et g deux fonctions n fois dérivables. Alors la fonction fg est aussi n fois dérivable

LRSS (Z) Forig®.

k=0

et on a

Remarque 4.3.4 Attention! Ne pas confondre avec la formule de Newton dans le cas de

O ou g© il s’agit de la fonction f ou g et pas 1.

4.3.6 Opérations sur les dérivées

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [

Opération Fonction f Dérivée [’
Addition U+ v u +
Multiplication ku, k€ R k'
Produit uv u'v + uv
inverse %, u#0 ;—2‘/
Quotient 2 v#0 %
Racine carrée Vu %
Puissance u, o € R au'u®!
Composée uow v'(u' o)

4.4 Fonctions logarithmique et exponentielle

4.4.1 Fonction logarithmes

(a) Logarithme népérienne : On appelle logarithme népérienne, la fonction qui a

tout > 0 associe le nombre 2 g

On note

(L’expression népérienne vient de Neper, un mathématicien écossais) .

Conséquence :
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— Siz > 1 alors In(z) > 0.

— Si0 <z <1 alors In(x) < 0.

— Siz =1 alors In(z) = 0.

Propriétés :
La fonction In est une fonction qui est :

— Définie sur D =|0, 00|,

— Continue est dérivable sur D,

— Strictement croissante sur D,

— f(z) =In(z) alors f'(z) = 1.

De plus on a les propriétés suivantes
In(ab) = In(a) +1n(b), a,beR.

ln(%) —In(a) —In(b), a,beR.

In(a") =nln(a), aeR}.

1
In(=) = —In(a), a€RL.
a
1
In({/a) = —In(a), a€R}.
n
Quelques limites :
lim, 400 In(z) = +o0. limx_%) In(z) = —o0.
x>
lim, 4 o0 lniz) =0. limgy—o 2 In(xz) = 07.

>0
Fonctions de types f(z) = In(U(z))

Le domaine de définition est donné par
D ={x e R/U(z) > 0}.

Par exemple, f(z) =In(2? — 1), donc U(z) = 2> — 1.

D’ou le domaine de définition
D ={z/2* — 1> 0} =] — 0o, —1[U]1, +0.

La dérivé de f(z) est donnée par :

(In(U()))" =

Le signe de la fonction In(U(z))
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*In(U(z)) =0< Ul(x)
*In(U(x)) >0< Ux) > 1.
*In(U(x)) <0< Ux) < 1.

1.

(b) Logarithme décimale :

On appelle logarithme décimale la fonction logarithmique de base 10 définie par

In(z)

In(10)

f(x) =logo(z) =
Propriété fondamentale :
log;,(10) =1 log;(10") =n

(c) Fonctions logarithmiques de base quelconque :

Pour a > 0 et a # 1, on définie la fonction f notée log,) qui a tout z > 0 associe le

nombre

f(x) =log,(z) =

4.4.2 Fonction exponentielle

Définition 4.4.1 On appelle fonction exponentielle la fonction réciproque de la fonction

logartithmique népérienne. On note

flx) =e".

96



4.4. FONCTIONS LOGARITHMIQUE ET EXPONENTIELLE

2- y=In(x)

FIGURE 4.8 — Fonctions exponentielle et logarithme népérien.

Remarque 4.4.1 Cette fonction existe car la fonction logarithmique népérienne est conti-
nue et strictement croissante sur l'intervalle |0, +o00| donc c’est une bijection , sa

réciproque existe.

Propriétés :

e Le domaine de définition de ’exponentielle est tout R.

La fonction exponentielle est continue et dérivable sur R et on a

fll@) =e".
° e(OLer) _ €a.€b
° e(a—b) — Z_Z
° <€a)n _ ena
e ¢ %= eia

Quelques limites :

lim, , . e" =+ lim, ,_e* =0
T

I £ = li e =
My 400 - = T00 My 400 7w = +0OO

e®
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Fonctions de types f(z) = /@ :

— Le domaine de définition de f est celui de la fonction U.
— La dérivée : f'(x) = U'(x)eV @),

— Onae’® >0 VreDy.

98



99



4.5. SERIE D’EXERCICES

4.5 Série d’exercices

Exercice 4.1 :

Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes :

Df@@) =V -1  2f()= e+ D@ +a+1) 3>f<x>=ﬁ.

Exercice 4.2 :
Déterminer les points d’intersections de G et G5, les graphes des fonctions f; et fy définies

(respectivement) par :

Exercice 4.3 :

Soit la fonction définie par :

f(x)=—2*+1.
Déterminer les points d’intersections du graphe de f avec :
a) La premiére bissectrice. b) La deuxiéme bissectrice
c¢) I’axe des abscisses d) L’axe des ordonnées

d) La droite dont 'équation = 2 f) La droite d’équation y = —3.

Exercice 4.4 :

Etudier la parité des fonctions suivantes et préciser les symétries quand elles ont lieu :

3
fl@) =a? +lal  fale) = VT fole) = St

Exercice 4.5 :

Calculer les limites suivantes :

a) lim, , oo V2?+z+1—2x b) lim, %
¢) lim, ,; 222 d) lim,_,, csz=cosa
e) lim, o x — In(x) f) lim, 0 =55

Exercice 4.6 :

Soit f une fonction définie par :

1) Quel est le domaine de définition de f?

2) Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.
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Exercice 4.7 :

Soit f une fonction définie par :

f(x):{ % six # —1,

1 six=-—1

1) Etudier la dérivabilité de f au point zy = —1.

2) Que peut-on dire sur la continuité de f au point xg?

Exercice 4.8 :

On considére la fonction f définie par :

1. Quel est le domaine de définition de f 7

2. Montrer que la fonction f est continue sur son domaine de définition, et que f est

strictement décroissante.
3. En déduire que la réciproque f~! existe. Donner 'expression de f~1!.
4. Etudier la dérivabilité au point 1.

5. Déterminer les points d’intersection du graphe de f avec le graphe de la fonction
g(x) =9 — 1.

Exercice 4.9 :

sinx __
ne .

1) Montrer que lim, o

2) Donner I’équation de la tangente d’une fonction dérivable f.

Exercice 4.10 :
Déterminer les limites suivantes si elles existent, (le cas échéant, désigner la limite & droite

et la limite & gauche) :

a. Limite f(z) = igigi;é quand x — 1, puis quand z — +o0.

b. Limite f(z) = igigg;; quand x — 1.

c. Limite f(z) = Y2421 quand z — 0.

2
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4.6 Solutions des exercices

Solution d’exercice 4.1 :

Déterminons le domaine de définitions :

1. f(x) =+a? —1, son domaine de définition est donné par

D; = {z € R tel que 2° — 1 > 0}.

2—-1>0=2>1.

Donc Dy = [1 ,400] .

2. f(x) =+/(z+1)(22 + z + 1). De méme son domaine de définition est
Dy = {z € R tel que (z + 1)(2* + = + 1) > 0}.

On étudie le signe de (x + 1) et (22 + x + 1).

x -1
(x+1) |— 0 +
?+r+1 |+ +

On obtient donc Dy = [—1 ,400].
3. f(z) = —~—

lz|—1

Dy ={x €Rtel que |zr| —1>0et |z|—1+#0}.

|z —1>0 = |z| > 1 =sz<—-loux>1.

D’ou le domaine de définition
Dy =] — o0, —1[U]1 , +o0].

Solution d’exercice 4.2 :
Déterminons les points d’intersection de GGy et G, les graphes de f; et f :

a)

filx)=filr) e r+l=2*+2 +a2+1e = —letzy,=0.

Pourzy=—-1lonay; =21 +1=0,de méme zo =0onay, =x2+1=1

Donc on a deux points d’intersections A(—1,0) et B(0, 1).
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b)
r? 4
= = — & =
filw) = fole) & T =~
D’ou G1 N GQ = {(1, 1)}
Solution d’exercice 4.3 :
Soit la fonction définie par f(x) = —x? + 1. Déterminons les points d’intersections du
graphe du f avec
a) La premiére bissectrice g(z) =z
—1—-+/5 -1 5
f(x):g(x)(:)—$2+1:x(:)x1:T\/_et x2:+\/_.
Donc les points d’intersections sont
A(FFE, =158) et B(=2, =155

b) La deuxiéme bissectrice g(z) = —x

fl@)=g(@) & 2" +l=—re1 =

De méme les points d’intersections sont

A(lfQ\/Sj _172\/5) ot B(1+2\/5, _ 1+\/5)'

¢) L’axe des abscisses (0x), g(z) = 0
flx)=gr) e —2°+1=0&x,=—letzy = 1.
On obtient donc les points
A(—1,0) et B(1,0).

d) L’axe des ordonnées (o), © = 0. On fixe z & 0 on obtient f(0) = 1, donc le point
d’intersection est A(0,1).

e) La droite dont I’équation = = 2. On remplace x par 2, on obtient le point d’inter-
section A(2, f(2)) = A(2,-3).

f) La droite dont I’équation y = —3. En résolvant I'équation —z* + 1 = —3 on obtient
I1:—26t$2:2,

d’ou A(—2,-3) et B(2,-3).
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Solution d’exercice 4.4 :
Etudions la parité des fonctions suivantes :
o fi(z)=2?+|z|. On a D; = R; donc Vo € Dy, (—x) € Dy.
On a fi(—z) = (—2)*+ | — x| = 2® + |z| = fi(z), donc [ est paire et symétrique

par rapport a I'axe des ordonnées (0_;&)

o fo(x) =+22+4 1. De méme Vo € Dy =R, (—z) € Dy.
On calcule donc fo(—z) = /(—2)2+ 1 = V22 +1 = fo(z). Alors, cette fonction est

paire et symétrique par rapport a 'axe (o_g;)

o f3(z) = 5% OnaVee Dy =R, (—z) € Dy.

241"
On a done

—_r)3 _ _ 23 3_|_
Mo = e = S = = e

Alors la fonction f3 est impaire donc symétrique par rapport a 'origine (0, 0).

Solution d’exercice 4.5 :

Calcul des limites

a)

2 1) — 2
lim V24 z+1—2= lim @tztlD-w
z—+00 z— 400 \/l’2+l’+1+x

:p(l—%—%)

= lim
a1t )

1
=5

LVES1 L (E-D(ELD
a1 x—1 =1 (x—1)(Vr+1)

i rz—1
= lim ! :1.
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¢) Posons y = +/z,

. COST — COSa ,
lim ——— = cos'(a)
z—a T —a

= —sin(a).

lim (z —In(z)) = lim =z(1 — In(z)

Tr—r—+00 Tr—+00 €T

)

1
lim = lim x(
z—0 e% — 1 z—0 et — 1]

Solution d’exercice 4.6 :

Soit f une fonction définie par :

1. Le domaine de définition de Dy = R.

2. Etudions la continuité de f sur son domaine de définition.
Pour z £ 0, f(z) = S}%ﬁ”, qui est le quotient de deux fonctions continues sur R\ {0}.

Pour x = 0, calculons les valeurs de limite a droite et a gauche de 0.
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Donc la fonction f est continue & droite de 0.

De méme ()
. . sin(x
b flw) = lim === = =1 # £(0).
<0 <0

D’ou la fonction n’est pas continue a gauche de 0.

On conclu donc que cette fonction n’est pas continue au point 0.

Solution d’exercice 4.7 :

Soit f une fonction définie par :

f(x):{ % six # —1,

1 six=-—1

1. Dérivabilité de f au point 2o = —1. On a besoin d’étudier le signe de 22 + .

On a 22 +x = x(x + 1) , donc on obtient le tableau de variation suivant :

x —00 -1 0 400
x — - 0 +
r+1 - 0 + +
z(x+1) + 0 - 0 +

On calcul donc la limite suivante :

|2+
— f(—1 —1
lim f(x) = f(=1) — lip _EL
z——1 T — (—1) z——-1 x4+1
< <
2+ _
= lim =X
z——-1 x + 1
<
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De méme on calcule la limite & droite du point —1

|:c2+x\ —(J:2+x) _
z+1 1 — lim —**L 1
z——-1 x+1 z——1 x+1
> >
—(x®+2 1
— lim (x? + 2z +1)
méfl (:L‘ —+ 1)2
1 2
= lim —(x+ )
z-1 (x4 1)2
>
= 1.

La fonction f est donc dérivable a droite de —1 mais pas a gauche de —1. On conclu

que f n’est pas dérivable en zqg = —1.

2. Continuité de f au point o = —1
D’apres la question précédente, f est dérivable a droite de —1 donc elle est également
continue a droite de —1.

Etudions la continuité a gauche de —1

. . x2—|—a: .
%rglf(x) _a}ii?l P —xligllx = —1+# f(-1).

Donc f n’est pas continue & gauche du point —1.

Solution d’exercice 4.8 :

On considére la fonction f définie par :

1. Le domaine de définition de f est

1—=x

Dy = {z € R tel que >0et x#0}.

T

D’aprés le tableau des signes des deux fonctions x — 1 — x et x — z , le signe du

fraction (1 — x)/x est
négatif sur I'intervalle | — oo, 0] U [1, +o0|
positif sur 'intervalle ]0, 1].

D’ou le domaine de définition de f est donné par Dy =|0, 1].

2. Montrons que la fonction f est continue sur son domaine de définition, et que f est
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strictement décroissante.

On a la fonction z +— 1_73” est continue sur Dy =0, 1], car c’est le quotient de deux

fonctions continues.

Alors f(z) = \/1_7“7 est continue puisque c’est la racine d’une fonction continue.

Montrons a présent que f est strictement décroissante.

Soient x1,x9 € Dy tels que

1 1
$1<x2:><—>—et —I1>—Zlf2).
T i)

D’ou

oo 1-oy, Flar) > flas).

T T2

Donc la fonction f est strictement décroissante sur Dy.

3. On en déduit que la réciproque f~! existe.

La fonction f étant continue et strictement monotone sur Dy, donc c’est une bijec-

tion de ]0,1] — [0, +oo] . Ceci implique que la réciproque f~! existe.

L’expression de f~!, on pose

N

8

=y +r—1=0
=2y +1)—-1=0.

D’ou x = ﬁ On conclu 'expression de la réciproque :
1
-1 o

. Etudier la dérivabilité au point 1.

VEE-0
i f@ =) VT -1

=1 N =
z—1 r—1 z—1 x—1 fliq\/iw/l—(l}

Donc la limite de %

vable au point 1.

—OQ.

n’existe pas. On conclue que la fonction n’est pas déri-
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5. Déterminer les points d’intersection du graphe de f avec celui de la fonction g(x) =

vV9z — 1.

1— 1— 1
f(x) = g(z) = | —= =Voz —1 = x:9x—1:>x:i§.
X X

Or —3 ¢ Dy, donc la seule solution est z = 3.
D’ou le point d’intersection est A(3, V2).

Solution d’exercice 4.9 :

1. Montrons que

I sin(z) _ 1
z—0 xT
On a . _ .
lim sin () — im sin(z) — sin(0) — lim f(z) — f(O)’
=0 T z—0 z—0 z—0 x—0
avec f(z) = sin(x). Or
lim w — F(0) = cos(0) = 1.

D’ou lim,_q smmﬂ =1.

2. L’équation de la tangente d’une fonction dérivable f est la suivante :
y = f'(zo)(x — x0) + f(20).

Solution d’exercice 4.10 :

. . 2 _
a. Soit la fonction f(x) = %ﬁé;

dénominateur, on obtient

on a f(1) n’existe pas. On peut factoriser x — 1 au

_2x2+x—1_ 202+ —1 1 222+2x—1

22— 6x+5 (z—1(x—-5) x—-1 (v-05)

f(x)

D’une part on a

22+ —1 2 -1

llm—m—nnm——=— = —.

z=1  (x —D5) -4 2

D’autre part
1

lim =400 et lim = —00.
S e | z—=1lx —1
r>1 r<l
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4.6. SOLUTIONS DES EXERCICES

Donc en appliquant les régles d’opérations sur les limites on a

. . 1 2224z —-1 1
x>1 x>1
De méme
. . 1 222 4z-1 1
ﬂlcl—%f(x)_altgnlm—l (x —5) = (—00) (_5) - o

<l <1
Etudions maintenant la limite quand z — +o0.

224 r—1 22
lim ——mM— = lim — = 2.
z—=too 2 — 6z +5H  z—too 2

22 —z—1

22 —62+5"
1 annule le numérateur, ce qui implique qu’on a une forme indéterminée 0/0.

1. Ici on prend f(x) = On remarque que f(1) n’existe pas, de plus la valeur

On peut donc factoriser (z — 1) au numérateur et au dénominateur.

202 —x—1  (x—1)(2z+1) (2x+1)
2 —6x+5 (r—1)(z—5) (r—5)

fz) =

Avec cette nouvelle forme il est évident que

. (41 (2+1) 3
lim f(x) = lim (r—5) (1-5) 4

/12 _ p 3 .
= Mol ;51 L On remarque que le numérateur et le dénomi-

2. Prenons la fonction f(x)
nateur tendent tous les deux vers 0.
Pour les expressions avec racine, il est souvent possible de lever une indétermina-

tion avec la technique de la "quantité conjuguée".

VaZ+1-1 (Va2 +1-1)(Va2+1+1)
a2 22(VaZ +1+1)
R 1

2Vt 141) T VaEri+1

Sous cette forme il est évident que

fz) =

lim f(2) ! !
im f(r) = — = —.
250 VO+1+1 2

110



Chapitre

Formules de Taylor et Développements

Limités

Nous avons vu dans les chapitres précédents qu'un probléme important en analyse est
le calcul des limites quand il s’agit d’une forme indéterminée. Par exemple :
In(z) x?

lim , lim —, lim x*.
=12 — 1 r—+oo €% z—0+

Un autre probléme est celui de "'approximation d’une fonction compliquée. Par exemple

f(@) = (2 — eap (;) |

22 — 3z +2

Pour mieux I’étudier on aimerait bien la remplacer par une fonction plus simple, par
exemple une fonction polynémiale .

La formule de Taylor est une réponse simple a ces deux problémes. Les formules de
Taylor utilisent les dérivées successives d’une fonction pour construire des polyndémes

de meilleur approximation au voisinage d’un point.

5.1 Formules de Taylor

Rappelons la définition de la dérivée f'(a) qui peut étre écrite sous la forme :
f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + R(x — a)avecR(x — a) — Oquandx — a.

Le terme f(a) + f'(a)(x — a) s’appelle I’approximation d’ordre 1 de la fonction f au
point a et ¢’est un polyndéme de degré 1 en z. La formule de Taylor généralise cette formule

et donne I'approximation d’ordre n de f au point a. On voudrait donc écrire :

f(z) = Polynome de degré n en x + Reste .
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5.1. FORMULES DE TAYLOR

Nous allons voir trois formules de Taylor qui ont toutes la méme partie polynomiale mais

donnent plus ou moins d’informations sur le reste. Ces trois formules sont ordonnées du
moins précise (mais plus pratique) vers la plus précise qui donne une expression exacte

du reste.

5.1.1 Formule de Taylor-Young

Théoréme 5.1.1 :
Soit f : I — R une fonction de classe C"(I) (i.e. n fois dérivable sur I et toutes ses
dérivées sont continues sur I), et soit a € I. Alors pour tout x € I, on a :

f'/l(a)

f(x):f(a)—l-f/(a)(x—a)—{-T(x_a)2+..._|_

ot € est une fonction définie sur I telles que

lime(z) = 0.
Tr—a

Exemple 5.1.1 :
Appliquons la formule de Taylor a la fonction f(x) = e”.

Les dérivées sont toutes égales a e*. Au point a =0, on a

F0)=f(0)=--- = f"(0) =1
Do
xr x :L'z l‘n n

5.1.2 Formule de Taylor avec Reste de Lagrange

Théoréme 5.1.2 :
Soit f : I — R une fonction de classe C™(I) avec f™ dérivable, et soit x, a € I. Alors il

existe un réel ¢ entre a et x tel que :

"(a (n) a
F@) = fa) + P —a)+ T g T g
() n+1
(n+1)! (z = a).

5.1.3 Formule de Taylor avec Reste Intégral

Théoréme 5.1.3 :
Soit f: I — R une fonction de classe C"(I) et soit z,a € I. Alors
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5.2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

" (n)
() = f(@) + fa >< )+ D g gy
f -y ! !
/ (x —t)"dt.

Remarque 5.1.1 :

En écrivant x = a + h, la formule de Taylor devient
" (n)

fla+h) = f(a)+ f'(a)h + / ( >h2 SR ! nfa)hn—FR(h)

Définition 5.1.1 Soit f une fonction définie dans un voisinage de o. Pour m € N*, on

ntroduit les notions sutvantes :

f(z) =o0(z™) <& VeecRyL, InecRY tel que Vo €] —n,n[\{o}, '% < €
flx) =0(@™) & JaeR, IneR: tel que Vo €] —n,n[\{0}, 'fx(i) < a;

De plus on a

flz) ~2™ < lim—= =1

Lorsque f = o(z™) on dit que f est négligeable devant z™, tandis que lorsque f = O(z™),

on dit que f est dominée par x™ Lorsque f ~ x™ on dit que f est équivalente a ™.

5.2 Deéveloppements limités

5.2.1 Deéveloppement limité d’ordre 1

Soit f une fonction définie en xy et au voisinage de xy. On suppose qu’il existe deux

réels a et b, tels que dans un voisinage de xg on a
flz) =a+blx —x0) + (x — z9)e(x).

Cette hypothése n’est pas contraignante. En effet, quelques soient a et b, pour obtenir

cette égalité, il suffit de poser pour = # xg;e(z) = % b, avec en plus £(xy) = 0.

Réciproquement, en partant de cette égalité, on doit avoir nécessairement que

flx) —a

r — Tg

e(z) = —b.
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5.2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

On suppose de plus qu'on a

lim ¢(z) = 0.
T—T0

C’est en fait la seule hypothése que I'on fait , mais qui concerne non seulement la fonction
€ mais aussi forcément les réels a et b.

Dans ce cas on dit que cette fonction admet un développement limité & 'ordre 1 au
voisinage de xg. On note en abrégé DL;(xy) qui est sous forme d’un polynoéme de degré

1:a+b(x —xy) (partie réguliére), tandis que (z — zo)e(x) est le reste .

5.2.2 Généralisation

Soient xg € I,n € N, on dit que la fonction f admet un développement limité (DL)
au point zy et a ordre n, s’il existe des réels cg, ¢, ..., c,, et une fonction € : I — R telle

que lim, ., e(z) =0 :
f(x) =co+ c1(x — xg) + co(x — xO)Q + e —x)" 4 (z — x0)"e(2).
On note donc DL, ().

Remarque 5.2.1 La formule de Taylor-Young permet d’obtenir directement des dévelop-

pements limités en posant
B f(k)(xo)

C’“ el

Proposition : (Unicité du DL)

Si f admet un développement limité a I'ordre n au voisinage de x( alors il est unique.
Corollaire : (Parité)

Si f est une fonction paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son DL en z

ne contient que des monémes de degrés pairs (resp. impairs).

Exemple 5.2.1 :

La fonction f(x) = cos(x) est paire donc son DLg au point 0 est de la forme :

Proposition : (Troncature)
Soit f une fonction définie au voisinage de 0. On suppose que f admet un DL, (0). Alors
pour tout n’ < n, f admet aussi un DL, (0) et on obtient la partie réguliére du DL, (0)

en tronquant celle de DL, (0), c’est a dire en ne gardant que les termes de degré < n'.
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5.2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

sin(x)

FIGURE 5.1 — DL de la fonction sin(z) au voisinage de 0 avec différents ordres.

5.2.3 DL des fonctions en un point quelconque x

On dit que la fonction f admet un DL au voisinage d’un point x( si la fonction

r — f(x + z9) admet un DL au voisinage de 0. On raméne donc le probléme en 0 en

faisant un changement de variables t = x — x.

Exemple 5.2.2 :

Calculer le DL de la fonction f a Uordre 8 au voisinage de 1 avec f(x) = In(z).

On poset=x — 1, donc r=t+1.

On a bien lim,_,;t = 0.
f(z) =In(zx) =In(t+1)

Orle DL de In(t + 1) au voisinage de 0 G U'ordre 5 est donné par :

U LR A A
Int+1)=t———+———+—+t"¢e(t
n(t+1) 2+3 4+5+ ;e(t”)

Donc P

D’otu le DL suivant

(x—-12 @-1° @-1' (-1

flx)=(z—-1)— + — + + (z — 1)°eq(x — 1)°.

2 3 4 )
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5.2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

5.2.4 DL des fonctions usuelles au point O :

Les développement limités des fonctions usuelles au point 0 proviennent de la formule

de Taylor-Young (Voir le tableau des DL suivants).

Fonction || Développement limité au voisinage de 0

e’ l+a+2 4+ + 2+ o(2")

. T m5 2p+1
Sin T x_y_i_y_'__'_(_l)p(zpj_l)' +0( 2p+1)

X 1'4 1'2
cos T 1_E+I+"'+(_1)p(2p§v + o(x?P)

tan v+ I+ 22% + 21a7 4 o(a®)

sinh :p+§—?+$5_?+...+ (2p+1)'+0( 22+

xQP + O(xQP)

IQ 1'4
coshx e T e R Tl

_ 13 2.5 17,7
tanhz || 2 — $2° + £2° — L2 + o(a®)

(1+2) 1+1,x+a(a D2 4 ... 4 olozb.lazntl) "+o(x"),a €R

n!

ﬁ 1 —nz+n’z® — -+ (=1)"y"2" + o(z™), n==+l1
ln(l—}—x) x—%+g_3_...+(_1)n+l%+o(xn)
arctanz || r — % + % — (_1)179;2?’:11 + 0(x2p+1)

i L 1x3 5 4, 4 _ 1x3x@p-1)  2p+1 2p+1
arcsinz || © + 2X3:c T 3t Tt s o v + o(zPt!)

TABLE 5.1 — Table des développements limités des fonctions usuelles
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5.2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

5.2.5 Opérations sur les DL

Supposons que f et g sont deux fonctions qui admettent des DL en 0 a ordre n telles

que :
f(x) =co+crx+ o + -+ cpa” + 2" (z) = C(x) + 2" (2).
g(x) = do + dyx + dox® + - - + dpa” + 2o (x) = D(x) + 2"e5(2).

e Somme et Produit des DL :

La fonction f + g admet un DL en 0 & l'ordre n qui est donné par :
(f +9)(@) = (co+do) + (c1 +d1)x + (co +do)a® + - + (¢ + dp)z"™ + 2"2().

La fonction f x g admet un DL en 0 & 'ordre n qui est donné par :
(f x g)(x) = Tn(x) + 2 ¢(x)
ou T, (z) est le polyndome
(co+ 1w + cox® + - + cpx™) X (do + diw + dox® + - - - + dp2™).

tronqué a l'ordre n ( en éliminant les monémes de degré > n ).

Exemple 5.2.3 :
Calculer le DL de la fonction cos(x)v/1+ x a Uordre 2 au point 0.

On sait que

1 1 1
cos(z) =1— 5952 +a?ei(z) et Vr+l=1+ 3%~ éxz + 22ey ().

Donc on calcul le DL du produit de la fagon suivante
L o 2 1 L o 2
cos(z)V1+x = 1—§x + e (z) | x 1+§x—§x + a%e9(x) ),

1 1 1
=1 + 51‘ + (—51’2 — §$2) + ZE253(ZE),

1 5
=1+ 5%~ §x2 + z%e3(7).

e Composition des DL :
Si g(0) = 0 (i.e. dy = 0) alors la fonction f o g admet un DL en 0 a lordre n. La

partie polynomiale est le polynéme tronqué a 'ordre n de la composition C'(D(x)).

Exemple 5.2.4 :
Calculer le DL du h(x) = sin (In(1 + x)) en 0 & l'ordre 3.
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5.2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

On pose (f o g)(z) = sin (In(1 + x)), on a bien g(0) = In(1 4 0) = 0.

On a au voisinage de 0

) u? 3 [ 3
f(u) =sin(u) = u — 3 +u’ei(u) et glx)=In(l+z)=1x— -t 3 + 2°e9(x).
On a besoin donc des termes suivants
2 3 2 3 3
U=z — % + % +2%eq(x) et U= <x — % + % + x3a2(x)> = 2’ + 2e3(x).
D’ot
h(x) = (fog)(x) = f(u),
3
U
=u— g + uler (u),
x?  ad x3
= ( _?+§)—§+x354(x)

e Quotient de développements limités :
Si on connait un développement limité de f et de g, on peut obtenir un développe-

ment limité du quotient 5 en faisant une division selon les puissances croissantes.

f

Pour que 5 soit définie au voisinage de 0, il faut que g(0) # 0.

Exemple 5.2.5 :
Déterminer le développement limité o ordre 6 de tan(zx) (au voisinage de 0).

On a les DL suivants

3 5 2 4 6
sin(x) = — iy 2% (x) et cos(x)=1- % + ;—4 - % + 2%, (7).

6

(nous verrons que le terme en x° ne sert a rien.)

l 3 I 5 I i I- 4
X = =X + —x | ==x"4—x
6 120 2 24
1 | 1 2
—( X = =% + =x ) X=X+ —x
7 24 371
, l s
-y = e
3 30 1L _15__4 __1
- g 1203 120 1@ 3
- x -x
(i_.__ (‘_) L, 1 _ =145 _ _
2 “wteT® - tw TR
—
15
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5.2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

On peut conclure donc que

1 2
tan(z) = z + -2 + —2° + 2% (2).
(0) =2+ 508+ —a® + 2%(2)
e Intégration d’un développement limité :
Soit I un intervalle contenant 0, et soit f : I — R une fonction possédant en 0 un
développement limité & Pordre n qui vaut > ;_, apz®. Si F est une primitive de f,

alors elle admet un développement limité en 0 & ’ordre n + 1 qui est de la forme

n

Qg
F(0)+> o 1xk+1.
k=0

Exemple 5.2.6 :
Soit la fonction f telle que son développement limité d’ordre n au voisinage de 0 est donné
par

f(z)=1—x+2*+o(2?).

Alors le développement limité d’ordre n+1 au voisinage de 0 de sa primitive F' est donné
par
2 28
F(z)=F(0)+z— STt o(z?).
Examinons maintenant un exemple

Cherchons un développement limité a 'ordre 5 de la fonction suivante

2

rsinw
x) = )
/(@) 1+
Nous allons considérer f(z) comme le produit de deux fonctions g(x) = z?sin(z) et
h(z) = 1%, et nous allons développer chacun des termes a l'ordre 5.

e Le premier terme g(x) est lui méme un produit de deux fonctions : 2% dont le
développement limité est donc 22. Nous connaissons aussi le DL de la fonction

sin(z) a 'ordre 5 qui est sin(z) =z — %3 + % + o(z”). Le produit nous donne

puisque on ne tient compte dans le produit que les termes de degré < 5.
Notons donc qu’il aurait été suffisant de développer sin(z) seulement a ordre 3. 11
est souvent possible d’utiliser ce genre de raccourci, mais il est plus str d’appliquer

strictement les régles de calculs au prix de quelques lourdeurs.
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5.2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

e Passons maintenant a 1% On sait que

1 1

Tz = (=) =1-a+2*—2°+2" —2° + o(z").

En utilisant la régle de produit, on obtient donc

.T5

f(z) = g(z) x h(x) = (x3 -5 +0(w5)) x (1 —z+2°—2° +2* —2° + o(z?)).

Il vient donc 5
flz) =2 —a*+ % + o(z®).

Notons que, 1a encore, il aurait été possible de ne développer HLI qu’a l'ordre 2,

puisque 22 est en facteur dans le premier terme g.
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5.3. SERIE D’EXERCICES

5.3 Série d’exercices

Exercice 5.1 :
Appliquer la formule de Taylor pour donner un développement limité a 'ordre 5 au voi-

sinage du point 1 pour la fonction suivante :
flz) =2 +42° + 2 — 1.

Exercice 5.2 :

Calculer le développement limité de la fonction f pour chacun des cas suivants :

— f(z) =In(1 + x) — sin(z) quand z tend vers 0 a ordre 2.

— f(z) = Vx 4+ 2 quand z tend vers 0 a 'ordre 3.
— f(x) = 2% In(x) quand x tend vers 1 a ordre 5.
— f(z) = m(x_— I=%" quand z tend vers 0 a Pordre 4.

Exercice 5.3 :

Calculer les limites suivantes en utilisant les développements limités :

1 1
: — cos (1 1
(1) lim e= —cos(5) 2) My a,b e R*
ebeo ) [T 1 2—0 In(cos(bx)
bt
(3) lim z? (ei — eﬁ) (4) lim <u> ,a,b;c € R.
r——+00 T—>+00 3

Exercice 5.4 :
Appliquer la formule de Taylor pour donner un développement limité a 'ordre 4 au voi-

sinage du point 1 pour la fonction suivante :
f(z)=22" —2* + 92 + x + 3.

Exercice 5.5 :
Soit f la fonction définit par f(z) = e**.

— Quelle est la dérivée n™€ de la fonction f7

— Fcrire la formule de Taylor-Young pour cette fonction, & I'ordre n au voisinage d’un

point z.

— Donner le DL,,(0) de f.

Exercice 5.6 :

Déterminer les développements limités des fonctions définies par les expressions suivantes :
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. f(z) = e73® (a l'ordre 4 au voisinage de 0).
x) = sin(2z) (a4 Pordre 5 au voisinage de 0).
. h(xz) =In(1 — 2%) (a Pordre 6 au voisinage de 0).

. i(z) =1 —a (alordre 3 au voisinage de 0).

Exercice 5.7 :

1.

AR R

Ecrire le développement limité de z — \/T a l'ordre 3 en 0.

En déduire le développement limité de x — \/7 a l'ordre 6 en 0.
En déduire le développement limité de x +— arcsin(z) a l'ordre 7 en 0.
Ecrire le développement limité de z — \/2 a l'ordre 7 en 0.

On rappelle que la fonction tangente est impaire. Soit
tan(z) = ax + bx® + ca® + dz” + o(2"),

son développement limité a I’ordre 7 en 0.
Calculer en fonction de a, b, ¢ et d le développement limité de = — tan(arcsin(z)) a
lordre 7 en 0.

En utilisant la formule tan(arcsin(x)) = i déduire des questions précédentes

les valeurs de a, b, c, d.

ordre 6 en 0.

En déduire le développement limité de x — arctan(x) a 'ordre 7 en 0.

En utilisant les résultat des questions 6 et 8, vérifier que tan(arctan(z)) = z +o(z7).

Exercice 5.8 :

1.

Ecrire le développement limité de o — 3% — e2* —sin(z) a I'ordre 2 au voisinage de
0.

. Ecrire le développement limité de z — /1 + 3z—+/1 + 22—Z & 'ordre 2 au voisinage

de 0.

. En déduire que

e’ — e — sin(x)
m = —4.
z—0 \/1+3x—\/1+2$—§
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5.4 Solutions des exercices

Solution d’exercice 5.1 :

Développement limité & I'ordre 5 au voisinage du point 1 pour la fonction :
f(z) =2® +42° + v — 1.
On a
f'(z) =1+ 8z + 322, f"(x) = 8 + 6, ) =6, et  fO(z)=fO)=0.

On a f(1) =5, f(1) =12 f’(1) = 14 et f®(1) = 6. On conclu le développement

suivant
14 6 5 s
f(z) =5+12(z = 1) + 5 —(x—1)? 5@ =17+ 0+0+o0((z - 1)°).
D’ou I'expression suivante

flx)=5+12(x — 1)+ 7(x —1)* + (z — 1)> + o((z — 1)®).

Solution d’exercice 5.2 :

— Développement limité de f(x) = In(1 + z) — sin(x) quand z tend vers 0 & 'ordre 2.

f(z) =In(1+2) —sin(z) = {x — —2 + 0(x2)} — [z + o(z?)]

— f(x) = V& + 2 quand 2z tend vers 0 a l'ordre 3. Posons X = 5, X — 0 quand z — 0

on a alors
fla) = VT2 =,/2(

—V2VI+ X X%
1 1(t-1 Tl -1n(E-3+1

:\/5 1+§X+2<22' )X2+2(2 )§'2 )X3—|—O(X3)

o1 - 2, L1 (A-341) & v

:\/5 1_|_§§_|_2(22' )(5)2_{_2(2 ):(; )(5)3_'_0((5)3)

2 2 2

— f(x) = 2*In(z) quand z tend vers 1 a l'ordre 5. Posons ¢t = (z — 1) — 0 quand
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z — 1.

f(z) =2%In(z) = (t+1)*In(t + 1)
VAR R A A
=(14+2+) |t — =+ = — =+ — +ot°
(1+2t+1t%) 53 4+5+o()
t+3t2+t3 7t4+t5+ &
= v - T T - o
2 3 12 30

— @) o1 (-1 Tt (e 1 ol(x — 1))

— fl(z) = % V122" quand z tend vers 0 a lordre 4.

_cos(z) — V1 — a2

xrd

(1 5 o) - (1o e Jege ot

Solution d’exercice 5.3 :

Trouvons les limites suivantes en utilisant les développements limités :

1.
T 1
lim €z COS (x) _
T—+00 1— 1— 1

Posons t = %, alors t — 0, quand = — +o0. il vient que
1 1 : t2 ) t2 )
ev —cos|— | =€ —cost=(14+t+—-+o0(t")) —(1——=+o(t)
x 2 2
=t+1* + o(t?).

D’autre part,

1 t2
1— 1——2:1—\/1—252:1—(1—§+0(t2))
Xz
t2
= — +o(t?).
2—1—0()
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Donc
- —cos (3 — cost
i &2 008 (1) gy & 08
x~>+001_ 1_% t—0 1 — 1_t2
t+ 2 + o(t?)
- tmcl) £2 2
— 5 + O(t )
_ 1+t+o(t)
= lim —————+ = +o00.
t—0 5 + o(t)
2.
im M =7 a,b e R
z—0 In(cos(bx)
On a
2.2 2.2
cos(ax) =1 — a;; + o(z%) = In(cos(az)) = In (1 - a2x + 0(:v2)> = In(1+ u),
avec u = — 22 4 o(2%) — 0 quand z — 0.
Or le DL a l'ordre 1 au voisinage de 0 nous donne
In(1+u) =u+o(u)
2.2 b2 52
= In(cos(ar)) = _a2:c + o(z?) et In(cos(bx)) = _Tx + o(x?).
Il vient donc
lim In(cos(ax))  lim —‘122—””2 + o(z?)

w0 In(cos(br) =0 —B22 4 o(z2)

=l () +ow = ()

1 1
lim 22 (eE — eﬁ> =7
r——+00

Soit t = % — 0 quand x — +00. On obtient donc
t2

e%:et:1+t+§+o(t2).

126



5.4. SOLUTIONS DES EXERCICES

D’autre part

o1 (& 1+% = et(%ﬁ-?ﬁ)

_ pt(1=tto(t) _ et7t2+o(t2)
1
=1+ (t—1)+ i(t — %)% 4+ o(?)
1
— 1+t—t2—|—§t2+0(t2)

2

t
:1+t—§+0(t2).

11 vient donc

lim (e% - ez%l> = lime' — e (57) = lim 2 + o(t?)
T—+00 t—0 t—0
) 1 1
= Jim 5t o()

En multipliant par 22 on a finalement

1 1
lim z? <e% — ew%rl> = xErPOOﬁ (; + 0(;)) =1

T——+00

* PR S A
lim <—> —%a,b;c € R
T—r—+00 3

Soit t = % — 0 quand x — +o0.

az + bs +cx ’
3

On obtient donc

1

1
(_(at+bt+ct)>
3
_ e%ln(%(at—i-bt—&-ct))
D’autre part,

a' =" =14 (Ina)t + oft)
b =™ =1 4 (Inb)t + o(t)
¢t = et — 1 4 (Inc)t + o(t)
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Donc

1 1 Inb+1
5(at+bt+c‘f):1+(MJFn +nc>t+o(t)

3
=1+ t(In(Vabc)) + o(t).

Posons u = t(In(V/abc)) + o(t) — 0 quand ¢ — 0. On peut écrire donc
1
In (g(at + b + ct)> = In(1 +u) = u+ o(u) = tIn(Vabe) + o(t).

Alors

1 1
7 In (g(at + b+ ct)) = In Vabc.

D’ou
1 bl 1\ ”*
hm [0 ) e (R ette)
r——+00 3 t—0
— eln \3/abc

3
= Vabe.

Solution d’exercice 5.4 :

La formule de Taylor de la fonction f(z) = 22* — 23 4+ 922 + z + 3 s’écrit comme suit :

" (3)
1@) = £ + -1+ T @ 2 0y
(4)
+ WG i o)
Calcul des dérivés :
f(x) =22* —2® + 92% + 2 + 3, — f(1) =14,
f'(z) =82 —32% + 18z + 1 —  f(1) =24,
f"(z) = 242 — 6z + 18 = f"(1) = 36,
fO(x) = 48z — 6 —  fO(1) =42, et
fW(x) =48 — (1) =48
On remplace dans la formule :
flz)=14424(x—1) + %(1' —1)%+ %(x — 1%+ g(x —D*+o((x — 1%
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D’ou son développement limité & I'ordre 4 au voisinage de 1 et
f@)=14+24(z — 1) +18(x — 1)* + 7(z — 1)* + 2(z — 1)* + o((z — 1)*).

Solution d’exercice 5.5 :
Soit f la fonction définit par f(z) = e**.
— On a f'(z) = 2e% f"(x) = 4e¥, fO)(z) = 8e>* .. ..
Il est claire (par récurrence immédiate) que f*)(x) = 2%e?* = 2k f(x).
Donc f®(0) = 2%, Vk € N,

— Ecrivons la formule de Taylor-Young pour cette fonction a Iordre n au voisinage

d’un point xg :

" (n)
f(z) = f(xo) + f'(xo)(x — x0) + / go) (x—20)*+ -+ / n(‘%) (x — xo)"
+o((x — x)").
4e*ro 8eZo
= ¥ 4 2% (. — 1) + T z0)* + 3! (x —20)” +
2n62x0
.y (x —x0)" 4+ o((x — x0)").
— Donnons le DL, (0). On remplace xy par 0 on obtient :
4a* 8 2™ " (27)* .
Jly=tiaet St gt s hetele) = 2 Sy ol

Solution d’exercice 5.6 :

1. Déterminons le DL4(0) de la fonction f(z) par deux méthodes, formule de Taylor-

Young ou bien par le DL de I'exponentielle :
Il est clair que fu)(z) = (=3)%e¢™** , donc f(k)(0) = (=3)*, d’ou

(=3 o (=3 5 (=3)' 4 4
—1- S .
f(x) 3x + 5 x4 5 x” + 74 z* + x o(z")
9 -9 27
=1-3x+ §x2 + Tx?’ + §x4 + zto(z?).

Ou (deuxiéme méthode)

flx) =1+ (—3z)+ 1(—3:1:)2 + 1(—3:16)3 + l(—331:)4 + (=3x)*o((—3x)Y).

2 6 24
9 -9 27
=1—-3z+ §x2 + 7x3 + §$4 + zo(x?).

2. g(x) = sin(2z), 14 aussi on peut appliquer les deux méthodes.
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Par Taylor-Young, on a sin’(z) = cos(z),sin”(z) = —sin(z),sin® (z) = — cos(z),
sin® (z) = sin(z). ...

Donc

g (z) = 2cos(2x), g"(x) = —4sin(2z), ¥ (z) = —8cos(2z),
g® (x) = 16sin(2z) et g® () = 32cos(2z).

Donc

On en déduit que

8 32
sin(2z) = 2z — 63:3 + 1—20$5 + o(z?),
4 4
=2 — gx?’ + 1—5965 + o(z?).

Ou autre méthode :

3. h(z) = In(1 — 23). Déterminons le D Lg(0) :
Dans cet exemple, il est préférable de composer les développement limités pour

éviter d’obtenir des calculs épouvantable en utilisant la formule de Taylor-Young.

3

Posons —z° = u, on obtient

v 2
=u——+ o(u®)
32
= (o) = CEE ()
6
S o(z%).
2
4. i(x) = v/1 — x. Déterminons le DL0) :
Posons u = —x, la fonction devient donc +/1 4+ u. Or on a vu en cours que
1 Lo, 1 3 3
\/1+u:1+§u—§u +1—6u + o(u”).
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Donc . ) )
i(r)=1-— 3%~ §x2 - 1—6x3 + o(z%).

Solution d’exercice 5.7 :

1. On connait le développement limité de z — (1 + 2)* a l'ordre n en 0.

ala—1) ala—1)...(a —n+1)

(1+2)*=azx+ 5 R o " 4 o(z").
Pour a = —% et n = 3, la formule donne :
1 1 3 5
—1_= 992 9 3 3y
— 2x—|—8x 16x + o(z”)

2. En composant par z — —2? dans le développement précédent on obtient :
1 1 3 5
=14 =2* + —a* + —2° + o(z?).

V1 — 2 2 8 16

3. La fonction x +— arcsin(z) est la primitive de z ﬁ, nulle en 0. 11 suffit de

prendre la primitive du développement précédent, avec un terme constant nul.
arcsin(z) = ¥ + — + — + —— + o(x").
4. En multipliant par = le développement obtenu dans la question 2 on a :
x L g 35, 9 7 7
=T+ T+ s+ =T +olx).
N 2 8 16 (@)

5. 1l s’agit de composer le développement de tangente (donnée en fonction de

a,b,c,d ), avec celui de la question 3. On ne prend pas en compte les termes de

degré > 7.
tan(arcsin(z)) LA A WP G 3
n(arcsin = o2 o o9
AMATEIIE)) = AT 6 T 50 T 112 T T 0
x3 5
+c<x—|—g> +d(z)" + o(x").
— @ 3 3a b 5
—ax+<6+b)a: +(40+2+0>x

b5a  37b  bc . .
+<m+§0+g+d>x +0(l’ )

6. Par unicité du développement limité , les coefficients des polynémes de Taylor
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écrits aux questions 4 et 5 doivent étre les mémes. Il vient que

a =1
a 1
6+b — 3
3a b _ 3
0 TaT¢ -3
5a 37b 5¢c _ 5
112+120+6+d_16'
On en tire successivement :
a=1
_1_1_1
b_z 6 3
—3_3 _1_ 2
C=%87 10 6 1
d— 5 _ 5 _ 37 _ 1 _ 11

~ 16 112 360 9 315

1
(1—2)

7. On utilise le développement limité de x +— a l'ordre 3 :

= =1+z+2*+ 2%+ o(z?),

que I'on compose avec x — —z2, pour avoir :

1

_ 2 4 6 6

8. La fonction = +— arctan(x) est la primitive de z — m, nulle en 0. Il suffit de

prendre la primitive du développement précédent avec un terme constant nul :

R
t - 7,
arctan(z) = x 3 + E - + o(x")

9. Par composition :

tan(arctan(z)) = (x - x—g + $—5x—7) + 1 (x — x_?) + x_B)
3 5 7 3 3 5
x
(-

Solution d’exercice 5.8 :
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1. Le développement limité a ’ordre 2 en 0 de x +— €” est :

22
e$:1+x+5+0(x2).

Par composition on en déduit :
e = 1+3x—|—97xz—|—0(x2), et e = 1—|—2x—|—47x2+0(a:2).
D’autre part le développement limité a ordre 2 en 0 de x — sin(x) est donné par :
sin(z) = z + o(2?).
Par combinaison linéaire on a

¥ — e** —sin(z) = S o(z?).

2. Par application de la formule donnant le développement de z — (1 + ), avec

a = 1/2, on obtient
2

\/(1+x):1+%x—%+0(x2).

Par composition, on en déduit

3 922 2 Ax?
1+30)=1+2 -2 4o et /(1 +20) =14+ = — =2 4 o(a?).
2 8 2 8
Par combinaison linéaire on obtient
T 52
V(1 +3z) — /(1 4 2x) —5= —?Jro(xQ).

3. Le quotient des deux développements limités des questions précédentes donne

e3® — ¥ — sin(x) B % + o(z?)

VO F3z) — /(T +20) -2 =22 4 o(a2)

=—4+0(1).

On conclu donc que
e3® — 2 — sin(x)

S 80— L+ 2 3
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