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Notations

Notation

RN

Q

o0

ol

QCQ
YccQ
CH(9)

CE(©)

C>(Q)

C3() = D()

Définition

: Espace euclidien de dimension N, N € N*.

: Un ouvert borné de RY.

: La frontiere de €.

: La mesure de ).

: ) est un sous-ensemble de €2, ou €2 = €.

: €0 sous-ensemble ouvert de € avec ¥ C Q.

: Espace des fonctions de classe k dans €2.

: Espace des fonctions C*(€2) a support compact.

: Espace des fonctions indéfiniment dérivable dans 2.
: Espace des fonctions C*°(2) a support compact.

: Mesure de Lebesgue d’un ensemble E.

: La boule de rayon r centrée en z, dans RV,

: Injection continue.

: Injection compacte.

: Partie positive de la fonction u, ut = max{u, 0}.

: L’ensemble des fonctions localement intégrables sur un domaine 2.
: Presque partout.

: Exposent critique de Sobolev.






Introduction

Les équations aux dérivées partielles ont été et restent un outil fondamental dans
la modélisation et la compréhension de nombreux processus dans les domaines de la
physique, de I'ingénierie, de la chimie, de la biologie, etc... De cette maniere, I'utilisation
de l'opérateur Laplacien classique permet de prédire des comportements quantitatifs et

de comprendre les phénomenes observés.

La notion des systemes elliptiques avec un terme de gradient apparait dans ’étude
de modeles électrochimiques en ingénierie et d’autres modeles en dynamique des fluides.
Nous recommandons [I3] et [14] pour obtenir davantage d’informations et d’applications

de cette notion de systemes.

Dans [8], Boccardo-Orsina-Porretta considérent le systéme suivant :

—div(b(z, z)Vu) = f(x) dans Q,
—div(a(z, 2)Vz) = b(z, 2)|Vu|> dans Q,
u=z2=0 sur 0f),

ou a(z,s) et b(zx,s) sont des fonctions de Carathéodory positives et coercives. Sous ’hy-

2N

pothese que f € L™(Q) avec m > 35,

ils ont prouvé l'existence et la régularité d’une

solution positive.

Lorsque le gradient apparailt en tant que terme d’absorption, le systeme devient :

—div(a(z, 2)Vu) = f(z) dans Q,
—div(b(x, 2)Vz) + K (z, 2)|Vul* = g(x) dans Q,
z=u=0 sur Of).

Ce systeme a été étudié dans [9].



6 Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse essentiellement a I’étude d’existence des solutions posi-
tives pour un systeme elliptique non-linéaire avec interaction entre les termes de potentiel

et de gradient.
—Au = 2P + \f(x) dans €,
—Az = |Vu|?! + pg(x) dans Q,

u,z >0 dans €2,

u=2z2=0 sur 0f2,
o  C RY est un domaine borné de RY, f et g sont des fonctions mesurables et non
négatives.

Nous considérerons deux cas dans ce travail :

e Le premier cas : ¢ > 1, p > 0 avec pqg > 1, A et u sont des constantes réelles non

négatives.
e Le deuxiéme cas : lorsque A\=pu=1,et p> 0,0 < g <2, avec pq < 1.

Notre objectif est de prouver 'existence des solutions positives du systeme sous la
condition pg > 1 et pg < 1, au sens des distributions.

Notre mémoire est organisé comme suit :
— Le premier chapitre :

contient des notions préliminaires et des outils de base, tels que les espaces de
Lebesgue, les espaces de Sobolev, et quelques inégalités qui seront utilisées dans la

suite du mémoire.

— Le second chapitre :

Est décomposé en deux parties. Dans la premiere partie, nous étudions 'existence

de solutions positives pour le probléme suivant

—Au = |Vul?+ \f(x) dans Q,

P
u = 0 sur 0f), ()

ou Q C RY un domaine borné, f est une fonction mesurable et positive. Sous
. . , . . ) .

certaines conditions naturelles sur A, on peut déterminer 'existence d’une solution

positive du probleme (]ED selon les valeurs de q.

Dans la deuxieme partie, nous étudions I’existence des solutions positives du systeme

dans un cas particulier, lorsque 0 < ¢ <2, p>0avecpg<let A\=pu=1.

— Le troisieme chapitre :
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Est consacré a généraliser des résultats du chapitre [2] dans le cas pg > 1. Le but
de ce chapitre est d’obtenir des conditions naturelles sur les parametres A, p et
les données f, g, afin de prouver 'existence de solutions au sens des distributions

positives du systeme , sous la condition pg > 1.






Chapitre 1
Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques outils d’analyse non-linéaire, qui
seront utilisés au cours de ce mémoire. Donc ce chapitre sera divisé en deux parties :
Premierement, nous présentons quelques notions et outils d’analyse fonctionnelle qui sont
en relation avec les problemes étudiés, comme les notions d’espace de Lebesgue LP, et
d’espace de Sobolev. Par la suite, on cite quelques outils fondamentaux liés aux problemes
elliptiques, tels que la notion de solution au sens distributionnel, et quelques inégalités

pratiques liées a nos problemes.

1.1  Quelques résultats et outils d’analyse fonction-

nelle
Soit X un espace de Banach.

Définition 1.1. (Convergence forte)
Soit {xy}n une suite de X. On dit que {x,}, converge fortement vers x, et on note
T, — « dans X si

|z, —z||x— 0  quand n — oc.

Définition 1.2. (Convergence faible)
Soit {xp}n une suite de X. On dit que {x,},, converge faiblement vers x, si pour tout

f € X' (le dual topologique de X ), f(x,) — f(x). On note alors
r, =z dans o(X,X').

Théoréme 1.1. Si z,, — x faiblement dans X, alors Ik > 0 tel que Vn € N, ||x,||lx <k
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et

Jellx < limin€ [lz,]|x-

Définition 1.3. Soit J linjection canonique de X dans X . On dit que X est réflexif si

1"

J(X)=X".

Théoréme 1.2. Soit X est un espace de Banach réflexif et {x,}, une suite bornée dans
X, alors il existe une sous-suite {x,, } de {x,}, et v € X tel que x,, — x faiblement

dans X.

Pour plus de détails voir [10].

1.1.1 Définitions et propriétés élémentaires des espaces L?

Définition 1.4. Soit Q C RY ouvert, et p € R avec 1 < p < 00, nous définissons
LP(Q) ={f:Q =R | f est mesurable et |f|P € L*(Q)},

avec ’
£y = (f 1£@Pdz)

| - |l, est une norme.

Si p = 00, nous définissons
L>®(Q) ={f:Q— R f est mesurable et |f(x)] < C p.p. sur Q},

avec C' est une constante positive, et la norme associée
[fllzoe(@) = [[fllee = nf{C [ |f(z)| < C p.p. sur Q}.

Théoréeme 1.3. [10] (Inégalité de Holder). Soit 2 un ouvert borné, et 1 < p < oo,

1 1 _
lil=1.

Soient f € LP(Q) et g € LP(Q), alors fg € L*(Q) et

on note p' l’exposant conjugué,

/Qlfgl < N fllze@ N9l Lo -

Nous rappelons l'inégalité de Young :
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Lemme 1.1. [10] (Inégalité de Young). Soit 1 < p < oo, et Ya,b >0, on a :

1 1
abgfap+—,bp.
p p

Il arrive parfois que l’on utilise la forme :

/ —1

ab < ea? + c(e)lP  avec c(e) = er-1.

Proposition 1.1. Soit h € LY(Q) et {h,}, C L"(Q) avec 1 < r < +oo. Supposons que
h, — h fortement dans L*(Q) et que {h,}, est bornée dans L"(2). Alors, h € L"() et

pour tout a € [1,r), nous avons l'inégalité d’interpolation suivante :

1 = Rl o) < 1hn = hll5s @ llhn — Rl 7o (1.1)

ou 0 := a(rr_—al)' En particulier, h, — h fortement dans L*(£2).

1.1.2 Quelques résultats de convergence

Théoréme 1.4. [I1(] (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit

{fu}n une suite de fonctions dans L*(Q) satisfaisant :
1. fu(z) — f(x) presque partout sur €.

2. 1l existe une fonction g € L*(Q) telle que pour tout n € N*, | f,(z)] < g(z) presque

partout sur 2.

Alors
feL Q) et |fu— flla — 0.

Ce qui implique que

lim /an(x)d.r:/Q lim fn(x)dx:/ﬂf(x)dx.

n—-400 n—-4o00

Théoréme 1.5. [I0] (Lemme de Fatou). Soit { f,,}, une suite de fonctions dans L'({2)

satisfaisant :
1. Pour tout n, f, > 0 presque partout,

2. sup,, || fallL1(0) < oo

Pour presque tout x € ), nous définissons f(z) = liminf, . fo(z) < 400. Alors f €
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LY () et
/Qf(ar) dr < lim inf/ﬂfn(x) dzx.

n—oo

Rappelons par la suite, le Théoreme de Vitali qui a une importance primordiale, pour
montrer les résultats d’existence. Avant de ’énoncer nous avons besoin de la définition

suivante.

Définition 1.5. (Equi-Intégrabilité dans L?) Soit E un ensemble mesurable de RN
et 1 < p < oo. On dit que la suite {f,}neny C LP(E) est equi-intégrable si seulement si
pour chaque € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout Q C E avec |Q < 4§, on a

/ |fu(@)|Pdx <eVneN.
Q

Théoréme 1.6. (Vitali). Soit (E, ) un espace mesuré tel que pu(E) < +oo, soit 1 <
p < 400 et soit {fu}n une suite de fonctions de LP(E) telle que

1. f, = f presque partout dans E.
2. {fP}, est equi-intégrable sur E.

Alors f € LP(E) et f, — [ fortement dans LP(E).

La notion de troncature est tres importante dans ’étude des EDP avec donnée dans
L' ou bien mesure. Cette notion est basée sur 'usage de la fonction Ty(s).

Notation. La fonction de troncature T : R — R est définie par :

<k,
Ty =4 ° 0 1ols (1.2)
ko, |s| > k.

FIGURE 1.1 — La Troncature
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1.1.3 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Définition 1.6. Soit Q C RY ouwvert, et p > 1.
L’espace de Sobolev WP(Q) est défini par :

Oy

)

WP (Q) = {QOELP(Q); tel que € LP(Q), izl,N}.

L’espace WP(Q) muni de la norme :

|wmwmﬂmm@+iww :
= 0z, 1P (@)

ou par fois la norme équivalente

\www@:@ﬂmm+ZH

Si p = +oo, alors 'espace W1(Q2) muni du la norme :

[ollw.o (0 —SuplsoHsup\W!

Sip=2, on note H'(Q) = W'%(Q), muni du la produit scalaire :

N (0p O
(0 D) miay = (V)50 +z(,) .
HY(Y) L*() i—1 (9:151 8$Z L2(Q)

La norme associée

N |—=

WMWVOWM +ZH

L?(m)

Proposition 1.2. Soit O C RN un domaine ouvert borné.

o WHP(Q) est un espace de Banach si1 < p < oco.
o WLP(Q) est un espace séparable si 1 < p < oo.
o WP(Q) est un espace réflexif si 1 < p < oo.

o H'(Q) est un espace de Hilbert.

Lp(ﬂ) , st 1< p<+o0.

Définition 1.7. Etant donné 1 < p < 0o. Nous désignons par Wol’p(Q) est la fermeture
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de C°(Q) dans W'P(Q), c’est-d-dire :
War(qQ) = Gy e,
Proposition 1.3. Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev Wol’p(Q) est défini par :
WyP(Q) = {90 c WP(Q); =0 sur 89}.
L’espace Wy ?(Q) muni de la norme :
lellwrr = IVellr @
Remarque 1.1. Pour Q non borné (Q =RY), on a :
W (RY) = Wy (RY).

Théoréme 1.7. (Rellich-Kondrachov). Soit O C RN un domaine borné de classe C*
Q)
Q)

o Sip< N alors WW(Q)—— L9 V1l <q < p* CW@C?%:%"‘%-

(€2),
e Sip= N alors WY(Q) =< L{(Q), V1<qg<+oo.

e Sip> N alors W(Q) —— C(Q).

Avec les injections compactes.

Remarque 1.2. Si Q non borné (2 = RY), alors les injections précédentes sont conti-

nues.

Proposition 1.4. (Inégalité de Poincaré). Soit 1 < p < oo, et Q0 un ouvert borné

alors il existe une constante C(2) telle que :

el ze@y < CE) IVl Lr -

Autrement dit sur Wy (Q) la quantité | V| sy est une norme équivalent  la norme

de WP (Q).

Théoréme 1.8. (Sobolev, Gagliardo-Nirenberg). Soit1 < p < N, alors W'P(RY) C
. 11,1
Et il existe une constante S = S(p, N), telle que :

HSOHLP*(RN)S SHV<10|‘LP(RN)7 Vo € Wl’p(RN)-
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Pour plus détails voir [10].

1.2 Probléeme elliptique (Existence, unicité et régularité)

Définition 1.8. On dit que ¢ est une solution distributionnelle de :

_ASO = f(gp) dans Qa
¢ = 0 dans 0.

Si |Vl € LY(Q) et f(p) € LY Q) et pour toute fonction test 1 € C(Q), on a

[ Vv o= [ o) da.

Proposition 1.5. Supposons que ¢ : R — R lipschitzienne convexe, tell que ¢(0) = 0
alors :

—Ap(u) < ¢ (u)(-Au).

Autrement, si v : R — R concave, alors
—AY(u) = ¢ (u)(—Auw).

Pour prouver résultat principal d’existence, nous utilisons le Théoréme du point fixe

de Schauder suivant.

Théoréme 1.9. ( point fixe de Schauder). Soit X un espace de Banach, K C X non
vide, convexe et compact, on suppose T : K — K wune application continue et compacte.

Alors T admet un point fize.
Le résultat de régularité suivant, démontré dans [0], sera utilisé de maniére systématique.

Théoréme 1.10. Supposons que h € L*(2), alors le probléme

—Az=h dans €,
(1.3)

z2=10 sur OS2,

N

posséde une solution faible unique z € W, *(Q) pour tout s € [1, ). De plus, pour

N

s € [1, 573) fizé, il existe une constante positive C = C(£2, N, s) telle que

V2]

r@ < Cllhlloy o). (1.4)
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Et Vopérateur F : h— z est compact de L'() dans Wy*(Q).

Enfin, rappelons le résultat de régularité classique suivant que nous utiliserons dans

plusieurs preuves ci-dessous.

Théoréme 1.11. Soit h € L™(Q)) avec m > 1. Alors le probléme

—Az = h dans ),
(1.5)

z =0 sur 0,

posséde une solution faible unique z. De plus, il existe une constante positive C' = C'(£2, N,m)

indépendante de h telle que :

1. Sil<m < N, alors

V2] e @) < CllA]|Lme), 0w m g

2. Sim = N, alors |Vz| € L*(Q) pour tout s € [1,+00).

3. Sim > N, alors z € C*(Q) pour un certain v € (0,1).

Pour la preuve voir [7].

1.2.1 Le principe du maximum et le principe de comparaison

Nous commencons par rappeler le résultat de comparaison suivant.

Théoréme 1.12. [11)] Soit f une fonction continue positive, telle que f(%s) est décroissante

pour s > 0. Supposons que wy,wy € H(Q) sont telles que :

—Awl
—AUJQ

IA

flz,wy), wp >0 dans Q,

\%

> f(z,wy), wy >0 dans Q.

Alors we > wy dans Q.

Théoréme 1.13. [15/(Principe du maximum fort)

Soit u 'unique solution du probléme :

—Au=f dans(,
u=">0 sur OS2,
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alors on a :
— Si f >0 alors u > 0 ou bien u =0 dans €.

— Si f <0 alorsu <0 ou bien u =0 dans Q.

Lemme 1.1. [12] (Inégalité de Kato)
Soit u € L,.(Q), telle que Au € L,.(Q). Alors Aut € Lj,.(Q), et on a :

Aut > X[uz0Au au sens des distributions.






Chapitre 2

Etude d’un systeme elliptique avec

terme de potentiel-gradient

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence de solutions positives pour un systeme
elliptique non-linéaire avec interaction entre les termes de potentiel et de gradient. Nous
analysons l’existence ainsi que la non-existence des solutions pour le systéme , a
savoir

—Au= 2P+ \f dans €2,

—Az = |Vul?+ dans (2,
[Vul? + pg 21)
u,z >0 dans €2,

u=2z2=0 sur 0,

avec 2 C RY est un domaine borné, p,q > 0, f et g sont des fonctions mesurables.

Ce chapitre est organisé selon le plan suivant, la section est dédiée a I’étude d’un
probléme elliptique dont le terme gradient agit comme un terme de réaction. Dans la
section [2.2] nous étudions l'existence des solutions positives pour un cas particulier du

systeme (22.1]), lorsque 0 < ¢ <2, p>0avecpg < let A\=p=1.

2.1 Cas d’une seule équation

Les résultats de cette section sont basés sur [2] et [5].



20 Etude d’un systéme elliptique avec terme de potentiel-gradient

Nous considérons le probléme non linéaire suivant :

—Au = |Vul?+ \f(x) dans Q,
u > 0 dans €, (2.2)
u = 0 sur 0f),

ou 2 C RY est un domaine borné, ¢ > 1, et f est une fonction mesurable et positive
appartenant a L™(Q)), avec m > 1.

Commencons par prouver le résultat de non-existence suivant.

Théoréme 2.1. I existe X > 0 tel que si A > X, alors le probléme n’admet pas de

solution positive.

Démonstration. Nous procédons par 1'absurde. Supposons que le probleme (2.2)) admet
une solution positive u. Soit ¢ € C§°(), on multipliant 1’équation (2.2)) par |¢|?, on
obtient

¢ [l VoIVl = [ IVulol? +x [ flol”. (23

Donc par I'inégalité de Young, on déduit que

Cy [ Vo7 = A [ flot (24)

On pose
Cy Jo|VO|7 dx

A= —
oeCE @ [ flol7 dx

(2.5)

alors si A > A, le probléme 1) n’a pas de solution positive, et le résultat est démontré.
O

Il est possible de démontrer le résultat d’existence principal, comme suit :

Théoréme 2.2. Supposons que f € L™(Q) ot m € (1, N). Alors il existe X > 0 tel que
pour tout X < X, le probléme (2.2) admet une solution positive u, de plus u € WOI’U(Q)

avec mq < o < m*.

Démonstration. Pour la preuve, nous appliquons le Théoreme de Schauder :
Tout d’abord, nous commencons par fixer o telle que mqg < o < m*, et nous considérons
A > 0, alors il existe I > 0, avec

C (l +Alf] L’"(Q)) =1,
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oit C' = C(Q,0,m), pour A < X fixé, nous définissons I’ensemble
H = {v € WEY(Q) tel que v € WE(Q) et |Vl < 17}

Il est clair que H est un sous-ensemble convexe fermé de Wy (€2). Pour le voir, soit
{un}n C H tel que u,, — u fortement dans W, (Q).

Alors [|[Vug||rr@) < ls pour tout n et [|[Vu, — Vu| i — 0. Ainsi, a une sous-
suite pres, Vu,, — Vu p.p. dans . En utilisant le Lemme de Fatou, nous obtenons que
|Vu| € L7(Q), et

1
IVl o) < liminf [V, || o) < 17,

donc v € H.

On définit 'opérateur T tel que :

T: H — Wy'(Q)

v = u="T(v).
Avec u la solution unique du probléme suivant :

—Au = |Vu|?+ \f dans Q,

(2.6)
u = 0 sur 0f2.

Puisque |Vo|? + Af € L™(12), alors d’apres le Théoréme [1.11] il existe une solution
faible unique u. Par conséquence T est bien défini.

La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

— Etape 01 : Montrons que T(H) C H.
En utilisant le fait que |Vo|? € L™ () et le Théoréeme [1.11} nous obtenons que pour

tout o < m*,

IVullze@) < 190+ M. 0,

< O (1968, g + MFlmcen) -

Puisque ¢gm < o, nous avons :

1_gq N
IVl o) < C (1V0)|%0 )07 7 + Al ]
< C (L4 Al fllmey) = 5.

Lm(@))
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Ainsi, u € H et donc T(H) C H.

Etape 02 : La continuité de I’opérateur 7.
Soit {vp}n C H, v € H telle que v, — v fortement dans W,''(Q). On définit

U, = T'(v,) et u="T(v). Alors, u,, et u satisfont

—Au, = |Vv,|?+ f dans Q,
—Au = |Vu|?+ f dans Q, (2.7)

Uy, =u =0 sur 0f).

D’apres Théoreme pour tout s < %, on a :

|V, — Vu|

@< C|[Vunl? = Vo]

LY(Q)

Q=

Rappelons que v,, — v fortement dans W, (Q) et {v,,},, € H, donc Vo |lLe) <1
pour tout n.

Ainsi, pour a fixé dans (1, 0), en posant 6 = a(g_"“l) et en utilisant I'inégalité d’inter-

polation ([1.1)), nous obtenons

1-0

VU = Vol o) < HVU" - VU‘ Lo (%)

0
Ll(Q)van B Vv‘

0
— 0 lorsque n — oo.

< CHVU” o Vv’ LY(9)

Ainsi, Vv,, — Vo fortement dans (L%(Q))" pour tout a < o. Puisque gm < o, nous

pouvons choisir @ = ¢, pour conclure que

q q
Vup|T— Vv — 0 lorsque n — oo.
H‘ nl* =Vl ‘Ll(ﬂ) 4
/ N
Par conséquent, pour tout s < 375, nous obtenons

HVun — quLs(Q) — 0 lorsque n — oo.

En particulier, u,, — u fortement dans Wy (£2).

Etape 03 : La compacité de 1’opérateur 7.
Soit {v,}n C H telle que anHW(}J(Q) < C, avec C' est une constante indépendante
de n, et définissons u,, = T'(v,).

Puisque {v,,}, C H, alors ||V, || <1 é, donc il existe une sous-suite {v, }, telle
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que v, — v faiblement dans W7 (Q), ot o < m*.

Par conséquent, |Vv, |7+ f est borné dans L'(€2), alors selon le Théoreme|[L.10} nous
déduisons que, a une sous-suite, u,, — u fortement dans VVO1 *(Q) pour tout s < %
En particulier, u, — u fortement dans W' (€2). Alors T" est compact.
Alors, par le Théoreme du point fixe de Schauder, nous obtenons 'existence de u € H
tel que T'(u) = u. Ainsi, u est une solution du probleme . De plus, u € Wy? () pour
tout o < %

]

2.2 Cas d’un systeme

Cette section est basée essentiellement sur I'article [4].
Soit Q C RY est un domaine borné, on s’intéresse a I’étude de I'existence de solutions

positives du systeme elliptique suivant :

—Au=2P+f dans €,
—Az=|Vul?!+g dans Q,
u=2z2=0 sur 0f2,

u,z >0 dans €2,

oup > 0,0 < q <2 avec pg < 1. De plus, on suppose que f et g sont des fonctions
mesurables et non négatives.

Notre objectif est de prouver I'existence des solutions positives du systeme , sous
la condition pq < 1, au sens des distributions.

Commencgons par préciser la signification de la notion de solution du systeme (2.9)).

Définition 2.1. Soient f,g € L'(Q) des fonctions mesurables et positives, (u,z) €
LY Q) x LY(Q) est dite une solution faible de , st |Vul? € LY(Q), 22 € LY(Q) et
pour tout p, 9 € C°(2), nous avons :

/QVQOVUZ/QZPQD—F/Q]CQO,
et
/vasz/Q|Vu\qw+/ng.
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2.2.1 Résultats d’existence

Rappelons que nous considérons le systeme non linéaire suivant :

—Au = 2P+ f(x) dans Q,
—Az = |Vu|?+g(z) dansQ,

(2.10)
z,u > 0 dans €,

z=u = 0 sur 0f2,

avecp > 0,0 < g <2 et pg < 1.
Pour la résolution du systéme ([2.10]), nous procédons par approximation. Plus précisément,
on considere ce systeme approximée associé a ([2.10))

—Au, = T %zﬁ + ful(2) dans €2,
[V 2.11
—AZ,,L = W + gn(x) dans Q7 ( )
Zns Un > 0 dans Q,
Zn=1u, = 0 sur 0f).

Avec f, = T,,(f) et g, = T,(g), ou T), est la fonction de troncature définie par (1.2,

&a
R

et nous supposons que H(§) =

Pour n fixé, nous avons f,, g, H € L>*(Q2), et on a :
|H (&) — H(&)| < kl& — & V&, & € RY.

Nous allons utilisé le Théoreme de Schauder pour démontrer le résultat d’existence de

la solution du systéme approximée ([2.11]).

Théoréme 2.3. Soient f,g € L>®(Q) des fonctions positives, et p > 0, 0 < q < 2, et
Ve > 0, le systéme suivant posséde une solution positive (u,z) € (HY(Q) N L>(2))%.

Zp
—Au = Q
u . _TVsZTq—F f(z) dans €,
u
—-Az = T3 eV +g(x) dans Q, (2.12)
z,u > 0 dans 2,
z=u = 0 sur ).
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Démonstration. Tout d’abord, on définit ’ensemble
E={ueL'Q); |ulmo<R}.
Ou R > 0 sera fixé plus tard.
Soit I'opérateur T' définit par :

T:E — LYQ)

u — z=T(u),

est bien défini. Avec (g, z) I'unique solution du systéme suivant :

up
—Ap = h(r,u)= : —i—;uﬁ + f(z) dans Q,
Vel (2.13)
—-A d Q :
z T+ eVl + g(x) ans (2,
p=z =0 sur 0f)

De plus, on a h.(.,s) € L>=(Q), ainsi ¢ € L>(Q) N H (), alors z € L>(Q) N H ().

Maintenant, on montre que 7" possede un point fixe dans E. Pour ce faire, nous suivons

trois étapes.

— Etape 01 : Déterminer le paramétre R tel que T(FE)CE.

Prenons ¢ comme fonction test dans la premiere équation de ([2.13]), nous avons :

/ IVl2de :/ he(z,u)p dx < ||hg(.,U)||Loo(Q)/ o dx
Q Q Q

< Gl llll 2o [$2]2
1
< Nhe( wllzoe @) CENVe 2o Q2.

Alors :
1
ol g @) < CQ) e (s w)|[ (o[22 == Ri(§2,€). (2.14)

Prenons z comme fonction test dans la deuxieéme équation de (2.13)), et par utilisant
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les inégalités de Holder et de Sobolev, nous obtenons :

[ 1vstde < [ [Volts do+ gl [ = da
Q Q @

DN (e 1
< ([199Rdn)” ([ 275 da) * + lghomo iz}

2—qg_ 1 1
< el o 1= 7= 12l L2 @) H gl oo @) C DNV 2 22 €212

2—qg_ 1 1
< el @2 7SIVl 2@ +gll L@ C [Vl 2127

Alors d’apres (2.14) on a :

2l 3@ < RI(Q.€)[QZ 7S + |lgllre@C ()22 := Ra(Q,¢).

Puisque H}(Q) < L'(£2), nous avons donc :

||ZHL1(Q)§ Rg(Q, 5).

Maintenant, on va choisir R tell que R > R3(Q2,¢), ce qui nous ameéne a conclure

que si ||u| Lo < R, alors ||z]| o)< R.

— Etape 02 :La continuité de 'opérateur T

Soit {u, }, C E tell que u,, — u fortement dans L'(Q2), Nous devons démontrer que
T(un) — T(u) fortement dans L'(€2).

Notons z, = T'(u,) et z = T'(u), alors (p,, z,) et (p, z) satisfait :

Et

= he(z,up) dans 2,
[V, |?
—_ dans Q
T+ e[Vl + g(z) dans (2,
=0 sur 0f).
= ho(x,u) dans €2,
V|
_— d Q
T4 eVl + g(z) dans Q,

=0 sur 0.

(2.15)

(2.16)
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Nous soustrayons les premieres équations de (2.15)) et de (2.16]), nous obtenons :
—A(on — ) = he(z,u,) — he(z,u).

Puisque h(.,s) € L>(Q) alors |h(z,s)| < c(e), et u, — u fortement dans L'(Q2),
donc par convergence dominée on a : h.(.,u,) — he(.,u) fortement dans L*(£2),

pour toutes les a > 0.

Par la suite en utilisant (y,, — ¢) comme fonction test, nous avons :

L1V (0 = @)da = [ (helr, ) = b, ) (o = ) da

< (/Q(he(x,un) ~ h(w, )’ dx)é (/Q(% o dx)é

< (A un) = e (5 w) | 2@ C( Dl en = Pl

Alors
lon — @l < COO(he(.un) — he(.w)] L20)-

Ainsi, le résultat est le suivant :
lpn — 90||H3(Q)—> 0 quand n — oo.

Maintenant pour les deuxiémes équations de ([2.15)) et de (2.16)) :
—A(z, —2) = H(Vy,) — H(Vy).
Par utilisation de (z, — z) comme fonction test, nous avons :

/Q IV(z2, — 2)|*dx < k:/Q(Vc,Dn —Vo)(z, — 2) do
< K|[[V(pn — SO)HLQ(Q)HZn - ZHLQ(Q)
< E[[V(en = o)l12)C(Q)V (20 — 2)[| L2(0)-

Alors
20 = 2l < COOKIV (00 = @)l

Le résultat est donc le suivant :

|20 = 2llz3 = 0 quand  n — oo.
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Puisque H}(Q) — L'(Q), alors :

z, — 2z dans L'(Q).

Donc comme (¢, z) solution unique de systeme (2.13]), on conclut que z = T'(u), et

ainsi on a démontré que :

T(uy) =2z, = z=T(u).

Etape 03 :La compacité de l'opérateur T
Considérons {u,}, C E. Et nous définissons z, = T(u,), ainsi (g, 2,) comme
I'unique solution de systéme (2.15)), d’aprés étape 01, on a (p,) borné dans L>(2) N
H{ (), alors il existe une sous suite {p, }, tell que ¢,, — ¢ faiblement dans H} (1),
et par les injections compactes, nous obtenons ¢, — ¢ dans L*()) avec o < 2*.

Ainsi p € L>(Q) N H} (), utilisant (¢, — ¢) comme fonction test dans la premiere
équation de (2.15)). Nous avons :

[ VeuV(en =) < Il limo) [ (0 =) da.
Ainsi

[ 190 =)o < [ 9oV (e = 6a) da+ el un) =@ [ (o = ) da
< (I8¢l w) @) [ (o0 = ) do

< C’l/Q(gon—w) dz.

Avec C ne dépende pas de n. Alors nous obtenons

/Q|V(gon — @)Adz < C’I/Q(gon —¢)dr—0 quand n — oo.

Donc, on peut conclure :

llon — <P||H5(Q)—> 0 quand n — oc.

Ainsi, & une sous suite, nous obtenons

2z, — z fortement dans H,(2),
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et en particulier

2, — 2 dans L*(Q).

Nous concluons que 7' est compact.

Finalement, par le théoreme de point fixe de Schauder, on déduit l'existence d'une

solution du systeme ([2.12]).
O]

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cette section.

Théoréme 2.4. Soit Q C RY un domaine borné, supposons que p > 0, 0 < ¢ < 2, avec
pq < 1, alors pour tout f,g € L*(Q), le systéme admet une solution positive (u, z)
tell que (u, 2" ) € H{(Q) x Hi(Q) o o > 0 satisfait p < < %.

Démonstration. Soit (2.11)) le systeme approximé, d’apres le Théoreme , nous avons que

(2.11)) possede une solution (uy,, z,) € (Ha(2)NL>®(Q))?, ainsi on a (f,)n, (gn)n C L=(Q),

alors f, — f et g, — g fortement dans L?(2).

a+1

On fixe a > 0, ou p < < =. En utilisant z comme fonction test dans la deuxieme

équation de ( , il s’ensuit que :

]Vun\

o dx + / gn(x) 25 du. (2.17)
Estimons chaque terme de cette égalité.

4oy

/ —Az,zy dx = / Vz,Vzrde = oz/ V|20 dor = ———
Q Q Q (a+1)2 Ja

Maintenant, dans la partie gauche de I'inégalité (2.17]).

|vun| q .o
g ol N\ 7
(/ ]Vu,fdx) (/ 2070 dx)
Q Q
q 2 2—61/ =
< i Ry
< Q/QIVun\ dx + 5 Jo?

Q/ yvun\zdx+2;q (/ 2 g :c>5|Q|1_11%
Q

q/ V| dx+—s (/ Vzn? |2 d:);) Q-

5/Q|vun\ d:c+51/Q|Vzn2 2 dz + Ce1, Q). (2.18)

IN

|/\
m\

| /\

| /\

/ Vzn® |2 da.
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_ 2°(a+1)(2—q) 2 2—q
Avec = 1o ,etona 53 <1 cara < =4

Ainsi

20 _ 2

1
@) 25 i < gz ([ 2 do)’
[ (@) 22 do < lgulluae ([ 22 do

</Q <z:;1>2 dx>2*a 1

efl At 1_ 20 _
< (0(1) + lglliz@)s ([ [V )™ Jfs—r

< (0(1) + llgllz2e) (52 /Q Vza® |Pde + Cles, Q)) . (2.19)

___da
< (0(1) + HQHL2(Q)) |Q|1 2*(a+1)]

d’apres les estimation (2.18) et (2.19)), nous avons :

4C¥ atl 9 q 9 / a+1 9
(oL 1)\2 n2 <z n n2 ,
(Oé—|-1)2/ﬂ|vz |* dx < 2/Q|Vu |“dz+e4 Q|Vz 12 dz + C(e1, Q)

+ o)+ lglliz) (22 [ [Von® Pdo+ O, ).
Pour €, et g5 assez petit on obtient :
/QIVZ?F dr < Cl/ﬂ|vun‘2dl’ + Cs. (2.20)
Par I'inégalité de Sobolev on a alors :

at1
lzn® |20 (< C’g/Q\Vun|2dx+C4. (2.21)

On utilise u,, comme fonction test dans la premiere équation de (2.11))

/ |Vu,|?dr < / 2Py, da:+/ fn(x) up de. (2.22)
Q Q Q

Estimons chaque terme de I'inégalité précédente :

2p 1
atlox T (at1) 5
2Pu, dx < wm? T dx ! dr)’
o " Q o "
$1 <2p ) 3
atlox 2F(at1 * oF 11
< (/ 2n? da:) (/ u? dx) |Q> 2"
Q Q
atlox 2*(2ap+1) % 11
< (/ 2’ dx) (/ |Vu,|? da:) S|Q7 2
Q Q

% et puisque v < 2%, donc d’apres ([2.21f) on a :

avec vy =
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i }
/ngun dr < Cy(Q) </Q|Vun|2 das) T 0y(9) </Q|Vun|2 dx) .

Ainsi, pour le deuxiéme terme du coté gauche de 'inégalité (2.22), nous avons :

| £ul@) i do <l unllzze < C) (o1) + 1/ 2 [ Vtallz2(e:

D’apres les deux dernieres estimations, (2.22)) implique :

N

+Oy(Q) (/Q IV, |2 dxf
(@) (o) + ) ([ [V )

amt
/ |Vu,|?dr < C1(Q) (/ |Vu,|? dm) o
Q Q

On a ﬁl + % <lcarp< "‘7“, et donc d’apres I'inégalité du Young, on conclut :

/Q |Vun|2dx <C, VneN.

Alors il existe une sous suite {u,}, telle que u,, — wu faiblement dans H}(Q), par les

injections compactes, on obtient u, — u fortement dans LP(2) avec p < 2*.

Selon ([2.20)), nous avons donc :

atl
/ Ve |Pde<Cy, VneN.
Q

a+1 a+1 +

On obtient donc I'existence d’une sous suite {zn? },, telle que z,> — z°% faiblement
dans H}(Q), et 2, — z fortement dans L7 (Q) avec o < 221,
Puisque p < QTH, alors 2%1”1 < %ﬂ) Et ainsi, nous avons z, — z fortement dans
2*
L¥1(9).

A présent, nous soustrayons les premieres équations de 1} et (D et en utilisant

(u, —u) comme fonction de test, nous obtiendrons :

/Q|V(un—u)|2 dr < /Q(zg—zp)(un—u) dw—}—/ﬂ(fn—f)(un—u) dx

<l =271 e, ol = e L = Sl = e

<l =21 e, o Sl = ullngior 1 = Sz C Ol = e

o*
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Alors

[t — vl mp < Sl — Zp||L23jl(Q)+C(Q)||fn — fllz2@ — 0 quand 71— oco.

Donc nous concluons que u,, — u fortement dans H;(<2).

En conclusion, nous obtenons que (u, z) est une solution du systéme ([2.10]) au sens de

la. Définition [2.1] avec (u,2°2") € H}(Q) x H}(Q).

Comme application directe du Théoreéme [2.4] nous obtenons le résultat d’existence

suivant pour le probleme bi-laplacien avec terme de gradient.

Théoréme 2.5. Soit Q C RY un domaine borné. Supposons que q < 1 et g € L*(Q), alors
le probléme suivant admet une solution positive u telle que u € HL(Q) et |Au|™> € HE(Q),
ou o > 0 satisfait 1 < QTH < %.

A?u = |Vu|?+ g(z) dans Q,

Au = u=0 sur 0S2.

Démonstration. Etant donné le résultat du Théoréme ou f=0et p=1,il est donc

évident que le systeme suivant

—Au = z dans 2,
—Az = |Vul|?4g(z) dansQ, (2.23)
z=u = 0 sur 052,

1

admet une solution (u, z) avec (u, 22 ) € HE() x HE(Q), et 1 < ot < o

Et en remplacant —Awu = z dans la deuxieéme équation du systeme (2.23)), nous trou-

vons

APy = |Vul|? + g(z) dans Q.

On déduit notre résultat.
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2.2.2 Résultats optimaux

Théoréme 2.6. Supposons que N > 4 et que q > 2*, alors il existe f,g € L*(Q) tel que
le systéme n’a pas de solution positive.
1

- |z — zo2t0
donnée plus tard. Puisque N > 4 et ¢ > 2*, alors I'intervalle (

Démonstration. Nous définissons f(x) € L*(Q) on mp € Net o >0 sera

N—q N-4 ) :
- , ~5—) n'est pas vide.

Ainsi, nous choisissons o € (%, N,

Maintenant, supposons par I’absurde que le systéme (2.10) admet une solution positive
(u, 2), tell que |Vu|? € L*(Q) et (27 4 f) € L(Q). Alors u € Wy 9(Q).

Prenons en compte le fait que

Dans une petite boule B,.(xy) CC §2, on obtient

1
u(r) > ———.
|z — zol@

Ainsiu € W,9(Q), et en utilisant 1'inégalité de Sobolev, nous concluons que u € L7 ()

alors u € LY (B,(x)). Par conséquent, nous obtenons que

L € L7 (B,(x0)).

|z — x0|”

Ce qui signifie que

1
/ ——dr < 00.
Bu(ao) T — o]

Nous allons utiliser les coordonnées polaires pour simplifier I'intégrale.

1 T 1
[ [
By (z0) |I — ZL‘0|U‘1 0 JsN-1 pod
ou :
— SN=1 est la surface de la spheére unité dans RY.
— p=lr— x|

— 0 représente les coordonnées angulaires.

T pN_l T «
SNfl/ = dp — SNfl/ prlfa'q dp
o p° 0
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L’intégrale converge si (N — 1 — o¢*) > —1. Alors, pour que la fonction m €
L7 (B,(xy)), il faut que og* < N.

Alors 0 < %, ce qui est une contradiction avec le choix de o.

Commencons par démontrer que la condition pq < 1 est optimale. Plus précisément |,

le résultat suivant donne la non-existence dans le cas contraire :

Théoréme 2.7. Supposons que q = 2, alors pour tout p > 1, il existe f,g € L*(Q), tel
que le systéme ne posséde pas de solution positive.

Démonstration. On peut supposer que f = Af] et g = g1 , avec f1,g1 € L>®(Q).

Supposons par 'absurde que le systéme (2.10) admet une solution positive (u, z) telle
que |Vul? € L'(Q2) et 2P € LY(2). Soit ¢ € C5°(£2), en utilisant ¢* comme fonction test
dans la premiére équation du systeme (2.10)).

—/ Au¢? dr = 2/ SV OVu dr = / P d:p+)\/ fé? de.
Q Q Q Q
Maintenant, par 'inégalité de Young, nous obtenons
/ P62 dr + A/ f16? dr < / 6 |Vul? da +/ Vo? dr. (2.24)
Q Q Q Q

D’apreés la deuxiéme équation du systéme (2.10)), on peut établir que |Vul? < —Az,

ce qui signifie que
/ngSQ|Vu|2 dr < /Q¢2(—AZ) dx = /Qz(—Ang) dx
- z/ﬂv,z OV dr
=2 [ 2[-IVol* = 6(alg])] d
= =2 [ 2|Vl dv+2 | 20(-Alg) do
<2 [ =0(~Algl) da.

D’apres Inégalité de Kato Lemme |1.1|, nous concluons que :

/Q¢2\Vu|2 dr < Q/qub(—Agb) der.
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Puisque p > 1, en utilisant I'inégalité de Young, nous obtenons :

2 2 g < 2.p 12 v
/Q¢ Vul dx_s/ggzﬁ 2 dx+c(€)/ﬂ|gb| A dz
= 6/Q¢22p dx+c(5)/g\¢|§%1|A¢|p, dx.

Apres avoir choisi € petit et en revenant a (2.24]), on obtient que

A [ 16t do < c(e) [ ol 180 do+ [ Vo] do.

Donc

\ < &) Ja BT IAGY da+ o [VOI? do
N Jo 19? dx '

En définissant

Ve i (O JaldlTIAGY do+ Jy [VoP do
GECE(9),640 Jo f10? dx '

Alors si A > M, alors le systeme ([2.10)) n’a pas de solution positive.






Chapitre 3

Résolution d’une classe de systemes
elliptiques avec un terme de

potentiel-gradient dans le cas pg > 1

Dans ce chapitre, nous abordons I’étude de ’existence des solutions positives dans le
cas pq > 1, dans un contexte plus général.

Les résultats de ce chapitre sont inspirés de [1].

3.1 Position du probleme
On considere le systeme elliptique suivant :

—Au =zl + \f dans €2,
—Az = |Vul|?+ pg  dans €,

u,z >0 dans €2,

u=2z2=0 sur 02,

ot 2 C RY est un domaine borné, ¢ > 1, p > 0 avec pg > 1, f et g sont des fonctions
mesurables et non négatives, et A et u sont des constantes réelles non négatives.

Notre objectif dans ce chapitre est de répondre a la question suivante : Quelles sont
les conditions nécessaires a déterminer pour garantir I'existence, notamment en ce qui
concerne les conditions d’intégrabilité sur f et g, ainsi que les conditions de petitesse sur

Aet pu?
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3.2 Résultats d’existence

Notre premier résultat est donné dans le Théoreme suivant.

Théoréme 3.1. Supposons que ¢ > 1, p > 0 avec pg > 1. Soit (m,o) € [1,+00)%
Supposons que (f,g) € L™(Q) x L?(Q) ot (m, o) satisfait l'une des conditions suivantes :

m,o € [1,N),
qo < 34 = m*, (3.2)
Ni’r;m < Ncio"
ou
qo N
>N et 3.3
o> et m> = (3.3)
ou
pmN
>N et _ . 3.4
m > et 0> oo (3.4)
Alors il existe A* > 0 tel que pour tout (A, ) € 11, ou
I 2= {(A, 1) € [0, +00) [ M| Fl|Fom ey T2l 9]l o)< A7, (3.5)

le systéme admet une solution non négative (u,z). De plus, (u,z) € Wy?(Q) x

Wy (), pour tout 6 < et <

Remarque 3.1. Pour éclairer les hypothéses (3.2), (3.3)) et (3.4), explicitons les condi-

tions de taille sur (p,q) pour un (m,o) donné.

— Sim=0c=1¢e N > 2, alors 1} est satisfaite pour q < % CE

c’est-a-dire la plage classique lorsqu’on traite des solutions entropiques.
. _ _ . . N N
— Sim=o0=2et N >3, alors (3.2) est satisfaite pour q < 75 et p < 5.
— Sim=0= % et N > 3, alors 1} est satisfaite pour q < 2 et pour tout p.

— Sim =0 >N, alors (3.3) et (3.4) sont satisfaites pour tout (p,q) € [1,+00)?.

— Sim=N eto= %, alors 1) est satisfaite pour tout (p,q) € [1,400)2.

— Sioco=Netm= %, alors (3.3)) est satisfaite pour tout ¢ < 3 et pour tout p.
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Démonstration. Nous donnons la preuve dans le cas ou (m, o) satisfait (3.2), ¢’est-a-dire

N
m,o € [1,N), qo < mn

. pm__ 0
=m .
N—m " N+pm N-o

Les autres cas découlent en utilisant les mémes arguments.

Pour s > 0, nous définissons la fonction T : RT — R, telle que

1

T(s) = sr — Cs,
ot C' est une constante positive qui dépend uniquement des données et qui sera spécifiée
plus tard.

En utilisant le fait que pg > 1, alors il existe sp > 0 tel que Y(s9) = 0, T(s) > 0

pour tout s € (0, s9), Y(s) < 0 pour tout s € (sg, +00), et nous obtenons l'existence deux
constantes positives I, A > 0 telles que

max T(s) =T(l) = A.

I =C <z + g) . (3.6)

Soit [ > 0 fixé et satisfaisant (3.6)). Alors, nous trouvons que

Ainsi,

M= {(A,m € [0,4+00)* | N[ flm @y Hllgl o<

QI =1

-},

Il est clair que II est un ensemble non vide, borné et fermé de R?. De plus, pour tout
(A, 1) € 11, nous avons

C (14 A f [+l gllimey) < 193 (3.7)

pmN

Dans ce qui suit, nous fixons (A, u) € II. Puisque < N
que

Nipm < Mg alors il existe r > 1 tel

pmN

oN
— <1< . 3.8
N + pm " N—o (38)
De plus, si r < N, alors
- rN .
m ="
b N —r
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et si r > N, alors (3.9)) tient trivialement avec r* = oo.

Maintenant, fixons [ et » comme ci-dessus, nous définissons ’ensemble
E={we W Q)| weWr(Q) et |Vl < I5}. (3.10)

On peut facilement vérifier que E est un sous-ensemble convexe fermé de Wy (Q).

Considérons maintenant 'opérateur

T:E— Wy (Q)
w— T(w) = z,

ou z est I'unique solution du probleme

—Az = |Vu|?+ pg dans €,

(3.11)
z2=0 sur 0f),
et u étant 'unique solution du probleme
—Au=wh + \f dans Q,
i (3.12)

u=0~0 sur 0f2.

Il est clair que si z est un point fixe de 7', alors (u, z) résout le systeme . Ainsi,
nous devons simplement montrer que 7" admet un point fixe dans F, en suivant plusieurs
étapes.

Dans ce qui suit, nous désignons par Ci,C5,... toutes les constantes positives qui
dépendent uniquement des données du probleme et qui peuvent étre changées d'une ligne
a la suivante.

Soit w € E, en utilisant I'inégalité de Sobolev, nous concluons que w € L™ (€2). Puisque
pm < r*, alors wh € L™(Q) C L'(Q2). Par conséquent, par le Théoréme , u est bien
défini comme étant la solution faible unique du probléme , et u € Wy (Q) pour tout
0 < % En tenant compte de I'hypothese sur f, nous concluons que (w'. +\f) € L™(9).

Par conséquent, selon le Théoreme [1.11], il existe C tel que

mN

IVullzs) < Cillwh + Afllzm@), pour tout 8 < m”* = N

Remarquons que par (3.8]), nous avons pm < r*, donc en utilisant les inégalités de

Holder et de Sobolev, nous obtenons
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[Vull sy < C1 (prHLm(Q) + )‘HfHLm(Q))
< Cy (0l ) + M Fllmien)
< Cs (VW[50 + Al fllzme) - (3.13)

Par (3.2)), m* > ¢, alors (3.13]) est vraie avec 8 = ¢. Ainsi,

IVl oy < Cs (VW[50 + Al fllzme)) - (3.14)

Puisque g € L7(Q2) et |Vu|q € LY(Q), alors |Vul? 4+ ug € LY(Q) et z est la solution

faible unique du probleme (3.11)). En appliquant a nouveau le Theoreme L 2 € W (Q)
pour tout 0 < % et donc T est bien défini.

Etape 01 : Montrons que T(E) C E.
Premiérement, par hypotheése go < m*, nous avons |Vu|? € L7(Q2). Deuxiémement,

en utilisant le fait que g € L7(Q2) et par le Théoréme |1.11] nous obtenons que pour tout

x _ oN
0<o" =",

V2]l o0 < C[Vul?

Lo (Q)
< C (IVull oo oy +ellgl o) - (3.15)

Rappelons a nouveau que go < m*, alors en utilisant (3.13)) avec f = go, nous obtenons
IVlar 0y < Cs (IVw0l5 ) + XS ey - (3.16)

En revenant a (3.15]), nous concluons que

uwumm)scﬁ(HW| o + Ml +uugum)

obtenons

IV2l2r@) < Cr (Vw05 ) + A ey + illgllio)

Rappelons que w € E, donc

V2|

pr@) < Cr (14 Xy + pllgllio@)
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En choisissant C' = C7 et en tenant compte de la définition de I, nous concluons que

IV @) < M7, Ainsi, 2z € E et donc T(E) C E.

Etape 02 : La continuité de 'opérateur 7.

Supposons que {w,}, C E, w € E, soient tels que w,, — w fortement dans Wy ’I(Q),

et définissons z, = T'(w,) et z = T(w). Alors, (u,, z,) et (u, z) satisfont

—Au, =wh, +\f dans Q,
—Au=w" +\f  dans Q, (3.17)

U, =u =0 sur 0f),

et

—Az, = |Vu,|?+ ng dans Q,
—Az=|Vul!+pg  dans Q, (3.18)

Zn=2=0 sur 0f).

Crace & l'inégalité de Sobolev dans I'espace Wy'' (Q), nous avons

||w, — w||L < Si||wn, — w||W01,1(Q) — 0 lorsque n — oo.

N-—-1 (Q)

Ainsi, w,, — w fortement dans L*(2), pour tout s < %

Comme {w,}, est bornée dans l'espace Wy (), alors en utilisant le Théoreme de

Vitali, il en résulte que w,, — w fortement dans L%(2) pour tout a < r*.

En particulier, w?, — w’ fortement dans L'(§2). Par conséquent, grace au Théoréme

, nous concluons que u,, — u fortement dans W,*(Q) pour tout a < %

En particulier, nous avons

|Vu, — Vu| 1) = 0 lorsque n — oo.

Maintenant, par (3.16)), il s’ensuit que

1Vt l400 0y < € (IV0 152 ) + A £l )
< O (1 NS ey - (3.19)

Ainsi, {uy, }» est bornée dans W, (). En utilisant & nouveau le Théoréme de Vitali,
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nous obtenons

|V, — Vul|La@) — 0 lorsque n — oo.

Par conséquent, grace au Théoreme [1.10], il en résulte que

IV2n = V2| o) < C|Vaun|* = | Vul?]

e 0 lorsque n — oo. (3.20)

donc, nous concluons que z, — z fortement dans W, *(Q) pour tout s < Tang

En particulier, nous avons
zp — 2z fortement dans W, (Q),

et donc on a la continuité de 7.

Etape 03 : La compacité de 'opérateur 7.
Soit {wy}, C E tel que HwnHWOI,l(Q) < C et soit z, = T'(wy,).
Comme {wy}, C E, [[Vwy,| @) < C et donc, en passant éventuellement a une sous-

suite {w, }, de nouveau, notée également {w,},, nous avons

w, — w faiblement dans W, (Q).

Par le théoreme de Rellich-Kondrachov, il s’ensuit que w,, — w fortement dans L*(€2)
pour tout a < r*.
En particulier,

wh, — w fortement dans L'(Q).

Soit u la solution faible unique du probleme

—Au=wt +\f dans Q,
i (3.21)

u=0~0 sur 0f2.

Par le résultat du Théoreme [1.10, nous concluons que
|Vun, — V| i) — 0 lorsque n — oo.

Maintenant, en posant z = T'(w) et en suivant le méme argument que dans la preuve

de la continuité de T', nous obtenons que

z, — 2z fortement dans W, (Q).
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Ainsi, T est compact.
Par conséquent, grace au théoreme du point fixe de Schauder, nous obtenons I'existence

de z € E tel que T(z) = z. Il est clair que z € Wol’r(Q). En tenant compte de 'hypothese

1) ona z € Wy (Q) pour tout r < z\?]ja En revenant a 1) nous concluons que
u e Wy (€) pour tout 6 < ol

Ainsi, la preuve du Théoreme [3.1] s’ensuit.

]

Remarquons que 'ensemble défini dans (3.5) est un ensemble borné de R? . Le prochain
résultat de non-existence explique clairement qu'une condition de petitesse sur (A, p) est

nécessaire pour l'existence de solutions & (3.1)), du moins pour ¢ > 1 et p > 1.

Théoreme 3.2. Supposons que ¢ > 1 et p > 1. Soient [ et g des fonctions mesurables
non négatives telles que (f,g) # (0,0) et f,g € L'(Q). Soit (A, 1) € (0,+00)?* tel que le
systéme admet une solution non négative (u, z). Alors il existe (\*, u*) € (0, +00)?
tels que A < \* et p < p*.

Démonstration. Soit A > 0, u > 0, et f, g > 0. Supposons que le systeme

—Au =2+ \f dans €,
—Az =|Vu|?+ pug dans Q,

IVult + (3.22)
u=z2=0 sur 052,

u,z >0 dans (2,

admet une solution non négative (u, z). Rappelons que f et g appartiennent a L().
Afin de prouver l'existence de p* et \*, nous distinguerons deux cas : lorsque p et ¢
sont tous les deux supérieurs a 1, et lorsque ¢ > 1 et p = 1.

Dans ce qui suit, nous utiliserons l'inégalité de Young sous la forme suivante :

/ -1
Y(a,b) € (0,400)* et Vse (1,+00), ab<a®+Ch* onC,= 87, ot o = —> T
s% s —

1. Cas p,q > 1.
Soit ¢ € C3°(Q) telle que ¢ > 0. En multipliant les deux équations de ([3.22)) par ¢

et en intégrant sur {2, nous obtenons

/ 2Po dx + )\/ fodr = / Vu -V dz, (3.23)
Q Q Q
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et
/ |Vul|le dx + p,/ gp do = —/ Azp dr = / 2(—Ayp) dz. (3.24)
Q Q Q Q

Détermination de \*.

Gréce a I'inégalité de Young, (3.23) donne

/szgo d$+)\/ﬂfg0 dx < /Qap|Vu|q da:+Cq/Qg01_q/|V<p|q, dzx. (3.25)

Par la non-négativité de chaque terme de (3.24)), nous obtenons

/Q|Vu|qg0 dx < /Qz(—Ago) dzx. (3.26)

Par conséquent, I'inégalité de Young donne

/Q|Vu|q<,0 dx < /szgo dx + Cp/ngl_p/|Aga|p, dzx. (3.27)
Posons
F(p) =C, /Q 0"Vl dr+ C, /Q 0" | Apl” dx.

A partir de et , nous déduisons

A/Qfgo dx < F(p), (3.28)

puis A < \* avec

A" = inf {F(gp) ;€ CR(Q) et /Qfap dx = 1} : (3.29)

Pour conclure cette partie, nous devons montrer que \* < oo.
Il est clair que A* > 0. Soit 1) € C5°(Q) telle que ¢ > 0 et définissons ¢ = C1)? avec
0 = [max{q,2p'}] + 1 (ou [.] désigne la partie entiére) et C' > 0 est choisi de telle
sorte que [, fo = 1, puisque 6 € N*, ¢ € C5°().
De plus

PVl = oY V|,

et
P | A < C(p, 0, C) (v | MYl + 4P | V).
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Ainsi,
F(p) < CO7 /Q VNP dr + C(p, 0, C) / VO AGP d 4+ |V dar < oo
Q

Par conséquent, \* < oo.
I est clair que si A > A\*, le systeme (3.22) n’a aucune solution positive.
Détermination de p*.

Pour cela, nous procéderons de la méme maniere qu’auparavant. En appliquant

I'inégalité de Young, (3.24)) implique

/(]Vu]q + pg)p dr < / 2P dx + Cp/ O AP da. (3.30)
0 Q 0

Gréce a la non-négativité de chaque terme, (3.23)) donne

/ 2P dr < / VuV dz, (3.31)
Q Q

et donc

/ 2P dr < / ©|Vul? dz + Cq/ O V|7 dr. (3.32)
0 0 0

Ainsi, (3.30]) et (3.32) impliquent

M/Qggo dx < F(p). (3.33)

et donc
p* = inf {F(gp) ;e CP(Q) et / gp dx = 1} : (3.34)
Q
Comme ci-dessus, nous pouvons montrer que pu* < oo. Ainsi, p < p*.
Casp=1let g>1.

Soit ¢ € C§°(Q2) telle que ¢ > 0 et définissons ¢ comme 'unique solution du

probléme suivant

—Ap =¢ dans (,
i (3.35)

=0 sur Of).

Il est clair que ¢ € C?*(Q) et —Ap > 0. En multipliant la premicére équation de
(3-22)) par (—Ap) et la deuxieme équation par ¢ et en intégrant, nous obtenons
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/Qz(—Ago)dx%—/\/Qf(—Ago)dx:/Q(—Au)(—Ago)dx:/QVU-V(—Ago)dx, (3.36)

et
q — _ — —
/Q |Vulle dx + ;L/Qggo dx = /Q( Az)p dx /Qz( Ayp) dx. (3.37)

Détermination de \*.

Grace a 'inégalité de Young, nous avons

_ < q 1—¢' 4 Jr. (3.
/Qz( Ap) dx+)\/ﬂf( Ap) dx /Q |Vul|?p dx+Cq/Qcp |IV(=Ayp)|?Tdz. (3.38)
Mais
q < q — — — —
/Q|Vu| o dx /Q|Vu| godx—i—,u/ﬂggo dx /Q( Az)p dx /Qz( Ap) dx,

donc

/Q 2(—Ap)drtA /Q Fl=Ap)de < /Q (—Az)p dz+C, /ﬂ o V(= Ap)|7 de. (3.39)

Alinsi,

A F(=20) de <€, [ @IV (=20 dr. (3.40)

Définissons G(¢) = C, "7 |Vé|?. Revenant a la définition de ¢ et en utilisant
le principe du maximum fort, il existe C' > 0 tel que ¢ > C' dans le support de ¢.
Ainsi, G(¢) est bien défini pour tout ¢ € C§°(€2) et ¢ > 0.

Définissons
A= inf{G(qb)  HECP(Q), 6> 0 et /qus dr — 1}. (3.41)

alors A* < oo et A < \*.
Détermination de pu*.

De la méme maniere, nous obtenons
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/ |Vul|?p dx+u/ gp dx = / (—Az)p dr = / z2(—Ayp) dz, (3.42)
Q Q Q Q
et
/Qz(—Agp) dx < /Q |Vul|lp dx + C’q/ﬂgpl_q,|V(—Agp)lq/ dzx. (3.43)
Ainsi,

i [ g do < G(o),

et donc pu < p* avec

p* = inf {G(¢) ] /QggD dx = 1} . (3.44)

Nous concluons comme ci-dessus que p* < oo.

3.3 Résultats sur la non-existence

Dans cette section, nous démontrons que les conditions de régularité (3.2)) sont opti-
males pour l'existence, au moins dans certains cas spécifiques. En particulier, nous exa-

minerons le probleme suivant :

A%y = |Vu|?+ pug(xz) dans Q,
u > 0 dans €, (3.45)
u=Au = 0 sur 0f),

cela signifie que lorsque p=1et f = 0.

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.3. Supposons que g € L7(2) avec o0 > 1, et ¢ > 1. Il existe I'(g) > 0 tel
que si > T'(g), alors le probléme n’admet pas de solution positive.

Démonstration. Supposons par I’absurde que le probleme (3.45) admet une solution po-
sitive wu.

Soit ¢ € C$°(2), nous prenons |¢|¢ comme fonction test dans (3.45)), on obtient

| (—auw=algl) do = [ Va6l da+p [ glol” da. (3.46)
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Puisque ¢’ > 1, et par la proposition [1.5] et I'inégalité de Kato Lemme [1.1], on obtient

—Ap|” < ¢¢l7(—A0).

Puisque —Awu > 0, en utilisant I'inégalité de Young, on peut conclure que :

[ (=au)(=al¢l7) du < [ 1617 26(~20)(~du) da
<q | Vuv (' 2o(~A0) da
<d'e | IVufol do-+de(e) [ 101 V(01 oD do

Bl 26(~A0))
i

i
dx,

/ ! / ’v(
— q q
g [ 1Vullol” o+ qefe) [

en choisissant ¢’ <1

617 26(~A0)) "
o]

! v
u/(zglfbl" deC(&Q)/Q| ( da.

Alors

Clz,q) [, V(¢ *2¢5—A¢))|" dx
] (a—D*

< /
= Jo glol7 dx

En définissant

Ole, q) fo DU 262N
¢l (-1

inf -
9ECE® ()90 Jagldl? dx

[(g) =

Alors si u > T'(g), le probléme ([3.45)) n’a pas de solution positive.
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Abstract

In this work, we study the existence of positive solutions for a nonlinear elliptic
system with
interaction between potential and gradient terms, using the Schauder fixed point

and approximation method.

Key words :Elliptic system, approximation method, gradient terms , Bi-laplacian.

Résumé

Dans ce mémoire, nous ¢étudions 1’existence de solutions positives pour un
systemes elliptiques non-linéaire avec interaction entre les termes de potentiel et de

gradient, a I’aide de la méthode d'approximation, et en utilisant de point fixe de Schauder.

Mots clés :Systeme elliptique, méthode d'approximation, termes de gradient , Bi-

laplacien.
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