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Résumé
Dans ce mémoire, un modeéle du type SIR pour une popula-
tion fermée est considéré en vue d’identifier ses parametres.
L’analyse concerne trois phases, a savoir ;
En premiére phase, on établit un algorithme de résolution
d’une équation fondamentale.
Une seconde phase est une phase d’analyse qui fait ressortir
les limites de la premiére phase.
La troisieme phase permet la prédiction d’un modéle pour
identifier ses parameétres. Quelques applications avec des si-
mulations numériques illustrent les résultats obtenus.

Abstract
In this work, we consider an SIR model for a closed popula-
tion. The main question is asked for identifying the parame-
ters. To do, we have to analyse three phases, namely ;
The first step concerns an algorithm of the resolution of a
fundamental equation.
The second step is essentially analytical and draws the limits
of the first step.
The third step allows us to predict a model for identifying
its parameters.
Some applications and numerical simulations are given to
illuminate the obtained results.
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Introduction générale

— L’épidémiologie est devenue de plus en plus un domaine
ol les mathématiques ont apporté des contributions si-
gnificatives; a travers la modélisation.

— Des modéles mathématiques a compartiments du type
SIR : Susceptibles, Infectés, Réfractaires ont
fait leur apparition avec "McKendrick" [13], [14],
[15].

— En réalité, on ne peut pas connaitre tous les para-
meétres d’'un modeéle donné, cependant, certains auteurs
ont procédé a l'identification de ces parameétres, encore
faut-il qu’ils soient identifiables. Dans ce sens, on veut

citer les travaux de "P.Magal" et "G.Webb" dans
9], [1].

— Par ailleurs, il se peut que le taux de transmission évo-
lue rapidement avec le temps et l'infection évolue de
maniére exponentielle, on en a pour exemple le COVID-
19. Cependant, la prédiction de quelques parameétres du
modeéle est & envisager pour les périodes a venir, cf. [23].

— Dans notre mémoire, on s’intéresse a un modele du type
SIR, en vue d’aborder les questions d’identification,
identifiabilité, de plus, la prédiction des parameétres du

7
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modéle de I’épidémie du COVID-19.

— Dans le premier chapitre, nous présentons un modéle
du type SIR.

— Le second chapitre, concerne l'identification des para-
meétres du modele SIR.

— L’identifiabilité fait 'objet du troisiéme chapitre.

— Le quatriéme chapitre est consacré a la prédiction de
parameétres du modeéle des épidémies du COVID-19.

— Quelques simulations concluront notre travail.



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Introduction

Le domaine de la santé publique reconnait de plus en
plus la modélisation mathématique comme un outil de re-
cherche essentiel pour la gestion des maladies infectieuses.
Il convient de se rappeler qu'un modéle mathématique est
une représentation approximative du processus réel de la ma-
ladie. Il s’agit d’une traduction mathématique de nos hy-
pothéses concernant la propagation du virus. Un autre as-
pect essentiel des modéles mathématiques est le test d’hy-
pothéses : en comparant les résultats du modéle avec les
connaissances ou les données existantes sur la maladie, nous
pouvons utiliser le modeéle pour tester différentes hypothéses
concernant la maladie. [17]

e La modélisation mathématique en épidémiologie a fait
son apparition avec Bernoulli dans [3] ensuite Ross dans
[20]. C’est & Kermack et McKendrick [13][14], [15], qu'on
doit le premier modéle épidémiologique a compartiments,
ensuite Macdonald [16], Dietz et Heesterbeek [10]

e Ces modeéles ont été analysés par d’autres chercheurs
comme : Anderson and May (1991) [1], Bailey (1957)[2],

9
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Brauer et al. (2008) [5], Brauer and Castillo-Chavez
(2000)[4], Busenberg and Cooke (1993)[6], Diekmann
et al. (2013)[9], Murray (1993) [18], ...

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques proprié-
tés du modele du type SIR. Rappelons que le modéle de
"Kermack McKendrick" est représenté par le systéme
d’équations différentiel ;

S'(t) = —TS()I), S(0) = Sy > 0,
I't) = 7S(WI{) —~I1), 1(0)=1, >0,  (1.1)
R(t) = 7I(t), R(0) = Ry = 0.

Ou la population est divisée en trois compartiments : "Sus-
ceptibles", "Infectés", "Réfractaires" dont les densités
sont notées par : S(t), I(t), R(t) respectivement.

De plus, 7 et v sont des parameétres strictement positifs tels
que :

7 : taux de transmission de la maladie.

v : taux de guérison ou de mortalité.

‘ s) """ [ g 1L [ Ry |

Schéma de transmaisston du virus

1.2 Taux de reproduction de base "R;"

Définition 1.1
Le nombre de reproduction be base Ry est probablement la
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quantité la plus significative en ce qui concerne la propa-
gation des maladies infectieuses. C’est ['une des quantités
d’urgence les plus estimées pour les maladies infectieuses en
période d’épidémie, et sa valeur permet de donner un apercu
lors de la conception d’interventions de contrdle liées aux
infections établies. Théoriqguement, Ry est un élément clé de
l'analyse des modéles de maladies infectieuses et, par consé-
quent, de leur compréhension.

Ry est le nombre moyen de nouvelles infections causées par
une personne infectée habituelle, dans une population consti-
tuée exclusivement de personnes susceptibles durant sa pé-
riode d’infectiosité.

(pour de plus amples détails, le lecteur est invité a consulter

[9])

x En ce qui concerne le taux de reproduction de base pour
le modele (1.1), il est donné par :

1
§R0 = T.SQ.—
8

qui peut étre interprété comme :

{ nombre moyen de contacts ef ficaces d'un seul hote infectieux}
x { mombre initial des individus susceptibles }
x { période moyenne d'infection }
(D’apres [17])

Remarque 1.1

> L’une des propriétés essentielles de Ry est que :

1. 8§t Ry < 1 : aucune épidémie ne se produira car la
décroissance sera exponentielle.
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2. St Ry > 1 il y aura une épidémie puisque la crois-
sance sera exponentielle.

Montrons les propriétés de Ry :
e D’abord la fonction S(t) est décroissante, ¥t > 0

e [a population est constante :
N(t)=S(t)+ I(t)+ R(t), Vt>0

N'(t)=5"(t)+ I'(t)+ R (t)
N'(t) = —=7St)I(t) + 7S)I(t) —~I(t) +vI(t)
N/(t):O:>N(t):N0:SO+[0, Vt >0

En particulier, S(t) < Sp.
D’autre part,
I'(t) = 7SI{t) = yI({t) = I'(t) = (r5(t) = )I(?)

Nous obtenons ces deux cas :

x 1ler cas : S1 7Sy <y alors %hzg < 0, puisque
S(t) < Sp < 2 alors, ¥t > 0 I'(t) < 0 ce qui donne :
I(t) est strictement décroissante, Yt >0

En conséquence, si T% =Ry < 1 il y aura une diminution
exponentielle et ’épidémie se terminera.

x 2éme cas : Si TSy > 7y alors %\tzo > 0, puisque S(t)
est décroissante, VYt > 0 ¢a veut dire qu’il arrive un
moment ty > 0 ou S(t1) =1 = I'(t;)) =0 = 1
atteint un maximum.

De plus, S(t) > 1, Vt € [0,t;) et S(t) < I, Vt €
[t1, +00)pour t; > 0
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Alors :

{I(t) est strictement croissante sur [0,t).

I(t) est strictement décroissante sur [t, +00).

Ainsi, pour TTSO = Ry > 1 : la croissance sera exponentielle
et la propagation de l’épidémie sera rapide.
(Pour plus de détails, le lecteur est invité a consulter [17] )

1.3 Modéle de base

Dans notre travail, on utilise le modéle du type SIR d’une
population fermée ce qui signifie que les naissances et 1'im-
migration ne sont pas présentées dans cette population. Il
est représenté par le systéme d’équations différentielles ordi-
naires suivant :

(St = —TSWHI(1), S(0) = Sy > 0,

Iy = rSMOI) — (n + w)I(t), 1(0) = I, > 0,

| R'(t) = (11 +w)l(t), R(0) = Ry = 0.
Les paramétres 7, 11 et vy sont strictement positifs et repré-
sentent :

* 7 : taux de transmission de la maladie.

x 1 : taux de guérison ou de mortalité des personnes in-
fectées déclarées.

x Uy : taux de guérison ou de mortalité des personnes
infectées non déclarées.
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1.3.1 Existence et unicité

Avant de prouver I'existence et 1'unicité du modele (1.2), il
est nécessaire de rappeler le théoréme de Cauchy-Lipschitz :
Soit le probléme de Cauchy suivant :

X'(t) = f(t, X (1)),
X(ty) = Xo.

f:IxR" = R

Si f est continue, localement lipschitzienne par rapport a
la deuxieme variable. Alors, il existe (J, ®) solution unique
maximale au probléme de Cauchy telle que ®(tg) = xg et
toe J C 1.

(Voir [8])

Remarque 1.2
(J, @) est une paire maximale si (J,p) est une solution au
probleme de Cauchy alors ¢ = ¢, .

Théoréme 1.1 /7]

Pour toute condition initiale (Sy > 0, Iy > 0, Ry > 0), le
probléme (1.2) admet une unique solution (S(t), 1(t), R(t))
définie Vt > 0.

S(t) So
Preuve 1.1 Posons : X(t)= | I(t) |, X(0)= | Iy | et
R(t) Ry
X (1))
F(X(t) = | f2(X(2)) | tel que :
f3(X (1))
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Alors le probleme (1.2) devient sous la forme de probléeme de
Cauchy suivant :

X'(t) = F(X(@))
X(O) = Xy € Ri

(1.3)

Nous remarquons que fi,fa et f3 sont de classe C*t, cela si-
gnifie que : F(X(t)) est de classe C' alors F(X(t)) est lo-
calement lipschitzienne.

D’apres le théoreme de Cauchy Lipschitz, le probléme (1.3)
admet une unique solution locale, c’est a dire : 3T > 0 tel
que la solution eziste et unique sur |0,T].

e Pour montrer que la solution est globale (définie ¥t > 0)
il suffit de montrer que la solution est bornée.

On sait déja que la population est constante (N(t) = Ny)

et puisque (S(t), 1(t), R(t)) sont positives (par 1.5.2) donc :
S(t)+1(t)+ R(t) =Ny = 0<S(t) < Ny,

0<I(t) <Ny, 0<R(t) <N,

Alors (S(t), 1(t), R(t)) est borné. O

Conclusion : Le probléeme (1.2) avec la condition initiale
(So > 0,1y > 0,Ry > 0) admet une unique solution définie
vt > 0.

1.3.2 Propriétés
Positivité :

Afin que le modeéle soit bien posé, il est nécessaire que les
solutions soient positives.

B — 501) = 108 (32) = — J{ 1(0)do

S(t) = Spexp <—7’ fot ](J)da) > 0
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De méme pour la fonction I(¢) :
dI(t)
dt

)\ _ rt
log (1—) = [1(7S(0) = (11 + m)) do

I(t) = Iy exp ( JHrS(o) = (i + VQ))da> >0
De plus :
R(t) = (n +wm)I(t) = R(t) = (vi +w) [; [(0)do >0

= (15(t) = (n + 1)) 1(t)

x Pour toutes conditions initiales positives le probléme
(1.2) admet des solutions strictement positives. |7]

Limites :

e D’abord, on a :
S'(t) = —7S5(t)I(t) < 0 = lafonction S(t) est stric-
tement décroissante

De plus elle est minorée par 0 donc : lim S(t) existe
t—+o0

et noté par : S, > 0.

o RI(t) = (v1 +12)I(t) > 0 ce qui donne que la fonction
R(t) est strictement croissante et puisqu’elle est majo-
rée par Np alors : lim R(t) = Ry > 0 existe.

t—+400

o I(t) = Ny — S(t) — R(t)

i I(8) = lim (N=S(t)=R(#)) = No—Sx—Rec =

0

Donc lim I(t) = I > 0 existe.

t—400
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> Montrons que : Sy > 0, I =0 et Ry < Np.

1. log( ) —r [{ I(0)do = — T R(t)

passons a la limite :

log <‘%’;) = WR de cette équation on conclut
que Sy > 0

2. Ona R(t) = (11 + o) fo o)do < Ny, Vt>0

— lim R(t) = lim (v +w») [} I(0)do

t——+o00 t—+00

— Re = (11 + 1) fo (0)do < 0

Alors: I(o00) =0 puisque I'intégrale impropre f0+oo I(o)do
converge.

3. Comme Ny = S(t) + I(t) + R(t), alors :
Ny = Soo + 1o + Roo
Ry = Ny — Sy, ce qui donne : R, < N

[voir [7]]

Taux de reproduction de base :

D’apreés la définition (1.1), le taux de reproduction de base
concernant le modele (1.2) est donné par :

TS()

V1 + 19

Ro =
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Chapitre 2

Identification des parameétres

2.1 Introduction

L’'une des difficultés principales dans 1'utilisation des mo-
deles épidémiques réside dans la détermination des para-
meétres du modéle. L’identification des parameétres du modeéle
SIR est un objectif intéressant dans le domaine de I’épidémio-

logie, qui a été abordé par de nombreux chercheurs, dont :
Magal & Webb [19].

Dans ce chapitre, 'objectif est d’analyser un modéle SIR
afin d’établir un algorithme permettant d’identifier les pa-
rameétres en utilisant les données épidémiques. Pour de plus
amples détails, le lecteur intéressé peut consulter [19]. Consi-
dérons le modele SIR suivant :

S'(t) = —7I()S(t), (2.1)
I't) = 7I(OS(t) — (v + w)I(t), (2.2)
R(t) = (n+wm)It). (2.3)

avec les conditions initiales :
S(O) = S() > 0, I(O) =1y > 0, R(O) =Ry=0.
Tous les parametres sont inconnus tels que :

19
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T : taux de transmission de l'infection.

vy : taux de guérison ou de mortalité des personnes infectées
déclarées.

vy @ taux de guérison ou de mortalité des personnes infectées
non déclarées.

Le nombre de reproduction de base est donné par :

TS()

V1—|—I/2

Ro =

x Cette approche est basée sur la connaissance de nou-
veaux cas déclarés pendant 1’épidémie représentés par
le nombre cumulatif de cas déclarés.

Définition 2.1 Le nombre cumulatif est le nombre total de
cas déclarés d’infection jusqu’au temps t, noté CR(t) et dé-
fini par;

CRU) = [ Iy

tel que v11(t) représente le nombre de cas déclarés au temps
t.

2.2 Algorithme d’identification des paramétres

On s’intéresse ici a la méthode de calcul des inconnues :
T, 11, 9 utilisant les données suivantes :

e Le point tournant (tp) : le temps de pic de l'infection
i.e : le temps ot le nombre de cas déclarés des infectés
atteint son maximum (I'(tp) = 0).

o v [(tp) = CR/(tp).

e CR(tp) "nombre cumulatif de cas déclarés au
point tournant" : nombre des personnes infectées qui
atteint son maximum pendant 1’épidémie.
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o (R "nombre cumulatif de cas déclaré a la fin
de I’épidémie" : nombre total de toutes les personnes
infectées déclarées.

Tout revient & construire une équation fondamentale de 1’al-
gorithme qui dépend des données déclarées pour déterminer
les parameétres qui correspondent aux données de cas décla-
rées et au point tournant.

2.2.1 Analyse des équations du modéle

[’équation (2.1) implique

as() _
swar ~ W
log (%) = -7 fot I(y)dy (2.4)

Alors
S(t) = Spexp <—T /0 t](y)dy)

x Par la somme de (2.1) et (2.2), on obtient :

S'(t)+1I'(t) = —(v1 + o) I(t)

x Intégrons cette équation de 0 a t :
S(t) +I(t) = So+ Io — (v1 + ) fy I(y)dy
D’aprés (2.4) :

SW)+I(t) = So+ I+ 222 log (52) 2.5

* Selon le premier chapitre, la fonction S(t) admet une
limite quand t — 400 notée S, > 0, d’autre part,
lim I(t) = 0.

t——4-00
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Passant a la limite dans (2.5) :
S = So+Io+ 12 ]log (%-o) (2.6)
D’apres (2.4) et la définition de C'R(t), nous aurons :

CR(t) = ? log (%)

x Donc d’aprés cette expression le nombre cumulatif de
cas déclarés a la fin de I’épidémie est :

2 So
— 1 il
CR . og<S )

Ce qui donne :
log (%—f) = —VllC'ROO = Sy = Spexp (—VllC'Roo)

On remplace dans (2.6), on obtient :

S exp (—VllCROO> = Sy+ I - “OR, (27)

x On sait que le nombre de cas déclarés des infectés at-
teint son maximum a l'instant tp, dit le point tournant,
c’est-a-~dire que v11'(tp) = 0

(2.2) = i (7S(tp) — (11 + 1)) I(tp) =0

* Puisque 111(t) admet un maximum au point tp qui
est supérieur strictement a 0, alors I(tp) # 0, ce qui

donne :
V1—|—7/2

T

S(tp) =



2.2. ALGORITHME D’IDENTIFICATION DES PARAMETRES 23

*x Le nombre cumulatif de cas déclarés au point tournant
est :

2.2.2 Equation fondamentale de ’algorithme

Aprés avoir effectué une analyse des équations du modéle,
il s’avere que les deux équations (2.7) et (2.8) constituent la
base de I’équation fondamentale.
Par (2.7) et ( 2.8), nous aurons :

Sp exp <—1C’Roo) = So—i-lo—iSo exp (—iC’R(tp)> CR,
V1 141 V1

Sp exp <_1/110R°O)+l50 exp <—V110R(tp)> CR.—Sy = Iy,

151

Divisons par Sy > 0 :

Iy

exp <—V110ROO> -- -z exp <—V110R(tp)> CRy,—1= 5

n

Il est possible d’écrire cette équation de cette forme :

exp (—VLICROO> + - exp (—%%RT(Z)CROO> CRy -1 = Lo

Posons maintenant : X = -, ¢ = CRx > 0 et
r= —CC%Z) puisque C'R(tp) < CRy donc 0 < r < 1.

Alors I'algorithme est basé sur ’équation suivante :
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exp (—cX) +cXexp(—rcX)—1= é—% (2.10)

Posons : B(X) = exp (—cX) 4+ cX exp (—rcX) — 1

C’est une équation qui dépend de C' R4, C'R(tp) et d’incon-

nue X = -
V1

(2.10) <= B(X) = b

So
Résolution de I’équation (2.10) : Supposons dans ce cas
que Iy et Sp sont connus.
Les solutions de I'équation (2.10) sont les points d’inter-
sections de la fonction B(X) avec é—%, mais avant de ré-
soudre cette équation nous devons d’abord examiner la fonc-
tion B(X) pour déterminer son signe, ainsi que les conditions

pour lesquelles I’équation (2.10) admet des solutions.

Etude de la fonction B(X) :
On a:
B(0) =0

lim B(X)=-1

X—=+o00
En outre :

B'(X) = —cexp (—cX) + cexp (—crX) — c*rX exp (—erX)
=cexp(—crX) [l —crX —exp(—c(1 —r)X)]
Posons : D(X) =1[1 —crX —exp (—c(l —r)X)]

Puisque cexp (—erX) > 0, alors le signe de B'(X) dépend
du signe de la fonction D(X).
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Signe de la fonction D(X) :
D(0) =0

lim D(X) = —oo
X—+o00
D'(X) =c(l—r)exp(—c(l —r)X) — cr, est strictement
décroissante car :D"(X) = —c*(1 —r)?exp (—c(1 —r)X) <
0 (puisque r < 1)
De plus, D'(0) =c¢(1 —=2r)et lim D'(X)=—cr <0

X—4o00

e ler cas : Si (1—2T)§0
Alors D'(X) < 0, VX > 0, donc la fonction D(X) est stric-

tement décroissante. Des limites de la fonction D(X), on
déduit que D(X) <0, VX > 0.

Ce qui donne B'(X) < 0, VX >0 = la fonction B(X)
est strictement décroissante.
Sachant que B(0) =0et lim B(X)= -1
X =400
On conclut que : VX >0, B(X) <0.
Dans ce cas I’équation (2.10) n’admet pas de solution.

e 2¢me cas : Ol (1 — 27“) >0

Dans ce cas, 3X* > 0 tel que D'(X*) =0, de plus :

D(X) est strictement croissante de (0, X*) et elle est stric-
tement décroissante de (X*, 4+00).

Puisque lim D(X) = —oo alors : 3'X,,,,, > 0 tel que :

X—4o00

D(Xynaz) = 0, de plus :

D(X)>0, VX< X
D(X) <0, VX > X
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Alors :
B'(X) >0, VX <X

B'(X) <0, VX > X
et  B'(Xpaz) =0
Ce qui donne que :

{B(X) est strictement croissante de (0, Xpaz)

B(X) est strictement décroissante de (Xpaz, +00)
De plus X4, est un point critique (maximum) de B(X)

D’autre part : VYy € (0, Vi) avee B(Xnaz) = Yinae, i
existe X7 et Xy tel que X7 € (0, Xppar) €t

Xy € (Xpaz, +00) avec B(X1) = B(X2) = Yj.

(selon la proposition donnée dans [19])

Conclusion : I'équation (2.10) admet des solutions si elle
vérifie les conditions suivantes :
__ CR(tp) 1
1. r= CR-. < 3
2. g—% < Supx>oB(X)

CR(t 1 - . .
ﬁj) < 5 signifie que :

Remarque 2.1 La condition
e Aprés une période de déclenchement de [’épidémie le
nombre de personnes infectés atteint son maximum au
temps tp (le point tournant) et apres ce pic, le nombre
des infectés diminue progressivement jusqu’a la fin de
l’épidémie cela veut dire que le nombre d’infections dé-
clarées depuis le début de [’épidémie jusqu’au pic est
inférieur au nombre dinfection déclarés depuis le pic
Jqusqu’a la fin de ’épidémie. Autrement dit, apres [’apo-

gée il y aura plus que la moitié des cas déclarés.
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e D’autre part, il est nécessaire que cette condition doit
étre vérifice pour que les données C R(tp) et C Ry soient
compatibles avec la solution du modéle.

e Le modéle SIR ne peut pas étre utilisé pour l’analyse
épidémique si les données ne satisfont pas cette condi-
tion.

Remarque 2.2
On a donc montré que si 2C R(tp) < C' Ry ’équation (2.10)
admet deux solutions c’est a dire que Vll = X7 ou Xy

> Etant données que Xy et Xy sont les points d’intersec-
tions de B(X) avec é—‘;, la valeur de é—% doit étre ajustée
afin que l'une des solutions donne les parameétres T, v,
et vy de sorte que le graphe de la sortie de cas déclarés
du modéle soit en accord avec les données épidémiques
et son point tournant.

Remarque 2.3

o On définit le nombre cumulatif de cas non déclarés par :

CU(t) = v / I(y)dy

par la méme facons on peut démontré que
2CU (tp) < CU4

o De méme pour tous les cas cumulatifs :
CT(t) = (v + 1) f(f I(y)dy, on trouve
2CT(tp) < CT

—> le point tournant ne change pas, cela veut dire
que : CR(t), CU(t) et CT(t) admettent le méme point
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tournant
= Le point tournant est unique.

2.2.3 Détermination des paramétres

On sait déja que tp, CR(tp), C Ry, CR'(tp) sont connus,
supposons aussi dans ce cas que Sy et Iy sont connus.
Définir soit X7 ou Xy pour Vll

(25) = S(tp) + I(tp) = Sy + o + "= log (*42))

—”1;’”2 + I(tp) = So + Iy + V1+”2 log <V1+”2>

P ( — log (V1+V2)) = So + Iy — I(tp)

On a CR/(tp) = v1I(tp) donc, on peut écrire cette équation
sous la forme suivante :

1/1-7|—-V2 ( log <V1+V2>) = So+ Iy — ylf(tp)yll (211)

e —VliVQ ( log (V1+V2>> = SO + IO — CR(tp)

vy

Utilisant (2.8), on obtient :

Soexp (—ZCR(tp)) (1+ ZCR(tp)) = Sy + Ip — 22

141

ORy’l(tp) = Sp+ Iy — Spexp (—%CR(tp)) (1 + VLlCR(tp))

CR'(tp)
So+Io—So exp(—iCR(tp)) (1+;—10R(tp))

Alors : vV =

(2.12)

x On peut écrire 7 sous la forme suivante :
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r o= (l) ” (2.13)

* De I'équation (2.8), on obtient :

ve = TSpexp (—%C’R(tp)) - (2.14)

2.3 Le roéle de la proportion é—‘; dans I’algorithme

e Nous avons déja observé que la proportion é—o joue un
0

role important dans ’algorithme afin de repérer les pa-

rametres 7, vy, 5 qui correspondent aux données dé-

clarées et a leur point tournant.

e A ce titre, si on pose é—% = ((Zéz)) avec k étant un facteur

d’échelle strictement positif, est-ce que les parameétres
"7, v1, 1", le point tournant "tp", taux de reproduction
de base "Ry", ainsi que les combinaisons "Syrq, SyT
et v = v + 1»"(a voir dans le troisiéme chapitre )
dépendent de k ? (remarque donnée dans [19])

. Parameétres :
Soient S() = kS(), ]0 = k]o

o D’abord, nous avons besoin de la solution de 1’équa-
tion (2.10) i.e :

exp(—cX) + cX exp(—reX) — 1= %07
0
7(k)

_ 7 (k)
avec X = )

doncpourr<%: m:Xl ou Xo
qui sont indépendant de k.

7(k)
%1 (/f)

est indépendant de k.
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o Passons maintenant a (2.12) :

CR'(tp)

)= kSo + kly — kSyexp (—%CR(tp)) (1 + ;((]Z))C’R(tp))
1 CR(tp)
k\ Sy + Iy — Spexp (—%03(@9)) (1 + %03(@))
posons
. CR!(tp)

So + 1o — So exp (-%CR(@)) (1 + 2 CR(tp))

Ce qui donne v4(k) = %, alors v1(k) dépend de k avec vy

est indépendant de k.
k
o Maintenant par (2.13), on a : 7(k) = <T< ) ) (k)

) (k)
CHEOE

) o
)

— #5yexp <—VT(’“) CR(tp)) .

Uy
k

posons ¢ = 75, eXp( %CR(tp)) qui est indépen-
dant de k, alors 15(k) = ¢ — 7t dépend de k.
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2. Point tournant :
Soit le modéle :

{ S'(t) = —(k)SH)I(1), So = kS,
I'(t) = 7(k)SOI(t) = (ni(k) + va(k) (1), éo;)kfo-

En utilisant les formules des paramétres vy (k), 7(k),
vo(k) le modele devient

S'(t) = —IS(t)I(¢),
{FW SO0 - (5 + - 1w, *1
Alors :
S'(t) = —7S(I(1), So = kS,
i SOOI — o1(), To=klp.

Multiplions les deux cotés des équations du modéle
(2.17) par 1 :

S'(t L S(t) I(t A
I’ét; - _;-(t)TI)(t%’ 1) % = ko (2.18)
L = %TT — QDT, I() = ]43[0
Posons S(t) = % et I(t) = %, on obtient :
S:/(t) - —’fS’(tA)IA(t » SO = ‘?07 (2 19)
) = #8WI) —elt), Io = I |

+ Supposons que I(t) admet un maximum au temps

"tp" e : f’(tp) =0 < I'(tp) =0 car: f’(t) =
I't)

2
cela signifie que (2.17) et (2.19) admettent le méme

point tournant et puisque (2.17) est indépendant de
k, donc le point tournant est également indépendant
de k.
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3. Taux de reproduction de base :
Nous avons dans ce cas :

(k) Sok
vi(k) + va(k)

Ro(k) =
revenons a (2.8) :
_ (k) 7(k)So
oriin) =2t 1os (5 o)
7(k)
o (Vl(k)

Ce qui donne :

Ro(k) = exp (;((]2)
7(k)

Sachant que b est indépendant de k, alors :
Ro(k) est indépendant de k.

o T(k)Sok’
(k) + (k)

g
CR(tp))

OR<tp>)

4. Les combinaisons :
> Revenons dans ce cas a (2.11) :

v1(k)I(tp) _ vi(k)+wa(k) v (k)+va(k)
SO]C+IO]€— Vl(k)p = (k) <1 - IOg (&)k—T(/{)))

Divisons par Spk

Lk vi(k)I(tp) _ vi(k)+ue(k) vi(k)+va (k)
I4+5%— Sokul(kp) = T SokT (k) (1 — log < ") ))

%
Sokt(
Nous remarquons que :

Vlgz)kt’(’igk) — %ol(k) qui est indépendante de k.

Donc 1 + % Vé(z) E )) est indépendante de k.

Ce qui implique que Spkvy (k) ne dépend pas de k.
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>> Il est possible d’écrire Spk7(k) comme suit :

Sokr (k) = SokVyll((];;))T(k)

Sachant que Spkvi(k) et ;((12) sont indépendants de

k, alors : Sok7(k) ne dépend pas de k.

> Par la formule de Ry(k) on a :
_ kSor(k)

v1(k) + vo(k) = ———=, en conséquence :

Ro
(v1(k) + 12(k)) est indépendant de k.

Remarque 2.4 (/19])
Nous avons supposé plus tot que Sy et Iy sont connus.

1. 81 le nombre nitial des personnes susceptibles "Sy" est

imconnu vu qu’une grande partie de la population ait
acquis ['immunité contre une infection précédente. Ce-
pendant, le nombre initial de cas déclarés et non décla-
rés pour les personnes infectés "Iy " peut étre connu.

Dans cette situation, algorithme est utilisé pour défi-
nir "So ", on ajuste la valeur de "Sy" du rapport ”é—% "
avec "Iy" fizé et on compare la sortie du modéle avec
les données épidémaiques. Puisqu’on s’intéresse a trou-
ver des parametres qui correspondent aux données de
cas déclarés et a son point tournant cela signifie que la
valeur de "Sy" peut étre appropriée au point tournant.

. 51 l'on considere ["inverse, c’est-a-dire que le nombre
initial des personnes infectées "Iy" peut étre inconnu
en raison du fait que le nombre initial des individus
infectées est bien plus élevé que le nombre initialement
déclaré dinfections. En revanche "Sy" peut étre connu,
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dans ce contexte en utilisant la méme méthode pré-
cédente c’est-a-dire qu’en variant la valeur "Iy" avec
"So" fixé utilisant [’algorithme et on compare la sortie
du modeéle aux données déclarées et a son point tour-
nant. "Iy" est généralement donnée au point tournant.

3. D’autre part, supposons que ni"Sy "ni "Iy " ne sont connus.
Dans ce cas précis, ['algorithme peut déterminer la va-
leur de ”é—% "en variant ce ratio jusqu’a ce que les don-
nées épidémiques et leur point tournant soient conformes
avec la sortie du modéle. Plus précisément, au point

tournant la valeur de ”é—g " peut étre identifiée.

> En conséquence, dans l'algorithme le rapport de é—% joue
un role essentiel dans l'identification des paramétres et des
conditions initiales du modéle.

Question : Si Sy et [y sont inconnus, comment peut-on cal-
culer la valeur de Sy et la valeur de Iy 7 (& examiner dans le
troisieme chapitre)
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2.4 Application

Considérons 'exemple présenté dans [19] ot les auteurs
ont utilisé I'algorithme d’identification des paramétres pour
I’épidémie de grippe de Hong Kong & New York en 1968-1969.
Les données épidémiques sont les suivantes :

So = 7,900,000, Iy = 15000, CR ~ 1080, tp ~ 6.15 se-
maines, C'R(tp) ~ 500, CR'(tp) = 111 (tp) = 190.

o D’abord nous remarquons que : 2C R(tp) < C' Ry, cela
signifie que la condition de compatibilité est vérifiée.

o L’équation B(X) = é—g admet deux solutions X; =
0.000276 et X9 = 0.000728. Selon le graphe suivant :

%1073

B{X)
10/50

B(X)

& & E b R X (- ST S < W

o

01 02 03 04 05 06 07 08 08 1
X %1073

Graphe de la fonction B(X) et 10/S0
o La bonne solution qui donne 1'accord avec les données
épidémiques est : Xo = 0.000728, tel que pour cette
solution et par l'utilisation de (2.12), (2.13) et (2.14) ,
nous aurons : 7 ~ 3.24 x 1077, v; ~ 0.00044, v» ~ 1.78.
Par contre, pour X; = 0.000276, nous aurons : 7 =
6.27 x 1077, v; ~ 0.00227, 15 ~ 4.31 qui ne donnent
pas 'accord avec les données. D’aprés les figures (2.1)
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et (2.2) ci-dessous :

FIGURE 2.1 — Graphe de la sortie du FIGURE 2.2 — Graphe de la sortie du
modéle de cas déclarés pour Xy = modéle de cas déclarés pour X; =

0.000728 0.000276

Populations

[+

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Temps(Semaines)

Graphiques de sortie du modéle de S(t), I(t) et R(t)




Chapitre 3

Identifiabilité des paramétres

3.1 Introduction

Apres l'identification de paramétres du modéle donné
dans [19], ce chapitre est concerné par la question d’identi-
fiabilité du méme modéle, voir [11]

o Rappelons le modeéle suivant (v = vy + 1vy) :

S(t) = —rSH)I(), S(0) = Sy,

I'(t) = 7S(t)I(t) —vi(t), 1(0) = I,.
e Dans ce cas, les conditions initiales et les parameétres
sont inconnus.

(3.1)

SoT
e Le taux de reproduction de base est : g = =0
v

o Nous avons vu dans le deuxiéme chapitre que l'ap-
proche utilisée est basée sur la connaissance du nombre
cumulatif des cas déclarés C'R(t) qui est défini par :

CR(t) = /0 I(y)dy

tel que v; > 0 inconnu.

o Supposons connu C'R(t) pour tous les temps t > 0,
comment pouvons-nous déterminer ’ensemble des pa-
ramétres V' = (Sy, lo, 7, v1,v) ?

37
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3.2 Identifiabilité des paramétres

Notons V' = (Sp, In, 7, v1,v)€ R2,  on définit (S(¢, V), I(t,V))
comme 'unique solution du systéme (3.1), et la donnée CR(t, V') =
t
v [y 1(y, V)dy.

Définition 3.1 [12/
On dit que le modéle (3.1) est identifiable a partir de C'R(t)
Si

CR(t,V)=CR(t,V) = V=V, Vvt>0.

> Pour le modéle (3.1), est-ce que ’ensemble des paramétres
V = (Sy, Ly, 7, v1,v) est identifiable & partir de CR(t)?

Proposition 3.1 [11/

Soient (S(t,V),I(t,V)) solution de (3.1) avec

V = (So, Io,7,v1,v) et (S(t,V),I(t,V)) solution de (3.1)
pour V = (Sy, Io, 7, U1, 7).

CR(t,V)=CR(t,V), Vt>0 < v=1v, L=

%1 )

S\|\h

TS() = ’7_'5_0, 7'[0 = 7_'1_0, 1/1]0 = I/_ll_().

Preuve 3.1
"= " Supposons que CR(t,V) = CR(t,V), montrons que

V=V, —= 750:7_'5_0, 710:7_'[_0, V1]0:V_1]0.

Y 2] V_l Y

D’abord, on a : ) -
CR(t,V)=uw [y I(y,V)dy et CR(tV)=w [, I(y,V)dy
sont dérwables, YVt > 0

Donc : CR'(t,V)=CR(t,V), Vt>0.
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It V) = It V), Vt>0. (3.2)

— Sachant que 1(t,V) et I(t,V) sont de classe C1, on
dérive les deux cotés de (3.2) par rapport a t :

Vlll(t, V) = V_ll_,(t, ‘7), \4 Z 0
— Nous avons :
I't,V)=7St, VI V)—vI(tV)

et

d’on

v (rS(t, VI, V) —vI(t,V)) =i (7S(t, V)I(
v I, V) (TS, V) —v)=il(t,V)(7S(

D’aprés (3.2), on obtient :

TS, V)—v = 7St V)—v, Vt>0. (3.3)

— Puisque S(t,V) et S(t,V) sont de classe C1, on peut
dériver les deux cotés de (3.3) par rapport a t, on ob-
tient :

S'(t, V) =7S'(t,V), Vt>D0.

— D’apres la formule de S'(t,V) et S'(t,V), nous au-
TOns :

~2S(LV)I(t, V) = —72S(t, V)I(t

Y "_/)
S, VI, V) = 725, V)I(t, V)
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vu que v 1(t, V) = 1(t,V) donc, I(t,V) = %I_(t, V),
on peut écrire cette équation comme Suit :

28, V)2 I(t, V) = 725, V)I(t, V)
12
donc %7’25(15, V) = 725, V), Vt>0
(3.4)

Comme

TS, V) —v=7St,V) -0

S0 V) = TS5(t, V)_— v+U
T

remplagons S(t, V) dans (3.4), nous obtenons :

Br28(E V) :%QTS(t,V) —Vv+U

7

— %7’25(75, Vy=7rSt,V)+7(v—v), Vt>0
= 25t V) = 7rS(t, V) =T(0 —v), Vt>0

Divisons par > 0 :

(%T —7)St, V) = L(v—v), vt > 0. (3.5)

Dérwons par rapport a t :

(87 —7)S'(t,V) = 0, ce qui implique d’apres la for-
mule de S'(t,V) :

(A1 = T) (=St V)I(t,V)) = 0, Vt>0. (3.6)
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Avec lutilisation des équations (3.2), (3.3), (3.5), (3.6) a
[instant t = 0, nous arrivons a :

vly = nl (3.7)

TSy —v = 7Sy —7 (3.8)
(A1 —7)S = L(v—v) (3.9)
~(87 —7)7Sely = 0 (3.10)

x D’apres (3.10) et puisque TSoly # 0, alors :

(Br—7)=0 = [ =

* De (3.9) ona : (P17 —7) = s (7 = v), remplagons
cette expression dans (3.10) :
—TSQIO(%(D —v)=0 = [y T(r—v)=0

Comme IyT # 0, donc : (v —v) = 0, ce qui donne

x Ainsi, d’apres (3.8), nous obtenons : |7Sy = 7Sy

* Dautre part, en utilisant - = & = 1 = =t oet
d’apres (3.7), nous aurons :

iy

TT@IO:VHI_O — T[0:7il_0

> Par conséquent, pour CR(t,V) = CR(t,V), Vt>0, on

a .

-~ T T
V:V7 _— = =
1%} 1%

5 7802’7’50, 7']0:7_'[_0, V1]0=V_1]_0.

=
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"< " supposons que nous avons :
V=, L ==I 750:7_'50, T[0:7_'I(), V1[0:V_1[0.

vy 2N

Montrons que CR(t,V) = CR(t,V), Vt>0.

D’abord, montrons que CR(t,V) est une fonction de sor-
tie pour le modele (3.1) de solution (S(t,V),I1(t,V)) pour
V = (S, Ly, 7,11, 0) ) )

_ _ I _
o On définit : S(t) == =2S(t), I(t) := [—OI(t) avec Sy >
0, ]_0 > 0.

_ I
o Remplagons : S(t) = =25(t) et I(t) = [Tol(t) dans le
systeme (3.1) :

—S'(t) = —7=S(t)=1I(t S(0) =95
250 = SO, (0) = 5,
\ I Iy Io- o - _
2 = TiS(t)TOI(t)—V—OI(t), 1(0) = I
I() SO IO 0
\
(3.11)
Multiplions la premiére équation par : S_O et la deuzrieme
_ 0
Iy S
par :—, ce qui implique :
Iy
4 ]0 _ _ _ _
S'(t) = —T]TS(t)[(t), S(0) = Sy,
0
\ (3.12)
r't) = T%S(t)f(t)—uf(t), I(0) = Iy
\ 0
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Nous avons :
V=U.

- S

TSy =78 = T2 =7
Ia

rly=7l) = 712 =7+
I

Ce qui donne :

I'ty = #S@)I(t)—wvI(t), I(0) = I. ‘
x Par conséquent, (S(t,V),1(t,V)) satisfait (3.1) avec le
nouvel ensemble de paramétres V. = (Sg, Iy, 7,1, D).
* Par ailleurs, CR(t, V) est une fonction de sortie pour l’en-

semble de parameétres V qui est définit par :

t
CR(t,‘_/)zz/_l/ I(y)dy, Vt>0.
0

- 1
Ona:I(t):= I—O](t), donc : CR(t,V) = V1 fo
0

I
Sachant que : 1y = 1) <= V}— = vy, alors :
0
~ t
CR(t,V) = 1/1/ I(y)dy = CR(t,V), Vt>0. O
0

e Selon la proposition (3.1), on peut conclure que 'en-
semble de parameétres V ne peut pas étre identifié a
partir de CR(t), en outre ce dernier permet de déter-
miner la valeur des combinaisons.

e D’aprés ce qui a été mentionné précédemment, les hy-
pothéses concernant CR(t), V¢ > 0 permettent de défi-
nir les valeurs des combinaisons des parameétres et des
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conditions initiales suivantes :

é—%, S()T, S()Vl, V. (314)

L’objectif dans ce qui suit est de fournir une méthode pour
calculer les combinaisons définies dans (3.14).

3.3 Meéthode d’identification des combinaisons

Dans ce cas, nous prenons en compte le modéle (3.1)
lorsque Ry > 1, étant donné que la fonction S(t) est dé-
croissante et a pour limite S, > 0, tandis que la fonction
I(t) a un seul point tournant (tp) tel qu’elle est croissante
sur (0,tp) et décroissante sur (tp,+00), de plus I, = 0.
(d’aprés le premier chapitre).

Selon ces informations, nous considérons des quantités es-
sentielles & utiliser pour calculer les combinaisons, a savoir :

o tp : le point tournant.

o C'R(tp) : nombre cumulatif au point tournant définit
par :

CRip) = w1 [ " 1)y

o CR (tp) = niI(tp).
o C' Ry : nombre cumulatif a la fin de I’épidémie, tel que :

400
CRyx = V1/ I(y)dy
0

Par ailleurs, il est nécessaire d’avoir des équations indépen-
dantes pour calculer ’ensemble des combinaisons.



3.3. METHODE D’IDENTIFICATION DES COMBINAISONS 45

3.3.1 Equations fondamentales- Identifications des combinai-
sons

Rappelons les mémes équations du chapitre précédent (pour
Magal & Webb [19] ), & savoir :

e [’équation fondamentale de I'algorithme :

I
exp(—cX) + cX exp(—reX) — 1 = S_O
0
T _ CR(tp)
avec X = -, c=CRyetr = CROf
Posons dans ce cas : X = cyll, on obtient :
exp(—X) + Xexp(—rX)—1 = é—g (3.15)

Posons H(X) = exp(—X) + X exp(—rX) — 1

e En outre, en employant les expressions (2.12) et (2.14) :

* De (2.12), nous avons :
CR'(tp)

L4 & —exp (= ZCR(p) ) (1+ ZCR(tp))

On peut écrire cette expression de la maniére suivante :

SOVl =

o CR (1)
Ul b exp (—ZORCEMY (4 L0 Ro R
T 5 — P (T ClieoR T 00 C’R
CR'(t
Sovr = —— (tp)
1+ 3 —exp(—rX)(1+rX)
Donc :

(Sory) X [1 + é_% —exp(—rX)(1+7rX)| = CR/(tp)

(3.16)
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x D’autre part, d’aprés (2.14) on a :
+vy = (SpT) exp (—%CR(tp)) < v = (57)exp (—VLIC'R(tp))

I1 est possible d’écrire cette expression de cette facon :

- T CR(tp)
v = (57) eXp( o CRoo 5 ) Ty = (Sor)exp(—rX) (3.17)

Nous avons X = ¢7- multiplions les deux cotés par (Sov1),
on obtient :

X x (Sory) = ¢(So7) (3.18)

> Il est évident que pour obtenir la valeur de é—‘;, Sovr, Sot, Vv
utilisant (3.15), (3.16), (3.18), (3.17) respectivement, il est
nécessaire de calculer d’abord la valeur de X. Ainsi, 'objec-
tif dans ce qui suit est de résoudre une certaine équation en
X, a déterminer plus loin.

> Cependant, avant de résoudre cette équation, nous devons
d’abord étudier la fonction H(X)

Lemme 3.1 [11]
Soit la fonction H(X) = exp(—X) 4+ X exp(—rX) — 1, avec
O0<r<l1

ler cas : sir > % alors : VX >0, H(X) < 0.

2¢me cas : si 0 < r < 5 alors 31X (r) > 0 solution de

2
léquation H(x) = 0. De plus, AX 4. € (0, X (1)) avec H(x)
est strictement croissante sur (0, Xy,a) €t strictement dé-

croissante sur (Xpaz, +00).
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D’autre part,

H(X)>0 si 0<X <X(r)
HX)<0 si X(r)<X <+

Preuve 3.2 D’abord : H(0) =0, lim H(X)= -1
X =400
H'(X) = —exp(—X) + exp(—rX) — rX exp(—rX)
=exp(—rX)(1 —rX —exp(—(1 —7)X)

Posons : f(X)=1—-rX —exp(—(1 —1r)X)

+ Etude du signe de la fonction f(X) :
Nous avons : f(0) =0, Xlim f(X)=—-0
——+00

ff(X)=—=r+{1—-r)exp(—(1 —r)X)

x Signe de f'(X) :

Posons : g(X) = —r+ (1 —r)exp(—(1 —r)X)

9(0) =1-2r, lm g(X)=—r
Jd(X)=—(1—-r)exp(—(1—7r)X), sachant que r < 1 alors
g (X) <0, ce qui donne que la fonction g(X) est strictement
décroissante.

1. Si(1—2r)<0:9(X)<0,VX >0, cela correspond
a f/(X) <0, VX > 0, ce qui implique que la fonc-
tion f(X) est strictement décroissante et puisqu’on a
f(0)=0et lim f(X)= —o0, alors :

X—+o00
f(X)<0,VX >0 = H'(X) <0,VX > 0 donc
H(X) est strictement décroissante ¥YX > 0, vu que
HO0) =0et lim H(X)= —1, alors : H(X) < 0,
X =400
VX > 0.
> Par conséquent, sir > % alors H(X) <0, VX > 0.
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2.8 (1 —=2r) >0 :3X > 0 notons par X' tel que
9(X") =0.
9gX)=0 <= —r+(1—-r)exp(—(1—r)X)=0

exp(—(1—1)X) = 15 = (1-7)X =In()

1 1
In(-—-1):=X">0
1—7”n(7” )

X —

g(X)=f(X)>0, VX € (0, X")
g(X) = f(X) <0, VX € (X', +00)

Ce qui donne :

{f(X) est strictement croissante sur (0, X")

f(X) est strictement décroissante sur (X', +o0)

Comme lim f(X) = —o0, donc I Xpar >0 ainsi
X =400

f(Ximaz) =0, ce qui donne que :

f(X) est strictement positive VX € (0, Xpaz) et elle
est strictement négative VX € (Xyae, +00), cela cor-
respond a :

H'(X) >0, VX € (0, Xnaz)
H'(X) <0, VX € (Xnae, +00)

de plus : H'(Xpaz) = 0, alors : H(X) est stricte-
ment croissante sur (0, X,q) et elle est strictement
décroissante sur (X e, +00),
en outre H(Xaz) > 0.
Vu que, Xl_i)r}rloo H(X) = —1 alors H(X) = 0 admet une

unique solution notons par X (r) > 0 tel que X (r) €
(Xmaxa +OO)
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De plus :

H(X)>0, VO< X < X(r)
H(X)<0, VX >X(r)

— pour r=0.11
pour r=0.22
pour r=0.33
pour r=0.4

pour r=0.449

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figure 3.1 Graphe de H(X) pour r = 0.11, r = 0.22,
r=0.33r=04,r=0.49

Remarque 3.1 D’aprés l'étude de la fonction H(X), il s’avére ;

1. Pour avoir la compatibilité entre les données épidé-

miques et la solution du modele il faut que
r € (0,3) doit étre vérifiée (voir [19)).

2. Puisque X (r) > 0 est l'unique solution pour I’équa-
tion H(X) = 0, nous concluons que X doit vérifier la
condition :

0< X < X(r)

Passons maintenant a la formulation de ’équation indépen-
dante impliquant le point tournant "tp" et ce pour calculer
I'inconnu X = cyll.
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3.3.2 Equation du point tournant

En utilisant le modeéle (3.1), on fait la somme entre la pre-
miére et la deuxiéme équation :
0+ 1'0) = ~v1()
S(t) — So+1(t) ——I/fo

— Onsait que : CR(t) = 1 fo y)dy < CRE) _ f(f I(y)dy
donc, nous aurons :

— Sachant que CR'(t) = 111 (t), multiplions I'équation (3.19)
par v; > 0 :
” {S(t) () + 5103(25)} — 11 [So + 1)

nI(t) + v [S(t) + VilCR(t)] = 11 [Sy + I

nl(t) = [so Iy — S(t) — ch(t)] V>0

141
alors :

CR(t) = n [so + Iy — S(t) — VKIOR(t)] L VE>0
(3.20)
Par ailleurs,
S'(t) =—71S(t)I(t) = S(t) = Spexp(—T f(f I(y)dy)
S(t) = Spexp(—;-CR(t))

remplagons 'expression de S(t) dans (3.20), on obtient :

CR(t) =1 [S() + Iy — Spexp (—VLCR(t)) — iC’R(?ﬁ)} , Vit >0
1

4!

CR(t) = Som [1 + B exp (—VllcR(t)> S CR(t)} VE> 0
(3.21)
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Remarque 3.2 [11]

Puisque CR/(t) = 11 I(t) > 0, cela signifie que :

Somn [1 + 5 exp (—%CR(t)) - CR(t)} >0, ¥t >0,
de plus la fonction t — CR(t) est strictement croissante sur

(0, 400). Ainsi, nous avons :

V >

1
Vze [0,CRy), 1+ S—(; — exp <—Vllz> —

> Intégrons 'équation (3.21) de 0 & tp :

P OR(t)dt = [ Som [1 + b oxp (—lCR(t)> - CR(t)] dt

141

CR()

[
0 1+Eexp <—§ICR(t)> — L CR(t)

dt = (Sol/l)tp

— Faisons le changement de variable suivant :
Posons a = C'R(t), donc : dae = C'R'(t)dt, de plus :
Pour t =0: a=CR(0) =0.
Pour t =tp : a = C'R(tp).
alors, nous aurons :

CR(tp) 1
/ da = (Sovy)tp
0 1+§—%—exp(—§la>— “—

Soul

CR(tp) B
CR. <= CR(tp) = CR.T,

sachant que ¢ = C Ry, alors CR(tp) = c.r

— Nous avons : r =



52 CHAPITRE 3. IDENTIFIABILITE DES PARAMETRES

— D’autre part, du moment que CR(tp) = c.r et lors-
qu’'on a posé a = C'R(t), alors a aura la méme forme,
a savoir : a = c.o (¢ étant une constante invariable).
Ainsi, c’est o qui va varier de 0 & r quand ¢ varie de 0
a tp.
Donc remplagons a = c.o avec da = cdo :

" c
/ do = (So1)tp
0 1+§—%—exp <—Z—f0) 0

Solll

Divisons par ¢ > 0 :

" 1 Sovn )t
/ g — Sor1)tp
0 1+§—%—exp<—£—f0) ol ¢

Sorr

14

— VuquonalX = CZ, alors :

/T 1 do _ (Sovi)tp
0 1—i—£,—%—exp(—Xa)—§Xa c

— Utilisant (3.16), on obtient :
" 1 CR/(t t
/ — io (tp) tp
0 + So €

XU—#XU _1+§—%—B*TX(1+TX)C

Ce qui donne :

o

/7‘ 1—|—é—‘(’) —exp(—rX)(1+rX) o CR(tp)tp
0 1+§—%—exp(—Xa)—#Xa c

— D’autre part, d’aprés (3.15) et (3.17), nous aurons :

/7” e+ Xe ™ —e X (1 +rX) do — CR'(tp)tp
0 e X+ XeX —eoX —gXe X c
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e Par conséquent, I’équation du point tournant utilisée pour
calculer I'inconnue X est la suivante :

/
T(x.r) = SEWD (509
c
'(tp)t
Avec : CR(tp)ty donné, 0 < X < X(r), et

C

T(X,r) = / e A Xem —e (14
’ 0 e X+ Xe X —egoX _gXe X

Posons :
JX,r)=e X+ Xe™™ —e7 (14 1rX)
J(X,r0)=e X+ Xe ™ —e 7 —oXe K.

Etude de I’équation du point tournant :
Lemme 3.2 [11]
Sir e (0,3) et X € (0,X(r)), alors :

0< J(X,r0) < J(X,r,o) < J(X,r,r), Voel0,r].
Preuve 3.3
Pourr € (0,1) et X € (0, X(r)), nous avons :

J(X,r,0) =exp(—X)+X exp(—rX)—exp(—Xo)—X exp(—rX)o
On considére :

0J(X,r, o)

oo = Xexp(—0X) — Xexp(—rX)

= X(exp(—0X) —exp(—rX))
Sachant que 0 < o <r, X € (0,X(r)) alors :

exp(—oX) > exp(—rX).
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oJ(X,r, o)

Ce qui donne >0, Yo € [0,r], donc la fonction

J(X,r, o) est croissante par rapport a . Alors :
J(X,r,0) < J(X,ro) < JX,rr)

x Remarquons que :

J(X,7,0) =exp(—X) + Xexp(—rX)—1=H(X)
Pourr € (0,3), on a H(X) >0, VX € (0, X(r)).
Donc :

Sir e (0,3) et X € (0,X(r)) :

0<J(X,r,0) < J(X,r,0) <J(X,rr), Voel0,r]
Soit :

rixn) - | XD 4,

r -X X —-rX _ —rX 1 X
:/ e + Xe e " (14+7rX) o
0

e—X + Xe X —_ X0 _ Xe Xy
La fonction X +— T(X,r) est bien définie sur I'intervalle
(0, X(r)).
Lemme 3.3 [11]

1. lim T(X,r)=+o0.
X—=X(r)

2)1(1310T(X7“) 1n(1 —2r).

Preuve 3.4

1. Montrons que lim f ))da +00
X—=X(r
Calculons d’ab d lim -
x Calculons d’abor X_l)I)?()J(XJ,’U)

o Puisqu’on a la continuité au point X = X (r), alors :

J(X(r),r) = e XX (r)e ™ 0 e X0 (140 X (1)),
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Comme X (r) est Uunique solution de ['équation
H(X)=0ie:e X0 4 X(r)e ™0 1 =0, donc -
J(X(r),r) =1—e (1 +rX(r))

o Posons maintenant :
p(z,r)=1—e"(1+rx), Vo € (0,+00)
Oup(z,7) = rPze™™ > 0, Vo € (0,400) et r € (0,1)

Ce qui donne que p(z,r) est strictement croissante
alors : p(0,r) < p(x,r), sachant que p(0,7) = 0,
donc :
p(z,7) > 0, Vz € (0,400) et r € (0,5). Par consé-
quent,

vr € (0, %), J(X(r) 1) = 1=~ O (14 X (1)) > 0

o D’autre part

_ ,—oX(r) _ —rX(r)
lim J(X(r),r, 0) — im l1—e X(r)e o
o—0 g o—0 g
1 — —-X(r)o
—lm X(r)e X0
o—0 g
—X(ryo _ 1
lim = T X ()X
o—0 g

= X(r) — X(r)e ™" = X (r)(1 — e X0

Des que X(r) >0 et 0 <r < 3, alors :

lim J(X(r),r o)
o—0 o
o Posons L = X(r)(1 — e77X). Par définition :
Ve >0, JA. :
0<o<A = \M—L|<s
J(X(r),r o)

o

= X(r)(1—e X)) > 0.

L—e< <L+e¢
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(L—¢)o < J(X(r),r,o0) <(L+¢)o (3.23)

o En outre,

’"& min(Az,r) J(X(r),r)
0 T 2 Jo o TRy

D’apres (3.23), on obtient :

r J(X(T),’I") d > min(A67T) J(X(T)aT) do- — J(X(T),’I“) fmin(A€7T) 1 do_

0 TXrn 9 = Jo (Lte)o T+e) Jo o
J(X(r),r man(As,r

- ((LELE)) : ([ln|0|]o | )> = +00

Alors :

U@
/o T o) =t

A laide du Lemme de Fatou, nous aurons :

J(X,r) r J(X,r) . . .
I Xhm inf 7 )da<X1_1>r)?( inf [, JX U)da XEI)?(T)lnfT(X,T)

Ce qui donne :
lim inf7T(X,r) =400, alors :

X—=X(r)
lim T(X,r) =400
X—=X(r)
2. Montrons que hm fo % Xr))da “1In(1 —2r).

. X . . .
x D’abord, lim Jjg( 1= 0 est une forme indétermi-
X0 J(Xr0) 0

née, donc on utilise le développement de Taylor au
voistnage de X = 0.



3.3. METHODE D’IDENTIFICATION DES COMBINAISONS o7

e Le développement de Taylor de la fonction
J(X,r) = e X + Xe ™ —e™ —rXe X est
donné par :

J(X,7r) =2 —r X2+ 258 1 g(XP)

J(X,r) = L2 gx3)
J(X,r) = U222 4 g (x3)

e Le développement de Taylor de la fonction
J(X,r0)=e X+ Xe ™ —e X —gXe X est
donné comme suit :

J(X,r0) =% —rX?— X 4 roX? +9(X?)

J(X, r, 0') _ (1—2T—0’Z+2T0’)X2 n (9(X3)

Donc, on obtient :

J(X,r) L g(xd)

J(X) T, O') o (1—2r—aZ+2ro)X2 + (9(X3)

Par simplification, nous aurons :

J(X,r) (1—7)2+06(X)

J(X,r0) (1—=2r—o2+2ro)+60(X)

tel que 0(X) — 0, quand X — 0.

e La fonction % converge uniformément vers
la fonction Qo) = (1725,1:07;);7,0)

quand X — 0, de plus :

Q(o) est bien définie sur [0,r].
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Puisque on a la convergence uniforme, donc :

J(Xr) _ [ (1-r)
X0 - fO )1(1% Xra)do_ - fO (1—2r—02+2r0)d0

Posons : I = fO (1-2r— 07;)+2r0)d0-

Calcul de lintégrale I :

> D’abord on a :
1—2r—02+2rc=(ac+B)(c—1)

Par identification : o= —1, f—a =2r,  =2r—1,
ce qui donne :
1—2r—0?+2rc=2r—1—o0)(c —1)

Alors :

G- =y
(1-2r—o02+42ro) (2r—1-—o0)(c—1)

> En utilisant la décomposition en éléments simples :

1 B a n b
2r—1—-o0)(oc—1) (2r—1—0) (0—1)
_ (a—0bo+b2r—1)—a
(2r—1—o0)(c—1)

par identification nous avons :
a—b=0,
b2r—1)—a=1
donc :a=10= (T Ty, ce qui domne :

1 1 1

= +

2r—1—o)(c—1) 20r—1)2r—-1—-0) 2(r—1)(c —1)

alors :



3.3. METHODE D’IDENTIFICATION DES COMBINAISONS 99

I pu—

;__% ( | 5=+ | = 1d0)

s (L e [ )

é%r_—ri) (~[n(o +1 —2r)]5 + In(1 — 0)];)
S (n(1 = 20) ~ (1 =) + In(1 = )
(1—7r)? (r—1)

=201 In(1—2r) = 5 In(1 — 2r)

On peut [’écrire aussi comme suit :

I:(lgr)ln(ljm)

Par conséquent :

. _(r=1
)1(1£n>0 T(X,r)= 5 In(1 — 2r)

Graphe de la fonction T(X,r) :

TXX(r).r)

}

ar r=0.33| |

28T [

2|

156

1+

0.5 F

0 . . . . . H . i . )
0 0.1 02 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1
X

Figure 3.2 Graphes de T'(x X (r),r) pour plusieurs valeurs

de r, avec z € (0,1)
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e D’aprés ces graphiques, il est évident que pour chaque
valeur de r, T'(X,r) est toujours en croissance.

e Par ailleurs, X doit satisfaire I'équation (3.22) avec le

/
w donné, ce qui signifie que
CR!(tp).tp
—

X est le point d’intersection entre T'(X, r) et
1

Etant donné que T'(X, 7) est croissante Vr € (0, 1)(numériquement),

I'équation (3.22) admet une seule solution X, tel que
0< X < X(r).

deuxiéme membre

e [l est important de noter que la fonction 7'( X, r) admet
un minimum, et d’aprés le lemme (3.3), ce minimum est

donné par :@ In(1—2r). Donc, afin d’obtenir I'unique
solution X, il est nécessaire de satisfaire a cette condi-
tion :
CR'(tp).t —1
() LN (7“2 )ln(1—2r)
c

x Cette derniére relation constitue une nouvelle condi-
tion qui lie les données épidémiques : tp, CR(tp), C R (tp),
CR.

3.3.3 Présentation de la méthode

La fonction de sortie du modele (3.1) définie par C'R(t),
Vt > 0 pour l'ensemble de paramétres V' = (Sy, Iy, T, v1, V)
est suffisante pour déterminer la valeur des combinaisons
[é—g,S()T, Sovy, v] (d’aprés la proposition (3.1)), en utilisant
des quantités essentielles qui sont connus, a savoir : tp, C R(tp),
CR'(tp), CRy, ot plus ¢ = CRy et r = %(Z’). Selon les
études précédentes, la méthode suivante a été utilisée pour

calculer les combinaisons : [11]
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e lére étape : Résoudre I'équation :
e X+ Xe ™ —1 =0, afin de trouver 'unique solution
X(r) > 0.

e 2éme étape : L’équation du point tournant suivante

est résolue (numériquement) pour obtenir la valeur de
X = c;- de maniére a ce que 0 < X < X(r) :

—e ™ (1+rX)  CR/(tp).tp

T e—X + Xe—rX
0 € X+ Xe X —e X0 XeXg c

e 3éme étape :

1. Aprés avoir calculé la valeur de X, on peut obtenir :

T

141

X

Cc

2. En utilisant I'équation (3.15), nous obtenons la va-

leur de é—‘; telle que : é—% —e X+ Xe X~ 1

3. D’aprés (3.16), nous pouvons calculer la valeur de

(Sory) ot : | S0

CR'(tp)

V=

1+§—276*TX(1+TX)

4. Selon I'équation (3.18), la valeur de(Sy7) est obte-

nue telle que :

5. Par (3.17), nous avons :

S()T = % X (S()Vl)

v=(Syr)e "™

6. En outre, nous remarquons que la valeur de g—‘; et

Sovy, permettent d’obtenir la valeur de (v11y) comme

suit :

11y = (

1o
S_O) X Sol/l
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3.4 Remarques

D’apreés les remarques données dans [11], nous avons :

1. v = 11 + 1, ce qui signifie v > 11, et I'on a les évalua-
tions suivantes :

(a) 4 <1 = 2 < g

14

(b) 2 <1 = L <

(c) 2>1 = Tv>T
1

1
2. Si la valeur initiale des individus susceptibles S est
donnée, il est possible d’obtenir tous les paramétres
(I, 7, v1, 1), ainsi que la taille finale de I’épidémie qui
est donnée par :

C(00) = CReo+ CUx (3.24)

telle que :
% C'(00) : le nombre cumulatif de cas déclarés et non
déclarés a la fin de I'épidémie

x CU,, : nombre cumulatif de cas non déclarés a la fin
de I'épidémie, représenté par :

400
CUy = VQ/ I(y)dy
0
Sachant que : CRy = 11 f0+oo I(y)dy, donc :

CU. = 2CR...

n

(3.24) devient :
C(00) = CRy + 2CRy = WICOR, = LOR,
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Donc : | C(o0) = V%CROO

63

3. Faisons I'hypotheése que la valeur de Sy est inconnue.
Dans cette situation, on varie la valeur de Sy de ma-
niére a ce que la sortie du modele soit compatible avec

les données épidémiques, telle que Sy satisfait :
%<S@§N—]0 — %<S@§N—Soé—%

Sl/1
0—<SOS
14

1+ ¢

avec N = Sy + I, représente le nombre de personnes
impliquées dans 1’épidémie.

4. La formule suivante permet de déterminer le nombre

d’individus susceptibles a la fin de 1’épidémie :

S(c0) = Sy (

3.5 Application

Nous utilisons dans cette partie la méthode examinée
précédemment pour obtenir les parameétres (selon [11]).

1+]0
— —v
So

Concernant les données épidémiques de ’épidémie de grippe
de Hong Kong & New York (1968-1969) (citées dans [19]),

C' Ry = 1080, tp = 6.15 semaines, C'R(tp) = 500, CR'(tp)

190 et la population totale de la ville de New York en 1968

est de 7,900, 000.

1. En résolvant 'équation e=X + Xe X — 1 = 0, on
obtient la solution X (r) = 0,8948, d’apreés le graphe

suivant :
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x 102

3 . . . . . . . . . .
0 01 02 03 0.4 05 0.6 07 0.8 09 1
X

Figure 3.3 Graphe de H(X) = e ¥ 4+ Xe mm% — 1

2. Numériquement, 1’équation

500

/ e + Xemwo¥ — e 0¥ (1+ 20 X) 190 x 6.15
0 e X4+ XewmX — e X0 — XewmXg 1080

admet comme solution X=0.7869, selon le graphe ci-
dessous :

35671

0
0 041 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 08

X

Figure 3.4 L’intersection de T'(X, r)"bleu" et
CR'(tp).tpy

"
Ch. rouge

3. On peut donc obtenir les valeurs des combinaisons sui-
vantes :
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Combinaisons | valeur estimée
/11 7.3x1074
Iy/ Sy 0.002
%1 S() 3509.1
TS0 2.56
20 6.65
v 1.78

65

4. La valeur de Sy est ajustée de facon a ce que la sortie du

modele soit compatible avec les données épidémiques,
tel que : 1971.4 < Sy < 7,885,047. Les valeurs des pa-
rameétres avec différentes valeurs de Sy sont présentées
dans le tableau suivant (selon [11]) :

Parameétres | valeur estimée 1 | valeur estimée 2 | valeur estimée 3
So 1976 4,000,000 7,885,047
Iy 3.7472 7,586 14,953
T 1.3x 1073 6.4x 1077 3.2x 1077
1 1.78 0.88x 1073 4.5x 1074
Vo 3.1x 1074 1.78 1.78

> D’aprés les graphiques ci-dessous concernant la sortie du
modele, nous pouvons tirer la conclusion que la valeur de
Sp appropriée qui correspond aux données épidémiques est

Sy = 4,000, 000.
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Figure 3.5 Graphe de la sortie du modéle de cas déclarés
pour Sy = 1976
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Figure 3.6 Graphe de la sortie du modéle de cas déclarés
pour Sy = 4,000, 000

1] 2 4 6 8 10 12 14
t

Figure 3.7 Graphe de la sortie du modéle de cas déclarés
pour Sy = 7,885,047

e Taux de reproduction de base est : Ry = % =1.44



Chapitre 4

Un modéle prédictif de
I’épidémie du COVID-19

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons la prédiction d’un modeéle
mathématique épidémiologique intéressant qui a été élaboré
dans des recherches précédentes dont : [25], [24], [22]. Nous
nous concentrons dans ce travail sur la prédiction du modeéle
d’épidémie de COVID-19 qui a été développé dans [23].

L’objectif consiste a prédire les futurs nouveaux cas en se ba-
sant sur les premiers données déclarées, en d’autres termes,
cela signifie de poursuivre le travail sur le probléme essentiel
étudié dans les chapitres précédents en ce qui concerne 1’'iden-
tification des parametres pour les modéles épidémiologiques.

4.2 Présentation du modéle

Ce modele a été désigné comme le modéle SEIRU, qui a
été présenté par les équations différentielles et les conditions

67
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initiales suivantes :

((S'(t) = —T@)SOUR)+UR)], S(to) = So > 0,
E'(t) = (6)SE)(t) +U(t)] — aE(t), E(to) = Eo >0,
¢ I'(t) = aB(t) —vI(t), I(to) = In > 0,
R(t) = Vlf() nR(t), R(ty) = Ry =0,
L U'(t) = wnl(t) —nU(t), Ul(ty) = Uy > 0.
(4.1)
tel que :
% S(t) correspond au nombre de personnes susceptibles a
I'instant t.

x F(t) est le nombre de personnes asymptomatiques non
infectieuses (exposée) au moment t.

« I(t) représente le nombre d’individus asymptomatiques
infectieux a l'instant t.

x R(t) est le nombre de personnes infectieuses sympto-
matiques déclarées a l'instant t.

x U(t) correspond au nombre de personnes infecticuses

symptomatiques non déclarées au moment t.

Figure 4.1 : Schéma de fonctionnement du modele SEIRU
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Paramétres du modéle :

[
[ =

*

to : Date de commencement de la pandémie.
Sop : nombre initial des susceptibles.

Ey : nombre initial des personnes asymptomatiques non
infectieuses.

Iy : nombre initial des individus asymptomatiques in-
fectieux.

Ry : nombre initial des individus symptomatiques in-
fectieux déclarés.

Up : nombre initial des individus symptomatiques in-
fectieux non déclarés.

7(t) : taux de transmission a l'instant t.

LI~

. durée moyenne de la période d’exposition non in-

—

ectieuse.

N L

. période moyenne d’infectiosité des personnes infec-
leuses asymptomatiques.

-+

. période moyenne d’infectiosité des individus infec-
ieux symptomatiques déclarés et non déclarés.

-

Considérons "h" comme la proportion des infections
asymptomatiques qui deviennent symptomatiques dé-
clarées.

D’autre part, "(1 — h)" représente la fraction des in-
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fections asymptomatiques qui deviennent symptoma-
tiques non déclarées.

De plus, v = v; + 1, avec le taux ol une infection
asymptomatique devient symptomatique déclarée est :
v1 = h.w, d’ailleurs, vy = (1 — h).v est le taux auquel
une infection asymptomatique devient symptomatique
non déclarée.

o Les personnes infectieuses symptomatiques déclarées R(t)
sont supposées étre isolées immeédiatement et ne transmettent
aucune autre infection. D’autre part, chaque infection est
causée par des individus infecticux I(t) ou U(t).

o Les personnes asymptomatiques I(t) peuvent aussi étre
évaluées comme présentant un état symptomatique de faible
intensité.

x Cependant, les paramétres ainsi que "t0" et les conditions
initiales sont indéterminés. Dans ce qui suit, le but est de les
estimer en utilisant des données temporelles précises des cas
infectieux symptomatiques déclarés.

*x Le nombre cumulatif de cas infectieux symptomatiques dé-
clarés au cours du temps t, représenté par :

CR(t) = v [} I(o)do, t>ty.  (4.2)
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D’aprés ce qui a été mentionné dans 23], les épidémies de
COVID-19 ont été divisées en trois étapes :
o lére étape : le nombre cumulatif de cas déclarés s’ac-
croit linéairement de jour en jour,

o 2éme étape : il y a une augmentation exponentielle
du nombre cumulatif de cas déclarés de jour en jour,

o 3éme étape : chaque jour, il y a une diminution de
cas déclarés quotidiennement.

L’approche utilisée peut étre prédictive lorsque 1’épidémie
augmente de maniére exponentielle pendant la deuxiéme étape.
Prenons donc pour hypothése que C'R(t) présente la forme
particuliére suivante lorsque 1’épidémie est en phase de crois-
sance exponentielle précoce :

CR(t) = 6leﬁzt — (s (43)

Ainsi, nous nous intéressons a estimer les parameétres et les
conditions initiales du modeéle (4.1) & partir de CR(t) lors de
la deuxieme étape.

Avant d’examiner la procédure de I'estimation, nous avons :

4.3 Taux de transmission

Une fois que l'infection est transmise, des mesures gou-
vernementales comme l'isolement, la quarantaine et les fer-
metures publiques sont mises en place. Lors de la phase ou
le nombre cumulatif de cas déclarés augmente exponentielle-
ment, le taux de transmission 7(¢) est constant, représenté
par .
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Cependant, suite & 'application des mesures gouvernemen-
tales strictes, la transmission de nouveaux cas diminue de
maniére exponentielle, ainsi la troisiéme phase commence. A
cet effet, nous employons un taux de transmission 7(¢) qui
dépend du temps et qui diminue exponentiellement dans la
troisiéme phase. Ainsi, d’aprés [23] la formule pour 7(t) ap-
parait comme suit :

{T(t) = 7, 0<t</

r(t) = me M s (44)

Avec :

" J” A 1 LN 3 2 d; . . bl.
o représente la premiére journée d’intervention publique.
o "u" est I'intensité des interventions publiques.

4.4 Estimation des paramétres et des conditions
initiales

En utilisant la méthode mentionnée dans [25] et [22].

Nous avons : OR(t) = B — B3

1. Dans un premier temps, nous évaluons [y, O et 53 en
utilisant les données de cas déclarés, c’est-a-dire que
leurs valeurs sont obtenus en ajustant fye®f — B3 aux
cas déclarés cumulatifs donnés dans [tq,?s] (pendant
la deuxiéme phase). Plus précisément, on peut égale-
ment écrire la formule (4.3) de la maniére suivante :
In(CR(t) + f3) = [at +1In(f1), donc nous commengons
par évaluer la valeur de (33, puis nous employons une
méthode basée sur "les moindres carrés" pour évaluer
By et Po. (voir figure 2 dans [25])

Remarque 4.1
En général, la valeur de B3 est définie par 1, mais nous
prenons en considération d’autres valeurs [23].
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2. Par la suite, en se basant sur I'apport des épidémiolo-
gistes médicaux et biologistes, nous fixons les valeurs de

"M, ”%", ”%" et "é”. De cette maniére, nous obtenons :

v =hwv et| vy=(1—-h)v

3. Puisque R(ty) = 0, cela signifie que CR(ty) = 0. Par
'emploi de (4.3), nous obtenons :

CR(t()) =0 <= 51662750 —B3=0

ﬁgto = ln(%) = g = éh’l(%)

donc : | tp = é(lﬂ(ﬁz’)) —In(51))

4. Grace a (4.2) et (4.3), nous parvenons a obtenir :
CR/(t) = 1/1](15) <~ 61626ﬁ2t = Vlf(t)
d’autre part, CR/(to) = v11(tg) = P12,

D’aprés ces expressions, nous avons :

I(t) _ B1 B¢ . 1) — Palt—to)
v l(ty)  B1fgelto Iy

et donc :

I(t) = Iye®t=t) (4.5)

e En outre, afin d’obtenir I, nous utilisons :

_ By Boe o _ B1 Bae2to

iy = pifee™ — Iy =
21 h.v
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Sachant que : OR(ty) = 0 <= Bie0 = B4

donc : ByB1e%t = 3385, ce qui donne : I, = %
N

5. Pour estimer les paramétres du modeéle, nous considé-
rons que la variation de S(t) est faible, ce qui signifie
que nous négligeons la variation des susceptibles cau-
sée par I’épidémie, cela correspond parfaitement au fait
que C'R(t) augmente de maniére exponentielle. Ainsi,
nous fixons Sy comme la valeur de la population de la
région des données de cas déclarées.

L’estimation de 7y, Ey et Uy reste donc a effectuer dans
le systéme ci-dessous :

E'(t) = 10So[I(t) + U(t)] — aE(t), (4.6)
I'(t) = aE(t) — vI(t),
U'(t) = wnul(t) — nU(t).

e Par I'équation (4.7), nous avons :
E(t) = ;(I'(t) + vI(t))

Par ailleurs, par I'utilisation de ’équation (4.6), nous
obtenons :

U(t) = 5 (B'(t) + aE(t) — 1(2)

T0S0

Donc, par ces expressions et d’apres ['utilisation de
la formule de I(t) dans (4.5), nous devons avoir :

E(t) = Ej.et-t) (4.9)

et ce qui donne :
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U(t) = Up.elPt=t)) (4.10)

e Remplagons les expressions (4.5), (4.9) et (4.10) dans
le systéme, nous obtenons :

BQEO@BQ(t*tO) — TOSO(IOeﬂQ(tfto) + erﬁz(tfto)) . OéEoeBQ(t,to)’
52]0€ﬁ2(t_t°) = aFye®t-t) _ y[oeﬁz(t—to),
52U0652(t—to) — szoeﬁz(t—to) _ nUOeﬁz(t—to)'
ce qui donne :
BQEO — T()S()(IO + UO) — OZE(),
Boly = aEy — v, (4.11)
B2Uy = voly — nUp.

Par la deuxiéme et la troisiéme équation de ce sys-
téeme, on peut obtenir Ey et Uy de la maniére sui-

vante :
OéE() = ﬁg[o-l-l/lo = (/BQ—I_V)IO — EO — (62—+V)]0
Q
V2
En outre, (Bo4+n)Uy = 1oly = Uy = B+ 77]0

e D’un autre coté, d’apres la premiére équation du sys-
teme (4.11) :

E
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x Grace aux formules obtenues pour Iy, Ey et Uy,

on obtient :
(B + o) B2V s (B2 + ) (B2 + 1)
o " _ 0

33132 vo 3352 2
2 " (Ba+m) n } % [1+ (52+77)]

TO —

donc : S (B2 +)(B2 +v)(B2+m)
’ aSo(B2 + 1+ 1)

4.5 Taux de reproduction de base R

Afin d’obtenir le taux de reproduction de base R
dans cette section, nous utilisons une méthode men-
tionnée dans [7| en se basant sur les résultats obtenus
dans [21]. "Next generation matrix" (méthode de la gé-
nération suivante), est utilisée pour calculer le Ry .

Le systéme linéarisé est défini comme suit :

E'(t) = 750(1(t) + U(t)) — 2 E(t),
I'(t ) = aB(t) —viI(t), (4.12)
U'(t) = nl(t) —nU(t).
E(t)
Posons : F(t) = | I(t) | les compartiments infectés,

U(t)
)

donc le systéme (4.12) est généralement de la forme :

dF

= =(A—B—-C)F, tel que:

A : matrice d’infection, B : matrice diagonale, C' : ma-
trice de transfert.
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Pour le systéme (4.12), nous avons :

OTSO TSO 0 0O
A=10 0 0|, B=|0v 0],
0 O 0 00 n
« 0 O
C=|—-a 0 0
0 —VQO
Q 0 O
D=B+C=|-a v 0
0 —VQO
100
Dl=1+ 10
va ra 1
vy vy
AD! = 0 0 0
0 0 0

donc le rayon spectral de la matrice (A.D™!) est :

p(A.D7Y) = 7% + TSOVZ, alors
% v

3%0:7—50(1+@)
v n

et selon la formule de 7 :

(Bt a)(B+v)(B24+ 1) So vy
o = aSo(be+n+r2) v <1+ ”>

et par : vy = (1 — h).v, nous avons :

7
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(B2t a)(Ba+v)(B2+ 1) (1—h)v
o = av(Be + 1+ 1) (1 " M )

o Une fois que les parameétres et les conditions initiales
ont été estimés, il est nécessaire de comparer la sor-
tie du modele avec les données de cas déclarées. Cela
fait appel a la simulation de : CR(t), CU(t) qui est
le nombre cumulatif de cas infectieux symptomatiques
non déclarés, donné par : CU(t) = vy fti I(o)do,t > t,
et pour R(t) et U(t), et les comparer aux données.
Ainsi, il est possible de prédire les valeurs futurs de
I’épidémie en utilisant les données cumulatives.

4.6 Remarques

> L’intensité des interventions publiques, qui est ex-
primée par "u", est sélectionnée de maniére a ce que
les simulations soient compatibles avec les données
cumulatives déclarées.

> Il est essentiel d’avoir des estimations valides des pa-
ramétres : "h"(la proportion des infections asympto-
matiques qui devient symptomatiques déclarés), ”%"
(période moyenne d’infectiosité des personnes infec-
tieuses asymptomatiques), "%" (période moyenne d’in-
fectiosité des individus infectieux asymptomatiques
déclarés et non déclarés) et "2" (durée moyenne de
la période d’exposition non infectieuse) afin d’assu-
rer la prédiction du modeéle, tel que ces valeurs dé-
pendent de 'apport des épidémiologistes médicaux

et biologistes.
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> Les mesures de protection de la santé publiques per-
mettent de réduire de maniére significative la taille
finale de I'épidémie, de plus elles permettent égale-
ment un point tournant beaucoup plus précoce que
sans ces mesures.

4.7 Application

Certains pays ont utilisé le modéele SEIRU pour analy-
ser les données pandémiques. Les données sur 1’épidémie de
COVID-19 en Espagne sont présentées dans le tableau ci-
dessous (selon [23]).

So Ry 51 lo It J
46,700,000 | 1 |13 mars | 21 mars | 0.125 | 20 mars
Bi | Bo |B3| h|vin|a
433310194 1 |04 || 2|1

+ On obtient les paramétres 31, 32, B3 en ajustant [3;e%! —
B3] aux données cumulatives de cas déclarées entre les
dates [t1, t2]. on peut donc obtenir ¢ty = 3 février.

Mot n . n
)

x D’autre part, "h", "v" "n" "a" sont données selon
I’apport des épidémiologistes médicaux et biologistes,
donc nous aurons : vy = hv =0.07 et 1o = (1 — h)v =
0.1

x Par ailleurs, nous obtenons :

ol = D32 5gg
h(vy + vs)
o By = PV o
(6%
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Vo

o Uy= ﬁﬁnlozo.gfs
o Pt )Gt v)(Batn) _ L
T = OzSo(BngnJrug) =711 x 10
o P (B2 + a)(B2+ v) (B2 + 1) 1-n.r\
Ry — T (1+—77 >~3.39
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Figure 4.2 : Graphiques pour CR(t), CU(t), R(t), U(t)
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Figure 4.3 : Graphique de cas déclarés quotidiennement
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Remarque 4.2

e On a trouvé les mémes allures de trajectoires avec exacte-
ment le méme point tournant pour les cas déclarés R(t) et
non déclarés U(t) et les mémes phases de développement de
COVID (sur l’échelle de temps). Cependant, dans la figure
4.3, on a trouvé la méme allure et a peu pres le méme point
tournant.
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Conclusion

e On a considéré un modeéle du type SIR appliqué a une
population fermée, ce dernier modélise le COVID-19.

e Le présent modéle a les caractéristiques suivantes :
x Un seul point tournant i.e : un seul temps de pic.
x Plus que la moitié des cas déclarés ont lieu apres le
point tournant.

L’identification ne peut se faire que sous les deux condi-
tions précédentes. Cependant, la premiére condition est
justifiée par la nature de I’épidémie et la seconde par
la loi de "Gompertz".

e L’algorithme de l'identification requiert le rapport é—‘;

pour fournir les paramétres 7, 14 et vy correspondants
aux données épidémiques mais surtout au méme point
tournant "tp". Dans ce sens, quand le rapport é—% change,
les paramétres 7, 14, v changent.
Il y a des situations ou I et / ou Sy ne sont pas connus.
Cependant, I'identifiabilité permet de confirmer qu’on
ne peut identifier les paramétres un par un mais sous
forme de combinaison de paramétres (rapport de para-
métres).

e Pour le COVID-19, le taux de transmission dépend du
temps ce qui fait que ’évolution de I’épidémie est divi-
sée en trois phases. Du coup, on peut prédire a chaque
phase son modéle, et 'on a par suite identifié certains
paramétres : dans la seconde phase a la suite de 'appli-
cation des mesures sanitaires (des gestes de barriéres,
isolation,...). En conséquence, la phase trois connait une
décroissance linéaire.
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e Des simulations numériques viennent illustrer les ré-
sultats théoriques et permettent de conclure quand a
I'importance de l'intensité de l'intervention publique.

e Perspective ; que deviennent ces résultats en cas de :
> deux pics épidémiques ou plus ?
> population ouverte (population contient les naissances,
I'immigration,...)?
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