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de mathématiques.

Enfin, je remercie toute personne ayant contribué de près ou de loin, à
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Résumé

Dans ce travail, nous proposons un modèle mathématique du type SIR avec
quarantaine. Ce modèle tient compte d’une certaine réponse de la popula-
tion totale au dépistage et de la rechute dans la classe des réfractaires. Tout
d’abord nous présentons quelques outils mathématiques qui nous aident dans
notre étude. Ensuite, nous analysons la stabilité des points d’équilibre de notre
modèle, qui se base essentiellement sur le taux de reproduction de base R0. Si
R0 < 1, le point d’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement
stable. Et si R0 > 1, le point d’équilibre endémique est localement asymptoti-
quement stable. Finalement, pour déterminer le dépistage optimal, on considère
un problème de contrôle optimal dans lequel on maximise une certaine fonc-
tionnelle coût. Nous donnons quelques simulations numériques pour illustrer les
résultats théoriques.
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Abstract

In this work, we propose an SIR mathematical model that takes into ac-
count the quarantine class after screening the total population and knowing the
relapse into the refractory class. First, we present some mathematical tools that
help us in our study. Then, after explaining and studying the properties of the
model, we analyze the stability of the equilibrium points, which is essentially
based on the basic reproduction rate R0. If R0 < 1, the disease-free equilibrium
point is globally asymptotically stable, and if R0 > 1, the endemic equilibrium
point is locally asymptotically stable. Finally, in order to find an optimal scree-
ning strategy, we consider an optimal control problem in which we maximize a
certain cost functional. Finally, we give some numerical simulations to illustrate
the theoretical results.
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Notations

Symbole Signification

R+ Ensemble de nombres réels positifs.
Rn R ∗ R ∗ ... ∗ R n fois.
C1(I) Ensemble des fonctions de I dans R dont la dérivée première

est continue.
L2(I) Espace des fonctions à valeurs réelles à carrée intégrable sur I.
L∞(I) Espace des fonctions à valeurs réelles Lebesgue mesurables

essentiellement bornées sur I.
FV −1 Matrice de la génération suivante.
ρ(FV −1) Le rayon spectral de la matrice FV −1.
∈ Appartient.
⊂ Inclu.
<,> Produit scalaire.
p.p.t Presque partout.
min Minimum.
max Maximum.
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Introduction

L’épidémiologie est un domaine vaste où les mathématiques ont fait leurs

preuves, et ont apporté des contributions significatives. Dans ce sens, on doit

les travaux pionniers à Daniel Bernoulli pour avoir étudié l’efficacité de l’ino-

culation contre la variole voir [4].

Les modèles compartimentaux en épidémiologie ont fait leur apparition

en 1927 avec Kermack et McKeindrick, dont leur premier modèle est une re-

formulation du modèle épidémique de Ronald Ross [17] (modèle de paludisme)

en termes plus généraux, il s’agit d’un modèle de type susceptible-infectés-

réfractaires (SIR) [12]. Bien après, des mesures sanitaires étaient prises en

compte (vaccination, dépistage, quarantaine, traitement, ...). Glenn Webb et

Pierre Magal ont étudié certains de ces modèles, pour ne citer que [15, 13].

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressées à un modèle comparti-

mental du type SIR qui prend en considération la classe de la quarantaine et

ce, après un dépistage qui tient compte de la réponse de la population totale.

De plus, ce modèle connâıt également la rechute dans la classe des réfractaires.

En d’autres termes après un schéma thérapeutique strict dans la classe de la

quarantaine, ces individus cessent d’être infectieux et sont donc tous considérés

réfractaires. Dans la classe des réfractaires, ces individus doivent continuer un

certain traitement. Malheureusement, il y a une fraction qui rechute et devient

contagieuse, cela est dû à la négligence du traitement ou bien à la résistance au

traitement. Ces individus sont remis dans la classe des infectés.

Dans ce travail, deux questions sont abordées :

— La stabilité, qui concerne le comportement asymptotique des trajectoires

du modèle en question, par rapport aux états stationnaires, à savoir ;

l’équilibre sans maladie E0 et l’équilibre endémique E∗. Cependant, la sta-

bilité de ces derniers est parfaitement déterminée par le calcul du dit ”

taux de reproduction de base ” noté R0, et sa comparaison à l’unité.

Des simulations numériques sont établies afin de voir l’impact de certains

paramètres sur la stabilité. En particulier, l’effet de la rechute, du dépistage
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mais surtout de la population totale.

— Etude d’un problème de contrôle optimal. On considère le dépistage comme

contrôle et on définit une fonctionnelle coût, critère d’optimisation ou ob-

jectif. L’existence du contrôle optimal et les conditions d’optimalité ont été

établies. Quelques simulations numériques illustrent nos résultats.

Le chapitre 1 concerne quelques outils mathématiques et le chapitre 2 est

consacré à certains modèles mathématiques en épidémiologie. Dans le chapitre

3, nous avons établi la stabilité du modèle. Le chapitre 4 s’articule autour du

problème de contrôle optimal.

Des remarques et des perspectives permettent de conclure notre travail.
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Chapitre 1

Outils mathématiques

1.1 Quelques rappels sur les systèmes dynamiques

1.1.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz sans contrôle

Soient I ×Ω un ouvert de R×Rn et f : I ×Ω → Rn une fonction continue.
On considère le système différentiel

ẋ = f(t, x(t)),

x(t0) = x0.

(1.1)

Définition 1.1 [9] La fonction f est localement Lipschitzienne par rapport à x
si pour tout (t0, x0) ∈ I × Ω, il existe un voisinage V de (t0, x0) et k > 0 tels
que
∀(t, x1), (t, x2) ∈ V , on a

∥f(t, x1)− f(t, x2)∥ ≤ k∥x1 − x2∥

Définition 1.2 [9] Considérons le système différentiel (1.1), une fonction x :
I → Rn est dite solution du problème de Cauchy (1.1) si et seulement si :

1. x est continue et, pour tout t ∈ I, x(t) ∈ Ω.

2. Pour tout t ∈ I, x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(τ, x(τ))dτ.

Théorème 1.1 (Cauchy-Lipschitz)[9]
Soit f : I × Ω → Rn une fonction continue, localement Lipschitzienne par
rapport à la seconde variable. Alors il existe τ > 0, et une fonction Φ solution
de l’équation ẋ = f(t, x(t)) définie sur l’intervalle J =]t0− τ, t0+ τ [. Si de plus,
Φ(t0) = x0, alors Φ est unique.

Remarque 1.1 Si cette solution est bornée, alors elle est définie sur tout I.

9
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1.1.2 Principe de linéarisation

Soit f : Ω → Rn une fonction de classe C1, on considère l’équation différentielle

ẋ = f(x), (1.2)

le système (1.2) est dit autonome et l’on a les définitions suivantes

Définition 1.3 [2] x∗ est un point déquilibre de l’équation (1.2) si f(x∗) = 0.

la linéarisation d’un système non linéaire est basée sur la linéarisation de
la fonction f au voisinage d’un point d’équilibre x∗ voir aussi[2, 11]. Soit la
variable locale

u = x− x∗

tel que si u tend vers 0, x tend vers x∗. Pour t fixé, on considère l’approximation
du premier ordre au voisinage de x∗

fi(x1, ..., xn, t) ≃ fi(x
∗
1, ..., x

∗
n, t) +

∂fi(x
∗
1, ..., x

∗
n, t)

∂x1
u1 + ...+

∂fi(x
∗
1, ..., x

∗
n, t)

∂xn
un.

(1.3)
où

f(x, t) = f(x).

On utilise les relations définissant le point d’équilibre, et en négligeant les termes
d’ordre supérieur à 1 dans le développement de Taylor, nous obtenons le système
linearisé suivant :

u̇ = F (t)u. (1.4)

avec

F (t) =


∂f1
∂x1

... ∂f1
∂xn

... . . . ...

∂fn
∂x1

... ∂f1
∂xn

 (1.5)

est la matrice jacobienne de fau point x∗.

1.1.3 Stabilité des équilibres

Définition 1.4 [11] Un point d’équlibre x∗ de (1.1) est dit stable. Si pour tout
ε positif, il existe un δ positif tel que, pour toute solution x(t) de (1.1), on a

∥x0 − x∗∥ ≤ δ =⇒ ∥x(t)− x∗∥ ≤ ε.

Définition 1.5 [11] Un point d’équilibre x∗ est dit instable, s’il n’est pas stable.
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Définition 1.6 (Attractivité [5])

— Un point d’équilibre x∗ de (1.1) est dit attractif s’il existe un D ⊂ Ω voisi-
nage de x∗ tel que pour toute condition initiale x commençant dans D, la
solution correspondante Φt(x) du système (1.1) est définie pour tout t ≥ 0
et tend vers x∗ lorsque t tend vers l’infini. En d’autres termes,

lim
t→+∞

Φt(x) = x∗.

— Le point x∗ est dit globalement attractif si lim
t→+∞

Φt(x) = x∗ pour toute

condition initiale x ∈ Ω.

Définition 1.7 (Stabilité asymptotique locale [5]) Un point d’équilibre x∗ de
(1.1) est dit localement asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

Définition 1.8 (Stabilité asymptotique globale [5]) Un point d’équilibre x∗ de
(1.1) est dit globalement asymptotiquement stable s’il est à la fois stable, globa-
lement attractif.

Définition 1.9 (Méthode fluctuation, [19] p.367) Soit F : [b,∞) → R est une
fonction bornée et différentiable, alors il existe des suites sk, tk → ∞ telles que{

F (sk) → F∞, F ′(sk) → 0
F (tk) → F∞, F ′(tk) → 0

quand k → ∞

Stabilité d’un système linéaire

Considérons le système linéaire suivant

ẋ = Ax, x ∈ Rn

où A est une matrice n× n.

Théorème 1.2 [9] Soient λ1, λ2, ..., λn des valeurs propres complexes de la ma-
trice A, alors

— L’origine est un équilibre stable si toutes les valeurs propres de A ont des
parties réelles négatives ou nulles.

— L’origine est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs
propres de A sont de partie réelle strictement négative.

— Si A a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive,
alors l’origine est instable.
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Stabilité par linéarisation

On considère le système non linéaire (1.2), le linearisé de (1.2) est donné par

ẋ = Ax, x ∈ Rn. (1.6)

où A est la matrice jacobienne de f au point x∗.
l’étude de la stabilité locale de (1.2) revient à l’étude de la stabilité de (1.6).

Théorème 1.3 [9] Soit x∗ un point d’équilibre pour (1.2)

— Si l’origine est stable pour (1.6) alors le point d’équilibre x∗ est localement
stable pour (1.2).

— Si l’origine est asymptotiquement stable pour (1.6) alors le point d’équilibre
x∗ est localement asymptotiquement stable pour (1.2).

Critère de Routh-Hurwitz

La stabilité d’un système linéaire est liée à la nature des valeurs propres de
la matrice A et qui sont solutions de l’équation

λn + a1λ
n−1 + ...+ an = 0,

Soit la matrice de Routh-Hurwitz donnée par :

H =


a1 a3 a5 ... 0
1 a2 a4 ... 0
0 a1 a3 ... 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 ... an

 (1.7)

On considère les principaux déterminants mineurs diagonaux de la matrice (1.7)

∆1 = a1,∆2 =

∣∣∣∣a1 a3
1 a2

∣∣∣∣ , ...,∆n = an.

Théorème 1.4 [11] Une condition nécessaire et suffisante pour que toutes les
racines de l’équation caractéristique aient la partie réelle strictement négative
est que tous les mineurs diagonaux ∆k, k = 1, ..., n de la matrice (1.7) soient
positifs.

1.2 Taux de reproduction de base R0

Pour voir si l’épidémie se propage ou pas, il est nécessaire de calculer le taux
de reproduction de base R0, qui désigne le nombre moyen d’infection secondaires
causées par un individu infectieux pendant sa période d’infectiosité dans une
population totalement sensible [10].
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Figure 1.1 – Le flux entrant et sortant dans un compartiment infecté.

1.2.1 Méthode de Van den Driessche et Watmough (méthode de
matrice de génération suivante [21])

Considérons une population de taille N divisée en n compartiments, dans
lesquels les m premiers sont ceux des infectés. Le nombre d’individus dans
chaque compartiment i définit par xi, soit le système des équations différentielles
qui modélise une épidémie

x′ = f(t, x)

avec x = (x1, x2, ..., xn)
T , xi ≥ 0

Nous définissons Xs comme l’ensemble de tous les états sans maladie,

Xs = {x ≥ 0|xi = 0, i = 1, ...,m}.

Sont notés ;

— Fi(x) le taux d’apparition de nouveaux infectés, dans le compartiment i.

— V+
i (x) le taux de transfert des individus dans le compartiment i (déplacement,

vieillissement, guérison, etc . . .).

— V−
i (x) le taux de transfert des individus hors du compartiment i (mortalité,

infection, mouvement, etc . . .).

qui sont toutes des fonctions continues, deux fois différentiables. Finalement
le modèle de transmission de la maladie avec les conditions initiales positives
est donné par

x′ = Fi(x)− Vi(x). (1.8)

où
Vi(x) = V+

i (x)− V−
i (x)

De plus, ces fonctions satisfont aux hypothèses suivantes :

(H1) Si x ≥ 0, alors Fi,V+
i ,V−

i ≥ 0 pour i = 1, ..., n.
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(H2) Si xi = 0, alors V−
i = 0, en particulier pour tout x ∈ Xs.

S’il n’ y a rien dans un compartiment, rien ne peut en sortir. C’est la
propriété essentielle d’un modèle compartimenal.

(H3) Fi = 0, pour i > m.

(H4) Si x ∈ Xs, alors Fi(x) = V +
i (x) = 0 pour i = 1, ...,m.

(H5) Si F(x) = 0, alors toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne def
autour du point d’équilibre sans maladie ont des parties réelles négatives.

Lemme 1.1 [21] Si x0 est un équilibre sans maladie pour le système (1.8) et fi
satisfait (H1)− (H5), les dérivées DF(x0), DV(x0) sont partitionnées comme

DF(x0) =

(
F 0
0 0

)
, DV(x0) =

(
V 0
J3 J4

)
où F et V sont les matrices m×m définies par :

F =

[
∂Fi

∂xj
(x0)

]
V =

[
∂Vi
∂xj

(x0)

]
avec 1 ≤ i, j ≤ m.

De plus, F est non-négative, V est une matrice de Metzler (matrice dans laquelle
toutes les composantes hors diagonale sont positives) non singulière, J3 et J4
sont deux matrices dont les valeurs propres de J4 sont à partie réelle positive.

Définition 1.10 On appelle rayon spectrale d’une matrice A, la valeur maxi-
mum du module des valeurs propres de A noté ρ(A) :

ρ(A) = max
λ∈sp(A)

|A|.

Définition 1.11 R0 est défini comme le rayon spectral de la matrice de la
génération suivante i.e

R0 = ρ(FV −1).

1.3 Contrôle optimal

1.3.1 Théorème de Cauchy-Lipschitz avec contrôle

Soit I = [t0, T ] (0 < t0 < T < +∞) un intervalle de R, on considère le
système de contrôle suivant

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, T ],

x(t0) = x0.
(1.9)
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x(t) ∈ Rn représente la variable d’état et u(t) ∈ Uadm ⊂ Rk représente le
contrôle. Uadm est un ouvert non vide de Rk, et

U = {u() : I → Rk mesurable |u(t) ∈ Uadm p.p.t}

est le domaine des contrôles admissibles i.e l’ensemble des contrôles u(.) tels
que la trajectoire associée est bien définie sur I [20].
f : I × Rn × Rk → Rn est une fonction qui satisfait les hypothèses suivantes

A1) f ∈ C(I × Rn × Rk,Rn).

A2) Pour tout u ∈ Uadm, f(t, ., u) est bornée sur les bornés de Rn.

A3) ∃C > 0 tel que ∀t ∈ I,∀y ∈ Rn,∀u ∈ Uadm on a

|f(t, y, u)|Rn ≤ C(1 + |y|Rn + |u|Rk).

Théorème 1.5 (Cauchy-Lipschitz [20]) Sous les conditions A1), A2) le problème
de Cauchy (1.9) admet une solution Φ unique définie sur l’intervalle t0 ∈ J ⊂ I.
Si de plus, f satisfait l’hypothèse A3) alors cette solution sera définie sur I tout
entier.

Remarque 1.2 J est dit un intervalle maximale i.e si (J̄ , Φ̄) est une solution
de (1.9) alors J̄ ⊂ J et Φ̄ = Φ|J̄ .

1.3.2 Problème de contrôle optimal

En plus d’un problème de contrôle, on s’intéresse à un problème d’optimi-
sation, qui consiste à trouver un contrôle u(t) ainsi que la trajectoire associée
qui minimise ou maximise un certain objectif C(u). Un problème de contrôle
optimal se formule, en général, comme. Soit le système de contrôle{

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, T ],
x(t0) = x0,

(1.10)

pour le problème

(P )

{
minC(u).
u ∈ U

(1.11)

C(u) = ψ(T, x(T )) +

∫ T

t0

g(t, x(t), u(t))dt.

avec
ψ : [t0,+∞[×Rn → R,

g : [t0, T ]× Rn × Rk → R.
sont deux fonctions données.
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Maintenant, pour que le coût C(u) soit bien défini pour tout contrôle u ∈ U ,
et l’infimum de C(u) sur U soit fini, on met les hypothèses suivantes sur g et ψ :

A4) ∀R > 0,∃CR > 0 tel que ∀t ∈ [t0, T ],∀y ∈ B̄(0, R),∀u ∈ Uadm,

|g(t, y, u)| ≤ CR(1 + |u|Rk).

A5) les fonction g et ψ sont minorées sur [t0, T ]×Rn ×Rk et sur [t0,+∞[×Rn

respectivement.

L’hypothèse A4) assure que le cout C(u) est bien défini et l’hypothèse A5) que
l’infimum de C(u) sur U est fini.

1.3.3 Principe du maximum de Pontryagin(PMP)

Rappelons le système de contrôle{
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, T ],
x(t0) = x0,

(1.12)

pour le problème

(P )

{
minC(u)
u ∈ U

(1.13)

avec

C(u) = ψ(T, x(T )) +

∫ T

t0

g(t, x(t), u(t))dt.

x(T ) libre (c’est-à-dire non spécifiée) et T libre ou fixé.

Définition 1.12 L’Hamiltonien associé au problème de contrôle optimal (1.12)-
(1.13) est la fonctionnelle H : [t0, T ]× Rn × Rn × Rk → R telle que

H(t, x, λ, u) =< λ, f(t, x, u) > +g(t, x, u).

Lorsque H ne dépend pas explicitement du temps, on dit que l’Hamiltonien est
autonome. Ici, le produit scalaire est dans Rn × Rn.

Avant d’énoncer le principe du maximum de Pontryagin (PMP), on suppose
que les fonctions g et ψ satisfont aux hypothèses supplémentaires suivantes :

A6) g ∈ C([t0, T ]× Rn × Rk;R) et g est de classe C1 par rapport à u, de plus
ψ ∈ C1([t0,+∞[×Rn;R)
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A7) Pour tout R > 0, il existe C̃R > 0 tel que ∀t ∈ [t0, T ],∀y ∈ B̄(0, R),∀u ∈
Uadm,

∂g

∂x
(t, y, u) ≤ C̃R(1 + |u|Rk).

Théorème 1.6 (Principe du maximum de Pontryagin [20]) On considère le
problème de contrôle optimal (1.12)-(1.13) et on suppose que les hypothèses Ai)
pour i = 1, ..., 7 sont satisfaites.
Si u∗ est un contrôle optimal et x∗ est la trajectoire associée. Alors il existe une
fonction λ : [t0, T ] → Rn absolument continue appelée vecteur adjoint telle que

a)

ẋ∗(t) =
∂H

∂λ
(t, x∗(t), λ(t), u∗(t)), p.p.t ∈ [t0, T ]

= f(t, x∗(t), u∗(t)), p.p.t ∈ [t0, T ],

x∗(t0) = x0,

λ̇(t) = −∂H
∂x

(t,X∗(t), λ(t), u∗(t)), p.p.t ∈ [t0, T ]

= −
[
∂f

∂x
(t, x∗(t), u∗(t))

]⊺
.λ(t)− ∂g

∂x
(t, x∗(t), u∗(t)), p.p.t ∈ [t0, T ]

λ(T ) =
∂ψ

∂x
(T, x∗(T )).(condition de transversalité)

b) u∗ ∈ arg min
v∈Uadm

H(t, x∗(t), λ(t), v), p.p.t ∈ [t0, T ], c’est à dire

H(t, x∗(t), λ(t), u∗(t)) = min
v∈Uadm

H(t, x∗(t), λ(t), v), p.p.t ∈ [t0, T ],

c) Si de plus le temps final T est libre, on a :

H(T, x∗(T ), λ(T ), u∗(T )) = −∂ψ
∂t

(T, x∗(T )).

Un triplet (x∗, u∗, λ) satisfait aux conditions ci-dessus est appelé une extrémale
ou bien un candidat d’optimalité.

Remarque 1.3 Le principe du maximum de Pontryagin ne fournit qu’une condi-
tion nécessaire mais pas suffisante d’optimalité. En revanche, le PMP ne ga-
rantit pas l’existence d’un contrôle optimal. L’intérêt pratique du PMP est de
restreindre le champ des possibilités en vue de l’obtention d’un contrôle opti-
mal : on commence par considérer les extrémales et, en espérant qu’elles ne
sont pas trop nombreuses, on en fait ensuite le tri.
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Remarque 1.4 Dans le cas où Uadm = Rk, c’est à dire, lorsqu’il n’y a pas de
contraintes sur le contrôle, la condition b) du théorème précédent devient

∂H

∂u
= 0.

Soit E un espace de Banach, on a les définitions suivantes

Définition 1.13 [7] Un ensemble A ⊂ E est dit convexe si

tx+ (1− t)y ∈ A ∀x, y ∈ A, ∀t ∈ [0, 1].

Définition 1.14 [7]

— Une fonction φ : E →]−∞,+∞] est dite convexe si

φ(tx+ (1− t)y) ≤ tφ(x) + (1− t)φ(y) ∀x, y ∈ E, ∀t ∈]0, 1[.

— Une fonction φ est dite concave si (−φ) est convexe i.e.

φ(tx+ (1− t)y) ≥ tφ(x) + (1− t)φ(y) ∀x, y ∈ E, ∀t ∈ [0, 1].

Corollaire 1.1 [7] Si φ est deux fois dérivable, alors ;

1) φ est convexe si φ′′ est positive ou nulle,

2) φ est concave si φ′′ est négative ou nulle.

Définition 1.15 Un ensemble est dit faiblement compact dans un espace vec-
toriel topologique si toute suite d’éléments de cet ensemble admet une sous-suite
faiblement convergente dont la limite est dans l’ensemble.

Théorème 1.7 (Théorème de Mangasarian [16]) Supposons que les hypothèses
du théorème 1.6 sont satisfaites, alors le principe du maximum de Pontrya-
gin PMP fournit une condition suffisante d’optimalité sous les hypothèses sui-
vantes :

i) U = L2([t0, T ];Uadm), avec T fixé et Uadm un ensemble convexe fermé non
vide.

ii) La fonction (x, u) 7→ H(t, x, λ, u) est convexe presque pour tout t ∈ [t0, T ].

iii) La fonction x 7→ ψ(T, x) = h(x) est convexe.



Chapitre 2

Quelques modèles mathématiques en
épidémiologie

2.1 Modèle avec traitement

Un modèle mathématique couramment utilisé en épidémiologie pour étudier
l’efficacité d’un traitement est le modèle SIR avec traitement. Une forme de
traitement possible pour certaines maladies est la vaccination, qui permet de se
protéger contre l’infection avant le début d’une épidémie. Considérons le modèle
SITR proposé dans [6] où T représente la classe de traitement. Dans ce modèle,
une fraction des infectés est sélectionnée pour le traitement par un taux γ, le
traitement réduit l’infectivité par un taux δ, et par un taux η pour quitter la
classe de traitement.
Le modèle s’écrit comme suit :

S ′ = −βS[I + δT ],

I ′ = βS[I + δT ]− (α + γ)I,

T ′ = γI − ηT,

R′ = αI + ηT.

(2.1)

avec N(t) = S(t) + I(t) + T (t) +R(t) est la population totale. On note par S,
I, T et R, la classe des susceptibles, infectés, traités et retirés respectivement.
Pour calculer le taux de reproduction de base pour (2.1), on peut considérer
qu’un infectieux dans une population totalement sensible provoque βN nou-
velles infections par unité de temps, et que la durée moyenne de l’infection
est 1

α+γ . En outre, une fraction γ
α+γ des personnes infectées est traitée. Alors

qu’au stade du traitement, le nombre de nouvelles infections causées par unité
de temps est βN , et la durée dans la classe de traitement est 1

η . Le taux de

19
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reproduction de base du modèle (2.1) est

R0 =
βN

α + γ
+

γ

α + γ

δβN

η
.

2.2 Modèle avec quarantaine

On présente, ici, un modèle du type SIR qui prend en considération la quaran-
taine. La population considérée est divisée en quatre sous-classes épidémiologiques :
S(t) : classe des susceptibles ; sont les individus qui risquent d’être infectées.
I(t) : classe des infectés ; sont des individus atteints de la maladie et capables

de la transmettre.
Q(t) : classe de la quarantaine ; sont des individus infectés qui présentent des

signes de la maladie et qui sont isolés.
R(t) : classe des réfractaires ; sont les individus mis en quarantaine qui se

rétablissent de la maladie.

La dynamique de ce modèle est donnée par le système d’équations différentiel
ordinaires suivant

S ′(t) = A− βS(t)I(t)− µS(t),

I ′(t) = βS(t)I(t)− (γ + µ)I(t),

Q′(t) = γI(t)− (δ + µ)Q(t),

R′(t) = δQ(t)− µR(t).

(2.2)

avec
S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 ≥ 0, Q(0) = Q0 > 0, R(0) = r0 ≥ 0 sont des condi-
tions initiales.

N(t) = S(t) + I(t) +Q(t) +R(t) est la population totale.
A : flux entrant dans la classe des susceptibles,
µ : taux de mortalité naturelle,
β : taux de transmission de l’infection,
γ : taux de transfert de la classe des infectés en quarantaine,
δ : taux de guérison.

— Il existe d’autres modèles en équations différentielles ordinaires qui prennent
en considération la quarantaine [6, 14]
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— D’autres modèles prennent en considération le dépistage via la réponse de
la population totale par exemple [1]

— Par ailleurs, pour un modèle qui tient compte du dépistage, de la réponse
de la population totale et puis de la rechute, on peut citer [18]. Ces deux
derniers présentent des modèles en équations aux dérivées partielles.

— Pour notre part, on a étudié la stabilité puis le contrôle optimal au modèle
conçu en [18] mais en système différentiel ordinaire.



Chapitre 3

Comportement asymptotique du
modèle de base

3.1 Modèle de base

Dans notre travail, rappelons que le modèle de base est un système d’équations
différentiel ordinaires avec quarantaine. Ce dernier prend en considération le
dépistage de la population totale et qui tient compte la rechute dans la classe des
réfractaires. Nous considérons une population N divisée en quatre sous-classes
épidémiologiques distinctes : des individus susceptibles, infectés, en quaran-
taine, réfractaires. La densité de chacune est notée respectivement S(t), I(t),
Q(t), R(t), t ≥ 0.

Le modèle se formule comme suit :

S ′(t) = A− µS(t)− βS(t)I(t),

I ′(t) = βS(t)I(t) + δR(t)− (µ+ v(t)ψ(N(t)))I(t),

Q′(t) = v(t)ψ(N(t))I(t)− (µ+ ϕ)Q(t),

R′(t) = ϕQ(t)− (µ+ δ)R(t).

(3.1)

où N(t) = S(t) + I(t) +Q(t) +R(t) est la population totale et,

S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 ≥ 0, Q(0) = Q0 > 0, R(0) = r0 ≥ 0.

sont des conditions initiales.
La fonction ψ est définie de R+ dans R+, supposée localement Lipschitzienne
et décroissante. Tous les paramètres sont définis dans le tableau suivant et sont
supposés positifs. Pour la stabilité, nous supposons que v(t) = v constant.

22
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Figure 3.1 – Schéma de transmission du modèle SIQRI.

Dans ce modèle :

— Par le contact entre susceptibles et infectés à un taux β près, une fraction
βS(t)I(t) devient infectée (action de masse).

— Grâce au programme de dépistage appliqué à la population totale de taille
N(t), une fraction des dépistés sont identifiés infectés et sont systématiquement
mis en quarantaine.

— Suite au schéma stricte de la quarantaine tous les individus en quaran-
taines cessent d’être infectieux(traitement avec succès) et sont considérés
réfractaires.

— Pour quelques raisons(négligence du traitement,...), quelques réfractaires
rechutent et sont donc considérés comme de nouveaux cas infectés.

— Chaque classe connait une mortalité naturelle µ supposée constante.

Proposition 3.1 Le système (3.1) admet une unique solution (S(t), I(t), Q(t), R(t))
positive dès que les conditions initiales sont positives. De plus, la solution est
bornée et on a

S(t) + I(t) +Q(t) +R(t) = N(t) ≤ A

µ

Preuve. Notons que le second membre du système (3.1) est continu, loca-
lement Lipschitzien par rapport à la trajectoire. L’existence et l’unicité de la
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paramètre interpritation

A : Recrutements des individus susceptibles.

µ : taux de mortalité naturelle.

δ : taux de rechute.

β : taux de transmission de la maladie.

v(t) : taux de dépistage(nombre des dépistés par unité de temps.)

ϕ : taux de traitement

ψ(N(t)) : fonction réponse de la population totale N(t) au dépistage.

Table 3.1 – interprétation des paramètres

solution est donc assurée par le théorème de Cauchy-Lipschitz .
Maintenant soitM = R4

+, Pour l’invariance deM , supposons par l’absurde qu’il
existe un t∗ tel que

t∗ = inf{t > 0, (S(t∗), I(t∗), Q(t∗), R(t∗)) ∈ ∂M}

Alors

� pour S(t∗) = 0, I(t∗) > 0, Q(t∗) > 0, R(t∗) > 0 on a
S ′(t∗) = A > 0 alors il existe ε > 0 petit tel que S(t∗ − ε) < S(t∗) = 0
contradiction par la définition de t∗.

� pour I(t∗) = 0, S(t∗) > 0, Q(t∗) > 0 R(t∗) > 0 on a
I ′(t∗) = δR(t∗) > 0 alors il existe ε > 0 petit tel que I(t∗ − ε) < I(t∗) = 0.

� pour Q(t∗) = 0, S(t∗) > 0, I(t∗) > 0, R(t∗) > 0 on a
Q′(t∗) = vψ(N(t∗))I(t∗) > 0 alors il existe ε > 0 petit tel que Q(t∗ − ε) <
Q(t∗) = 0 contradiction par la définition de t∗.

� pour R(t∗) = 0, S(t∗) > 0, I(t∗) > 0, Q(t∗) > 0 on a
R′(t∗) = ϕQ(t∗) > 0 alors il existe ε > 0 petit tel que R(t∗−ε) < R(t∗) = 0
contradiction par la définition de t∗.

d’ou l’invariance de R4
+. Pour la bornitude de la solution par A

µ , l’addition des
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équations du système (3.1) nous donne :

N ′(t) = A− µN(t),

après un simple calcul nous obtenons

N(t) =
A

µ
+ (N0 −

A

µ
) exp(−µt),

de plus,

lim
t→∞

N(t) =
A

µ
.

Par conséquent, le modèle (3.1) admet une solution unique, positive et bornée
par A

µ , et on définit le domaine biologique de notre modèle par

Ω = {(S(t), I(t), Q(t), R(t)) ∈ R4
+, S(t) + I(t) +Q(t) +R(t) ≤ A

µ
}

3.2 Le taux de reproduction de base

Pour calculer le taux de reproduction de base R0, on utilise la matrice de
la génération suivante (next-generation matrix) [21], le système réduit de (3.1)
peut s’écrire sous la forme :

X ′ = F(X)− V(X).

où X = (I,Q,R)T ,

F(X) =


βS(t)I(t)

0

0

 et V(X) =


(µ+ vψ(N(t))I(t)− δR(t)

−vψ(N(t)) + (µ+ ϕ)Q(t)

−ϕQ(t) + (µ+ δ)R(t)

 .

Il est clair que E0 = (Aµ , 0, 0, 0) est un équilibre trivial pour (3.1), soient F et
V les matrices Jacobiennes de F et V respectivement au point E0,
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F =


βA
µ 0 0

0 0 0

0 0 0

 , V =


µ+ vψ(Aµ ) 0 −δ

−vψ(Aµ ) µ+ ϕ 0

0 −ϕ µ+ δ

 .

Le déterminant de V est donné par

detV = (µ+ vψ(
A

µ
))(µ+ ϕ)(µ+ δ)− δϕvψ(

A

µ
).

On a alors,

V −1 =
1

detV



(µ+ ϕ)(µ+ δ) ϕδ δ(µ+ ϕ)

vψ(Aµ )(µ+ δ) (µ+ vψ(Aµ ))(µ+ δ) δψ(Aµ )

vψ(Aµ )ϕ ϕ(µ+ vψ(Aµ )) (µ+ vψ(Aµ ))(µ+ ϕ)


,

FV −1 =
1

detV



βA(µ+ϕ)(µ+δ)
µ

βAϕδ
µ

βAδ(µ+ϕ)
µ

0 0 0

0 0 0


.

Le taux de reproduction de base est le rayon spectrale de matrice de la génération
suivante FV −1, et est donné par

R0 = ρ(FV −1) =
βA(µ+ ϕ)(µ+ δ)

µ((µ+ vψ(Aµ ))(µ+ ϕ)(µ+ δ)− δϕvψ(Aµ ))
.

3.3 Stabilité de l’équilibre sans maladie

Théorème 3.1 Si R0 < 1, l’équilibre sans maladie E0 est globalement asymp-
totiquement stable, instable si R0 > 1.
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Preuve. Pour prouver la S.A.G (stabilité asymptotique globale) de E0, il suf-
fit de prouver la stabilité locale ensuite l’attractivité globale.

Linéarisons (3.1) au voisinage de E0, nous avons

S ′(t) = −µS(t)− βA
µ I(t),

I ′(t) = βA
µ I(t) + δR(t)− (µ+ vψ(Aµ )I(t),

Q′(t) = vψ(Aµ )I(t)− (µ+ ϕ)Q(t),

R′(t) = ϕQ(t)− (µ+ δ)R(t).

(3.2)

la matrice jacobienne du système linéarisé est la suivante :

J(E0) =


−µ −βA

µ 0 0

0 −µ+ βA
µ − vψ(Aµ ) 0 δ

0 vψ(Aµ ) −(µ+ ϕ) 0

0 0 ϕ −(µ+ δ)


Les valeurs propres λ de la matrice jacobienne J(E0) sont les racines de l’équation
carctéristique∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−µ− λ −βA
µ 0 0

0 −µ+ βA
µ − vψ(Aµ )− λ 0 δ

0 vψ(Aµ ) −(µ+ ϕ)− λ 0

0 0 ϕ −(µ+ δ)− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = o

L’équation caractéristique est donnée par

(λ+ µ)H(λ) = 0 (3.3)

où

H(λ) = (λ− βA

µ
+ µ+ vψ(

A

µ
))(λ+ µ+ ϕ)(λ+ µ+ δ)− δϕvψ(

A

µ
).

Il est clair que −µ est une valeur propre de (3.3), et toutes les autres valeurs
propres sont les racines de H(λ) = 0.

Etape 1 : si R0 < 1, prouvons la stabilité locale par le critère de Routh-
Hurwitz ; l’équation de H(λ) s’écrit sous la forme :

H(λ) = λ3 + aλ2 + bλ+ c,
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avec

a = −βA
µ

+ µ+ vψ(
A

µ
) + 2µ+ ϕ+ δ.

b = (µ+ ϕ)(µ+ δ) + (−βA
µ

+ µ+ vψ(
A

µ
))(µ+ ϕ)(µ+ δ).

c = [(µ+ vψ(
A

µ
))(µ+ ϕ)(µ+ δ)− δϕvψ(

A

µ
)](1−R0).

Remarquons que si R0 < 1, les coefficients a, b et c de H(λ) sont positifs. De
plus, on a

ab− c = (2µ+ ϕ+ δ)(µ+ ϕ)(µ+ δ) + (2µ+ ϕ+ δ)2(−βA
µ

+ µ+ ψ(
A

µ
))

+ (−βA
µ

+ µ+ ψ(
A

µ
))2(2µ+ ϕ+ δ)− δϕvψ(

A

µ
)

> 0.

Alors selon le critère de Routh-Hurwitz, l’équilibre sans maladie E0 est locale-
ment asymptotiquement stable.

Etape 2 : si R0 > 1, prouvons l’instabilité de E0. Pour toute λ ∈ R, on
a

H(0) =

[
(µ+ vψ(

A

µ
))(µ+ ϕ)(µ+ δ)− δϕvψ(

A

µ
)

]
(1−R0) < 0

et
lim

λ→+∞
H(λ) = +∞

ce qui assure l’existence d’une valeur propre positive. Par conséquent, E0 est
instable pour R0 > 1.

Etape 3 : prouvons l’attractivité globale par le lemme de fluctuation (voir
chapitre 1, définition 1.9) ;
On définit premièrement

lim sup
t→+∞

(S(t), I(t), Q(t), R(t)) = (S∞, I∞, Q∞, R∞).

on a aussi

lim
t→∞

N(t) = N∞ ≤ A

µ
.

Nous utilisons le lemme de fluctuation [19], il existe des suites (sk), (ik), (qk), (rk),
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k ∈ N , qui tendent vers l’infini quand k tend vers l’infini tel que
S(sk) → S∞ et S ′(sk) → 0,
I(ik) → I∞ et I ′(ik) → 0,
Q(qk) → Q∞ et Q′(qk) → 0,
R(rk) → R∞ et R′(rk) → 0.

De la troisième équation de (3.1) on a

Q∞ ≤
vψ(Aµ )

(µ+ ϕ)
I∞. (3.4)

Et de la quatrième équation de (3.1) on a

R∞ ≤
ϕvψ(Aµ )

(µ+ ϕ)(µ+ δ)
I∞. (3.5)

D’aprés (3.4) et (3.5) et la deuxième équation de (3.1) on a

0 ≤ βS∞I∞ − (µ+ vψ(
A

µ
))I∞ +

δϕvψ(Aµ )

(µ+ ϕ)(µ+ δ)
I∞.

puisque S∞ ≤ A
µ alors

0 ≤ βA

µ
I∞ − (µ+ vψ(

A

µ
))I∞ +

δϕvψ(Aµ )

(µ+ ϕ)(µ+ δ)
I∞.

ce qui donne

0 ≤
(µ+ vψ(Aµ ))(µ+ ϕ)(µ+ δ)− δϕvψ(Aµ )

(µ+ ϕ)(µ+ δ)
I∞(R0 − 1).

Puisque R0 < 1, alors nécessairement I∞ = 0, ce qui implique que Q∞ = 0
et R∞ = 0. Par conséquent βI∞S∞ → 0 quand t → +∞ et le comportement
asymptotique de S obéit à l’équation S ′(t) = A − µS(t). Ceci implique que
S(t) → A

µ quand t→ ∞.

3.4 Existence et stabilité de l’équilibre endémique

Lemme 3.1 Si R0 > 1, il existe un équilbre endémique unique E∗ pour le
système (3.1).
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Preuve. L’équilibre endémique satisfait le système suivant

A− µS∗ − βS∗I∗ = 0,

βS∗I∗ + δR∗ − (µ+ vψ(N ∗))I∗ = 0,

vψ(N ∗)I∗ − (µ+ ϕ)Q∗ = 0,

ϕQ∗ − (µ+ δ)R∗ = 0.

(3.6)

de la première équation de (3.6), on a

S∗ =
A

µ+ βI∗
. (3.7)

ainsi, de la troisième et quatrième équation de système (3.6), on a

Q∗ =
vψ(Aµ )

µ+ ϕ
I∗. (3.8)

R∗ =
ϕvψ(Aµ )

(µ+ ϕ)(µ+ δ)
I∗. (3.9)

Ensuite, en combinant (3.7), (3.9) et la deuxième équation de (3.6), nous avons

βA

µ+ βI∗
I∗ +

δϕvψ(Aµ )

(µ+ ϕ)(µ+ δ)
I∗ − (µ+ vψ(

A

µ
))I∗ = 0.

pour I∗ ̸= 0, on a

βA

µ+ βI∗
+

δϕvψ(Aµ )

(µ+ ϕ)(µ+ δ)
− (µ+ vψ(

A

µ
)) = 0.

Finalement si βA(µ + ϕ)(µ + δ) > µ[(µ + vψ(Aµ ))(µ + ϕ)(µ + δ) − δϕvψ(Aµ )]
autrement dit R0 > 1, l’expression de I∗ est donnée par

I∗ =
µ

β

(
βA(µ+ ϕ)(µ+ δ)

µ[(µ+ vψ(Aµ ))(µ+ ϕ)(µ+ δ)− δϕvψ(Aµ )]
− 1

)
.

Nous concluons que si R0 > 1 il existe un unique équilibre endémique E∗ =
(S∗, I∗, Q∗, R∗) pour le système (3.1) avec,

S∗ = A
µR0

, I∗ = µ
β (R0 − 1)

Q∗ =
µvψ(Aµ )

β(µ+ϕ)(R0 − 1) , R∗ =
µϕvψ(Aµ )

β(µ+ϕ)(µ+δ)(R0 − 1)
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Théorème 3.2 Si R0 > 1 et si l’inégalité a3(a1a2 − a3) > a21a4 est satisfaite,
alors l’équilibre E∗ est localement asymptotiquement stable. Les paramètres a1,
a2, a3 et a4 sont les coefficients de l’équation caractéristique du système (3.1)
au voisinage de E∗.

Preuve. La preuve du théorème fait intervenir le critère de Routh-Hurwitz,
commençons par linéariser le système (3.1) autour de E∗, nous avons :



s′(t) = −µS(t)− βI∗S(t)− βS∗I(t),

I ′(t) = βI∗S(t) + βS∗I(t) + δR(t)− (vψ(N ∗) + µ)I(t)− vψ′(N ∗)I∗N(t),

Q′(t) = vψ′(N ∗)I∗N(t) + vψ(N ∗)I(t)− (µ+ ϕ)Q(t),

R′(t) = ϕQ(t)− (µ+ δ)R(t).

(3.10)
La jacobienne du système (3.10) est

J(E∗) =


−µ− βI∗ −βS∗ 0 0
βI∗ − dI∗ βS∗ − µ− dI∗ − vψ(N ∗) −dI∗ −vψ′(N ∗)I∗ + δ

dI∗ dI∗ + vψ(N ∗) dI∗ − (µ+ ϕ) dI∗

0 0 ϕ (µ+ δ)



où d = vψ′(N ∗) et N ∗ = S∗ + I∗ +Q∗ +R∗ = A
µ .

L’équation caractéristique du système (3.10) au point E∗ est donnée par :

λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ+ a4 = 0.
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avec

a1 = − βA

µR0
+ vψ(

A

µ
) + 3µ+ ϕ+ δ + µR0.

a2 = (− βA

µR0
+ vψ(

A

µ
) + µ)(3µ+ ϕ+ δ) + (µ+ ϕ)(µ+ δ) + (µ+ ϕ)µR0

+ (µ+ δ)µR0 + (vψ(
A

µ
) + µ))µ(R0 − 1).

a3 = (µ+ ϕ)(µ+ δ)µR0 + (− βA

µR0
+ vψ(

A

µ
) + µ)(2µ+ δ + ϕ)(µR0)

+
A(R0 − 1)

R0
(2µ+ ϕ+ δ).

a4 =
A(R0 − 1)(µ+ ϕ)(µ+ δ)

R0
.

remarquons que tous les coefficients ai, i = 1..., 4 sont positifs si et seulement
si R0 > 1, alors par le critère de Routh-Hurwitz le point d’équilibre endémique
est localement asymptotiquement stable si on a l’inégalité

a3(a1a2 − a3) > a21a4.

3.5 Simulations numériques

Afin d’illustrer les résultats théoriques et voir le comportement des trajec-
toires, on fixe a priori les paramètres suivants, voir [18] :

A = 0.01, µ = 0.02, ϕ = 0.2, β = 0.5.

et les conditions initiales :

S0 = 0.9, I0 = 0.01, Q0 = 0, r0 = 0.

Avec la première catégorie de données : ψ1(N) = 1
1+0.5N

premier sous cas : δ = 0.01, v = 0.5, on obtient un taux de reproduction
de base R0 = 0.83 < 1, remarquons d’après la figure 3.4 qu’il y a un convergence
vers l’équilibre sans maladie E0 = (0.5, 0, 0, 0).

deuxième sous cas : δ = 0.4, v = 0.9, on obtient un taux de reproduction
de base R0 = 2.14 > 1, remarquons d’après la figure 3.5 qu’il y a un convergence
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Figure 3.2 – L’évolution de la fonction ψ(N(t)) = ψ1(N(t)) par rapport au temps t.

vers l’équilibre endémique E∗ = (0.23, 0.04, 0.14, 0.07).

troisième sous cas : δ = 0.01, v = 0.1, on obtient un taux de reproduction
de base R0 = 3, 30 > 1, remarquons d’après la figure 3.6 qu’il y a un conver-
gence vers l’équilibre endémique E∗ = (0.15, 0.09, 0.03, 0.22)

Avec la deuxième catégorie de données : ψ2(N) = 1
1+10N

premier sous cas : δ = 0.01, v = 0.5. On obtient R0 = 3.20 > 1 et
d’après la figure 3.7 il y a une convergence vers l’équilibre endémique E∗ =
(0.15, 0.08, 0.03, 0.22).

deuxième sous cas : δ = 0.01, v = 0.9. On obtient R0 = 2.00 > 1 et
d’après la figure 3.8 il y a une convergence vers l’équilibre endémique E∗ =
(0.24, 0.04, 0.02, 0.18).
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Figure 3.3 – Variation du taux de reproduction de base R0 par rapport au taux de rechute
δ, et au taux de dépistage v.

Figure 3.4 – L’évolution des solutions du système (3.1) par rapport au temps t, dans le cas
où ψ = ψ1, δ = 0.01, v = 0.5.
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Figure 3.5 – L’évolution des solutions du système (3.1) par rapport au temps t, dans le cas
où ψ = ψ1, δ = 0.4, v = 0.9.

Figure 3.6 – L’évolution des solutions du système (3.1) par rapport au temps t, dans le cas
où ψ = ψ1, δ = 0.01, v = 0.1.
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Figure 3.7 – L’évolution des solutions du système (3.1) par rapport au temps t, dans le cas
où ψ = ψ2, δ = 0.01, v = 0.5.

Figure 3.8 – L’évolution des solutions du système (3.1) par rapport au temps t, dans le cas
où ψ = ψ2, δ = 0.01, v = 0.9.



Chapitre 4

Dépistage optimal

4.1 Formulation du problème

Dans cette section nous avons étendu le modèle (3.1) à un problème de
contrôle optimal, avec le paramètre de contrôle v qui représente le dépistage de
la population. L’objectif ici est de trouver la meilleure stratégie de dépistage qui
minimise la densité des infectés tout en tenant compte des ressources disponibles
et des coûts associés au dépistage.
Soit I = [0, T ], T > 0 fixé, pour tout t ∈ I considérons le système de contrôle
suivant :

S ′(t) = A− µS(t)− βS(t)I(t),

I ′(t) = βS(t)I(t) + δR(t)− (µ+ v(t)ψ(N(t)))I(t)

Q′(t) = v(t)ψ(N(t))I(t)− (µ+ ϕ)Q(t),

R′(t) = ϕQ(t)− (µ+ δ)R(t).

(4.1)

avec les conditions initiales :
S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 ≥ 0, Q(0) = Q0 > 0, R(0) = r0 ≥ 0.
et pour ε > 0, la famille d’objectifs :

Jε(v) = γ

∫ T

0

v(t)ψ(N(t))I(t)dt−η
∫ T

0

I(t)dt−θ
∫ T

0

v(t)dt− ε

2

∫ T

0

v2dt. (4.2)

Considérons la famille de problèmes de contrôle optimal ;

(pε)


max Jε(v),

v ∈ V.
(4.3)

Où
V =

{
v ∈ L∞(I;R+); vmin ≤ v(t) ≤ vmax, p.p.t

}
.

37
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Les différents termes dans la fonctionnelle coût (4.2) sont pondérés par les
constants positives γ, η, θ, ε. Le premier terme dans (4.2) désigne la densité
des individus ayant répondu favorablement au dépistage et identifiés infectés.
Le second et le troisième termes notent la densité des infectés et le coût social
du programme de dépistage. Le dernier terme dans (4.2) est formel (répond à
un besoin mathématique) et est donc faiblement pondéré.
On fait l’hypothèse suivante :
H) ψ est de classe C1(R+,R+).

4.2 Existence du contrôle optimal

Proposition 4.1 Pour tout v fixé dans V, le problème (4.1) admet une solu-
tion globale.

Etant donnée que la solution locale est bornée, elle sera donc globale.

Les deux lemmes suivants sont utiles pour la suite :

Lemme 4.1 L’ensemble V est convexe.

Il est aisé de prouver la convexité, en effet :
pour tous v1, v2 ∈ V , et λ ∈ [0, 1] on a,

vmin ≤ v1 ≤ vmax =⇒ λvmin ≤ λv1 ≤ λvmax, (4.4)

vmin ≤ v2 ≤ vmax =⇒ (1− λ)vmin ≤ (1− λ)v2 ≤ (1− λ)vmax, (4.5)

alors par (4.4) et (4.5) nous avons

vmin ≤ v1 + (1− λ)v2 ≤ vmax.

ce qui implique que v1 + (1− λ)v2 ∈ V .

Lemme 4.2 La fonctionnelle Jε est continue, bornée et concave.

Notons que pour ε fixé, Jε est quadratique donc continue concave (car la dérivée
seconde par rapport à v est strictement négative). De plus, Jε est uniformément
bornée sur V borné.

Théorème 4.1 Supposons que l’hypothèse H) est satisfaite. Le problème (4.1)-
(4.3) admet une solution optimale.

Preuve.
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— Etant donné V un domaine non vide, fermé, borné, convexe dans L∞(I) et
donc dans l’espace réflexif L2(I) puisque I est borné, (le lecteur est invité à
consulter les espaces Lp, dans [7]) alors V est faiblement-compact, (confère
[7] également).

— La fonctionnelle Jε étant uniformément bornée alors son suprêmum ”d”
est fini. Montrons que ”d” est atteint.
Puisque ”d” est fini, il existe (vn)n dans V et (Sn, In, Qn, Rn)n la trajec-
toire correspondante (où on a omis le epsilon) une suite maximisante i.e.
lim
n→∞

Jε(vn) = d. Alors, il existe : v̂ dans V telle que (vn) converge faible-

ment vers v̂ dans V (lemme 4.1).
En utilisant les équations du modèle, les trajectoires sont bornées et équi-
continues, puisqu’en intégrant la première équation (il en est de même pour
les autres) entre tous t1 et t2, il existe c > 0 ;

S(t1)− S(t2) ≤ c|t1 − t2|

les trajectoires sont donc uniformément convergentes, grâce au théorème
d’Ascoli ([7]), vers (Ŝ, Î , Q̂, R̂).
En écrivant les équations différentielles sous forme intégrale, le passage à
la limite se fait facilement, on retrouve que (Ŝ, Î , Q̂, R̂) satisfait le modèle
avec v̂. En effet ;
Sn(t) = Sn(0)+

∫ t
0 (A−βSn(r)In(r))dr converge vers Ŝ(t) = Ŝ(0)+

∫ t
0 (A−

βŜ(r)Î(r))dr. Il en serait de même pour les autres équations.
En dérivant ces dernières équations, on trouve que (Ŝ, Î , Q̂, R̂) satisfait le
modèle avec v̂.

Par ailleurs, dans l’objectif, le passage à la limite se fait dans chaque terme.
On aura Jε(vn) qui converge vers Jε(v̂), d’où l’optimalité est atteinte.

Remarque 4.1 1) Il est facile de montrer que lorsque ε → 0, v̂ε (qui maxi-
mise Jε) tend vers v̂ (qui maximise J0), et la trajectoire (Ŝε, Îε, Q̂ε, R̂ε)
associée à v̂ε tend vers (Ŝ, Î , Q̂, R̂) associée à v̂, il suffit de prendre ε = 1

n.

2) L’objectif Jε étant concave, maximiser Jε revient à minimiser (−Jε) qui
est convexe sur un domaine convexe. La solution optimale d’un problème
convexe est unique et sera caractérisée par les conditions d’optimalité.
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4.3 Système adjoint

L’Hamiltonien associé au système (4.1) est :

H(t, x(t), λ(t), v(t)) = γv(t)ψ(N(t))I(t)− ηI(t)− θv(t)− ε

2
v2(t)

+ λ1[A− µS(t)− βS(t)I(t)]

+ λ2[βS(t)I(t) + δR(t)− (µ+ v(t)ψ(N(t)))I(t)]

+ λ3[v(t)ψ(N(t))I(t)− (µ+ ϕ)Q(t)]

+ λ4[ϕQ(t)− (µ+ δ)R(t)].

(4.6)

D’après le principe de maximum de Pontryagin, si v̂ est un contrôle optimal
et (Ŝ, Î , Q̂, R̂) est la trajectoire associée, il existe une fonction λ : [0, T ] → R4

telle que :



λ̇1(t) = −∂H
∂S

(t, Ŝ, Î , Q̂, R̂, λ, v̂) = −γv̂(t)ψ′(N̂(t))Î(t) + λ1(t)µ+ (λ1(t)− λ2(t))βÎ(t)

+ (λ2(t)− λ3(t))v̂(t)ψ
′(N̂(t))Î(t),

λ̇2(t) = −∂H
∂I

(t, Ŝ, Î , Q̂, R̂, λ, v̂) = −γv̂(t)(ψ′(N̂(t))Î(t) + ψ(N̂(t))) + η + λ2(t)µ

+ (λ1(t)− λ2(t))βŜ(t) + (λ2(t)− λ3(t))v̂(t)(ψ
′(N̂(t))Î(t) + ψ(N̂(t)))),

λ̇3(t) = −∂H
∂Q

(t, Ŝ, Î , Q̂, R̂, λ, v̂) = −γv̂(t)ψ′(N̂(t))Î(t) + λ3(t)(µ+ ϕ)

+ (λ2(t)− λ3(t))v(t)ψ
′(N̂(t))Î(t)− λ4ϕ,

λ̇4(t) = −∂H
∂R

(t, Ŝ, Î , Q̂, R̂, λ, v̂) = −γv̂(t)ψ′(N̂(t))Î(t)− λ2(t)δ

+ (λ2(t)− λ3(t))v̂(t)ψ
′(N̂(t))Î(t) + λ4(µ+ δ).

λ1(T ) = λ2(T ) = λ3(T ) = λ4(T ) = 0 (conditions de transversalité)

(4.7)

On utilise la condition d’optimalité

∂H

∂v
(t, Ŝ, Î , Q̂, R̂, v̂) = 0,

nous avons

γψ(N̂(t))Î(t)− θ − εv̂ + (λ3(t)− λ2(t))ψ(N̂(t))Î(t) = 0
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ceci implique que

v̂ =
γψ(N̂(t))Î(t) + (λ3(t)− λ2(t))ψ(N̂(t))Î(t)− θ

ε
.

Finalement, en utilisant l’hypothèse de bornitude sur V , les différents cas de
contrôle optimal sont données par

v̂ = max

{
vmin,min

{
vmax,

γψ(N̂(t))Î(t) + (λ3(t)− λ2(t))ψ(N̂(t))Î(t)− θ

ε

}}
.

(4.8)

4.4 Simulations numériques

Pour toutes les simulations suivantes, on garde les mêmes données que précédemment :

A = 0.01, µ = 0.02, ϕ = 0.2, β = 0.5.

ψ1 =
1

1 + 0.5N
, ψ2 =

1

1 + 10N
.

ainsi que les conditions initiales :

S0 = 0.9, I0 = 0.01, Q0 = 0, r0 = 0.

Sous MATLAB, nous avons utilisé Runge-Kutta avant-arrière pour calculer les
solutions du système d’états et les solutions du système adjoint. Les contrôles
sont mis à jour en utilisant une combinaison convexe des contrôles précédents
et des valeurs de l’équation (4.8). L’itération est arrêtée si les valeurs des incon-
nues à l’itération précédente sont très proches de celles de l’itération actuelle
voir [8].
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Figure 4.1 – Le contrôle optimal v̂ pour le problème (4.1)-(4.3) dans le cas où ψ = ψ1 et
δ = 0.2.

Dans la figure (4.2), on remarque qu’avec une bonne réponse de la popula-
tion totale, le contrôle optimal oscille autour de 0.5 (devant un taux de rechute
important 0.4) afin de diminuer au mieux la densité des infectés, figure (4.3).

Dans la figure (4.4), avec une faible réponse au dépistage et devant un taux
de rechute assez important, le contrôle optimal s’éternise pour croitre à son
maximum, en vue de décroitre la densité des infectés, figure (4.5).
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Figure 4.2 – Le contrôle optimal v̂ pour le problème (4.1)-(4.3) dans le cas où ψ = ψ1 et
δ = 0.4.

Figure 4.3 – L’évolution de la densité des infectés I(t) par rapport au temps t dans le cas où
ψ = ψ1 et δ = 0.2.
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Figure 4.4 – Le contrôle optimal v̂ pour le problème de contrôle optimal (4.1)-(4.3) dans le
cas où ψ = ψ2 et δ = 0.2.

Figure 4.5 – L’évolution de la densité des infectés I(t) par rapport au temps t dans le cas où
ψ = ψ2 et δ = 0.2.



Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons étudié un modèle épidémique sujet au dépistage
via la réponse de la population totale, le modèle connait également la rechute
dans la classe des réfractaires. L’étude se fait en deux parties, à savoir la stabi-
lité, et le contrôle optimal.
Numériquement, nous optons par l’analyse de variation par rapport à un cer-

tain nombre de paramètres. Pour cela, nous fixons certaines valeurs et faisons
varier d’autres comme suit :

Première catégorie

� Dans le cas où nous avons pris δ = 0.01 et v = 0.5, on eu R0 < 1.

� Quand la rechute augmente à δ = 0.4, même avec un dépistage v = 0.9, et
une certaine réponse appréciable de la population totale, on a eu R0 > 1.
D’où l’intérêt du protocole sanitaire afin d’éviter la rechute.

� Ensuite, on affaibli la réponse de la population totale au dépistage, il
s’avère qu’avec les mêmes donnés précédentes, R0 > 1. D’ou l’intérêt de la
réponse de la population totale au dépistage.

Deuxième catégorie

� Avec ψ1 =
1

1+0.5N , on a remarqué que les infectés ont diminué significative-
ment comparant aux infectés obtenus pour le même contrôle optimal mais
avec la réponse ψ2 =

1
1+10N .

On conclut alors que les mesures sanitaires de prévention et d’intervention
sont impératives devant certaines épidémies. Cependant, celles-ci sont d’autant
plus efficaces que la population réponde massivement. D’où l’intérêt de sensi-
bilisation des populations.

En perspectives, on a étudié un système d’équations différentielles ordi-
naires dans l’espoir de l’étendre à un système d’équations aux dérivées partielles
avec contrôle optimal.
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[20] E. Trélat, Contrôle optimal : théorie et applications, Vuibert, Collection
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