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Abréviations & Notations

P(A) : La probabilité de l’évènement A.
E(X) : L’espérance mathématique de la variable aléatoire X.
I(A) : La fonction indicatrice de l’ensemble A
V ar(X) : La variance de la variable aléatoire X.
cov(X, Y ) : La covariance entre les variablrs aléatoires X et Y .
|x| : Valeur absolue de la variable x.
[x] : Partie entière de x.
max(A) : Maximum de l’ensemble A.
min(A) : Minimum de l’ensemble A.
x ∧ y : Le minimum entre x et y.
x ∨ y : Le maximum entre x et y.
Ac : Complémentaire de A.
x+ : max(x, 0).
x− : min(−x, 0).
Sn : La somme partielle des Xn pour n ≥ 1.
∼ : Le rapport des quantités de chaque coté tend vers 1.
v.a : Variable aléatoire.
i.i.d : Indépendentes et identiquement distribuées.
p.s : Presque sûrement.
L.F.G.N : La loi forte des grands nombres.
ND : Négativement dépendantes.
NQD : Négativement dépendantes par quadrant.
NA : Négativement associées.
Xn

p.s−→ X : La suite de variables aléatoires(Xn) converge presque sûrement vers X .
Xn

Lr

−→ X : La suite de variables aléatoires(Xn) converge dans Lr vers X .
� : Fin de démonstration.
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Introduction

La loi forte des grands nombres (L.F.G.N) est l’un des résultats les plus im-
portants en théorie de probabilités, elle concerne la convergence des moyennes
arithmétiques de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
Cependant la condition d’indépendance n’est pas vérifiée dans de nombreuses si-
tuations, pour cette raison plusieurs notions de dépendances ont été introduites.
Dans ce mémoire on s’intéresse particulièrement aux deux concepts suivants :

• La dépendance négative.

• L’association négative.

Ce manuscrit est composé de trois chapitres et un appendice. Dans le premier
chapitre on commence par définir la notion d’équivalence entre deux suites de va-
riables aléatoires et ces conséquences, on donne aussi la loi fable pour le maximum
de variables aléatoires i.i.d et on termine par prouver deux lois des grands nombres
dues à Marcinkiewicz-Zygmund.

Le deuxième chapitre consacré à l’étude des variables aléatoires négativement
dépendantes et négativement associées, après avoir introduit ces deux notions, on
présente quelques exemples de ces variables, puis on étudie la hiérarchie entre
ces deux notions. Enfin nous généralisons la deuxième partie du lemme de Borel-
Cantelli aux variables aléatoires deux à deux négativement dépendantes par qua-
drant.

Dans le dernier chapitre, on montre que la célèbre loi forte des grands nombres de
Kolmogorov reste vraie pour des variables négativement dépendantes par quadrant,
on généralise ensuite l’inégalité maximale de Kolmogorov ainsi que le théorème des
trois séries aux variables négativement associées.

Dans tout ce qui suit, (Ω,A,P) désignera un espace de probabilité complet.
Toutes les variables aléatoires sont définies sur cet espace de probabilité.
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Chapitre 1

La loi forte de
Marcinkiewicz-Zygmund

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la loi forte des grand nombres de Marcinkiewicz-
Zygmund pour des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,
cette loi est une généralisations de la loi forte des grands nombres de Kolmogorov
(L.F.G.N) apparue en 1937 [14]. On commence par donner la loi faible pour le
maximum de variables aléatoires dans le premier paragraphe, ensuite on énonce
et on démontre deux lois des grands nombres de M-Z, notre principale référence
pour ce chapitre est le livre de A. Gut [3].

1.1 La loi faible pour le maximum de variables
aléatoires

Dans plusieurs démonstrations dans ce mémoire, nous allons utiliser la tron-
cature, cette technique consiste à créer une nouvelle suite de variables aléatoires
équivalente à la suite de départ et qui est plus facile à traiter. On commence donc
par donner la définition d’équivalence entre deux suites de variables aléatoires et
quelques propriétés utiles.

Définition 1.1.1. On dit que deux suites de variables aléatoires {Xn, n ≥ 1} et
{Yn, n ≥ 1} sont équivalentes si

∞∑
n=1

P(Xn 6= Yn) <∞.

L’exemple suivant, représente deux suites de variables aléatoires équivalentes.
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1.1. LA LOI FAIBLE POUR LE MAXIMUM DE VARIABLES
ALÉATOIRES

Exemple 1.1.1. Si {Xn, n ≥ 1} est une suite de v.a telle que

∞∑
n=1

P(|Xn| > a) <∞,

alors elle est équivalente à la suite de v.a.r définie par

(Yn = XnI{|Xn| ≤ a})n≥1 .

La définition précédente et le lemme de Borel-Cantelli, nous donne ce qui suit.

Proposition 1.1.1. Si {Xn, n ≥ 1} et {Yn, n ≥ 1} sont deux suites de v.a
équivalentes, alors

(i) P(lim sup
n→∞

{Xn 6= Yn}) = 0 ;

(ii) ∑∞n=1(Xn − Yn) converge p.s ;

(iii) si bn ∈ R, n ≥ 1 et bn ↗∞, alors

1
bn

n∑
k=1

(Xk − Yk)
p.s−−−→

n→∞
0.

Démonstration. La première proposition vient du lemme de Borel-Cantelli, elle
signifie que Xn et Yn sont différentes pour un nombre fini de n, en effet ;

P(lim sup
n→∞

{Xn 6= Yn}) = 0 ⇐⇒

1 = P(lim inf
n→∞

{Xn = Yn}) = P(
⋃
n≥1

⋂
k≥n
{Xk = Yk}) := P(Ω∗)

∀ ω ∈ Ω∗, ∃ n0 = n0(ω) ≥ 1 tel que ∀ k ≥ n0

Xk(ω) = Yk(ω),

ce qui entraîne que la somme en (ii) ne contient qu’un nombre fini de terme p.s,
d’où elle converge. La dernière proposition suit le même argument plus le fait que
bn ↗∞ quand n→∞.

Proposition 1.1.2. Supposons que X1, X2, ..., Xn sont des v.a.i.i.d, et soit r > 0.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

(i) E|X1|r <∞ ;

(ii) ∑∞n=1 P(|X1| > n1/rε) <∞ ∀ε > 0 ;

(iii) P(lim sup
n→∞

{|X1| > n1/rε}) = 0 ∀ε > 0 ;

(iv) Xn

n1/r

p.s−−−→
n→∞

0.

Pour montrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1.1. Soit X une variables aléatoires positive, alors

EX <∞ ⇐⇒
∞∑
n=1

P(X ≥ n) <∞.

Démonstration. Soit ∑∞n=1 P(X ≥ n) <∞, on a

EX =
∞∑
n=1

∫ n

n−1
xdF (x)

≤
∞∑
n=1

nP(n− 1 < X ≤ n)

=
∞∑
n=1

n∑
k=1

P(n− 1 < X ≤ n) =
∞∑
k=1

∞∑
n=k

P(n− 1 < X ≤ n)

=
∞∑
k=1

P(X > k − 1) ≤ 1 +
∞∑
k=1

P(X > k)

≤ 1 +
∞∑
k=1

P(X ≥ k)

Pareille, pour l’autre coté, puisque

EX ≥
∞∑
n=1

(n− 1)P(n− 1 < X ≤ n).

Démonstration. de la Proposition 1.1.2
D’après le lemme précédant on a

E|X1|r <∞ ⇐⇒
∞∑
n=1

P(|X1|r ≥ n) <∞ ⇐⇒
∞∑
n=1

P(|X1| ≥ n1/rε) <∞, ∀ε > 0.
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1.1. LA LOI FAIBLE POUR LE MAXIMUM DE VARIABLES
ALÉATOIRES

Donc (i) est équivalente à (ii) ce qui est équivalent à (iii) par le lemme de Borel-
Cantelli.
L’équivalence entre (iii) et (iv) est une conséquence du lemme de Borel-Cantelli et
la définition de convergence presque sûre.

La proposition suivante représente un autre exemple de deux suites de v.a
équivalentes.

Proposition 1.1.3. Supposons que X1, X2, ..., Xn sont des v.a.r.i.i.d., telles que
E|X1|r <∞ pour r > 0, et soit

Yn = XnI{|Xn| ≤ n1/r}, n ≥ 1.

Alors {Xn, n ≥ 1} et {Yn, n ≥ 1} sont équivalentes.

Démonstration. On a
∞∑
n=1

P(Xn 6= Yn) =
∞∑
n=1

P(XnI{|Xn| > n1/r}),

d’après la proposition précédentes

E|X1|r <∞ ⇐⇒
∞∑
n=1

P(|Xn| ≥ n1/rε) <∞, ∀ε > 0,

ce qui est équivalent à

∞∑
n=1

P(XnI{|Xn| > n1/r}) <∞.

Dans la proposition suivante, nous mettons en évidence une relation entre les
sommes de variables aléatoires symétriques et leurs maximum.

Proposition 1.1.4. Soient X1, X2, ..., Xn des v.a.r indépendantes, symétriques,
et soient

Yn = max
1≤k≤n

|Xk|, et Sn =
n∑
k=1

Xk, n ≥ 1.

Alors
P(Yn > 2x) ≤ P( max

1≤k≤n
|Sn| > x) ≤ 2P(|Sn| > x), x > 0. (1.1)
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CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Démonstration. Puisque
Xn = Sn − Sn−1

alors
|Xn| ≤ |Sn|+ |Sn−1|,

d’où
Yn ≤ 2 max

1≤k≤n
|Sn|.

Maintenant, il suffit d’appliquer l’inégalité de Lévy, voir le Théorème 3.1 dans
l’appendice.

Proposition 1.1.5. Soient r > 0, X une v.a.r positive. Alors

EXr <∞ =⇒ xrP(X > x)→ 0 quand x→∞.

La réciproque est fausse en général.

Démonstration. On a

xrP(X > x) = xr
∫ ∞
x

dF (y) ≤
∫ ∞
x

yrdF (y)→ 0 quand x→∞,

car c’est le reste d’une intégrale convergente.

Voici un contre exemple qui montre que la réciproque n’est pas vraie en général.
Soit X une v.a.r de fonction de densité

f(x) =


c

xr+1 log x si x > e,

0 sinon

où c est une constante, alors

P(X > x) =
∫ ∞
x

c

yr+1 log ydy

par intégration par partie, on a

P(X > x) = c′

xr log x +
∫ ∞
x

c′

yr+1(log y)2dy

donc
P(X > x) ∼ c′

xr log x
ce qui implique

xrP(X > x) ∼ Cxr
1

xr log x = c′

log x → 0 quand x→∞

6



1.1. LA LOI FAIBLE POUR LE MAXIMUM DE VARIABLES
ALÉATOIRES

mais
EXr = c

∫ ∞
e

dx

x log x =∞.

Remarques 1.1.1.
(i) Si X1, X2, ..., Xn sont des v.a.r.i.i.d centrées, alors

EX1I{|X1| ≤ a} = −EX1I{|X1| > a} ∀a > 0, (1.2)

et ∣∣∣∣∣E
n∑
k=1

XkI{|Xk| ≤ a}
∣∣∣∣∣ ≤ nE|X1|I{|X1| > a}. (1.3)

L’égalité (1.2) vient du fait que l’espérance est nulle :

0 = EX1 = EX1I{|X1| ≤ a}+ EX1I{|X1| > a}.

L’inégalité (1.3) est une conséquence de (1.2) et l’inégalité triangulaire

(ii) Soit a > 0. Si X est une v.a.r centrée, alors Y = XI{|X| ≤ a} n’est pas
en général centrée. Cependant, si X est symétrique, alors EY = 0 car toute
fonction impaire d’une variable symétrique est symétrique.

On termine cette section par donner la loi faible pour le maximum de variables
aléatoires indépendantes.

Théorème 1.1.1. Soient {Xn, n ≥ 1} une suite des variables aléatoires i.i.d,
Yn = max1≤k≤n|Xn| pour n ≥ 1. Si {bn, n ≥ 1} est une suite des réels strictement
positifs et croissants, alors

Yn
bn

p−−−→
n→∞

0 ⇐⇒ nP(|X1| > bnε) −−−→
n→∞

0 ∀ε > 0.

En particulier, pour r > 0

Yn
n1/r

p−−−→
n→∞

0 ⇐⇒ nP(|X1| > n1/r) −−−→
n→∞

0.

Démonstration. La démonstration est basée sur les deux inégalités suivantes

1
2nP(|X1| > bnε) ≤ P(Yn > bnε) ≤ nP(|X1| > bnε), pour n assez grand.
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CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

La première inégalité, vient du fait que

P(Yn > bnε) = 1− P(Yn ≤ bnε)
= 1− P( max

1≤k≤n
|Xk| ≤ bnε)

= 1− (P(|X1| ≤ bnε))n

= 1− (1− P(|X1| > bnε))n.

Il reste qu’appliquer le Lemme 3.2, pour δ = 1/2, pour avoir l’inégalité.
La deuxième inégalité est immédiate, puisque

{Yn > bnε} ⊂
n⋃
k=1
{|Xk| > bnε}.

1.2 Le théorème de Marcinkiewicz-Zygmund
La loi forte des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund est une généra-

lisation de L.F.G.N de Kolmogorov qui consiste à normaliser différemment les
sommes partielles Sn, en considérant non plus la suite {Sn/n, n ≥ 1} mais la
suite {Sn/n1/r, n ≥ 1} pour r ∈]0, 2[, dans cette section on va étudier deux types
de convergence de la suite {Sn/n1/r, n ≥ 1}, la convergence dans Lr et la conver-
gence presque sûre.

On commence par rappeler le théorème des deux séries de Kolmogorov, qui
est un théorème très utile pour examiner la converge presque sûre des séries de
variables aléatoires indépendantes.

Théorème 1.2.1. (Critère de convergence de Kolmogorov)
Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, alors

∞∑
n=1

V arXn <∞ =⇒
∞∑
n=1

(Xn − EXn) converge p.s. (1.4)

Si de plus
∞∑
n=1

EXn converge,

alors
∞∑
n=1

Xn converge p.s.
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1.2. LE THÉORÈME DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Remarque 1.2.1. Si les v.a dans le théorème précédant, sont uniformément bor-
nées, alors la condition nécessaire est aussi suffisante.

On rappelle aussi, la loi forte des grands nombres due à Kolmogorov(1929).

Théorème 1.2.2. (L.F.G.N de Kolmogorov)
Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires réelles i.i.d.

(i) Si E|X1| <∞ et EX1 = µ, alors

Sn
n

p.s−→ µ quand n→∞.

(ii) Si Sn/n
p.s−→ c avec c une constante, quand n→∞, alors

E|X1| <∞ et c = EX1.

(iii) Si EX1 =∞, alors
lim sup
n→∞

Sn
n

= +∞.

Remarque 1.2.2. Etemadi [11] a montré que l’indépendance deux à deux des
variables aléatoires suffit pour avoir la loi forte des grands nombres.

On va étudier, dans le théorème qui suit, la convergence dans Lr de la suite
des v.a {Sn/n1/r, n ≥ 1}.

Théorème 1.2.3. (Loi des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund)
Soit 0 < r < 2. Supposons que (Xn)n≥1 est une suite de variables aléatoires réelles
i.i.d, et Sn = ∑n

k=1 Xk pour n ≥ 1.

Si E|X1|r <∞, et EX = 0 quand 1 ≤ r < 2, alors

Sn
n1/r

Lr

−→ 0 quand n→∞.

Démonstration. Soit M un réel strictement positif assez grand tel que

G(M) = E|X1|rI{|X1| > M} < ε,

qui est possible pour ε > 0 quelconque puisque E|X|r <∞, ce qui entraîne que

G(M)→ 0 quand M →∞.

Soit
Yk = XkI{|Xk| ≤M} et Zk = XkI{|Xk| > M}, k = 1, 2, ....

9



CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

On va traiter deux cas :
Premier cas : 0 < r < 1
En utilisant le Théorème 3.2 dans l’appendice, on obtient

E |Sn|r = E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(Yk + Zk)
∣∣∣∣∣
r

≤ E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Yk

∣∣∣∣∣
r

+ E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Zk

∣∣∣∣∣
r

≤ (nM)r + nE|Z1|r

= (nM)r + nE|X1|rI{|X1| > M}
≤ (nM)r + nε

en divisant par n et en prenant la limite sup, on trouve

lim sup
n→∞

E|Sn|r

n
≤ ε,

ce qui implique que
Sn
n1/r → 0 dans Lr quand n→∞.

Deuxième cas : 1 ≤ r < 2
On va utiliser dans ce cas l’inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund, Théorème 3.3
puis l’inégalité du Théorème 3.2 dans l’appendice, alors on a

E|Sn|r ≤ BrE|
n∑
k=1

Xk
2|r/2

≤ Br
∗E|

n∑
k=1

Yk
2|r/2 +Br

∗E|
n∑
k=1

Zk
2|r/2

≤ Br
∗(nM2)r/2 +Br

∗nE((Z1
2)r/2)

= Br
∗nr/2M r +Br

∗nE|Z1|r

≤ Br
∗nr/2M r +Br

∗nε,

donc
lim sup
n→∞

E|Sn|r

n
≤ Br

∗ε

ce qu’il fallait démontrer.

Lemme 1.2.1. Soient 0 < r < 2, (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles
identiquement distribuées et

Yn = XnI{|Xn| ≤ n1/r}, n ≥ 1.
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1.2. LE THÉORÈME DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Si E|X1|r <∞, alors
∞∑
n=1

V ar
(
Yn
n1/r

)
=
∞∑
n=1

V arYn
n2/r <∞. (1.5)

La démonstration de ce lemme est basée sur la technique de troncature et le
lemme 3.1(i) dans l’appendice.

Démonstration. On a
∞∑
n=1

V ar
(
Yn
n1/r

)
≤
∞∑
n=1

EY 2
n

n2/r

=
∞∑
n=1

E(X2
1 I{|X1| ≤ n1/r})

n2/r

=
∞∑
n=1

1
n2/r

n∑
k=1

E(X2
1 I{(k − 1)1/r < |X1| ≤ k1/r})

=
∞∑
n=1

1
n2/rE(X2

1 I{|X1| ≤ 1})

+
∞∑
k=2

( ∞∑
n=k

1
n2/r

)
E(X2

1 I{(k − 1)1/r < |X1| ≤ k1/r})

(∗) ≤ C + 2(2/r)−1

(2/r)− 1

∞∑
k=2

1
k(2/r)−1E(X2

1 I{(k − 1)1/r < |X1| ≤ k1/r})

≤ C + C
∞∑
k=1

1
k(2/r)−1 (k1/r)2−rE(|X1|rI{(k − 1)1/r < |X1| ≤ k1/r})

= C + C
∞∑
k=1

E|X1|rI{(k − 1) < |X1|r ≤ k}

= C + CE|X1|r <∞.

Pour (∗) on a utilisé le lemme 3.1(i) sans préciser la constantes C.

On s’intéresse maintenant, à la convergence ponctuelle de la suite
{Sn/n1/r, n ≥ 1}.
Théorème 1.2.4. (Loi forte des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund)
Soient 0 < r < 2, (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d avec
E|X1|r <∞.

Supposons aussi que EX1 = 0 lorsque 1 ≤ r < 2. Alors
Sn
n1/r

p.s−→ 0.

Inversement, Si Sn

n1/r

p.s−→ 0, alors E|X1|r <∞, et EX1 = 0 si 1 ≤ r < 2.

11



CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Démonstration. Commençons par la condition suffisante.
Soient

Yn = XnI{|Xn|≤n1/r} =

Xn si |Xn| ≤ n1/r

0 sinon

et

S
′

n =
n∑
k=1

Yk.

Vu que E|X1|r < ∞ et par la proposition 1.1.3, alors les deux suites (Xn)n≥1 et
(Yn)n≥1 sont équivalentes.
Le lemme 1.2.1 nous donne

∞∑
n=1

V ar( Yn
n1/r ) <∞,

en vertu du théorème de deux séries de Kolmogorov 1.2.1 on obtient

∞∑
n=1

(Yn − EYn
n1/r ) converge p.s,

en utilisant encore le lemme de Kronecker, Lemme 3.4, on trouve

1
n1/r

n∑
k=1

(Yk − EYk)
p.s−→ 0 quand n→∞.

Maintenant, on veut montrer que

1
n1/r

n∑
k=1

EYk → 0 quand n→∞,

afin de conclure que

1
n1/r

n∑
k=1

Yk
p.s−→ 0 quand n→∞.

On va traiter deux cas :

12
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Soit 0 < r < 1, on a

|ES ′n| = |E
n∑
k=1

Yk|

≤
n∑
k=1

E|Yk|

=
n∑
k=1

E|Xk|I{|Xk|≤k1/r}

=
n∑
k=1

E|Xk|I{|Xk|≤k1/2r} +
n∑
k=1

E|Xk|I{k1/2r<|Xk|≤k1/r}

≤
n∑
k=1

(k1/2r)1−rE|X1|rI{|X1|≤k1/2r}

+
n∑
k=1

(k1/r)1−rE|X1|rI{k1/2r<|X1|≤k1/r}

≤
n∑
k=1

(k 1−r
2r )E|X1|r +

n∑
k=1

(k
1−r

r )E|X1|rI{|X1|>k1/2r}

(∗) ≤ Cn
(1+r)

2r E|X1|r +
n∑
k=1

(k 1−r
r )E|X1|rI{|X1|>k1/2r}

Pour (∗) on a utilisé le lemme 3.1(ii) sans préciser la constantes C.
On divisant par n1/r, on trouve

|ES ′n|
n1/r ≤ n1/2−1/rE|X1|r + 1

n1/r

n∑
k=1

(k
1−r

r )E|X1|rI{|X1|>k1/2r}

en faisant tendre n vers l’infini
|ES ′n|
n1/r → 0

car

n1/2−1/rE|X1|r → 0

et
1
n1/r

n∑
k=1

(k
1−r

r )E|X1|rI{|X1|>k1/2r} → 0 par le lemme 3.3

13
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Soit 1 ≤ r < 2

|ES ′n| =|
n∑
k=1

EXkI{|Xk|≤k1/r}|

≤
n∑
k=1

E|Xk|I{|Xk|>k1/r}

≤
n∑
k=1

(k1/r)1−rE|X1|rI{|X1|>k1/r}

=
n∑
k=1

k( 1−r
r

)E|X1|rI{|X1|>k1/r},

on divise par n1/r

|ES ′n|
n1/r ≤

1
n1/r

n∑
k=1

k( 1−r
r

)E|X1|rI{|X1|>k1/r} −−−→n→∞
0

ce qui implique
|ES ′n|
n1/r −−−→n→∞

0 dans les deux cas

d’où
1
n1/r

n∑
k=1

Yk
p.s−→ 0 qd n→∞,

le fait que (Xn)n≥1 et (Yn)n≥1 sont deux suites équivalentes nous permet de dire
que

1
n1/r

n∑
k=1

Xk
p.s−→ 0 qd n→∞.

Pour la condition nécessaire, on utilise le fait que

Xn = Sn − Sn−1 avec n ≥ 2,

en suite, on divise par n1/r

Xn

n1/r = Sn
n1/r −

Sn−1

n1/r

= Sn
n1/r −

(
n− 1
n

)1/r Sn−1

(n− 1)1/r
p.s−−−→

n→∞
0, pour 0 < r < 2

d’après la Proposition 1.1.2, on a
Xn

n1/<r
p.s−−−→

n→∞
0 ⇐⇒ E|X|r <∞, 0 < r < 2.
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Si 1 ≤ r < 2,
Sn
n

= n1/r−1 Sn
n1/r

p.s−→ 0 n→∞

donc E(X1) = 0 par la loi forte des grands nombres, Théorème 1.2.2.

Remarque 1.2.3. La question qui peut se poser, est-ce que la suite (Sn/n1/r) peut
converger p.s vers 0 lorsque r = 2 ?
La réponse est non ! la suite Sn/n1/r ne peut pas converger p.s vers 0 pour r = 2,
en effet ; supposons que Sn/n1/2 → 0 p.s, on a par hypothèse les v.a sont i.i.d et
EX2

1 < ∞, on suppose que EX1 = 0 et V arX1 = 1, le théorème central limite
implique que

Sn√
n
L→ N (0, 1)

ce qui n’est pas possibles.

Remarque 1.2.4. Petrov[18] a montré que si 0 < r < 2 alors Sn/n1/r → 0 p.s
implique que E|X1|r < ∞ en supposant que les v.a.r sont indépendantes deux à
deux. Sawyer[20] a montré que si 0 < r < 1 alors E|X1|r < ∞ implique que
Sn/n

1/r → 0 p.s sans aucune condition d’indépendance.
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Chapitre 2

Quelques notions de dépendance

Depuis son apparence, le concept de dépendance de variables aléatoires a tou-
jours été un sujet d’intérêt pour les probabilistes et les statisticiens, différentes
formes de dépendance ont été introduites. Dans ce chapitre on s’intéresse à deux
sortes de dépendance, la dépendance négative par quadrant entre deux variables
aléatoires qui a été introduite par Lehmann [13] en 1966 et l’association négative
qui a été introduite par Alan et Saxena[1] en 1981 et développée par Joad-Dev et
Proschan [12] en 1983.

2.1 Variables aléatoires négativement dépendantes
Définitions 2.1.1.

1 On dit que les v.a.r X1, X2, ..., Xn sont négativement dépendantes (ND) si
∀x1, x2, ..., xn ∈ R

P(
n⋂
j=1
{Xj ≤ xj}) ≤

n∏
j=1

P(Xj ≤ xj) (2.1)

et
P(

n⋂
j=1
{Xj > xj}) ≤

n∏
j=1

P(Xj > xj) (2.2)

2 On dit que les deux v.a.r X et Y sont négativement dépendantes par quadrant
(NQD) si pour tous nombres réels x et y

P(X ≤ x, Y ≤ y) ≤ P(X ≤ x)P(Y ≤ y). (2.3)

Ou d’une manière équivalente (Remarque2.1.1)

P(X > x, Y > y) ≤ P(X > x)P(Y > y). (2.4)
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3 Une suite {Xn, n ≥ 1} de v.a.r est dite NQD deux à deux si Xi et Xj sont
NQD ∀i, j ∈ {1, 2, ..., n}, et i 6= j.

4 Une famille infinie de variables aléatoires {Xn, n ≥ 1} est ND (respecti-
vement deux à deux NQD) si toute famille finie {X1, X2, ..., Xn} est ND
(respectivement deux à deux NQD).

Remarques 2.1.1.

1. Toute suite de variables négativement dépendantes est deux à deux NQD,
l’inverse n’est pas vrai en général.

2. [5] Les deux conditions (2.1) et (2.2) sont équivalentes pour n = 2, en effet ;
Supposons (2.1)

P(X > x, Y > y) = 1− P(X ≤ x ∪ Y ≤ y)
= 1− [P(X ≤ x) + P(Y ≤ y)− P(X ≤ x, Y ≤ y)]
≤ 1− [P(X ≤ x) + P(Y ≤ y)− P(X ≤ x)P(Y ≤ y)]
= [1− P(X ≤ x)] [1− P(Y ≤ y)]
= P(X > x)P(Y > y)

D’autre part, supposons (2.2)

P(X ≤ x, Y ≤ y) = 1− P(X > x ∪ Y > y)
= 1− [P(X > x) + P(Y > y)− P(X > x, Y > y)]
≤ 1− [P(X > x) + P(Y > y)− P(X > x)P(Y > y)]
= [1− P(X > x)] [1− P(Y > y)]
= P(X ≤ x)P(Y ≤ y)

Pour n ≥ 3, Ebrahimi et Ghosh[9] ont montré par l’exemple suivant que
(2.1) et (2.2) ne sont pas équivalentes en général.
Soient X1, X2 et X3 trois v.a.r qui suivent la loi B(1

2) et (X1, X2, X3)
prennent les valeurs (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0) et (0, 0, 0) avec une proba-
bilité (1

4), alors
∀x1, x2, x3 ∈ R

P(X1 > x1, X2 > x2, X3 > x3) ≤ P(X1 > x1)P(X2 > x2)P(X3 > x3)

mais

P(X1 ≤ 0, X2 ≤ 0, X3 ≤ 0) = 1
4 >

1
8 = P(X1 ≤ 0)P (X2 ≤ 0)P (X3 ≤ 0)

On donne maintenant un exemple simple de variables ND.
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Exemple 2.1.1. Soit X = (X1, X2, X3) un vecteur aléatoire avec X1, X2 et X3
suivent la loi B(1

2), le vecteur X a la distribution de probabilité suivante

P(0, 1, 1) = P(1, 1, 0) = P(1, 1, 1) = 1
10

P(0, 0, 0) = P(1, 0, 1) = 0

P(0, 1, 0) = P(0, 0, 1) = 2
10

P(1, 0, 0) = 3
10

∀x1, x2, x3 ∈ R on peut vérifier facilement les deux équations (2.1) et (2.2), donc
les v.a X1, X2, X3 sont ND.

Pour plus d’exemples voir l’article de Block, Svits et Shaked [6].

Lemme 2.1.1. [5] Toute famille de variables aléatoires indépendantes est négati-
vement dépendante, la réciproque n’est pas vraie en général, pour montrer ça, soit
X une v.a dans R, posons Y = −X alors Y et X sont ND sans être indépendantes.
En effet soient x, y ∈ R.
Si −y ≤ x

P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(−y ≤ X ≤ x)
= P(X ≤ x)− P(X ≤ −y)
≤ P(X ≤ x)− P(X ≤ −y)P(X ≤ x)

= P(X ≤ x)P(Y ≤ y)
[

1
P(Y ≤ y) −

P(X ≤ −y)
P(Y ≤ y)

]

= P(X ≤ x)P(Y ≤ y)
[

1− P(X ≤ −y)
P(Y ≤ y)

]
≤ P(X ≤ x)P(Y ≤ y).

Si −y > x

P(X ≤ x, Y ≤ y) = 0 ≤ P(X ≤ x)P(Y ≤ y).

On donne maintenant, quelques propriétés de variables aléatoires NQD.

Lemme 2.1.2. [15] Si {Xn, n ≥ 1} est une suite de v.a.r deux à deux NQD,
{fn, n ≥ 1} une suite de fonctions croissantes (ou décroissantes) fn : R → R,
alors {fn(Xn), n ≥ 1} sont aussi deux à deux NQD.
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Démonstration. Soient i, j ∈ {1, ..., n} et yi, yj ∈ R
∀i 6= j on a

P(fi(Xi) > yi, fj(Xj) > yj) = P(Xi > inf[t : fi(t) > yi], Xj > inf[t : fj(t) > yj])
≤ P(Xi > inf[t : fi(t) > yi])P(Xj > inf[t : fj(t) > yj])
= P(fi(Xi) > yi)P(fj(Xj) > yj)

Une conséquence du lemme précédent est :

Corollaire 2.1.1. Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de v.a.r deux à deux NQD, alors
{Xn

+, n ≥ 1} et {Xn
−, n ≥ 1} sont deux suites de v.a.r NQD avec Xn

+ et Xn
−

sont la partie positive et la partie négative respectivement, de la variable aléatoire
Xn.

Démonstration. Il suffit de remarquer que la fonction f(x) = x+ est croissante et
que la fonction g(x) = x− est décroissante.

Hoeffding et Lehman [13] ont montré le théorème suivant.

Théorème 2.1.1. (formule de Hoeffding)
Soient X et Y deux variables aléatoires de carré intégrables, alors

E(XY )− E(X)E(Y ) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
HX,Y (x, y)dxdy (2.5)

où

HX,Y (x, y) = P(X > x, Y > y)− P(X > x)P(Y > y)
= P(X ≤ x, Y ≤ y)− P(X ≤ x)P(Y ≤ y)

Démonstration. Soient (X1, Y1) et (X2, Y2) deux vecteurs indépendants ayant la
même distribution que le vecteur (X, Y ), alors

E(X1Y1)− E(X1)E(Y1) = 1
2E[(X1 −X2)(Y1 − Y2)]

= 1
2E

[∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
[I(u,X1)− I(u,X2)][I(v, Y1)− I(v, Y2)]dudv

]
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où I(u, x) = 1 si u ≤ x et 0 sinon. Comme ces variables aléatoires sont de carré
intégrables, le théorème de Fubini nous donne

E(X1Y1)− E(X1)E(Y1) = 1
2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
E[I(u,X1)I(v, Y1)]− E[I(u,X1)I(v, Y2)]

− E[I(u,X2)I(v, Y1)] + E[I(u,X2)I(v, Y2)]

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
P(X > x, Y > y)− P(X > x)P(Y > y)

Le lemme suivant est une simple conséquence du théorème précédent (identité
de Hoeffding).

Lemme 2.1.3. Soient {Xn, n ≥ 1} une suite de v.a.r deux à deux NQD et i, j ∈
{1, 2, ..., n} alors

E(XiXj) ≤ E(Xi)E(Xj), ∀i 6= j.

En particulier, ∀i 6= j
Cov(Xi, Xj) ≤ 0.

L’identité de Hoeffding a été généralisée par Newman[16] comme suit

Théorème 2.1.2. Soient f et g deux fonctions réelles de classe C1 avec f ′ et
g′ bornées toute les deux. Supposons X et Y deux variables aléatoires satisfaisant
E[f(X)]2 <∞ et E[g(Y )]2 <∞, alors

E(f(X)g(Y ))− Ef(X)Eg(Y ) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f ′(x)g′(y)HX,Y (x, y)dxdy. (2.6)

Lemme 2.1.4. Soit {X1, X2, ..., Xn} une famille de v.a.r deux à deux NQD, alors

V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
≤

n∑
i=1

V ar(Xi)

Démonstration. On a

V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi) +
n∑
i 6=j

Cov(Xi, Xj)

puisque les Xi, Xj sont NQD ∀i 6= j ∈ {1, 2, ..., n}, alors
n∑
i 6=j

Cov(Xi, Xj) ≤ 0
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donc, on obtient

V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
≤

n∑
i=1

V ar(Xi).

On va présenter maintenant, une autre version du lemme de Borel-Cantelli,
lorsque la condition d’indépendance est remplacée par NQD.
Soient (Ω,F ,P) un espace de probabilité et {An, n ∈ N} une suite d’événements.
Les limites sup et inf de la suite d’événements {An} sont définies comme suit

lim sup
n→∞

An =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak, lim inf
n→∞

An =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Théorème 2.1.3. [17](Erdos-Chow 1959)
Si ∑∞n=1 P(An) =∞ et

lim inf
n→∞

∑n
i=1

∑n
j=1 P(AiAj)

(∑n
i=1 P(Ai))2 = 1 (2.7)

alors P(lim sup
n→∞

An) = 1.

Démonstration. On note In = I(An) (l’indicatrice d’évènement An), on a par suite
EIn = P(An). A l’aide d’inégalité de Chebychev, on a

P
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

In −
n∑
i=1

P(Ai)
∣∣∣∣∣ ≥ 1

2

n∑
i=1

P(Ai)
)
≤ 4V ar (∑n

i=1 Ii)
(∑n

i=1 P(Ai))2

et puisque EIiIj = P(AiAj), alors

V ar

(
n∑
i=1

Ii

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

P(AiAj)−
(

n∑
i=1

P(Ai)
)2

la condition (2.7) implique que

lim inf
n→∞

P
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

In −
n∑
i=1

P(Ai)
∣∣∣∣∣ ≥ 1

2

n∑
i=1

P(Ai)
)

= 0 (2.8)

Posons
Bn =

{
n∑
i=1

Ii ≤
n∑
i=1

P(Ai)
}

d’après (2.8) lim inf
n→∞

P(Bn) = 0 donc il existe une suite d’entiers positifs strictement
croissante {nm} telle que

∞∑
m=1

P(Bnm) <∞
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par la première partie du lemme de Borel-Cantelli on a

P(lim sup
n→∞

Bnm) = 0 P.p.s

ce qui implique

P
(

lim inf
n→∞

B̄nm

)
= P

 ⋃
nm≥1

⋂
j≥nm


nm∑
j=1

Ij >
1
2

nm∑
j=1

P(Aj)


 = 1 P.p.s

c’est-à-dire que toutes ∑nm
j=1 Ij >

1
2
∑nm
j=1 P(Aj) à partir d’un certain rang.

La série ∑∞n=1 P(An) diverge par hypothèse, donc ∑∞n=1 In l’est aussi avec une
probabilité égale à 1, ce qui implique que P(lim supAn) = 1.

Lemme 2.1.5. (Borel-Cantelli)
1. Si ∑∞n=1 P(An) <∞, alors

P(lim sup
n→∞

An) = 0.

2. Si ∑∞n=1 P(An) =∞, et P(Ak
⋂
Am) ≤ P(Ak)P(Am) pour k 6= m, alors

P(lim sup
n→∞

An) = 1.

Démonstration. Pour la première partie du lemme on a

P(lim supAn) = P(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak) ≤ P(
∞⋃
k=n

Ak) ≤
∞∑
k=n

P(Ak)→ 0,

car c’est le reste d’une série convergente.
Pour la deuxième partie, on pose Xn = I(An) et Sn = ∑n

i=1 Xi, on sait que

V ar(Sn) =
n∑
i=1

V ar(Xi) + 2
∑∑
i<j

cov(Xi, Xj)

= E(S2
n)− [E(Sn)]2

on a aussi
cov(Xi, Xj) = P(AiAj)− P(Ai)P(Aj) ≤ 0,

et
V ar(Xi) = V ar(I(Ai)) = P(Ai)(1− P(Ai))

donc
E(S2

n)− [E(Sn)]2 ≤
n∑
i=1

P(Ai)(1− P(Ai))
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et par suite

n∑
i=1

n∑
j=1
〈Xi, Xj〉 −

(
n∑
i=1

EXi

)2

≤
n∑
i=1

P(Ai)(1− P(Ai))

ce qui donne

n∑
i=1

n∑
j=1

P(AiAj) ≤
(

n∑
i=1

P(Ai)
)2

+
n∑
i=1

P(Ai)(1− P(Ai)). (2.9)

L’équation (2.9) implique la deuxième condition du théorème précédent, d’où le
résultat.
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2.2 Variables aléatoires négativement associées
Définitions 2.2.1.

1 On dit que les v.a.r X1, X2, ..., Xn sont négativement associées (NA) si pour
tout sous-ensemble disjoint I1 et I2 de {1, ..., n} et toute fonction réelle et
croissante f de RI1 et g de RI2 on a :

Cov(f(Xk, k ∈ I1), g(Xk, k ∈ I2)) ≤ 0, (2.10)

lorsque la covariance existe. Également, on peut supposer que I1 ∪ I2 =
{1, ..., n}.

2 On dit que les v.a.r X1, X2, ..., Xn sont associées (A) si

Cov(f(X1, ..., Xn), g(X1, ..., Xn)) ≥ 0, (2.11)

pour f et g deux fonctions réelles et croissantes de Rn dans R telles que la
covariance existe.

Une famille infinie de variables aléatoires est NA (respectivement A) si toute sous
famille finie est NA (respectivement A).

Pour rappel, une application f de Rn dans R est dite croissante si pour tout
i = 1, 2, ..., n l’application t → fi(t) = f(x1, ..., xi−1, t, xi+1, ..., xn) est croissante
sur R.

Remarques 2.2.1. D’après la définition, il est claire que deux variables aléatoires
NA sont négativement corrélées. En général la notion d’association négative est
plus forte que la notion de corrélation négative.

On donne quelques exemples de variables aléatoires négativement associées.

Exemple 2.2.1. Soit le vecteur aléatoire X = (X1, X2, X3) dont les composantes
sont des v.a binaires. Le vecteur X a la distribution de probabilité suivante

P(1, 0, 0) = P(0, 1, 0) = P(0, 0, 1) = 1
12

P(1, 1, 0) = P(1, 0, 1) = P(0, 1, 1) = 1
4

P(1, 1, 1) = P(0, 0, 0) = 0

On considère les fonctions f(X1, X2) = X+
1 X

+
2 et g(X3) = X3, f et g sont crois-

santes toutes les deux et cov(f(X1, X2), g(X3)) est strictement négative donc X
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est NA.
D’autre part, prenons

P(1, 0, 0) = P(0, 1, 0) = P(0, 0, 1) = 3
10

P(1, 1, 1) = 1
10

on obtient cov(f(X1, X2), g(X3)) > 0 dans ce cas X n’est pas NA.

Exemple 2.2.2. [12] Si X = (X1, X2, ..., Xn) est un vecteur de variables suivant
une loi multinomiale, une loi hypergéométrique multivariée, une loi de Dirichlet
ou une loi multinomiale de composé de Dirichlet alors X est NA.

Théorème 2.2.1. [2]Un vecteur aléatoire (X, Y ) de variables binaires ( qui prennent
que les valeurs 0 ou 1) est négativement associé si et seulement si Cov(X, Y ) ≤ 0.

Lemme 2.2.1. [12] Un vecteur gaussien (X1, X2, ..., Xn) est NA si et seulement
si il est négativement corrélé (Cov(Xi, Xj) ≤ 0 pour tous i 6= j ∈ {1, 2, ..., n}).

Lemme 2.2.2. Tout vecteur aléatoire dont les composants sont indépendantes est
NA.

La proposition suivante présente quelque propriétés caractéristiques de va-
riables NA.

Proposition 2.2.1. [2]

(i) Pour une paire de variables aléatoires réelle, NA est équivalente à NQD.

(ii) Si {Xi, i ∈ I} est une famille de variables NA et I1 ⊂ I, alors la famille
{Xi, i ∈ I1} est NA.

(iii) Dans (2.10) on peut remplacer les fonctions croissantes par des fonctions
décroissantes, puisque la covariance est bilinéaire.

(iv) Si {Xi, i ∈ I} L= {Yi, i ∈ I} et la famille {Xi, i ∈ I} est NA, alors la
famille {Yi, i ∈ I} est NA aussi.

Théorème 2.2.2. [2] Dans (2.10), les fonctions f et g peuvent être prises dans
l’une des classes de fonctions suivantes :
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1 Ensembles des fonctions binaires croissantes .

2 Ensemble des fonctions continues, croissantes et bornées.

3 Ensemble des fonctions croissantes bornées possédant des dirivées partielles
bornées.

Lemme 2.2.3. [12] Soient A1, A2, ..., Am des sous-ensembles de {1, 2, ..., n} dis-
joints et f1, f2, ..., fm des fonctions croissantes et positives. Si X1, X2, ..., Xn sont
NA, alors

E
m∏
i=1

fi(Xj, j ∈ Ai) ≤
m∏
i=1

Efi(Xj, j ∈ Ai). (2.12)

Démonstration. On prend les deux fonctions :

f(xj) =
m−1∏
i=1

fi(xj, j ∈ Ai),

et
g(xj) = fm(xj, j ∈ Am)

les deux fonctions f et g sont croissantes donc

E
[
m−1∏
i=1

fi(xj, j ∈ Ai)fm(xj, j ∈ Am)
]
≤ E

[
m−1∏
i=1

fi(xj, j ∈ Ai)
]
E [fm(xj, j ∈ Am)] .

Pour obtenir l’inégalité (2.12) il suffit de répéter cette procédure (m− 1) fois.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du lemme 2.2.3.

Corollaire 2.2.1. Soient A1, A2 deux sous-ensembles de {1, 2, ..., n} disjoins, et
x1, x2, ..., xn ∈ R, Si X1, X2, ..., Xn sont NA, alors

P(Xi ≤ xi, i = 1, ..., n) ≤ P(Xi ≤ xi, i ∈ A1)P(Xj ≤ xj, j ∈ A2), (2.13)

et

P(Xi > xi, i = 1, ..., n) ≤ P(Xi > xi, i ∈ A1)P(Xj > xj, j ∈ A2). (2.14)

Lemme 2.2.4. [12] L’association négative implique la dépendance négative, l’in-
verse est faux en général, et pour montrer ça il suffit de voir l’exemple de Joag-Dev
et Proschan. Soit X = (X1, X2, X3, X4) un vecteur aléatoire de variables binaires
tel que P(Xi = 1) = P(Xi = 0) = 0.5 pour i = 1, 2, 3, 4 et les couples (X1, X2)
et (X3, X4) ont la même distribution. le vecteur X a la distribution de probabilité
suivante
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Table 1

(X1, X2)

(0,0) (0,1) (1,0) (1,1) marginal

(X3, X4)

(0,0) 0.0577 0.0623 0.0623 0.0577 0.24
(0,1) 0.0623 0.0677 0.0677 0.0623 0.26
(1,0) 0.0623 0.0677 0.0677 0.0623 0.26
(1,1) 0.0577 0.0623 0.0623 0.0577 0.24

marginal 0.24 0.26 0.26 0.24

∀x1, x2, x3, x4 ∈ R on peut vérifier facilement les conditions (2.1) et (2.2) donc les
variables X1, X2, X3, X4 sont ND.

Cependant, soit xi = 1/2 pour i ∈ {1, 2, 3, 4}

P(∩{Xi > xi}) = 0.0577 > P(X1 > x1, X2 > x2)P(X3 > x3, X4 > x4) = 0.0576

donc X1, X2, X3, X4 ne sont pas NA.

Lemme 2.2.5. Les fonctions croissantes définies sur des sous-ensembles disjoints
de variables NA sont encore NA.

Théorème 2.2.3. L’union des ensembles indépendants de variables NA est NA.

Démonstration. Soient X et Y deux vecteurs indépendants de v.a.r, avec chaque
vecteur est NA. On va montrer que le vecteur (X, Y ) est aussi NA.

Soient X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2), f et g deux fonctions croissantes.

On sait que E [f(X1, Y1)/Y1] est une fonction mesurable de Y1, alors

E [f(X1, Y1)/(Y1, Y2)] = E [f(X1, Y1)/Y1] (2.15)

la même chose pour

E [g(X2, Y2)/(Y1, Y2)] = E [g(X2, Y2)/Y2] (2.16)
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On note ces espérances par h1(Y1) et h2(Y2) respectivement, avec h1, h2 sont
croissantes toute les deux, ainsi

E [f(X1, Y1)g(X2, Y2)] = E [E [f(X1, Y1)g(X2, Y2)/(Y1Y2)]]
≤ E [h1(Y1)h2(Y2)]
≤ E [h1(Y1)]E [h2(Y2)]
= E [f(X1, Y1)]E [g(X2, Y2)] ,

la première inégalité vient du fait que (X1, X2) et (Y1, Y2) sont indépendants, de
plus

(Y1, Y2) est NA =⇒ (h1(Y1), h2(Y2)) est NA

d’où la deuxième inégalité.
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Chapitre 3

Théorèmes limites pour des
variables aléatoires dépendantes

Dans cette partie nous allons étudier la convergence presque sûre des sommes
de variables aléatoires négativement dépendantes. Notre principale référence pour
ce chapitre est l’article de Przemyslaw Matula [15].

3.1 Loi forte des grands nombres pour des va-
riables aléatoires NQD

La loi forte des grands nombres (L.F.G.N) est un résultat fondamental en
théorie de la probabilité, dans ce paragraphe on s’intéresse à cette loi pour des
variables aléatoires NQD deux à deux.

Lemme 3.1.1. Soient X une variable aléatoire positive et a ∈ R+, alors

E (XI{X ≤ a}) ≤
∫ a

0
P (X ≥ x) dx

Démonstration. Soit F (x) la fonction de répartition de la variable X, on a

E (XI{X ≤ a}) =
∫ +∞

0
xI{x ≤ a}dF (x)

=
∫ a

0
xd(F (x)− 1)

par intégration par partie, on trouve

E (XI{X ≤ a}) = [a(F (a)− 1)]−
∫ a

0
d(F (x)− 1)
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puisque [a(F (a)− 1)] ≤ 0, donc

E (XI{X ≤ a}) ≤ −
∫ a

0
d(F (x)− 1)

=
∫ a

0
P(X ≥ x)dx

Lemme 3.1.2. Soient {Xn, n ∈ N} une suite de variables aléatoires deux à deux
NQD, {an, n ∈ N} une suite des réels strictement positifs, si

Sn
an
→ 0 p.s et sup

n>0

an−1

an
≤M <∞,

alors ∞∑
n=1

P[|Xn| ≥ an] <∞.

Démonstration. On pose
X+
n = max(0, Xn) et X−n = max(0,−Xn)

donc d’après le Corollaire 2.1.1 {X+
n , n ∈ N} et {X−n , n ∈ N} sont deux suites

de variables NQD deux à deux.

Si Sn/an converge p.s vers 0, alors Xn/an converge vers 0 p.s, et on a aussi
X+
n

an
→ 0 p.s et X−n

an
→ 0 p.s

Soient les deux événements An et Bn définies comme suit

An =
[
X+
n >

1
3an

]
, Bn =

[
X−n >

1
3an

]
, n ∈ N

donc on a
P(Ak ∩ Am) ≤ P(Ak)P(Am), ∀k 6= m ∈ N,

et
P(Bk ∩Bm) ≤ P(Bk)P(Bm), ∀k 6= m ∈ N.

D’après le lemme de Borel-Cantelli (Chapitre 2), si
∞∑
n=1

P
[
X+
n ≥

1
3an

]
diverge

on a alors
P
[
lim sup
n→∞

An

]
= 1
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ce qui contredit le fait que X+
n /an converge p.s vers 0, donc la somme est finie.

Par le même raisonnement pour X−n ,
∑∞
n=1 P[X−n ≥ 1

3an] <∞.
finalement

∞∑
n=1

P [|Xn| ≥ an] =
∞∑
n=1

P
[
X+
n +X−n ≥ an

]
≤
∞∑
n=1

P
[
X+
n ≥

1
3an

]
+
∞∑
n=1

P
[
X−n ≥

1
3an

]
<∞

ce qu’il fallait démontrer.

Théorème 3.1.1. (L.F.G.N)
Soit {Xn, n ∈ N} une suite de variables aléatoires deux à deux NQD identiquement
distribuées, alors

Sn
n
→ a p.s ⇐⇒ E|X1| <∞.

Si le moment d’ordre 1 est fini alors a = EX1.

Démonstration. Pour montrer la condition nécessaire, on va prendre la suite des
réels an = n, n > 0 dans le lemme précédent, et puisque X1, X2, ..., Xn sont
identiquement distribuées alors on a

∞∑
n=1

P[|X1| ≥ n] <∞,

ce qui est équivalent à
E|X1| <∞.

On passe maintenant à la suffisante, on sait que

Xn = X+
n +X−n

donc il suffit de démontrer le théorème pour {X+
n , n > 0} et {X−n , n > 0}. On

suppose que E|X1| < ∞ alors {X+
n , n > 0} est une suite de variables aléatoires

deux à deux NQD identiquement distribuées et E|X+
1 | < ∞, ainsi que la suite

{X−n , n > 0}.
On pose

Yn = Xn ∧ n pour n ∈ N et S∗n =
n∑
k=1

Yk,

on peut remarque facilement que Y1, Y2, ..., Yn sont NQD par paire, ce qui implique
qu’elles sont négativement corrélées.
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Soit kn = [αn] pour α > 1, ∀ε > 0, on a par l’inégalité de Chebychev

∞∑
n=1

P
[
k−1
n |S∗kn

− ES∗kn
| > ε

]
≤
∞∑
n=1

V ar(S∗kn
)

(k−1
n ε)2

≤ 1
ε2

∞∑
n=1

1
k2
n

kn∑
j=1

V ar(Yj)

≤ 1
ε2

∞∑
n=1

1
k2
n

kn∑
j=1

(
E(X2

j I{Xj ≤ j}) + j2P(Xj > j)
)

≤ 1
ε2

∞∑
n=1

1
k2
n

kn∑
j=1

EX2
1 I{X1 ≤ j}+ 1

ε2

∞∑
n=1

1
k2
n

kn∑
j=1

j2P(X1 > j)

= S1 + S2

on a
1 ≤ j ≤ [αn] ≤ αn ⇐⇒ rj = log j

logα ≤ n

donc
S1 = 1

ε2

∑
j≥1

EX2
1 I{X1 ≤ j}

∑
n≥rj

1
[αn]2

puisque [αn] ≤ αn ≤ [αn] + 1, alors

S1 ≤
1
ε2

∑
j≥1

EX2
1 I{X1 ≤ j}

∑
n≥rj

1
(αn)2


on a ∑

n≥rj

( 1
α2

)n
=
( 1
α2

)rj 1
1− 1/α2 = 1

j2
α2

α2 − 1

se qui implique

S1 ≤ Kα,ε

∑
j≥1

1
j2EX

2
1 I{X1 ≤ j}

≤ Kα,ε

∑
j≥1

1
j2

∫ j

0
P(X2

1 > t)dt

on pose
√
t = u, alors

S1 ≤ 2Kα,ε

∑
j≥1

1
j2

j−1∑
k=1

∫ k+1

k
uP(X1 > u)du
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comme k ≤ u ≤ k + 1, alors {X1 > u} ⊂ {X1 > k}, et par suite

S1 ≤ 2Kα,ε

∑
j≥1

1
j2

j−1∑
k=1

P(X1 > k)
∫ k+1

k
udu

≤ Kα,ε

∑
k≥1

P(X1 > k)
 ∑
j≥k+1

1
j2

 (2k + 1)

par le Lemme 3.1 dans l’appendice
∑

j≥k+1

1
j2 ≤

c

k + 1

d’où

S1 ≤ Kα,εC
∑
k≥0

P(X1 > k)

≤ C ′E|X1|

Avec Kα,ε une constante positive qui ne dépend que de α et ε.
Pour S2 on a

1
ε2

∑
n≥1

kn∑
j=1

j2

k2
n

P(Xj > j)

1
ε2

∑
j≥1

j2P(Xj > j)
∑
kn≥j

1
[αn]2

1
ε2

∑
j≥1

j2P(Xj > j)
∑
kn≥j

1
α2n

∑
n≥rj

( 1
α2

)n
=
( 1
α2

)rj 1
1− 1/α2 = 1

j2
α2

α2 − 1

se qui implique

S2 ≤ Kα,ε

∑
j≥1

P(X1 > j)

≤ Kα,εE|X1|

S1 et S2 sont finies, ce qui implique que
∞∑
n=1

P
[
k−1
n |S∗kn

− ES∗kn
| > ε

]
<∞ (∗)
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d’après (∗) et le lemme de Borel-Cantelli k−1
n (S∗kn

− ES∗kn
)→ 0 p.s.

Puisque E|X1| existe, alors knP(X1 > kn)→ 0 et par suite

k−1
n ES∗kn

= E(X1 ∧ kn)→ EX1.

Par définition de Yn on obtient
∞∑
n=1

P[Xn 6= Yn] =
∞∑
n=1

P[Xn > n] =
∞∑
n=1

P[X1 > n] <∞

Donc P(lim sup
n→∞

{Xn 6= Yn}) = 0, alors on conclure que

k−1
n Skn → EX1 p.s

On remarque que pour n’importe n ∈ N il existe l(n) ∈ N tel que

[αl(n)−1] < n ≤ [αl(n)]

on a aussi Sn est croissante, donc

k−1
l(n)−1Skl(n)−1 ≤ n−1Sn ≤ k−1

l(n)Skl(n) .

Et par suite, on a

EX1 ≤ lim inf
n→∞

n−1Sn ≤ lim sup
n→∞

n−1Sn ≤ EX1 p.s

donc, on conclure que n−1Sn → EX1, presque sûrement lorsque n→∞.
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3.2 Convergence des séries de variables aléatoires
NA

L’inégalité maximale de Kolmogorov a été généralisé par Matula pour des va-
riables négativement associées comme suit

Lemme 3.2.1. Soit {Xn, n ∈ N} une suite de variables aléatoires NA, centrées,
et de moments d’ordre 2 finis, alors ∀ε > 0 on a l’inégalité suivante

P [max(|S1|, ..., |Sn|) > ε] ≤ 8ε−2
n∑
k=1

V ar(Xk).

Démonstration. On sait que
|Sn| = S+

n + S−n

donc

max(|S1|, ..., |Sn|) = max(S+
1 + S−1 , ..., S

+
n + S−n )

≤ max(0, S1, ..., Sn) + max(0,−S1, ...,−Sn),

ce qui entraine que

P[ max(|S1|, ..., |Sn|) > ε]

≤ P
[
max(0, S1, ..., Sn) > 1

2ε
]

+ P
[
max(0,−S1, ...,−Sn) > 1

2ε
]

≤ 4ε−2
[
E(max(0, S1, ..., Sn))2 + E(max(0,−S1, ...,−Sn))2

]
≤ 4ε−2

[
E(max(S1, ..., Sn))2 + E(max(−S1, ...,−Sn))2

]
. (∗)

D’autre part, on pose que

Mn = max(S1, ..., Sn)
= X1 + max(0, X2, X2 +X3, ..., X2 + ...+Xn),

si on considère X1 et max(0, X2, X2 +X3, ..., X2 + ...+Xn) comme deux fonctions
croissantes de sous ensembles disjoints de variables NA, alors elles sont négative-
ment associes et par suite négativement corrélées, ce qui donne

EM2
n = EX2

1 + 2Ex1 max(0, X2, X2 +X3, ..., X2 + ...+Xn)
+ E(max(0, X2, X2 +X3, ..., X2 + ...+Xn))2

≤ EX2
1 + E(max(0, X2, X2 +X3, ..., X2 + ...+Xn))2
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Par récurrence, on a

EM2
n ≤

n∑
k=1

V ar(Xk) (∗∗)

Si on remplaceXn par−Xn on retrouve la même inégalité pour E(max(−S1, ...,−Sn))2.
Maintenant il suffit de remplacer (∗∗) dans (∗)

Théorème 3.2.1. Soit {Xn, n ∈ N} une suite de variables aléatoires NA de mo-
ments d’ordre 2 finis.

Si ∑∞n=1 V ar(Xn) <∞, alors
∞∑
n=1

(Xn − EXn) converge p.s.

La démonstration est basée sur le lemme précédent.

Démonstration. On veut montrer que Sn est une suite de Cauchy.

Supposant que EXk = 0, k ∈ N et ε un réel positif, alors on a

P
[

sup
k,m≥n

|Sk − Sm| > ε

]
≤ P

[
sup
k≥n
|Sk − Sn| >

1
2ε
]

+ P
[

sup
m≥n
|Sk − Sn| >

1
2ε
]

≤ 2P
[
sup
k≥n
|Sk − Sn| >

1
2ε
]

≤ 2 lim
N→∞

P
[

max
n≤k≤N

|Sk − Sn| >
1
2ε
]
.

Maintenant, en appliquant le lemme précédent, on trouve

P
[

sup
k,m≥n

|Sk − Sm| > ε

]
≤ 64ε−2 lim

N→∞

N∑
i=n

V ar(Xi)→ 0,

car c’est le reste d’une série qui converge. On conclure que Sn est une suite de
Cauchy presque sûrement, donc elle converge p.s.

Le lemme de Kronecker et le théorème précédent implique le corollaire suivant

Corollaire 3.2.1. Si {Xn, n ∈ N} est une suite de variables aléatoires NA de
moments d’ordre 2 finis et ∑∞n=1 V ar(Xn)/n2 <∞, alors

(Sn − ESn)
n

→ 0 p.s.

36



3.2. CONVERGENCE DES SÉRIES DE VARIABLES ALÉATOIRES NA

On va voir maintenant le théorème des trois séries généralisé pour les variables
aléatoires négativement associées.

Théorème 3.2.2. (Théorème des trois séries)
Soit {Xn, n ∈ N} une suite de variables aléatoires NA, si pour un c > 0 les séries
suivantes ∞∑

n=1
EXc

n,
∞∑
n=1

V ar(Xc
n),

∞∑
n=1

P[|Xn| ≥ c],

convergent, alors
∞∑
n=1

Xn converge p.s.

Xc est définie comme suit

Xc =


X si |X| ≤ c,
−c si X < −c,
c si X > c.

Et
Scn =

n∑
k=1

Xc
k pour un c>0.

Démonstration. Les deux premières sommes implique que∑∞n=1 X
c
n converge presque

sûrement ( par le théorème de deux séries de Kolmogorov dans le premier chapitre),
et la dernière somme implique que

∞∑
n=1

P(Xn 6= Xc
n) <∞,

alors les deux suites {Xn, n ≥ 0} et {Xc
n, n ≥ 0} sont équivalentes, et donc∑∞

n=1 Xn converge p.s.
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Appendice

On rappelle dans cet appendice quelques lemmes et théorèmes utiles.

Définition 3.1. Une suite des variables aléatoires X1, X2, ..., Xn est dite symé-
trique si

(X1, X2, ..., Xn) L= (−X1,−X2, ...,−Xn).

Théorème 3.1. (Inégalités de Lévy)
Soient X1, X2, ..., Xn des v.a.r indépendantes et symétriques, avec Sn la somme
partielle. Alors ∀x ∈ R

P( max
1≤k≤n

Sk > x) ≤ 2P(Sn > x),

P( max
1≤k≤n

|Sk| > x) ≤ 2P(|Sn| > x).

Théorème 3.2. Soient r > 0, X et Y deux v.a.r. Supposons que E|X|r < ∞ et
E|Y |r <∞. Alors

E|X + Y |r ≤ cr(E|X|r + E|Y |r),

avec

cr =

1 si r ≤ 1,
2r−1 si r ≥ 1

Théorème 3.3. (Inégalités de Marcinkiewicz-Zygmund)
Soit r ≥ 1. Supposant que X1, X2, ..., Xn sont des v.a.r indépendantes et centrées
telles que E|Xk|r < ∞,∀k ∈ {1, ..., n}, soit {Sn, n ≥ 1} les sommes partielles.
Alors ils existent deux constantes Ar et Br qui ne dépendent seulement de r telles
que

ApE
(

n∑
k=1

Xk
2
)r/2

≤ E|Sn|r ≤ BpE
(

n∑
k=1

Xk
2
)r/2

.
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Lemme 3.1.
(i) Pour α > 0, n ≥ 2,

1
αnα

≤
∞∑
k=n

1
kα+1 ≤

1
α(n− 1)α ≤

2α
αnα

.

(ii) Pour β > 0,

nβ

β
≤

n∑
k=1

kβ−1 ≤ nβ

β
+ nβ−1 ≤ ( 1

β
+ 1)nβ.

Lemme 3.2. Pour n ≥ 1, soit 0 ≤ an < δ < 1, alors

(1− an)n −−−→
n→∞

1 ⇐⇒ nan −−−→
n→∞

0.

De plus, dans les deux cas, étant donné δ ∈ (0, 1), on a nan < δ(1 − δ) < 1 pour
n assez grand, et

(1− δ)nan ≤ 1− (1− an)n ≤ nan/(1− δ).

Lemme 3.3. On pose an ∈ R, n ≥ 1 si an → a quand n→∞, alors

1
n

n∑
k=1

ak → a, quand n→∞

Lemme 3.4. (Lemme de Kronecker)
Soient (Xn)n≥1 une suite de v.a ,a0 = 0 et{an, n ≥ 1} une suite des réels positifs
↗∞, alors

∞∑
k=1

Xk

ak
converge p.s =⇒ 1

an

n∑
k=1

Xk
p.s−−−→

n→∞
0
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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons aux lois fortes des grands
nombres. Dans le cadre indépendant, nous établissons celle de
Marcinkiewicz-Zygmund pour la norme Lp ainsi que ponctuellement.
Nous généralisons ensuite les deux lois des grands nombres de Kol-
mogorov aux variables négativement dépendantes par quadrant et
négativement associées.

L’approche utilisée est basée sur l’inégalité maximale de Matula
qui généralise celle de Kolmogorov ainsi qu’une extension du lemme
de Borel-Cantelli aux variables négativement dépendantes par qua-
drant obtenu par Erdos et Chow.

Abstract

In this Master thesis, we study some strong laws of large members.
In the independent framework, we establish the one of Marcinkiewicz-
Zygmund in the Lp norm, as well as almost surly. We also generalize
two laws of large members of kolmogorov to negatively quadrant de-
pendent and negatively associated random variables.

Our approach is based on the maximal inequality of Matula which
generalizes the one of Kolmogorov, as well as an extension of the
Borel-Cantelli lemma to negatively quadrant dependent random va-
riables obtained by Erdos and Chow.
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