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Abréviations & Notations

: La probabilité de I’évenement A.
: L’espérance mathématique de la variable aléatoire X.
: La fonction indicatrice de I’ensemble A

: La variance de la variable aléatoire X.

: La covariance entre les variablrs aléatoires X et Y.

: Valeur absolue de la variable x.

: Partie entiere de x.

: Maximum de ’ensemble A.

: Minimum de ’ensemble A.

: Le minimum entre x et y.

: Le maximum entre x et y.

: Complémentaire de A.

: max(x,0).

: min(—z,0).

: La somme partielle des X,, pour n > 1.

: Le rapport des quantités de chaque coté tend vers 1.
: Variable aléatoire.

: Indépendentes et identiquement distribuées.

: Presque stirement.

: La loi forte des grands nombres.

: Négativement dépendantes.

: Négativement dépendantes par quadrant.

: Négativement associées.

: La suite de variables aléatoires(X,,) converge presque stirement vers X .

: La suite de variables aléatoires(X,,) converge dans L" vers X .
: Fin de démonstration.
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Introduction

La loi forte des grands nombres (L.F.G.N) est 'un des résultats les plus im-
portants en théorie de probabilités, elle concerne la convergence des moyennes
arithmétiques de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
Cependant la condition d’indépendance n’est pas vérifiée dans de nombreuses si-
tuations, pour cette raison plusieurs notions de dépendances ont été introduites.
Dans ce mémoire on s’intéresse particulierement aux deux concepts suivants :

e La dépendance négative.

e [’association négative.

Ce manuscrit est composé de trois chapitres et un appendice. Dans le premier
chapitre on commence par définir la notion d’équivalence entre deux suites de va-
riables aléatoires et ces conséquences, on donne aussi la loi fable pour le maximum
de variables aléatoires i.i.d et on termine par prouver deux lois des grands nombres
dues a Marcinkiewicz-Zygmund.

Le deuxieme chapitre consacré a 1’étude des variables aléatoires négativement
dépendantes et négativement associées, apres avoir introduit ces deux notions, on
présente quelques exemples de ces variables, puis on étudie la hiérarchie entre
ces deux notions. Enfin nous généralisons la deuxieme partie du lemme de Borel-
Cantelli aux variables aléatoires deux a deux négativement dépendantes par qua-
drant.

Dans le dernier chapitre, on montre que la célebre loi forte des grands nombres de
Kolmogorov reste vraie pour des variables négativement dépendantes par quadrant,
on généralise ensuite I'inégalité maximale de Kolmogorov ainsi que le théoréme des
trois séries aux variables négativement associées.

Dans tout ce qui suit, (€2, .4,P) désignera un espace de probabilité complet.
Toutes les variables aléatoires sont définies sur cet espace de probabilité.



Chapitre 1

La loi forte de
Marcinkiewicz-Zygmund

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la loi forte des grand nombres de Marcinkiewicz-
Zygmund pour des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,
cette loi est une généralisations de la loi forte des grands nombres de Kolmogorov
(L.F.G.N) apparue en 1937 [I4]. On commence par donner la loi faible pour le
maximum de variables aléatoires dans le premier paragraphe, ensuite on énonce
et on démontre deux lois des grands nombres de M-Z, notre principale référence
pour ce chapitre est le livre de A. Gut [3].

1.1 La loi faible pour le maximum de variables
aléatoires

Dans plusieurs démonstrations dans ce mémoire, nous allons utiliser la tron-
cature, cette technique consiste a créer une nouvelle suite de variables aléatoires
équivalente a la suite de départ et qui est plus facile a traiter. On commence donc

par donner la définition d’équivalence entre deux suites de variables aléatoires et
quelques propriétés utiles.

Définition 1.1.1. On dit que deux suites de variables aléatoires {X,, n > 1} et
{Y,, n > 1} sont équivalentes si

i P(X, #Y,) < .
n=1

L’exemple suivant, représente deux suites de variables aléatoires équivalentes.



1.1. LA LOI FAIBLE POUR LE MAXIMUM DE VARIABLES
ALEATOIRES

Exemple 1.1.1. Si {X,,, n > 1} est une suite de v.a telle que

o0

Z (| X > a) < oo,

alors elle est équivalente a la suite de v.a.r définie par

(Yn = Xn]I{|Xn’ < a})

n>1"
La définition précédente et le lemme de Borel-Cantelli, nous donne ce qui suit.

Proposition 1.1.1. Si {X,, n > 1} et {Y,, n > 1} sont deur suites de v.a
équivalentes, alors

(i) Pimsup{X, #Y,}) =0;
n— o0
(i) >, (X, —Y,) converge p.s;
(iii) sib, € R, n>1 et b, /oo, alors

z_: (Xk — Yr) — — 0.

1
b

Démonstration. La premiere proposition vient du lemme de Borel-Cantelli, elle
signifie que X, et Y,, sont différentes pour un nombre fini de n, en effet ;

P(limsup{X, # Y, }) =0 <=
n—oo

1= ]P’(hmmf{X =Y.} =P(J N{Xx = =P(Q")

n>1k>n

VweQ Ing=ng(w)>1tel que V k> ny

Xip(w) = Yi(w),

ce qui entraine que la somme en (ii) ne contient qu'un nombre fini de terme p.s,
d’ou elle converge. La derniere proposition suit le méme argument plus le fait que
b, /oo quand n — oo. H

Proposition 1.1.2. Supposons que X1, X, ..., X,, sont des v.a.i.i.d, et soit r > 0.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

3



CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

(i) E‘Xl‘r <00
(ii) =, P(|X1| > n'/"e) <00 Ve >0;

(iii) P(limsup{|X;| > n'/"e}) =0 Ve >0;
n— oo

Pour montrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1.1. Soit X une variables aléatoires positive, alors

EX <00 <= Y P(X >n) < oco.

n=1

Démonstration. Soit > o> P(X >n) < 0o, on a

EX — Z/n vdF(x)
n—1 n—1

<> nP(n—1<X <n)
n=1

=> Y Pn-1<X<n)=> Y Pn-1<X <n)
n=1k=1 k=1n=k

=Y PX>k—-1)<1+> P(X >k
k=1 k=1

§1+ZP(X>I<:)

Pareille, pour 'autre coté, puisque

EX >> (n—1)P(n—-1<X <n).
n=1

Démonstration. de la Proposition [1.1.2]
D’apres le lemme précédant on a

EIXi|" <00 <= Y P(Xi[">n)<oco <= Y P(X;| >n""e) < oo, Ve>0.

n=1 n=1



1.1. LA LOI FAIBLE POUR LE MAXIMUM DE VARIABLES
ALEATOIRES

Donc (i) est équivalente a (ii) ce qui est équivalent a (iii) par le lemme de Borel-
Cantelli.

L’équivalence entre (iii) et (iv) est une conséquence du lemme de Borel-Cantelli et
la définition de convergence presque stire. O

La proposition suivante représente un autre exemple de deux suites de v.a
équivalentes.

Proposition 1.1.3. Supposons que X1, X, ..., X, sont des v.a.r.i.i.d., telles que
E| X:|" < 0o pour r > 0, et soit

Y, = X,I{|X,,| < n'/"},n > 1.
Alors {X,,, n>1} et {Y,, n > 1} sont équivalentes.

Démonstration. On a
Z P(X, #Y,) = Z PXGI{] X > nl/r})v
n=1 n=1

d’apres la proposition précédentes

EXi|" <0 <= Y P(|X,| >n'"e) <00, Ve>0,

n=1

ce qui est équivalent a
ST P(XI{|X,| > nt/"Y) < oo
n=1

]

Dans la proposition suivante, nous mettons en évidence une relation entre les
sommes de variables aléatoires symétriques et leurs maximum.

Proposition 1.1.4. Soient X, Xs, ..., X,, des v.a.r indépendantes, symétriques,
et sotent

1<k<n

Y, = max |Xy|, et Sn:ZXk, n > 1.
k=1

Alors
P(Y, > 2z) < P<1I?1?<X |Sy| > ) < 2P(|S,| > z), x> 0. (1.1)

5



CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Démonstration. Puisque

Xn = Sn - Sn—l

alors
’Xn’ S ‘Sn‘ + ‘Snflya

d’ou

Y, < 21rgggxn|5n|.

Maintenant, il suffit d’appliquer I'inégalité de Lévy, voir le Théoréme dans
I’appendice. O]

Proposition 1.1.5. Soient r > 0, X une v.a.r positive. Alors
EX"<oo = 2'P(X >2) -0 quand x — oo.

La réciproque est fausse en général.

Démonstration. On a

2P(X >z) = xr/

xT

dF(y) < / y'dF(y) - 0 quand x — oo,
car c’est le reste d’une intégrale convergente.

Voici un contre exemple qui montre que la réciproque n’est pas vraie en général.
Soit X une v.a.r de fonction de densité
c

— siz>e
f(z) = a"logx ’
0 sinon
ol c est une constante, alors
oo c

MX>@:/

= ytllogy Y
par intégration par partie, on a

/ /

00 c
P(X >z) = T loga +/x Wdy
donc .
PX > )~ 2" log x
ce qui implique
1 d

' P(X >z) ~ Ca’

= — 0 quand z — o0
x"logx  logx

6



1.1. LA LOI FAIBLE POUR LE MAXIMUM DE VARIABLES

ALEATOIRES
mais g
Ex*zc/ RENEYNS
e zlogx
O]
Remarques 1.1.1.
(i) Si Xy, Xa, ..., X, sont des v.a.r.i.i.d centrées, alors
EX1H{|X1| < CL} = —EX1H{|X1| > CL} Ya > O, (12)
et .

EZ Xel{| Xx| < a}| < nE|X;|I{|X1] > a}. (1.3)

k=1
L’égalité (1.2) vient du fait que l’espérance est nulle :
0=EX, = EX,I{|X}| < a} + EX,I{|X,| > a}.
Linégalité (1.3) est une conséquence de (1.2) et l'inégalité triangulaire
(ii) Soit a > 0. Si X est une v.a.r centrée, alors Y = XI{|X| < a} n'est pas

en général centrée. Cependant, st X est symétrique, alors EY = 0 car toute
fonction impaire d’une variable symétrique est symétrique.

On termine cette section par donner la loi faible pour le maximum de variables
aléatoires indépendantes.

Théoréme 1.1.1. Soient {X,, n > 1} une suite des variables aléatoires i.i.d,
Y, = maxi<r<n| Xn| pourn > 1. Si{b,, n > 1} est une suite des réels strictement
positifs et croissants, alors

Y,
P50 = nP(|X4| > bye) —— 0 Ve > 0.

b, n—oo

En particulier, pour r > 0

Y,
L 50 < nP(|Xy| > n") — 0.

nl/m n—oo n—00

Démonstration. La démonstration est basée sur les deux inégalités suivantes

1
§nP(|X1| > bye) < P(Y, > be) < nP(|Xy| > bye), pour n assez grand.



CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

La premiere inégalité, vient du fait que

P(Y, > bpe) = 1 — P(Y, < b,e)
=1 — P( max | Xy| < b,e)

1<k<n
— 1 (B(|X1] < bre))"
—1— (1= P(|IX1| > bne))™

Il reste qu’appliquer le Lemme , pour § = 1/2, pour avoir I'inégalité.
La deuxieme inégalité est immédiate, puisque

{Y, > be} C O{|Xk| > bet.

k=1

1.2 Le théoréeme de Marcinkiewicz-Zygmund

La loi forte des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund est une généra-
lisation de L.F.G.N de Kolmogorov qui consiste a normaliser différemment les
sommes partielles S,,, en considérant non plus la suite {S,,/n, n > 1} mais la
suite {S,,/n/", n > 1} pour r €]0, 2], dans cette section on va étudier deux types
de convergence de la suite {S,/n'/", n > 1}, la convergence dans L" et la conver-
gence presque sire.

On commence par rappeler le théoreme des deux séries de Kolmogorov, qui
est un théoreme tres utile pour examiner la converge presque siire des séries de
variables aléatoires indépendantes.

Théoréme 1.2.1. (Critére de convergence de Kolmogorov)
Soit {X,,, n > 1} une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, alors

Y VarX, <oco = > (X, —EX,) converge p.s. (1.4)
n=1 n=1
Si de plus
Y EX,, converge,
n=1
alors

oo
Z X, converge p.s.
n=1

8



1.2. LE THEOREME DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Remarque 1.2.1. Si les v.a dans le théoréme précédant, sont uniformément bor-
nées, alors la condition nécessaire est aussi suffisante.

On rappelle aussi, la loi forte des grands nombres due a Kolmogorov(1929).

Théoréme 1.2.2. (L.F.G.N de Kolmogorov)
Soit {X,,, n > 1} une suite de variables aléatoires réelles i.i.d.

(i) STE|X,| < oo et EXy = p, alors

S p.
PN quand n— .
n

(ii) Si S,/n 2% ¢ avec ¢ une constante, quand n — oo, alors
E|Xi| <oo et ¢c=EX;.

(iii) Si EX, = oo, alors

lim sup— = +o0.
n—oo T

Remarque 1.2.2. Etemadi [11] a montré que l'indépendance deux d deux des
variables aléatoires suffit pour avoir la loi forte des grands nombres.

On va étudier, dans le théoreme qui suit, la convergence dans L" de la suite
des v.a {S,/n'/", n>1}.

Théoréme 1.2.3. (Loi des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund)
Soit 0 < r < 2. Supposons que (X,)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles
i.i.d, et Sy, = Y51 Xi pour n > 1.

SiE| X" < o0, et EX =0 quand 1 <r < 2, alors
Sn

nl/r

L’)"
— 0  quand n — oo.

Démonstration. Soit M un réel strictement positif assez grand tel que
GOM) = EIXi['I{|X1| > M} <,
qui est possible pour € > 0 quelconque puisque E|X|" < oo, ce qui entraine que
G(M)—=0 quand M — oc.

Soit

9



CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

On va traiter deux cas :
Premier cas : 0 <r <1
En utilisant le Théoréme [3.2] dans 'appendice, on obtient

n T

Z(Yk + Zy)

k=1

>
k

E|S,| =E

r

<E +E

>z
k=1

1
< (nM)" +nE|Z,|"

= (nM)" + nE|X,['T{| X > M}
< )"

(nM)" + ne

en divisant par n et en prenant la limite sup, on trouve

ce qui implique que
— 50 dans L" quand n — oo.
nt/r

Deuxiéme cas : 1 <r <2
On va utiliser dans ce cas l'inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund, Théoréme [3.3]
puis I'inégalité du Théoréme [3.2 dans I'appendice, alors on a

E|S,|" < B,E| Y X,2"?
k=1

S BT*E| ZYk2lr/2 + BT*E| Z Zk2|7“/2
k=1 k=1

< BT*(HMZ)T/2 +Br*nE((212)T/2)
= B,*n"?M" + B,*nE|Z|"
< B,*n"*M" + B, ne,

donc

. ElSa|"
lim sup

n—o0 n

< B¢
ce qu’il fallait démontrer. O]

Lemme 1.2.1. Soient 0 < r < 2, (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles
identiquement distribuées et

Y, = X,I{|X,| <n'"}, n>1.

10



1.2. LE THEOREME DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Si E| X4|" < o0, alors

> Vary,
Z Var < 1/r) nz::l W < 00. (15)

La démonstration de ce lemme est basée sur la technique de troncature et le
lemme [3.1fi) dans l'appendice.

Démonstration. On a
e Y, > EY?
2 Var (7)< 2
= E(XTIH{]|Xy| < n'/7})
n2/r

(]

3
Il
—

Z (XFL{(k = DV" < [X1| < &Y7})

I
8ﬁM8

—_

= E(XTI{|X:| < 1})

—n 2/7"
#3535 o (- 0 < il < 1)
Moy 2 fj LRIk — 1) < 1 Xy] < BV
B (2/r) =1 jz k@M= 0o
< C+ O3 (WP BIX (6 - D < X3 < K))

O+ O EX (k- 1) < [Xi] < k)
k=1
= O+ CEIX)| < .

Pour (*) on a utilisé le lemme [3.1|(i) sans préciser la constantes C. O

On s’intéresse maintenant, a la convergence ponctuelle de la suite

{Sp/n'", n>1}.

Théoréme 1.2.4. (Loi forte des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund)

Soient 0 < r < 2, (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d avec
]E|X1|r < 0.

Supposons aussi que EX, = 0 lorsque 1 < r < 2. Alors

Sn
nt/r

5 0.

Inversement, Si n€7r 220, alors B| X" < o0, et EX; =0 si1 <7 <2,

11



CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Démonstration. Commengons par la condition suffisante.
Soient

X, si|X,| <nt/r

Y, = X,I e =
{1Xn|<nt/7} {O sinon

et

S, =Y.
k=1

Vu que E|X;|" < oo et par la proposition [1.1.3] alors les deux suites (X,),>1 et
(Y,)n>1 sont équivalentes.
Le lemme [L2.1] nous donne

o0 Yn
nzz:l Var(nl/r) < 00,

en vertu du théoreme de deux séries de Kolmogorov [1.2.1| on obtient

i<Yn — EYn)
2 i converge p.s,

en utilisant encore le lemme de Kronecker, Lemme [3.4] on trouve

1
nl/r

S

S (Vi —EY;) 250 quand n — oo.
k=1

Maintenant, on veut montrer que

1 n
i ZEYk — 0 quand n — oo,
k=1

afin de conclure que
]. n p.S
l—/TZYk — 0 quand n — oo.
=

On va traiter deux cas :

12



1.2. LE THEOREME DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Soit 0 <r <1,o0na

ES,|=|EY Y,
k=1

E|Yy|

IA
M:

i
I

]E|ka{|Xk|<k1/T}

M= T

E’ka{|Xk|<kl/2r} + Z ]E|Xk’H{k1/2T<|Xk|<k1/T}

>
Il

IN
M= I

(kl/QT)lfTE‘Xl ‘T]IHXI \<k/2r)

e
Il
—_

n

Z kl/r 1= 7”I[‘_‘-:,l)(ll ]I{kl/2r<‘X1|<k1/'r}

Z(k’ = )E| X4 + Z TOEIXy| Ly s k1/2ry

= k=1

) < O IE|X1 Z

| ]I{|X1|>k;1/27}

Pour (*) on a utilisé le lemme [3.1[ii) sans préciser la constantes C.
On divisant par n'/", on trouve

|ES’ 1/2 1/r 1 S

k 1

k :T)E‘X]_‘T]I{lxll>kl/2r}

en faisant tendre n vers 'infini

[ES,|
nl/r 0
car
n1/271/r]E’X1|r 0
et

1 & -
nl/r Z( "

k=1

T)]E‘Xl‘TH{IX1|>k1/2T} —0 par le lemme

13



CHAPITRE 1. LA LOI FORTE DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Soit 1 <r <2

ES,| =Y EX I x, (<kirry ]

k=1

< EIXG T x5y
k=1

(") B X | Ty s ry

IA
M=

e
Il
—

1—

k( T'T)E|X1|TH{|X1|>]€1/T},

I
NE

B
Il
—

on divise par n'/"

[ES,|

n
nl/r

]. n 1—r r
< nl/rkzlk( r )E|X1| I[{|X1|>k.l/'r} m 0

ce qui implique
IES,

ol

- 0 dans les deux cas
n /7" n—oo

d’ou .
I/TZYkﬂO qgd n — oo,
=

le fait que (X,)n>1 et (Y3)n>1 sont deux suites équivalentes nous permet de dire
que

1 & s
k=1

Pour la condition nécessaire, on utilise le fait que
X,=8,—5,.1 avec n>2,

en suite, on divise par n'/"
Xn o Sn Sn—l
nt/r nt/r nt/r

Sn <n— 1)1/T Snfl p-s
n (

- nt/r B n — 1)1/7“ n—o0

0, pour 0<r <2

d’apres la Proposition [1.1.2] on a

X, ps
- 50 <= E[X| <00, 0<r<2.
n /<r n—oo

14



1.2. LE THEOREME DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND

Sil<r<2,
Sn Sn .S
—:nl/r_ll— 250 n—oo
n nl/r

donc E(X;) = 0 par la loi forte des grands nombres, Théoreme [1.2.2

O

Remarque 1.2.3. La question qui peut se poser, est-ce que la suite (S, /n*'") peut
converger p.s vers 0 lorsque r =2 ¢

La réponse est non ! la suite S, /n'/" ne peut pas converger p.s vers 0 pour r = 2,
en effet ; supposons que Sn/nl/2 — 0 p.s, on a par hypothese les v.a sont i.i.d et
EX? < oo, on suppose que EX; = 0 et VarX, = 1, le théoréme central limite
implique que

Sn L
ﬁ—u\/(o,n

ce qui n’est pas possibles.

Remarque 1.2.4. Petrov[I§] a montré que si 0 < r < 2 alors S,/n'/™ — 0 p.s
implique que E|X | < oo en supposant que les v.a.r sont indépendantes deuz d
deuz. Sawyer[20] a montré que si 0 < r < 1 alors E|X1|" < oo implique que
Sn/nl/" — 0 p.s sans aucune condition d’indépendance.
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Chapitre 2

Quelques notions de dépendance

Depuis son apparence, le concept de dépendance de variables aléatoires a tou-
jours été un sujet d’intérét pour les probabilistes et les statisticiens, différentes
formes de dépendance ont été introduites. Dans ce chapitre on s’intéresse a deux
sortes de dépendance, la dépendance négative par quadrant entre deux variables
aléatoires qui a été introduite par Lehmann [13] en 1966 et I'association négative

qui a été introduite par Alan et Saxenall] en 1981 et développée par Joad-Dev et
Proschan [12] en 1983.

2.1 Variables aléatoires négativement dépendantes

Définitions 2.1.1.

1 On dit que les v.a.r Xy, Xa, ..., X,, sont négativement dépendantes (ND) si
Yoy, xo,...,x, € R

P( ﬁl{Xj <uz;}) < ﬁP(Xj < z;) (2.1)
et . .
IP’(O{X]- > a;}) < UP(XJ > ;) (2.2)

2 On dit que les deuz v.a.r X etY sont négativement dépendantes par quadrant
(NQD) si pour tous nombres réels x et y

P(X <z,Y <y) <P(X <2)P(Y <y). (2.3)
Ou d’une maniére équivalente (Remarqud?.1. ]
P(X >zxz,Y >y) <P(X >z)P(Y > y). (2.4)

16



2.1. VARIABLES ALEATOIRES NEGATIVEMENT DEPENDANTES

3 Une suite {X,,, n>1} de v.a.r est dite NQD deux d deuz si X; et X; sont
NQD Vi, j € {1,2,...n}, eti#j.

4 Une famille infinie de variables aléatoires {X,, n > 1} est ND (respecti-
vement deuzr d deur NQD) si toute famille finie {X1, Xo, ..., X,,} est ND
(respectivement deuz d deuz NQD).

Remarques 2.1.1.

1. Toute suite de variables négativement dépendantes est deux a deux NQD,
I'inverse n’est pas vrai en général.

2. [5] Les deux conditions (2.1]) et ([2.2]) sont équivalentes pour n = 2, en effet ;
Supposons ([2.1))

PX>z,Y>y)=1-PX <zUY <y)
S 1 [P(X <)+ P(Y <)~ P(X <2,V <y)
S1-[P(X <2)+P(Y <y) - P(X <2)P(Y <y)]
—[1-P(X <2)][1—P(Y <)

=P(X > 2)P(Y > y)

D’autre part, supposons ([2.2))

PX<z,Y<y)=1-PX>zUY >y)
=1-PX>2)+PY >y) —P(X >z,Y > y)]
<1-[P(X >2) +PY > y) — P(X > 2)B(Y > y)]
S P(X > )] [ B(Y > )
=P(X <a)P(Y <y)

Pour n > 3, Ebrahimi et Ghosh[9] ont montré par I'exemple suivant que

(2.1) et (2.2) ne sont pas équivalentes en général.
Soient X1, X, et X3 trois v.a.r qui suivent la loi B(3) et (X, Xo, X3)

2
prennent les valeurs (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) et (0,0,0) avec une proba-
bilité (1), alors
Vxl, T2,T3 eR

]P)(Xl > ZL‘l,XQ > ZL‘Q,Xg > ZE3) < ]P(Xl > [El)P(XQ > lL‘Q)]P(X3 > 173)
mais

1
P(X;<0,X,<0,X5<0) = >§=

|

On donne maintenant un exemple simple de variables ND.

17



CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS DE DEPENDANCE

Exemple 2.1.1. Soit X = (Xj, X, X3) un vecteur aléatoire avec X1, Xy et X3
suivent la lot B(%), le vecteur X a la distribution de probabilité suivante

1
P(0.1,1) =P(1,1,0) = P(1,1,1) = -
P(0,0,0) = P(1,0,1) = 0
0,0,1) =

P(0,1,0) = P(0,0, )_10
P(1,0,0) = -
] 710

Va1, z9,x3 € R on peut vérifier facilement les deux équations (2.1)) et (2.2)), donc
les v.a X1, Xs, X3 sont ND.

Pour plus d’exemples voir 'article de Block, Svits et Shaked [6].

Lemme 2.1.1. [5] Toute famille de variables aléatoires indépendantes est négati-
vement dépendante, la réciproque n’est pas vraie en général, pour montrer ca, soit
X unev.a dans R, posons Y = —X alorsY et X sont ND sans étre indépendantes.
En effet soient x,y € R.

Si—y <z
PX<z,Y<y)=P(-y< X <1z)
=P(X <z) - P(X < —y)
<P(X <z)-PX < —y)P(X <2)
1 P(X < —y)
—P(X < z)P(Y < y) [P(Y <9 PO <)
— P(X < 2)P(Y <) [1 _PIT;X;y)_ y)

Si—y>x
PX <z,Y <y =0<PX <2)P(Y <y).
On donne maintenant, quelques propriétés de variables aléatoires NQD.

Lemme 2.1.2. [1]] Si {X,,, n > 1} est une suite de v.a.r deux a deur NQD,

{fn, m > 1} une suite de fonctions croissantes (ou décroissantes) f, : R — R,
alors { fn(X,), n > 1} sont aussi deux a deux NQD.
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2.1. VARIABLES ALEATOIRES NEGATIVEMENT DEPENDANTES

Démonstration. Soient i,j € {1,....,n} et y;,y; € R
Vi jon a

P(f:(X:) > vi, £3(X;) > y;) = P(X; > inf[t : fi(t) > v], X; > inf[t : f;(t) > y;])
(Xi > inf[t : f;(t) > w])P(X; > inf[t: f5(2) > y])

(fi(Xs) > v)P(f5(X;) > ;)

IN

P
P

Une conséquence du lemme précédent est :

Corollaire 2.1.1. Soit {X,,, n > 1} une suite de v.a.r deux d deux NQD, alors
{X,, 7, n>1} et {X,,7, n > 1} sont deux suites de v.a.r NQD avec X, et X,,~
sont la partie positive et la partie négative respectivement, de la variable aléatoire

X

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la fonction f(z) = x est croissante et
que la fonction g(x) = x~ est décroissante. O

Hoeffding et Lehman [13] ont montré le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1. (formule de Hoeffding)
Soient X et'Y deux variables aléatoires de carré intégrables, alors

+oo —+o00

E(XY) - E(VE(Y) = [  Hxy(w,y)dedy (2.5)

—00 —

ol

Démonstration. Soient (Xi,Y1) et (X2,Ys) deux vecteurs indépendants ayant la
méme distribution que le vecteur (X,Y), alors

E(X1Y1) — E(X1)E(Y1) = SE[(X1 = Xp) (V1 — Y2)]

N — DN =

B[ X0 - 1, Xl 2) = 10, V)l duds
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CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS DE DEPENDANCE

ou I(u,x) = 1si u <z et 0 sinon. Comme ces variables aléatoires sont de carré
intégrables, le théoreme de Fubini nous donne

+o0 +oo
E(X,Y)) — E(X; / / I(u, X1)I(v,Y1)] — E[I(u, X1) (v, Y2)]
— E[I(u, X5)I(v, 1/1)] + E[I(u, X3)I(v,Ys)]
_ /_+°°/_+°°P(X > Y > y) —P(X > 2)P(Y > y)

[]

Le lemme suivant est une simple conséquence du théoréme précédent (identité

de Hoeffding).

Lemme 2.1.3. Soient {X,,, n > 1} une suite de v.a.r deux a deur NQD et i,j €
{1,2,...,n} alors
E(XiX;) < E(X)E(X;), Vi#j.

En particulier, Vi # j
Cov(X;, X;) <0.

L’identité de Hoeffding a été généralisée par Newman|[16] comme suit

Théoréme 2.1.2. Soient f et g deux fonctions réelles de classe C' avec f' et

g’ bornées toute les deux. Supposons X et'Y deux variables aléatoires satisfaisant
E[f(X)]? < oo et E[g(Y)]? < oo, alors

E(f(X)g(V) ~Ef(OR(Y) = [ [ P @)g ) Hxy (wp)dedy. (26)

Lemme 2.1.4. Soit { X1, Xo, ..., X,,} une famille de v.a.r deuz a deux NQD, alors

Démonstration. On a

Var (znj Xi> = znj Var(X;) + an Cov(X;, X;)

i=1 i=1 it
puisque les X;, X; sont NQD Vi # j € {1,2,...,n}, alors
Z OOU(XZ‘, X]) S 0
7]
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2.1. VARIABLES ALEATOIRES NEGATIVEMENT DEPENDANTES

donc, on obtient
Var (Z XZ-> < ZV@T(Xi).
i=1 i=1

O

On va présenter maintenant, une autre version du lemme de Borel-Cantelli,
lorsque la condition d’indépendance est remplacée par NQD.
Soient (€2, F,P) un espace de probabilité et {A,,n € N} une suite d’événements.
Les limites sup et inf de la suite d’événements {4, } sont définies comme suit

lim supA,, = ﬂ U Ag, liminfA, = U ﬂ Ap.
n—oo n=1k=n e n=1k=n
Théoréme 2.1.3. [I7/(Erdos-Chow 1959)
Si Yy P(A,) =00 et
ny S P(Aid))

lim inf = =1 2.
R S B =0

alors P(limsupA,,) = 1.

n—oo

Démonstration. On note I,, = I(A,,) (I'indicatrice d’évenement A,,), on a par suite
El, =P(A,). A l'aide d’inégalité de Chebychev, on a

d

et puisque EL;I; = P(A4;A;), alors

n n

S L, — > P(4A)

i=1 i=1

1 & AVar (37, 1;)
zzzm&0§<;uM&W

i
Pac}
=

~

3V

Var (i IZ-> = iiWAiAJ‘) - (

la condition ({2.7) implique que
n n

Z I, — Z P(Az)

i=1 1=1

n—o0

lim infP (

> ;imi)) 0 (2.8)

Posons . .
B, - {Z < ZIP’(AZ«)}
i=1 i=1
d’apres (2.8) lim g)lﬂP’(Bn) = 0 donc il existe une suite d’entiers positifs strictement
croissante {n,,} telle que

i P(B,,, ) < o

m=1
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CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS DE DEPENDANCE

par la premiere partie du lemme de Borel-Cantelli on a

P(limsupB,,,) =0 P.p.s

n—oo
ce qui implique

P (hﬁgfénm) - ]P>< U N {ilj > ;ip(Aj)}) —1 Pps

c’est-a-dire que toutes Y7 I; > £ 337 P(A;) & partir d'un certain rang.
La série Y02, P(A,) diverge par hypothese donc > 07, I, T'est aussi avec une
probabilité égale a 1, ce qui implique que P(limsup 4,,) = 1. H
Lemme 2.1.5. (Borel-Cantelli)

1. 81y P(A,) < o0, alors

P(lim supA,) = 0.

n—oo

2. Siy 2 P(A,) =00, et P(Ax N An) < P(AR)P(A,,) pour k # m, alors

P(limsupA,) =1

n—oQ

Démonstration. Pour la premiére partie du lemme on a

P(limsup A,,) ﬂ U Ap) < P( U Ap) < ZIP (Ap) —

n=1k=n

car c’est le reste d’une série convergente.
Pour la deuxiéme partie, on pose X,, = I(A,) et S, = >, X;, on sait que

Var(S Z Var(X;) + QZ Zcov(Xi, X;)
i<j

= E(SZ) — [E(S,))"

e cov(Xs, X;) = P(AA;) — P(A)B(A;) < 0,
et

Var(X;) =Var(1(4;)) =P(A4;)(1 —P(A4)))
donc

E(S2) ~ [B(S.° < 3 B(4)(1 - P(4)
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2.1. VARIABLES ALEATOIRES NEGATIVEMENT DEPENDANTES

et par suite

n
1=

S0 - (3B < SR PA)

1j=1 i=1

ce qui donne

éiP(AiAj) < (2: ]P’(AZ-)> + é]P’(Ai)(l —P(4))). (2.9)

L’équation (2.9)) implique la deuxiéme condition du théoréme précédent, d’ou le
résultat. [
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CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS DE DEPENDANCE

2.2 Variables aléatoires négativement associées

Définitions 2.2.1.

1 On dit que les v.a.r X1, X, ..., X, sont négativement associées (NA) si pour
tout sous-ensemble disjoint I et I de {1,...,n} et toute fonction réelle et
croissante f de Rt et g de R™2 on a :

COU(f(Xk, k e Il),g(Xk, k e IQ)) <0, (210)

lorsque la covariance existe. Egalement, on peut supposer que I, U I, =

{1,...,n}.

2 On dit que les v.a.r X1, Xo, ..., X, sont associées (A) si
COU(f(Xl’ ”'JXH)Jg(Xla 7Xn>> > O; (211)

pour f et g deux fonctions réelles et croissantes de R"™ dans R telles que la
covariance existe.

Une famille infinie de variables aléatoires est NA (respectivement A) si toute sous
famille finie est NA (respectivement A).

Pour rappel, une application f de R™ dans R est dite croissante si pour tout
i =1,2,...,n Uapplication t — f;(t) = f(x1,...,xi_1,t,Ti41,...,T,) €St croissante
sur R.

Remarques 2.2.1. D’apres la définition, il est claire que deux variables aléatoires
NA sont négativement corrélées. En général la notion d’association négative est
plus forte que la notion de corrélation négative.

On donne quelques exemples de variables aléatoires négativement associées.

Exemple 2.2.1. Soit le vecteur aléatoire X = (X1, Xy, X3) dont les composantes
sont des v.a binaires. Le vecteur X a la distribution de probabilité suivante

1

P(1,0,0) = P(0,1,0) = P(0,0,1) = T2

P(1,1,0) =P(1,0,1) =P(0,1,1) =

P(1,1,1) = P(0,0,0) = 0

A =

On considére les fonctions f(X1, Xo) = Xi7 XS et g(X3) = X3, f et g sont crois-
santes toutes les deuz et cov(f(X1, X2),g(X3)) est strictement négative donc X
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2.2. VARIABLES ALEATOIRES NEGATIVEMENT ASSOCIEES

est NA.

D’autre part, prenons

3
P(1,0,0) = F(0,1,0) = F(0,0,1) = -5
1

P(1,1,1) =
(1,1,1) 10
on obtient cov(f(X1, X2),9(X3)) > 0 dans ce cas X n’est pas NA.

Exemple 2.2.2. [12] Si X = (X1, Xs, ..., X,,) est un vecteur de variables suivant
une loi multinomiale, une loi hypergéométrique multivariée, une loi de Dirichlet
ou une loi multinomiale de composé de Dirichlet alors X est NA.

Théoréme 2.2.1. [2/Un vecteur aléatoire (X,Y') de variables binaires ( qui prennent
que les valeurs 0 ou 1) est négativement associé si et seulement si Cov(X,Y) < 0.

Lemme 2.2.1. [1Z] Un vecteur gaussien (X1, Xa,...,X,,) est NA si et seulement
si il est négativement corrélé (Cov(X;, X;) <0 pour tous i # j € {1,2,...,n}).

Lemme 2.2.2. Tout vecteur aléatoire dont les composants sont indépendantes est

NA.

La proposition suivante présente quelque propriétés caractéristiques de va-
riables NA.

Proposition 2.2.1. [2/
(i) Pour une paire de variables aléatoires réelle, NA est équivalente a NQD.

(i) Si{X;,i € I} est une famille de variables NA et Iy C I, alors la famille
{Xl,Z S ]1} est NA.

(iii) Dans (2.10) on peut remplacer les fonctions croissantes par des fonctions
décroissantes, puisque la covariance est bilinéaire.

(iv) Si {X;,i € I} £ {Yi,i € I} et la famille {X;,i € I} est NA, alors la
famille {Y;,i € I} est NA aussi.

Théoréme 2.2.2. [2] Dans (2.10), les fonctions f et g peuvent étre prises dans
l'une des classes de fonctions suivantes :
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CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS DE DEPENDANCE

1 Ensembles des fonctions binaires croissantes .
2 Ensemble des fonctions continues, croissantes et bornées.

3 Ensemble des fonctions croissantes bornées possédant des dirivées partielles
bornées.

Lemme 2.2.3. [12] Soient Ay, A, ..., Ay, des sous-ensembles de {1,2,...,n} dis-

joints et fi, fo, ..., fm des fonctions croissantes et positives. Si X1, Xo, ..., X,, sont
NA, alors

ET] /i(X,.j € A) < [TEf(X,.) € A). (2.12)

i=1

Démonstration. On prend les deux fonctions :

m—1
f(z;) = H filz, j € Ay),
i=1

et
9(x;) = fm(zj, j € Am)
les deux fonctions f et g sont croissantes donc

E Ti:_[ filzj, 7€ A)fm(zj, j€Ay)| <E ni:_[ fi(zj, j € A) | E[fmlx), j € An)l.

Pour obtenir 'inégalité (2.12)) il suffit de répéter cette procédure (m — 1) fois. [
Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate du lemme [2.2.3]

Corollaire 2.2.1. Soient Ay, Ay deux sous-ensembles de {1,2,...,n} disjoins, et
1, To,...,T, € R, S X1, X5, ..., X,, sont NA, alors

]PJ(XZ < xi,z’ = 17 ,n) < IP)(XZ < flfz‘,i c A1>P(Xj < .Z’j,j S AQ), (213)
et

P(X,L > a1 =1, ,n) < ]P)(Xz > T;,1 € Al)]P)(X] > ij,j < AQ) (214)

Lemme 2.2.4. [12] L’association négative implique la dépendance négative, l'in-
verse est fauzr en général, et pour montrer ¢a il suffit de voir l’exemple de Joag-Dev
et Proschan. Soit X = (X1, Xo, X3, X4) un vecteur aléatoire de variables binaires
tel que P(X; = 1) = P(X; = 0) = 0.5 pour i = 1,2,3,4 et les couples (X1, Xs)
et (X3, Xy) ont la méme distribution. le vecteur X a la distribution de probabilité
suivante
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Table 1

(X1, Xa)

(0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1) | marginal
(0,0) 0.0577 | 0.0623 | 0.0623 | 0.0577 0.24
(0,1) 0.0623 | 0.0677 | 0.0677 | 0.0623 0.26
(X3, Xy4) (1,0) 0.0623 | 0.0677 | 0.0677 | 0.0623 0.26
(1,1) 0.0577 | 0.0623 | 0.0623 | 0.0577 0.24
marginal | 0.24 0.26 0.26 0.24

Yy, 9, 23,14 € R on peut vérifier facilement les conditions (2.1)) et (2.2]) donc les
variables X1, Xo, X3, X, sont ND.

Cependant, soit x; = 1/2 pouri € {1,2,3,4}
P(Q{XZ > I1}> = 0.0577 > ]P(Xl > .Tl,XQ > IQ)P(X:; > $3,X4 > 1’4) = 0.0576
donc X1, Xo, X3, X, ne sont pas NA.

Lemme 2.2.5. Les fonctions croissantes définies sur des sous-ensembles disjoints
de variables NA sont encore NA.

Théoréme 2.2.3. L’union des ensembles indépendants de variables NA est NA.

Démonstration. Soient X et Y deux vecteurs indépendants de v.a.r, avec chaque
vecteur est NA. On va montrer que le vecteur (X,Y) est aussi NA.

Soient X = (X1, X3), Y = (Y1,Y5), f et g deux fonctions croissantes.

On sait que E [f(Xy,Y1)/Y1] est une fonction mesurable de Y7, alors

E[f(X1, Y1)/ (Y1, Y2)] = E[f (X3, Y1)/ V1] (2.15)

la méme chose pour

Elg(Xs,Y2)/(Y1,Y2)] = Eg(X3, Y2)/ Y3 (2.16)
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CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS DE DEPENDANCE

On note ces espérances par hi(Y]) et ho(Y3) respectivement, avec hy, hy sont
croissantes toute les deux, ainsi

E[f(X1,Y1)g(X2,Y2)] = E[E[f(X1, Y1)9(Xa, Ya)/(Y1Y2)]]

hi(Y1)ha(Y2)]

hi(Y1)] E [ho(Y2)]
E

[9(X2,Y2)],

la premiere inégalité vient du fait que (X, X3) et (Y1, Y3) sont indépendants, de
plus
(Y1,Ys) est NA = (hy(Y1), ha(Y2)) est NA

d’ott la deuxieme inégalité. m
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Chapitre 3

Théoremes limites pour des
variables aléatoires dépendantes

Dans cette partie nous allons étudier la convergence presque stire des sommes
de variables aléatoires négativement dépendantes. Notre principale référence pour
ce chapitre est 'article de Przemyslaw Matula [15].

3.1 Loi forte des grands nombres pour des va-
riables aléatoires NQD

La loi forte des grands nombres (L.F.G.N) est un résultat fondamental en
théorie de la probabilité, dans ce paragraphe on s’intéresse a cette loi pour des
variables aléatoires NQD deux a deux.

Lemme 3.1.1. Soient X une variable aléatoire positive et a € RT, alors
E(XI{X <a}) < / P(X > z)dz
0
Démonstration. Soit F'(x) la fonction de répartition de la variable X, on a

E(XI{X <a}) = /OJFOO cl{z < a}dF(x)

— /O rd(F(z) — 1)

par intégration par partie, on trouve
a

E(XI{X < a}) = [a(F(a) - 1)) = [ d(F(@) - 1)
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puisque [a(F'(a) — 1)] <0, donc

E(XI{X <a}) < — /Oa d(F(z) — 1)

O

Lemme 3.1.2. Soient {X,,, n € N} une suite de variables aléatoires deuzx a deuz
N@D, {a,, n € N} une suite des réels strictement positifs, si

S, oy
= 5 0ps et supn1§M<oo,
ap n>0 dp

alors
o0

Z [ X0 > ay] < 0.

Démonstration. On pose
X;F = max(0,X,) et X, = max(0,—X,)

donc d’apres le Corollaire {X;F, neN}et {X,, n€ N} sont deux suites
de variables NQD deux a deux.

Si S, /a, converge p.s vers 0, alors X,,/a, converge vers 0 p.s, et on a aussi

+ X-
— —50ps et — —0ps
n an

Soient les deux événements A,, et B,, définies comme suit

1 1
A, = X;>§an . B, = {Xn>3an , neN
donc on a
et

P(By N B,) < P(By)P(B,,), Vk#meN.
D’apres le lemme de Borel-Cantelli (Chapitre 2), si

S P

n=1

1
Xr> 3%] diverge

on a alors

P [lim supAn} =1

n—o0
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ce qui contredit le fait que X, /a, converge p.s vers 0, donc la somme est finie.
Par le méme raisonnement pour X, >0° P[X > 2a,] < oo.
finalement

S P(IXal > an) = Y PXF + X, > a,)]
n=1 n=1
s L1 s _ 1
< Z]P’{Xn > 3an] +ZIP’[Xn > gan < 00
n=1 n=1
ce qu’il fallait démontrer. O

Théoréme 3.1.1. (L.F.G.N)
Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires deux a deur NQD identiquement
distribuées, alors

S
— = a ps < E|X;| < oco.
n

Si le moment d’ordre 1 est fini alors a = EX;.

Démonstration. Pour montrer la condition nécessaire, on va prendre la suite des
réels a, = n, n > 0 dans le lemme précédent, et puisque X, Xo,..., X, sont
identiquement distribuées alors on a

> P[|Xi] > n] < oo,

n=1

ce qui est équivalent a

On passe maintenant a la suffisante, on sait que
X, = X;[ + X,

donc il suffit de démontrer le théoreme pour {X;, n > 0} et {X,, n > 0}. On
suppose que E|X;| < oo alors {X,, n > 0} est une suite de variables aléatoires
deux & deux NQD identiquement distribuées et E|X;| < oo, ainsi que la suite
{X,, n>0}.

n

On pose
Y,=X,An pourn €N et S,’;:ZYk,
k=1

on peut remarque facilement que Y7, Y3, ..., Y, sont NQD par paire, ce qui implique
qu’elles sont négativement corrélées.
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Soit k,, = [a™] pour @ > 1, Ve > 0, on a par I'inégalité de Chebychev

SO P[k;[s), —ESp| > ¢ < 3 L k)
n=1

n=1 (krjlg)z
1. X1
—gZpZVﬂT(Yj)
n=1"n j=1
1. &1 ) . 9 :
< 2 2 g 2 (BOGTXG <) + B0 > )
1 &1 & R QA N ,
< gZﬁZEX;H{Xl SJ}JF?Z,?QZJW(XH > j)
n=1"n j=1 n=1 "n j=1
=51+ 5
on a | ‘
I1<j<a"<a” <= szlsgign
donc . X
Sy = E—ZZEXIQ]I{)Q <jt > PR

7>1 n>r;

puisque [a"] < o™ < [a"] + 1, alors

S1 < ;ZEXfH{XI <J} (Z (oj‘)2>

j=1

Z(l)”_(l)’"i 1 1
a2/  \a?2) 1-1/a2 j2a2-1

on a

se qui implique

1
Sl S Ka,s Z 72EX12H{X1 S ]}

Jj>1

1
< KMZ_—Q/ P(X? > t)dt
j>1J7 70
on pose v/t = u, alors
1971 k1
S1 < 2K, Z ]—2 Z/k ulP(X; > u)du
i>1J7 k=1
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comme k <u < k+ 1, alors {X; > u} C {X; > k}, et par suite

191 k+1
S < 2K, 3 = SP(X, > k) / udu

i>1J7 k=1 k
1
< Koo Y P(Xy > k) ( > 2) (2k+1)
k>1 J>kt1
par le Lemme [3.1] dans "appendice
1 c
Y 5 <
j2 T k41

J>k+1

d’ou

Sl < Ka,ECZP(Xl > k’)

k>0

< C'E|X;|

Avec K, . une constante positive qui ne dépend que de o et ¢.
Pour S5 on a

1 kn j2 '
2 > P& > )

n>1j=1"n
1 — , 1
ng] P(Xj > ) Z [an]?
j=1 kn>j
1 — , 1
32 P >0) >
j=1 kn>j
Z(l)”_(l)”‘ 1 1 a?
>y a2) \a?2) 1-1/a® j2a%2-1
se qui implique
52 S Ka,eZP(Xl > j)
Jj>1
S Ka,eE|X1|
S1 et Sy sont finies, ce qui implique que
S Pk, Sy, —ESy | > e < oo (%)
n=1
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d’apres () et le lemme de Borel-Cantelli k,'(S; —ES; ) — 0 p.s.
Puisque E| X, | existe, alors k,P(X; > k,,) — 0 et par suite

ki 'ES; =E(Xi Ak,) = EX.

Par définition de Y,, on obtient
S PX,#Y,)=> P X>n:Z (X1 >n] <o
n=1 n=1 n=1
Donc P(lim sup{X,, # Y,,}) = 0, alors on conclure que
n—oo

k;lskn —EX; ps

On remarque que pour n’importe n € N il existe [(n) € N tel que
[al(n)fl] <n< [Ozl(n)}

on a aussi S, est croissante, donc
-1
Skl(n) , <n Sn < k Skl(n)
Et par suite, on a

EX; <hm1nfn 1S, <limsupn 'S, <EX; ps

n—oo

donc, on conclure que n=1S, — EX;, presque sfirement lorsque n — oo. O
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3.2 Convergence des séries de variables aléatoires
NA

L’inégalité maximale de Kolmogorov a été généralisé par Matula pour des va-
riables négativement associées comme suit

Lemme 3.2.1. Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires NA, centrées,
et de moments d’ordre 2 finis, alors Ve > 0 on a l’inégalité suivante

P [max(|S1], ... [Sa]) > €] <872 Var(Xy).

k=1

Démonstration. On sait que
[Sul = S + S,

donc

max([Sy], ..., |Sn]) = max(S] + Sy, ..., SF +S,)
< max(0, Sy, ..., Sp) + max(0, =5, ..., —Sy),

ce qui entraine que
P[max(|S1], ..., |Sn]) > €]
1 1
<P {max(O, Siy ey Sp) > 25} +P {maX(O, =S, ey —=Sp) > 25}
< 4e72 [E(max(0, 81, ..., Sp))? + E(max(0, =Sy, .., = 5,))?]
< 4c72 [E(max(Sy, ..., Sp))? + E(max(—Si, ..., —S,))? . ()
D’autre part, on pose que

M,, = max(Sy, ..., Sp)
= X1 + maX(O,XQ,XQ + Xg, ...,XQ + ...+ Xn)>

si on considere X; et max(0, X5, X5 + X3, ..., Xo + ... + X,,) comme deux fonctions
croissantes de sous ensembles disjoints de variables NA, alors elles sont négative-
ment associes et par suite négativement corrélées, ce qui donne

EMs = EX% -+ 2]E.’L'1 maX(O, XQ,XQ + Xg, ceny X2 + ...+ Xn)
+ E(max(0, Xa, Xo + X3, ..., Xo + ... + X,,))?
<EX7? + E(max(0, Xo, Xo + X3, ..., Xo + ... + X,,))?
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Par récurrence, on a

EM? <Y Var(Xy) (%)
k=1
Si on remplace X,, par —X,, on retrouve la méme inégalité pour E(max(—S, ..., —S,))%.
Maintenant il suffit de remplacer (%) dans (x) O

Théoreme 3.2.1. Soit {X,,, n € N} une suite de variables aléatoires NA de mo-
ments d’ordre 2 finis.

Si Yoo, Var(X,) < oo, alors

> (X, —EX,) converge p.s.

n=1
La démonstration est basée sur le lemme précédent.

Démonstration. On veut montrer que .S,, est une suite de Cauchy.

Supposant que EX;, =0, k € N et € un réel positif, alors on a

P | sup |Sp — S| > ¢

k,m>n

1
<P [sup]Sk — Syl > €

k>

1
+P [sup\Sk —Sp| > =€
m>n 2

1
< 2P lsup|5k —Su| > =¢
k>n 2

1
SZIimP[maX ]Sk—Sn\>5].
N N 2

—00 n<k<

Maintenant, en appliquant le lemme précédent, on trouve

P[sup |Sk — S| > €

k,m>n

N

< 64e72 li X;) —

< 64¢ Ng{l)Oi:ZnVar( i) — 0,

car c’est le reste d’une série qui converge. On conclure que S, est une suite de

Cauchy presque stirement, donc elle converge p.s. O
Le lemme de Kronecker et le théoréme précédent implique le corollaire suivant

Corollaire 3.2.1. Si {X,,, n € N} est une suite de variables aléatoires NA de
moments d’ordre 2 finis et >0, Var(X,)/n* < oo, alors

(S, —ES,) .
n

0 p.s.
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On va voir maintenant le théoréme des trois séries généralisé pour les variables
aléatoires négativement associées.

Théoréme 3.2.2. (Théoréme des trois séries)
Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires NA, si pour un ¢ > 0 les séries

sutvantes
oo

Z EX:, Z Var(X?), Z [ X,] > ¢,
n=1

n=1 n=1

convergent, alors

o0
Z X, converge p.s.
X¢ est définie comme suit

X  si|X| <cg,
X={—c si X < —c,
c st X > c.

Et

Se=>" X5 pour un c>0.
k=1

Démonstration. Les deux premieres sommes implique que > -2 ; X converge presque
stirement ( par le théoreme de deux séries de Kolmogorov dans le premier chapitre),
et la derniere somme implique que

fjp(xn £ X) < o0

alors les deux suites {X,,, n > 0} et {X¢, n > 0} sont équivalentes, et donc
>, X, converge p.s. 0
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Appendice

On rappelle dans cet appendice quelques lemmes et théoremes utiles.

Définition 3.1. Une suite des variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, est dite symé-
trique st

(X1, Xoy ooy X)) 2 (= X1, —Xo, oo, — Xo).

Théoréme 3.1. (Inégalités de Lévy)
Soient X1, Xs, ..., X,, des v.a.r indépendantes et symétriques, avec S, la somme
partielle. Alors Vx € R

P( max Sy > z) < 2P(S,, > x),

1<k<n

P( max |Sk| > =) < 2P(|S,| > z).

1<k<n

Théoréme 3.2. Soient r > 0, X et Y deuz v.a.r. Supposons que E|X|" < oo et
E|lY|" < co. Alors
BIX + V] < e, (EIXJ +EJYT),

{1 str <1,
Cp =

avec

=t sir>1

Théoréme 3.3. (Inégalités de Marcinkiewicz-Zygmund)

Soit r > 1. Supposant que X1, X, ..., X,, sont des v.a.r indépendantes et centrées
telles que E|Xi|" < oo,Vk € {1,...,n}, soit {S,,n > 1} les sommes partielles.
Alors ils existent deux constantes A, et B, qui ne dépendent seulement de r telles
que

n /2 n r/2
AE (Z X,f) < E[S,|" < B,E <Z X,ﬁ) :

k=1 k=1
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Lemme 3.1.

(i) Pour a>0,n> 2,

1 < Z 1 < 1 2
an® ~ = kot T a(n — 1) T an®
(ii) Pour 8 >0,
n? & nb 1
— <3<+ < (2 + D
RS 5

Lemme 3.2. Pourn > 1, soit 0 <a, <9 <1, alors

(1—an)”ml <~ na, — 0.

n—oo

De plus, dans les deux cas, étant donné § € (0,1), on a na, < §(1 —08) < 1 pour
n assez grand, et

(1-=¥90)na, <1—(1-a,)" <na,/(1-9).

Lemme 3.3. On pose a, € R, n > 1 si a, — a quand n — oo, alors
1 n
—Zak—>a, quand n — o0
[y}

Lemme 3.4. (Lemme de Kronecker)

Soient (X,)n>1 une suite de v.a ,ag = 0 et{a,,n > 1} une suite des réels positifs
oo, alors

0o Xk: 1 s
Z — converge p.s — — ZXk —— 0
k=1 Tk Un j=y "7
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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons aux lois fortes des grands
nombres. Dans le cadre indépendant, nous établissons celle de
Marcinkiewicz-Zygmund pour la norme L? ainsi que ponctuellement.
Nous généralisons ensuite les deux lois des grands nombres de Kol-
mogorov aux variables négativement dépendantes par quadrant et
négativement associées.

L’approche utilisée est basée sur I'inégalité maximale de Matula
qui généralise celle de Kolmogorov ainsi qu'une extension du lemme
de Borel-Cantelli aux variables négativement dépendantes par qua-
drant obtenu par Erdos et Chow.

Abstract

In this Master thesis, we study some strong laws of large members.
In the independent framework, we establish the one of Marcinkiewicz-
Zygmund in the L” norm, as well as almost surly. We also generalize
two laws of large members of kolmogorov to negatively quadrant de-
pendent and negatively associated random variables.

Our approach is based on the maximal inequality of Matula which
generalizes the one of Kolmogorov, as well as an extension of the
Borel-Cantelli lemma to negatively quadrant dependent random va-
riables obtained by Erdos and Chow.
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