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Introduction

Les deux lois fortes des grands nombres (L.F.G.N) de Kolmogorov ont joué un
role important dans le développement de la théorie des probabilités et ses appli-
cations en statistique mathématique. Ces deux lois sont obtenus sous 1’hypothese
forte d’indépendance des accroissements. Comme cette derniere condition est diffi-
cilement vérifiables dans de nombreux cas, de nombreux mathématiciens ont pro-
posé des améliorations des résultats de Kolmogorov en affaiblissant ’hypothese
d’indépendance. Au milieu des années soixante plusieurs concepts de dépendance
ont été présentés. Dans ce mémoire nous étudions les notions de dépendance po-
sitive ainsi que 'association introduites par Lehmann [I1] et Esary et al. [§], res-
pectivement.

L’objectif de ce travail est d’obtenir des L.F.G.N pour des variables aléatoires
deux a deux positivement dépendantes par quadrant et des variables aléatoires
associées. Ces lois limites sont dues a Birkel [3].

Ce manuscrit se compose de trois parties, dans le premier chapitre nous abordons
trois notions de dépendance : la dépendance positive par quadrant et I'association,
ainsi que la dépendance négative. Nous présentons en particulier les propriétés les
plus importantes de ces classes.

Le deuxieme chapitre est consacré aux inégalités relatives aux moments ainsi
qu’aux inégalités maximales lorsque les variables aléatoires sont supposées asso-
ciées. Ces inégalités sont tres utiles pour établir des théoreémes limites.

Dans le dernier chapitre, nous présentons des lois fortes des grands nombres
pour des variables aléatoires qui sont soit deux a deux positivement dépendant
par quadrant ou associées.



Chapitre 1

Quelques notions de dépendance

Le concept de dépendance de variables aléatoires a toujours été un sujet d’intérét
pour les probabilistes, dans ce chapitre on présente quelques notions de dépendance
positive et négative et on établit des propriétés fondamentales concernant ces no-
tions. Nous commencons par la dépendance positive par quadrant introduite par
Lehmann [I1], nous nous intérésons aussi aux variables aléatoires associées qui dé-
finies par Esary et al. [§]. Ensuite nous rapplons quelques notions de dépendance
négative, en utilisant essentiellement le premier chapitre du livre de Oliveira [14].

1.1 Variables aléatoires positivement dépendantes
par quadrant

Dans cette section, on s’intéresse aux principales propriétés des variables posi-
tivement dépendantes par quadrant.

Définition 1.1.1. On dit que deux variables aléatoires X et Y sont positivement
dépendantes par quadrant (PQD) si pour tout x,y € R

P(X >z,Y >y) >P(X > z)P(Y > y). (1.1)

et
P(X <z,Y <y) >PX <2)PY <y). (1.2)

Remarque 1.1.1. [1] Les conditions et sont équivalentes, en effet :



Quelques notions de dépendance

1. Soient z,y € R supposons ([1.2)) :

PX>2)PY >y)=1-PX <2)(1-PY <y)

=1-P(Y <9y) -P(X <2)+P(X <2)P(Y <y)
<1-PX<z)-PY <y)+P(X <z,Y <y)
=1—[P(X <2)+P(Y <y) —P(X <,V <y)

—1-PU{X <z} U{Y <y}
=P(X >z,Y >y).

2. Maintenant supposons (|1.1)) :

P(X < 2)B(Y <y) = (1-B(X > 2)(1 — B(Y >))
=1-PX >z)-PY >y)+P(X > 2)P(Y >y)
<1-PX>z)-PY >y)+P(X >z, >vy)
=1-PX>2)+PY >y) —P(X >zY >y)
=1-PHX >z} U{Y >y}
=P(X <z,Y <y).

Notation 1.1.1. Soient x,y € R, on note :
H(z,y) =P(X <2,V <y) —P(X <z)P(Y <y).

Exemples 1.1.1. Comme exemples des variables aléatoires PQD, on peut citer
les suivants :

1. Soient X etY deux variables aléatoires distribuées conjointement telles que :

PX=0,Y=0)=p, PX=0Y=1)=ps,
PX=1Y=0)=p;, PX=1Y=1)=p,.

avec : p1 +p2 +p3+ps = 1.
Donc X et'Y sont PQD si et seulement si :

P(X <0,Y <0)-P(X <0)P(Y <0) =p1 — (p1 +p2)(p1 + p3)
= p1pa — p2ps = 0.

2. Introduisons quelques notations pour décrire ’ezemple suivant :

— soit aj,as € R, on note a; V ay = max(ay, as)
— soit aj,as € R, on note a; A ag = min(ay, as)

3



Quelques notions de dépendance

Soient Ty, T, T3 des variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées, on définit :

X :ZJHVVIYE et Y 2215 V’j% .
Pour tout x,y € R, on a :

P()( §;$,)/j§ y):::P(j} V’]E §;$,1E V’]% S;y)
]P(Q},fg.r,jé f; X ﬁ\y,jg f; y)
— F(o)E(x A y)F(y).

Et :
PX<2)=P(N1VTHh<2)=P(T, <21, <z)=F)=PY <.
Ce qui donne : :

H(z,y) = F(2)F(y)F(z Ay) — F(2)*F(y)*
=F(@)F(y)F(z Ay)(1 —F(z Vy)) = 0.
Ainsi X et'Y sont PQD.

Le résultat suivant exprime la covariance de deux variables aléatoires a 1’aide de
H(z,y) et fournit un outil qui va nous permettre d’étendre ce concept de dépen-
dance.

Théoréme 1.1.1. [11] (La formule de Hoeffding) Soient X et Y deuz variables
aléatoires de carré intégrable alors :

Cov(X,)Y) = /2 H(z,y)dzxdy.
i
Preuve.
Soient (X1, Y1) et (X, Y2) deux vecteurs aléatoires indépendants avec la méme

distribution que (X,Y’) on a :

E(X\¥i) ~ E(X)E(Y) = SE[(X, — Xa)(¥i — ¥3)]

1
~_E

/RQ [ (u, X1) = I(u, X5)|[I(v, Y1) — I(v,Y3)]dudv |,

avec

1 si u<
I(u,:v):{ si u<zx

0 sinon .
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Comme ces variables aléatoires sont supposées de carré intégrable, le théoreme de
Fubini nous donne :

E(OY:) — E(XE(Y) = 5 [ B[, X)T(0, V)] ~ B, X0)1(0, )]

— E[I(u, Xo) (v, Y1)] + E[I(u, X5)I(v,Y3)]

= PX>zY >y —PX >2)P(Y > y) dedy
R2

H(z,y) dxdy.

I

RQ

Corollaire 1.1.1. Soient X et Y deux variables aléatoires PQD, alors :
(i) Cov(X,Y)>0;

(ii) X etY sont indépendantes si et seulement si Cov(X,Y) = 0.

Preuve.

(i) On suppose que X et Y sont PQD :
Cov(X,Y) = /2 P(X >2,Y >y) — P(X > 2)P(Y > y) dady.
R
avec P(X > z,Y > y) —P(X > 2)P(Y > y) > 0, ainsi Cov(X,Y) > 0.

(ii) "=" On suppose que X,Y sont indépendantes alors Cov(X,Y) = 0.
"<" On suppose que Cov(X,Y) =0 :

Cou(X,Y) = / P(X > z,Y >y) — P(X > 2)P(Y > y) dzdy = 0.

RZ
Ainsi

P(X >z,Y >y) —P(X >2)P(Y >y) =0, (presque partout)

D’ou
P(X >z,Y >y)=P(X > 2)P(Y > y).



Quelques notions de dépendance

Proposition 1.1.1. Soient (X1,Y1),...,(X,,Ys) des couples de variables aléa-
toires indépendantes telles que pour chaque 1 = 1,...,n, X; et'Y; sont PQD,
sotent f,g : R™ — R deux fonctions croissantes pour chaque coordonnées (respec-
tivement décroissantes), posons : X = f(Xy,...,X,) et Y = g(Y1,...,Y,) alors :
Cov(X,Y) > 0.

Avant de montrer la propostion on va rappler la notion d’inverse généralisée :

Définition 1.1.2. Soit f : R — R une fonction monotone, l'inverse généralisée
de f noté f< est définie par :

(a) sifest croissante f<(u) = inf{z :u < f(x)};
(b) si f est décroissante f< (u) = inf{z :u > f(z)}.

Si f est une fonction inversible alors : f© = f=1.

Preuve. de la Proposition [1.1.1
On montre par récurrence :

(1). Pour n = 1 : soient Xi,Y]; deux variables aléatoires PQD et f, g deux
fonctions croissantes telles que X = f(X;) et Y = g(Y7), ainsi :

H(z,y)=P(X <2,Y <y) —P(X <z)P(Y <vy)
=P(f(X1) <7,9gV1) <y) —P(f(X1) < 2)P(9(Y1) <)
=PX, < f7(2), Y1 <g"(y) —P(X1 < f7(2)P(Y1 < g (y)) >0,

donc X et Y sont PQD d’aprés Corollaire [1.1.1} Cov(X,Y) > 0.
(2). Maintenant on suppose que la proposition est vrai pour n—1 et on définie :

[ (o, xn) = Elf(Xq, 29, ...,2,)] et ¢ (z2,...,2,) =E[g(Y1,22,...,2,)],

ces fonctions de n — 1 variables partagent les propriétés de monotonie dans
chacune des variables x», . .., x, comme les fonctions f et g, ainsi par hypo-
these, la covariance par rapport aux distributions de (X, Ys), ..., (X,, Y,)
est positve :

CO,U(XQ,YQ)...(Xn,Yn) (f*(XQ, . ,Xn), g*(}/g, . ,Yn)) > 0. (13)



Quelques notions de dépendance

De plus (X1,Y]) est indépendante a (X5,Y3)...(X,,Y,), par suite avec
C = Covx, vy)..(xn v (X, Y) ona:

C =Ex, v1)..(xn,v) (X, Y) = Exy v (x0.v0) (XD Ex v (x0,7) (V)

=Ex v Ea ). (X, vn) (X Y) = Ex n) [E(XQ,Y2)...(Xn,Yn)(X)E(XQ,YQ)...(Xn,Yn)(Y)}

+Ex,n) []E(X27Y2)...(Xn ) (X)E(x,, Yg)...(Xn,Yn)(Y):|
| v [E3m).. (v (V)]

v)

+ Covix, i) (B ). (v (X)), Bty va).. (0. (V)]

- E(Xl Y1) [E(Xz Y2)...(Xn,Yn) ( )
(X,

= E(x,m) |COUx 1), (X v2)

Or a partir de 'hypothése (1.3)) :
Cov(x,,vs)...(Xn,vn) (X, Y) >0,

D’ou
Ex, v [COU(XQ,YQ)...(Xn,Yn)(X, Y)} > 0.
Pour le deuxieme terme E(x, v;)...(x,.,v,) (X) et E(x,.v5)...(x,.,v;,) (Y) sont deux

fonctions croissantes de (X7, Y7) et par le premier cas X, Y7 sont PQD donc
leurs covariance est positive, ce qui implique :

Covixy vi)...(xn,va) (X, Y) > 0.

Théoréme 1.1.2. Soient (X1,Y7),...,(X,,Y,) des couples de variables aléatoires
indépendantes telles que pour chaque i =1,...,n, X; etY; sont PQD, soient f, g :
R™ — R deux fonctions croissantes (respectivement décroissantes) pour chaque
coordonnées, posons : X = f(Xq,...,X,) et Y = g(Y1,...,Y,), alors X, Y sont
PQD.

Preuve.
Pour z,y € R, on pose U* = 1| )(X) et V* = 1) y(Y), U* et V* ont les
mémes propriétés de monotonie que f et g ainsi par la Proposition [1.1.1}:

Cov(1) 00 (X), 1oy (V) = P(X < 2,Y <y) = P(X < 2)P(Y <y) 2 0.

Donc X,Y sont PQD. =
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1.2 Variables aléatoires associées

Maintenant nous parlons de variables associées et nous présentons quelques
caractérisation concernant ce type de variables.

Définition 1.2.1. On dit que X1, ..., X,, sont des variables aléatoires associées si
pour f,g: R™ — R deux fonctions boréliennes croissantes (respectivement décrois-
santes) pour chaque coordonnées on a :

COU(f(XlaaXn)vg<X177Xn)> ZO (14)
Remarque 1.2.1. 57 X et Y sont associées alors elles sont PQD, en effet :

- Soient X, X5 deux variables aléatoires associées et f, g deux fonctions crois-

santes telles que :
F(X1, Xo) = Ljp oo (X1) et g(Xy, Xo) = 1}y 1 o(X2), ce qui donne :

0 < Cov(f(X1,X2),g(X1,X2)) = Cov(Ts oo (X1), Ty o0 (X2) )

D’ou X7, X5 sont PQD.
La réciproque est généralement fausse, en effet nous présentons un exemple de
Blunski [5] :

- Soient X, Y deux variables aléatoires avec :
PX=-1Y=1)=PX=-1Y=-1)=1, P(X=1Y=0)=1
Les variables X,Y sont dépendantes et Cov(X,Y) =0, or pour f,g: R —
R, on a :

1

Cov(F(X),9(1)) = 7 F()g(~1) + 3 7(1)g(0) + {F(~1)a()

_ ;(f(1> + F(=1))(g(=1) + 29(0) + (1))

Pour f(—=1) =g(—1) =g(0)=0et f(1)=g(1)=1,0na:

Cou(f(X), (V) = —5 <0

Ainsi X, Y ne sont pas associées.

Théoreme 1.2.1. Soient X1,...,X,, des variables aléatoires associées et soient
hi,...,h, : R" = R des fonctions boréliennes croissantes pour chaque coordonnées
alors les variables : Y1 = hi(Xq,..., Xp), ..., Y = hi(Xq, ..., X,)) sont associées.

8



Quelques notions de dépendance

Preuve.
Soient f,g:R" = Ret Y] =hy(Xy,...,X,),.. ., Y = he(Xy,..., X,),ona:

Cov(f(Vi, ..., Ya), gV, .., Ya)) = Cov(f(ha, ... hi), g(ha, ..., b)),

Par hypothese les fonctions hq, ..., hy sont croissantes, alors :
- Si f,g sont aussi croissantes donc f(hy,...,hg),g(hy,..., hg) seront aussi
croissantes avec X1i,..., X, associées donc d’aprés la définition d’associa-
tion :

Cov(f(hy,. . he),g(hy, . he)) >0,
Donc Y7, ..., Y, sont associées.

- Si f,g sont décroissantes ainsi f(hq,...,hg),g(h1,..., hx) seront aussi dé-
croissantes, de méme maniere par la définition :

Cov(f(ha,... . hk),g(hy, .. hy)) >0,

Ainsi Y7, ..., Y} sont associées.

Théoréme 1.2.2. [§] Soient X = (Xy,...,X,,) et Y = (Y1,...,Y,,) des variables
aléatoires associées, X et'Y sont indépendantes alors Xy,..., X,,Yy,...,Y,, sont
associées.

Preuve.

Soient X = (X1,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,,) des variables aléatoires associées,
X et Y sont indépendantes, soit f,g : R — R deux fonctions croissantes pour
chaque coordonnées, on a :

Cov (f(X, Y),9(X, Y)) =Exy(f9) —Exy(f)Exy(g)
= ExEy(fg) — ExEy(f)ExEy(g) — Ex|Ey(f)Ey(g)]
+Ex [Ey(/)Ey(9)]
= Ex[Covy(f,9)] + Coux [Ev (/) Ex(9)].

Puisque Covy (f,g) > 0, il s’ensuit que : Ex [C’ovy(f, g)} > 0.
Et comme Ey(f),Ey(g) sont deux fonctions croissantes, on a :

Covx [Ey(f), Ey(g)] > 0.

9



Ainsi :

Quelques notions de dépendance

Cov(f(X,Y),9(X,Y)) >0,

Ce qui implique que les variables X et Y sont associées. m

Théoreme 1.2.3. Les variables X1, ..., X, sont associées si et seulement si pour
tout 1,72 : R — {0, 1} deux fonctions croissantes on a :

Preuve.

1.

" =" Si les variables sont associées alors d’aprés la définition de I'association
pour tout y1,7v2 : R — {0, 1} deux fonctions croissantes on a :

Cov(wl(Xl, ey X))y 72 (X, . ,Xn)) > 0.

" <" Soient f,g:R™ — R deux fonctions croissantes pour chaque coordon-
nées d’aprés la formule de Hoeffding on a :

Cov(f(X1,..-, Xa), (X, X)) = /R  Cov(Lis(x,,. Xuysap Lg(xs,. X1 )dsdt.

On définit :

Vs (s ooy Tn) = L{f(@1,mmn)>s)
et

Y(T1,. ., xn) = Lig(zr,en)>t}-

Comme f est croissante alors 7, et v; sont aussi, ainsi I'intégrale est positive
pour tout s,t € R, ce qui entraine :

Cov(f(X1,..., Xn),9(X1, ..., X)) > 0.

Remarque 1.2.2. Notez q’une fonction vy a valeur {0,1} croissante définie sur R
est de la forme 1 o[ pour a € R.

Théoreme 1.2.4. Chaque variable aléatoire X est associée a elle-méme.

10



Quelques notions de dépendance

Preuve.
Compte tenu de la caractérisation précédente de ’association, il suffit de vérifier
que pour toutes fonctions 71, y2 croissantes a valeur {0,1}, on a :

Cov(y1,72) > 0.

D’aprés la Remarque [1.2.2] ces fonctions sont nécessairement de la forme : v =
L4, 400[, ainsi nous aurons pour tout x € R, soit :

() < 72(x) ou m(w) > ya(w).

supposons que v, (z) < () alors : y1(x)ya(z) = 71 (), par suite :

Cov(N(X), (X)) = E(1(X)1(X)) = E(3(X))E(2(X))
= E(11(X)) = E(m(X))E(12(X))
= E(n(X)[1 - E(2(X))] = 0.

Par conséquent X est associée a elle-méme. m

Corollaire 1.2.1. Pour tout n € N, si X,, sont des variables aléatoires indepen-
dantes alors X,, sont associces.

Preuve.

Selon le Théoréme : X7 est associée a elle-méme, X5 est associée a elle-méme
et X1, X5 sont independant ainsi d’aprés le Théoreme : X1, X5 sont asso-
ciée. D’autre part X3 est associée a elleeméme et independant a (X, X3) de méme
d’aprés Théoréme : X1, X, X3 sont associées.

Appliquons successivement cet argument, il s’ensuit que pour tout n € N les va-
riables X1, X, ..., X,, sont associées. m

La famille de fonctions pour laquelle il faut vérifier pour prouver l’associa-
tion peuvent étre réduites dans des directions différentes de celles considéré dans
le Théoréme [1.2.3] Nous avons réduit la famille de fonctions par imposant une
certaine restriction sur les valeurs possibles pour ces fonctions.

Lemme 1.2.1. Soient Xi,..., X, des variables aléatoires, soient f,g : R" — R
deux fonctions bornées continues, croissantes pour chaque coordonnées :

Cov(f(X1,..., Xn), g(X1, ..., X)) >0,

11
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Alors pour tout v1,7ve deux fonctions bornées continues a droite croissantes pour
chaque coordonnées v1,7v2 : R" — {0,1}, on a :

Théoreme 1.2.5. Les variables aléatoires X1, ..., X, sont associées si et seule-
ment si pour tout f, g deux fonctions bornées, continues et croissantes pour chaque
coordonnées on a :

Cov(f(Xl, e X)), 9(Xq, . ,Xn)> > 0.

Théoreme 1.2.6. Pour tout k € N, soient X, ..., X, des variables aléatoires
associées, si on suppose que : (Xiy, ..., Xnx) converge en loi vers (Xq,...,X,) on
écrit : '

(Xl,k‘7 e 7Xn,k) ]i—o;> (Xla cee 7Xn)7
Alors X4,..., X, sont associées.
Preuve.

Soient f, g : R™ — R deux fonctions bornées, continues et croissantes pour chaque
coordonnées, alors pour tout k € N

COU(f(Xl,ka s 7Xn,k)7 g<X1,k7 s 7Xn,k)) Z 0.

Comme f, g et fg sont continues et bornées, alors :

Cov(f(Xuyee ey Xn) (X, X)) = lim E[f Xy, Xag)9(Xigs - Xk
—E[f(Xiks- s X JE[g( X1k, Xni)]
= hm COU(f(XLk, e ,ka), g(Xl,k7 e an,k))

k—o0

> 0.

D’ou d’aprés Théoreme les variables X7,..., X, sont associées m

1.3 Variables aléatoires négativement dépendantes
Dans cette partie on va définir quelques notions de dépendance négative, la

dépendance négative par quadrant qui a été introduite par Lehman [I1], et I’asso-
ciation négative qui a été dévloppé par Joag-Dev et Proschan [10] en 1983.

12



Quelques notions de dépendance

Définitions 1.3.1.

1. On dit que X et Y sont négativement dépendantes par quadrant (NQD) si
pour tout z,y € R :

P(X >z,YV >y) <P(X >2)P(Y > y).

2. Les variables aléatoires Xy, ..., X, sont négativement dépendantes si pour
tout xy,...,x, € R:

P(ﬁ{Xi >x;}) < ﬁ P(X; > x;) (1.5)
et " "
P(D{Xi <z} H (X; < 23). (1.6)

Remarques 1.3.1.

1. Toute suite de variables négativement dépendantes est deux a deux négati-
vement dépendantes par quadrant, la réciproque est fausse en général [4].

2. Pour n = 2, les propriétés (1.5) et (1.6) sont équivalentes nous ’avons
prouvé dans la Remarque pour le cas PQD.

3. Pour n > 3, les propriétés et ne sont pas équivalentes en général,
voir un exemple de Ebrahimi et Ghosh[7] :
Soient X7, X5, X3 des variables aléatoires réelles qui suivent la loi de Ber-
noulli de paramétre 1 et (X1, Xo, Xg) prennent les valeurs (0,1, 1),(1,0,1),(1,1,0)
et (0,0,0) avec une probablhte , alors pour tout xq, o, x3 € R :

]P)(Xl > $1,X2 > .Z'Q,Xg > .1'3) < ]P(Xl > .’L'l)]P)(XQ > fEQ)]P(Xg > 1’3),
mais

»b\'—‘
OO\'—‘

Ainsi les propriétés(|1.5) et (1.6 ne sont pas équivalentes

Proposition 1.3.1. Deux variables aléatoires X et Y sont NQD si et seulement
st X et =Y sont deux variables aléatoires PQD.

13



Quelques notions de dépendance

Preuve.

1. "=" Soient X et Y deux variables aléatoires NQD :

Ainsi X et —Y sont PQD.
2. "«<" Soient X et —Y deux variables aléatoires PQD -

( )—P(X >2z,Y <y)

( )—P(X >z,-Y > —y)
(X >2)—P(X > 2)P(-Y > —y)
( 1 =P <y)]

( )

D’ou X et Y sont NQD.

Proposition 1.3.2. Soient X et'Y deuzx variables aléatoires NQD, alors :
(i) Cov(X,Y) <0.

(ii) X etY sont indépendantes si et seulement si Cov(X,Y) = 0.

L’adaptation de la Proposition |[1.1.1] du Théoréme [1.1.2| nécessite un peu de
soin a cause du sens de la monotonie des transformations, c’est ce que la Proposi-
tion |1.3.1] explique. Nous allons inclure les données ici sans preuve.

Proposition 1.3.3. Soient (X1,Y1),...,(X,, Ys) des variables aléatoires indépen-
dantes telles que pour tout 1 =1,...,n, X; et'Y; sont NQD, soient f,g: R" - R
deux fonctions dont ['une est croissante et [’autre est décroissante pour chaque coor-
données, posons : X = f(Xq,...,X,) et Y = g(Y1,...,Y,), alors Cov(X,Y) <0.

14



Quelques notions de dépendance

Théoréme 1.3.1. Soient (X1,Y7),...,(X,,Y,) des variables aléatoires indépen-
dantes telles que pour tout v =1,....,n, X; et Y; sont NQD, soient f,g: R" = R
deux fonctions dont l’'une est croissante et l'autre est décroissante pour chaque co-
ordonnées, posons : X = f(Xq,...,Xp,) et Y = f(Y1,...,Y,), alors X etY sont
NQD.

Remarque 1.3.1. [1] Si les variables aléatoires Xy,..., X, sont indépendantes
alors X1, ..., X, sont négativement dépendantes.

La réciproque est fausse en général. En effet, soit X une variables aléatoires

dans R, on pose Y = —X alors X et Y sont négativement dépendantes mais elles
sont pas indépendantes, soit x,y € R
— Si—y<«z
PX<z,Y <y =P-y< X <ux)
— P(X <2) ~ P(X < —)
<PX <z)-PX < —y)P(X <x)
1-P(X < —y)
=P(X <2)P(Y < —
(X <P <) [P
<PX <2)P(Y <vy).
— Si—y>=x
P(X <2,Y <y)=0<P(X <2)P(Y < y).
Définition 1.3.1. On dit que les variables aléatoires X1, ..., X, sont négativement
associées (NA), si pour tout A, B deux sous-ensembles disjoints tels que A, B C
{1,...,n} et pour f : R — R et g : RBI — R deur fonctions boréliennes

croissantes, on a :
Cov(f(X;,i € A),g(X;,5 € B)) <0.

Une famille infinie de variables aléatoires est NA (respectivement associées) si tout
sous famille finie est NA (respectivement associées).

Théoréeme 1.3.2. Soient X1, ..., X,, desvariables aléatoires NA et sotent hy, ..., hy :
R™ — R des fonctions boréliennes croissantes pour chaque coordonnées alors les
variables : Y1 = hi(Xy,..., X)), ..., Ye = he( X4, ..., X)) sont NA.

Théoreme 1.3.3. Soient X4, ..., X, des variables aléatoires NA, alors les variable

X1,..., X, sont indépendantes si et seulement si pour tout i,j = 0,...,n,1 # j,
on a Cov(X;, X;) =0.
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Quelques notions de dépendance

Nous donnons un exemple de variables aléatoires négativement associées :

Exemple 1.3.1. [J] Soient X = (X1, Xo, X3) un vecteur aléatoire, dont X1, Xo et
X3 sont des variables aléatoires binaires, et soient f, g deux fonctions telles que :
f(X1,X0) = X{T X5 et g(X3) = X3 avec X{7, X3 sont les parties positives des
variables aléatoires X1, Xs.

Le vecteur X a la distribution de probabilité suivante :

1
P(1,0,0) =P(0,1,0) = P(0,0,1) = 19’

1
P(1,1,0) =P(1,0,1) =P(0,1,1) = T

P(1,1,1) = P(0,0,0) = 0.

Les fonctions f et g sont croissantes et Cov(f(X1, X3),9(X3)) < 0 donc X est
NA.

D’autre part, pour la distribution suivante :

3 1
P(1,0,0) = P(0,1,0) = P(0,0,1) = 75, P(1,1,1) = =,

Ce qui implique : Cov(f(X1,X2),9(X3)) > 0, ainsi X n’est pas NA.
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Chapitre 2

Quelques inégalités pour des
variables aléatoires associées

Les inégalités jouent un role important dans la théorie des probabilités, nous
nous intéressons dans cette partie aux inégalités relatives aux moments. les pre-
miéres inégalités sont dues a Birkel [2] et ont été améliorées par Shao et Yu [I5].
nous présontons ensuite quelques inégalités maximales obtenues éssentiellement
par Newman et Wright [I3]. Ces inégalités constituent un outil important pour
obtenir des L.F.G.N, certaines des inégalités énnoncées sont empreintées du Cha-
pitre 2 de [14].

Notations 2.0.1. Soit {X,,,n € N} une suite de variable aléatoire, on note :

u(n)=sup »  Cou(X;,X,)

REN jilj—k|>n

2.1 Inégalités relatives aux moments

Dans ce paragraphe, on va définir quelques inégalités des moments qui ont un
role d’obtenir le controle des sommes des transformations des variables associées.

Lemme 2.1.1. Soient 2 < p < r < 400 et f une fonction absolument continue
telle que sup|f'(z)| < Cy, on suppose que les variables aléatoires { X,,,n € N} sont
zeR

associées avec || f(X,)||» < oo et soit A, B deux sous ensembles de N alors :

Coo(IS FOOLIY FOP)| < p[EIX £OGP) > [SIecl]
icA i€B ~ 2
<0 X o X)) avee 1= r(p—1)—p

i€A,jeB
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Quelques inégalités pour des variables aléatoires associées

Pour la démonstration du Lemme [2.1.1}, on a besoin de I'inégalité de Bulinsky :

Théoréme 2.1.1. (Inégalité de Bulinsky) Soit {X,,,n € N} une suite de variables
aléatoires associées et soit A, B € N deux sous ensembles finis, soient fi, fo deux
fonctions a valeurs réelles dans RAIRIBI (|A| cardinal de I’ensemble A), avec
dérivée partielle du premier ordre bornée alors :

3f1

(Cov(fi(Xi,i € A), fo(X;,j € B))| < v(Xi, X;). (2.1)

L5l

zeA JEB
Preuve. du Lemme 2.1.1]
Soient C'; > 0 fixé et f, g et h des fonctions telles que :

14|

g(tl, - ,Zf|A|) = |; f(tl)’

et
| B

h(ty, ... tB) = |Zf )P :H'{ij(tj)ﬁcl}+Cf711{zjf(tj)>c1}'

Ces deux fonctions verlﬁent :
dg

ol — H
En faite, h n’est pas dérlvable en tout pomt, mais comme f a une dérivée bornée,

on peut arbitrairement approximer h par une fonction dérivable et ensuite prendre
des limites. d’aprés I'inégalité de Bulinsky([2.1)) :

—1)CP 2.

(Cov(g(Xy,i € A),h(X;,j €B))| < (p—1CLTCE > Cov(X;, X)),

1€A,jEB
Pour conclure, cherchons une borne supérieure pour :

‘Cov( (X;,1 € A), |Zf Dl h(XjajeB))‘:

JjEB

‘Cov( XZ,Z S A |Zf |p ! Cp 1)]1{2 s (X >C1})’

jEB

En réécrivant cette expression en termes d’espérance mathématique, cette cova-
riance est inférieur ou égal a :

max {ZE(U HZf Pl H{Zjer(ijCl})’

i€A

S E|f(X0)|E( \Zf DL resen))-

1€A JEB
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Quelques inégalités pour des variables aléatoires associées

En appliquant I'inégalité de Hélder aux deux termes (pour p = r,q = -*5), ce qui
précede est toujours inférieur ou égal a :

r—1

S (BAX PO 1 rsen))

ieA jeB

Enfin, en utilisant a nouveau l'inégalité de Holder suivie de I'inégalité de Markov,
nous trouvons :

‘C’ov( (Xi,i € A), D f(X;) P! h(Xj,jEIBN <C’1 v Zﬂf \|T<E|Zf(
jeB i€A jeB
En choisissant :

—1

cz<zm‘|f< Dl (BISen F(X)IP) 7 )
' Cg ZiGA,jE]}B COU(X“ X]) :

Théoreme 2.1.2. Soient 2 < p < r < 400, et soit f une fonction absolument
continue telle que sup|f'(z)| < Cy, on suppose que {X,,n € N} sont associées
z€eR

telle que E(f(X,)) = 0, ||f(Xn)|l, < oo et u(n) < Cin=% pour C; > 0 et § > 0
alors pour tout € > 0, il existe K(g,7,p,0) tel que :

EIY. FO)P < Ko maxE|f(X)P + (nmax Y |Cov(£(X,), £(X,)])*
i=1 < <n =
(r(p—1)—p—6(r—p)) r(p—2) -
—l—nw m<aXHf( )‘T,.,z x (Cgcl)m}'

Corollaire 2.1.1. Sous les hypothéses du Théoréme|2.1.9, si 6 > T(fiig alors pour

tout € > 0 il existe K(e,r,p,0) tel que :

E|Zf DI < K [0 max E|F(X >|p+(mpganxilwov(f(mf(Xj>>|)

r(p=2) r—p

7T X (C3Cy) R (2.2)

+n® max || f(X5)]

i<n

19
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Quelques inégalités pour des variables aléatoires associées

Le résultat suivant est une conséquence du Corollaire :

Corollaire 2.1.2. Soient 2 < p <r < 400 et {X,,,n € N} une suite de variables
aléattoires centrées associées qui vérifier u(n) < Cin~?, pour tout Oy > 0 avec
0> % et || Xu|l < oo pour n > 1, alors il existe K(r,p) tel que :

M|

E[Y X < Kn? [m<aXE|Xi|p + (m<aXZCov(Xi,Xj))
i=1 = ==

r(p=2) r—p

+ max | X[ % (C5Cy)2]. (2.3)

Preuve.
D’aprés Corrollaire et en choisissant f comme une fonction d’identité et

£ = %. dans l'inégalité 1} [

Corollaire 2.1.3. Soient 2 < p <r < 400 et {X,,n € N} une suite de variables
aléatoires centrées associées telles que u(n) < Cin=?, pour tout C; >0 et 0 > 0 et
sup,en E| X" < 0o pour n > 0 alors il existe K tel que :

SupE’Sm+n - Sm’p S Knga
meN

avec S, = Y. Xi.

Preuve.
D’aprés l'inégalité (2.3), K ne depend pas de n et l'expression a linterieur est

bornée par :
r(p=2)

+sup | Xy|l-"* C
neN

sup B| X, [P + u(n)? =1
neN
qui est indépendant de n, ainsi :

D
2

sup E|Spin — S|P < Knz.
meN

2.2 Inégalités maximales

Dans cette section nous donnons quelques inégalités maximales pour controler
les moments des maximums du second ordre. Tout au long de cette section, on
introduit la notation suivante :

Pour tout n € N, M, =max(Sy,...,S,) et M:=max(|S],...,|S%]|).
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Quelques inégalités pour des variables aléatoires associées

Théoréme 2.2.1. Soit {X,,,n € N} une suite des variables aléatoires centrées de
carré intégrable associées alors :

E(M?) < Var(S,) = E(S?). (2.4)

Preuve.
On montre I'inégalité par récurrence :
- Pourn=1:

E(M}) = E(max S?) = Var(9)).

- On va supposer que le résultat soit valable pour n — 1 et on pose pour tout
neN:

K,=min(Xo+ ...+ X,,, X5+ ...+ X,,,..., X,,,0),
I, = max(Xs, Xo+ X3,..., Xo + ...+ X)),
J, = max(0, I,).
Notez que toutes ces variables ne dépendent que de X5, ..., X, et on a :
K,=Xo+...+X,—J, et M,=X,+J,
On obtient alors :
E(M2) = E[(X1 + J,)?]
= E(X}) + E(J2) + 2E(X1J,,)

= Var(X,) +2Cov(X1, J,,) + E(J?)
= Var(Xy) 4+ 200v(X1, Xy + ... + X,,) — 2Cov(X1, K,) + E(J?).

Les variables K, sont des transformations croissantes, d’aprés Théoréme

sont associées et associées avec X, ainsi Cov(Xy, K,,) > 0 de plus
2 2 1 & : .

J7 < 17, il s’ensuit que :

E(M?) < Var(X;) +2Cov(Xy, X + ... + X,,) + E(I2).
De plus d’aprés 'hypothese de récurrence on a :

E(I2) < Var(Xs + ...+ X,,).

E(M?) < Var(X;) +2Cov(Xy, Xo + ... + X,,) + Var(Xo + ... + X,,)

n) —

= Var(S,).
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Quelques inégalités pour des variables aléatoires associées

Pout tout j,n € N, on définie :

_Jjéme plus grand parmi(Sy,...,S,) si j<n
7 min(S,...,S,) sij>n

tel que 1), ,, = min(Sy,...,S,) et 11, = max(Sy, ..., Sy).

Le lemme suivant a été prouvé par Newman et Wright [13], il donne une inégalité
générale :

Lemme 2.2.1. Soit {X,,,n € N} une suite de variables aléatoires associées et m
une fonction croissante telle que : m(0) = 0 alors pour tout j,n € N

E( /OTM um(du)) < ]E(Snm(Tj,nD,
ainst pour tout ¢ > 0

AP(T),, > ¢) < / S, dP.
{T;

n>ch
Le résultat suivant est une autre version de 'inégalité (2.4)).

Théoréme 2.2.2. [13] Soit { X,,n € N} une suite de variables aléatoires associées
centrés alors :

E(T2,) < E(S2). (2.5)
Preuve.
Posons S, = Xij + ...+ Xy et Zp = 3L, 12X; et Z; = 0, pour k =
1,2,....,n+1:

Pour j <n, Z;, est la j’éme plus grand parmi (71, ..., Z,).
D’aprés le Lemme avec m(u) =wu on a :

anj ,n
E( / " udu) < E(ZuZoji1n).
0
Il s’ensuit que :

) S E(ZnanjJrl,n) § E(Zn+1anj+1,n)-

n—j+1,n

1
—E(Z2
2
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Quelques inégalités pour des variables aléatoires associées

E(Zn-i-l - Zn—j-i-l,n)2 = ]E(ZZ-H) + ]E(Z'?L—j-i-l,n) - 2E<Zn+lZn—j+1,n)

C’est la méme inégalité (2.5) puisque : Z,11 = S, et Z,11 — Zy_j11, est la
j’éme phlS grand de (Zn-‘,-l — Zn, Zn—i—l — Zn—ly ey Zn+1 — Zl) = Tan. |

Théoréme 2.2.3. Soit {X,,n € N} une suite de variables aléatoires associées
centrés de carré intégrable telles que :

> u

=1

NI

(27) < oo,

alors il exist C' > 0 tel que :

E(M?) < Cn(glng(X,f) +1).

Théoréme 2.2.4. Soit {X,,n € N} une suite de variables aléatoires associées
centré telles que :

supE(X?) <oo et K=sup > Cov%(Xj,Xk) < 00.
nel TEN pik—j>1
Alors pour tout n € N :

E(M?) < 2nsup E(X?) + 4nK (sup E(X?2))?.

neN neN

Preuve.
Pour j < n, on remarque que :

S} < max ((Ilglglil Si)?, (I]?gz( Sk)2> < (Iklzlglrrbl Si)? + (rrk%z( S,

Il s’ensuit que :

2 : 2 2 2
M;, < (min S)" + (max 5p)” < 2(max 5)°.

En appliquant le Théoreme :

E(max S0)° < E(S)).
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Quelques inégalités pour des variables aléatoires associées

Par suite :
n

E(max S7) < 2E(S?) = Z

k<n

On définit K; = sup,,cy E(X?) alors :

Cou(X,, X) < (B(X)E(XD)? < K,

et

[NIES

Cov(X;, X3) < (K1Cov(X;, Xi))®.
Ce qui donne :
n n n—1 n
> Cov(X;, Xi) =D E(X2)+2) > Cov(X;, Xi)
j.k=1 j=1 j=1 k=j+1

<nK;+2KnK.

Théoreme 2.2.5. Soit {X,,,n € N} une suite de variables aléatoires associées
centrées de carré intégrable alors pour tout X >0 etn € N :

P(M;, > As,) < 2P(|S] > (A = V2)s,), (2.6)
avec : s, = E(S2).
Preuve.
Posons M = max(0,S1,...,S,) et soit z < y, on a :

POMY > y) = B(M} 2 4, S, 2 2) + B(M{ 2,5, < 1)
<PS,>x)+PM ", >y M, -85, <y—x)
<P(S, 2 ) +P(M,_, 2 y)P(M,_ — S <y — )

E(M,"y — Su)°

(y—=3?

<P(S, > x) +P(M, >y)

Les variables M, et S,, — M,_; sont associées donc d’aprés I'inégalité (2.4)) :
E(max(X,, X, + Xoo1,.. 0, Xn 4.+ X1)?) <E(S2) =

Par suite :

P(M," > y) <P(S, > 2) + (M, > y) (y _nI)27
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Quelques inégalités pour des variables aléatoires associées

Maintenant si (y — x)? > s2 :
2
POME > y) < — Y= pg s,
(M =) < RS, 2 0)
De méme pour M, = max(0,—51,...,—S5,), on trouve :
- (y —z)?
PM->y) < ——————P(-S,, > z).
D’autre part :
M} = max(|S1],...,|Sa]) = max(S; + S,..., S+ S,)
< max(0, Sy, ...,S,) + max(0, =Sy,...,—=S,)

< M+ M, .
Par suite :

P(M; > y) < P(MF = 5) +P(M; > 2).

D’aprés les inégalités (2.7) et (2.8) et pour : y — x > /25, on a :
P(M,, > y) < 2P(|S,| > =),
En choisissant : y = As,, et z = (A — v/2)s,, on a :

P(M;; > Asp) < 2P(1S,] > (A = v/2)s,,).

25
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Chapitre 3

Théoremes limites pour des
variables aléatoires dépendantes

L’objectif de ce chapitre est d’établir deux lois fortes des grands nombres pour
des familles de variables aléatoires PQD ou associées. Ces théoremes limites sont
dus a Birkel [3]. L’idées principales dans la preuve de ces deux lois étant 'utilisation
d’un résultat asymptotique d’Etemadi [9]

3.1 Loi forte des grands nombres pour des va-
riables aléatoires PQD

Dans cette partie nous commencons par rappeler la loi forte des grands nombres
(L.F.G.N) dans le cas indépendant identiquement distribué (i. i. d) et qui a été

établie par Kolmogorov en (1929), ensuite on s’intéresse a cette loi pour des va-
riables aléatoires deux a deux PQD.

Théoréme 3.1.1. Soit (X;)i>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d , avec
E(|X]) < oo alors :

n~'S, — E(X), (presque sirement)

avec : S, = ZXZ».

=1
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Théoreme limites pour des variables aléatoires dépendantes

Théoréme 3.1.2. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes

vérifiant :
" Var(X;)
(1) > —a < 00.
i=1
Alors :

(S, —E(S,)) == 0.

n—0o0

Le résultat suivant est di a Etemadi [9], il joue un role trés important dans la
preuve du théoreme qui le suit.
Avant d’énoncer le théoréme, soit w, = {w,,n > 1} une suite de nombres positifs
telles que :

wy /Wy 2250 et lim W, =00, avec W, :Zwi.
n—oo

n—-+00 ‘
1=1

Théoréme 3.1.3. Soit {X,,,n > 1} une suite de variables aéatoires positives avec
des moments d’ordre deux finis, telles que :
(4) SUPi> E(X;) < o0,

(17) ZZ {w w;Cov™ (X;, X; )}/I/VJ2 < 00.
j=1l1=1

Alors :
(Sn = B(Sn)) /Wi 220, (3.1)

n
avec S’n = Z w; X,

i=1
Preuve.
Soit @ > 1. Pour tout k > 1, on définit : n, = inf{n : W, > da*}. on a :
Wi /Wi — 1, il s’ensuit que W,, ~ aF, par conséquent pour ¢ > 0 et
1=1,2,3,....ona:

kong>iyc{k:W, >W;} C{k:cad®>W,
k

En utilisant I'inégalité de Tchebychev, on a pour € > 0 :

> {1 BS.)I/Wo, > <} < 00 3 VarS, /W]

J

<c Z [Zszw]Cov (Xi, X )}/

k=1 j=1i=1
o J
<e )y, [Zwiijoer(Xi,Xj)/Wﬂ < 00,

j=1 i=1
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Théoreme limites pour des variables aléatoires dépendantes

Avec ¢ une constante, donc par Borel-Canttelli :

(Snk - ]E(gnk)>/Wnk Q 0 (32)

Maintenant, étant donné n un entier positif on peut toujours trouver £ > 1 :
N <N < Ny

Wy, < Wy < W,

k+1°

On obtient alors :

Sn — E<§n) < SnkJrl _ E<‘§Hk+1) Wnk+1 E(S”k+1 B Snk>'
Wa N Wnk+1 Wnk Wnk
D’aprés la condition (i) et sachant que W,,, ~ a* et ny = [a"] :
E(S,,., — Sn
B = 50s) < (qup B(X,)) (0 — 1) (53)
Wnk >0
Ainsi d’aprés (3.2) et (3.3)) :
lim sup(|S, — E(S,)|/Wy) < (sup E(X,))(a — 1). (3.4)
n—00 >0

Comme a > 1 pourrait étre choisi arbitrairement proche de 1, la relation (3.4))

entraine (3.1)). m

Le théoreme suivant établie par Birkel [3] donne la L.F.G.N pour les variables
aléatoire PQD.

Théoréeme 3.1.4. Soit {X;,j > 1} une suite de variables aléatoires deuzr d deux
PQD avec une variance finie, supposons que :

(Z) ZjiZCOU(Xj, SJ) < 00,

J=1

(ii) sup;s; E|X; — E(X;)| < oo.
alors :
n"H (S —E(S,)) —— 0.
Preuve.

Soient X, Xy deux variables aléatoires PQD et soit f, g deux fonctions croissantes
(respectivement décroissantes). Nous avons d’aprés la Proposition :

Cov(f(X1), 9(X2)) = 0. (3.5)

Par conséquent les variables aléatoires X; — E(X;) sont deux a deux PQD.
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Théoreme limites pour des variables aléatoires dépendantes

On suppose que pour j > 1, E(X;) = 0 et nous considérons la suite :
n
{Xj:j>1} avec S;=> X
j=1

Pour ¢ réel soient : f(t) = max{0,t} et g¢(t) =t, les fonctions f,g— f et g+ f
sont croissantes.
Soit 7,7 > 1 selon la propriété (3.5 en remplacant 1,2 par 4,7, on a :

Cov(f(Xi),9(X;)) =0

et :

0 < 1/2Cou((g — )(X), (9 + 1)(X)) +1/2Co0((g + [)(X), (9 — £)(X;))
= C’ov(g(X,-),g(Xj)) — COU(f(Xi)v f(Xj))-
Cela prouve que :
0 < Cou(X;", X)) < Cov(X;, X).

D’aprés les hypotheses (i),(i7) et on appliquons le Théoreme pour w, = 1,n >
1:
nH(SH —E(S)) 22 0.

n—o0

En raisonnant de la méme maniere pour les parties négatives : {X; : j > 1} avec

n
Sy =Y X on obtient :
1

RIS — B(SE)) 22 0,

n—oo
D’ou :
n'S, =n"H(SE— S,
Et le fait que E(S) — E(S*) = 0 compléte la preuve :

n1(S, — E(S,)) —2 0,

n—oo

Remarque 3.1.1. Pour des variables aléatoires indépendantes deuz a deux (PQD),
la condition (i) seule n'implique pas la loi forte des grands nombres. En effet :
Voir l’exemple dans la page 320 dans Uarticle de Csorgd, Tandori et Totik [6] .
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3.2 Loi forte des grands nombres pour des va-
riables aléatoires associées

Ce paragraphe est fait pour établir la L.F.G.N pour les variables aléatoires
associées.

Théoréme 3.2.1. soit {X,;,j > 1} une suite de variables associées strictement
stationnaire alors :

1 & p.s
n ;Cov(Xl,Xj) — 0. (3.6)

en particulier, si est vérifiée alors :

lim n~ 'S, = E(X;)

n—oo

Le théoreme précédent établie par Newman [12] donne la L.F.G.N pour des
suites de variables aléatoires associées strictement stationnaire. Mais dans nos
théoremes nous intéressons qu’aux variables aléatoires associées.

Remarque 3.2.1. Si les variables aléatoires sont associées, ’hypothéses (i) dans
Théoréme peut étre supprimée.

Théoréme 3.2.2. Soit {X;,j > 1} une suite de variables aléatoires associées avec
une variance finie, Supposons que :
[e.e]

i) Y j*Cov(X;, S;) < oo

j=1
Alors :

TH(Sn = E(Sn)) £ 0.
Preuve.

D’aprés Théoreme|1.2.1], les variables aléatoires { X;—E(X}), j > 1} sont associées.
On suppose que pour j > 1, E(X;) =0,
Soit ¢ > 0, d’aprés 'inégalité de Tchebychev :

i_o:l { 7" San| >5} 224 "Var(Sen)

n=1

_22( o4 )C’ov X;,S))

j=1 n2n>j

382 2Cov(X;, S;) <
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Ceci implique via Borel-Cantelli :
27" Sgn = 0. (3.7)
Il suffit maintenant de prouver que :

_ p.s
27" max |Sp — Son| —— 0.
2N < f<Lontl n—00

Soit n > 1, d’aprés I'inégalité de Tchebychev et en appliquant Théoréme [2.2.1] aux

variables aléatoires : Soniq1 — Son, ..., Sont1 — Son, on obtient :

IP’{Q_” max (Sg — Sgn) > 6} < 8_24_”E< max (Sy — 5271))2

N < k<ontl on < k<ontl
< e7247"Var(Sgni1 — Son)
< e247"Var(Syn+1). (3.8)

En remplacant les variables aléatoires négatives X; qui sont associeés selon Théo-
reme [1.2.1| on trouve que :

IP’{Q’” max —(Sg — San) > 5} < e 247"Var(Sons1). (3.9)

on < fg<2n+1

En combinant (3.8)) et (3.9)), on déduit que :

]P’{T” max |Sy — Son| > 5} < 267247 "Var(Syni1).

o< f<on+1

Ainsi :

S —n _ n > < —2 = —(7L+1) " .
£P{2 o ax [y — 5 | > e} <8 ;4 Var(Syn) < 00

qui entraine via le lemme de Borel-Cantelli :

27" max |Sp — Son| 22 0. (3.10)
2n<k<on+1 n—00

Mais puisque 2" < k < 2" on a :

‘Sk| < maX2"<k§2"+1|Sk - 52n| n |52n"

En fin par (3.7) et (3.10) on conclue que :

kLS, 225 0.

k—o0
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Remarques 3.2.1.

1. L’hypothese (i) implique une extension au cas positivement dépendant de
la condition :
oo
> i Var(X;) < oo
j=1
supposée dans la loi forte des grands nombres de Kolmogorov pour les va-
riables aléatoires indépendantes non-identiquement distribuées.
n
2. L’exemple suivant montre que le convergence presque stire de Z 0.6 i
j=1
E(X,)) ne peut pas étre obtenue a partir de (7) :
Exemple 3.2.1. Soit X une variables aléatoire avec :

E(X)=0 et E(X?) =1.

Pour j <1 posons : X; = log(j + 1)7*X, Selon le Theoreme { J > 1}
est une suite de variables aléatoires associées (deur a deux PQD) avec :

E(X;)=0 et E(X?)=log(j+1)2

Par conséquent les hypothéses de nos théorémes sont vérifiés. d’ou la loi forte des
grands nombres, mais :

znjfl(x E(X :(znjg Mog(j + 1) 1) X.

=1 j=1

Cette derniere série est divergente.
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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons aux propriétés des va-
riables aléatoires positivement dépendantes par quadrant et asso-
ciées. Nous étudions entre autres la loi forte des grands nombres
établie par Birkel pour ces deux familles de variables aléatoires. Ces
théoremes limites améliorent les résultats classiques de Kolmogorov,

en remplacant la condition d’indépendance par des contraintes plus
faibles.

Abstract

In this Master thesis we are interested in the properties of positi-
vely quadrant dependent and associated random variables. We study
among other things the strong law of large numbers established by
Birkel for these two families of random variables. These limit theo-
rems improve the classical results of Kolmogorov, by replacing the
independence requirement with weaker constraints.
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