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Introduction

La théorie des matrices aléatoires est un outil majeur dans de nombreux do-
maines, notamment la théorie des nombres, la combinatoire, la physique quan-
tique, le traitement du signal, les communications sans fil, 'analyse statistique
multivariée, la finance, etc.

De plus, elle relie plusieurs branches mathématiques en utilisant des outils de
différents domaines incluant : analyse classique, théorie des graphes, analyse
combinatoire, polynomes, théorie des probabilités libres, etc.

Dans certaines études probabilistes en quelques branches des mathématiques ou
physique, il arrive que 1’on étudie simultanément plus d’une variable aléatoire.
La théorie des matrices aléatoires est née de ses applications. Elle est appa-
rue dans les années 30 a l'initiative des statisticiens comme Wishart et elle a
connu un nouvel essor dans les années 50 par les travaux de Wigner en physique
nucléaire.

La loi de Marcenko-Pastur s’intéresse a la distribution asymptotique des va-
leurs propres d’une classe de matrices aléatoires : Le premier résultat sur La
distribution de la limite spectrale des matrices de covariance était introduit par
Marcenko et Pastur en 1967. Ils ont prouvé la convergence de la mesure spec-
trale empirique lorsque la dimension de la matrice tend vers l'infini vers une
mesure déterministe dite loi Marcenko-Pastur.

L’objectif de cette these est de donner dans un premier temps une introduction
a la théorie des matrices aléatoires a savoir la structure particuliere de certaines
matrices fréquemment utilisée dans cette théorie.

Ensuite, mettre la lumiere sur le résultat de Marcenko-pastur ainsi que des tra-
vaux récents du méme type, par différentes méthodes.

Dans le premier chapitre, on donne les définitions de quelques matrices aléatoires,
et on étudie les modeles GUE, GOE et GSE.

Au second chapitre, on s’intéresse au comportement asymptotique de grandes
matrices de covariances et on établit le théoreme de Marcenko-pastur avec une
approche qui repose sur la méthode des moments.

On montre que dans le méme contexte que la distribution spectrale empirique
peut étre obtenue pour une autre structure de matrice de covariance, par la
méthode de la résolvante.

Enfin, le dernier chapitre est consacré aux représentations graphiques de la loi
de Marcenko-Pastur pour des différentes valeurs de parametre 1lié a la dimension
des matrices étudiées.



Chapitre 1

Matrices Aléatoires

1.1 Généralités

Soit M, ,,(R)(resp. M, ,,(C)) 'ensemble des matrices de
dimention (p x n).

Définition :
Une matrice aléatoire dans M, ,(R)(resp.M(C), ) est une matrice dont les
éléments sont des variables aléatoires réelles (resp.complexe), définie comme suit

X
X5
X=[Xyl=1 .

1=1,..,p j=1..n.

X; sont des vecteurs aléatoires dans R", ou X! = (X1, ..., Xip),
et ()’ désigne la transformée du vecteur.

1.1.1 Moments d’une matrice aléatoire

Certains moments, utilisés couramment pour caractériser une matrice aléatoire,
sont connus sous un nom particulier.

Moyenne d’une matrice aléatoire

Soit X une matrice aléatoire de dimension (p X n) sa moyenne est une matrice
(p x n) donnée comme suit

E(X) = (] = M,

pour tout (¢ =1,...,p) et (j =1,..,n); ui; = E(X;;).
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Matrice de variance-covariance
La variance de X est une matrice (pn x pn) définie par

V(X) = [COU(X”', Xkl)L

1.1.2 Mesure spectrale

Définition :
Pour une matrice M,,, (nxn), de valeurs propres A;, 1 < i < n, on définit la
mesure spectrale de M, par

1
Hn = ﬁ;é)\ia

ol dy, est la mesure de Dirac.

1.1.3 Traces d’une matrice aléatoire

Définition :
Soit X = [X;;] une matrice aléatoire (n x n), alors la trace de la matrice X est
la somme des coefficients aléatoires diagonaux et on écrit

Lemme :
Soit X = [X;;] une matrice aléatoire (n X n), et solent A\ < Ag < ... < A, les
valeurs propres associées a la matrice X , alors

t’I"(X) = i: Ai.
=1

1.1.4 Lemme de Borel-Cantelli

Lemme :
Dans un espace probabilisé (£, Ml,,, P), considérons une suite (A, ),>0 d’éléments
de M,,. Si

> P(4,) < +oo,

n>0
alors

P(limsup 4,) = 0.
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1.1.5 Permutation

La combinatoire et en particulier la permutation s’intéresse aux méthodes
permettant de compter les éléments dans des ensembles finis.

Définition :
Une permutation P sans répétition d’un ensemble fini E est une bijection de E
dans E.

Remarque 1 : Si E est ’ensemble des n premiers entiers 1, ..., n, une per-
mutation P sans répétition de E dans E détermine ’ordre total des éléments de
E donnée par la suite p(1), ..., p(n).

Remarque 2 : Le nombre de permutation possible de k élements parmi n
élements distincts sera notée P(n, k), et on dit que

P(n,k)=n(n—1)..(n —k+1).

1.2 Quelques exemples de matrices aléatoires

1.2.1 Matrice de Wigner
Rappelons qu’une matrice M,, = [X;;] est dite symétrique si
Xij = XJ;.

Elle est dite hermitienne si,

Xij = Xji,
ol XijZ désigne le conjugué de 1’élement.

Définition : (Cas réel)
Une matrice symétrique aléatoire M,, d’ordre n est une matrice de Wigner si

- Ses coefficients (X;;) sont (iid), ont une moyenne nulle et une variance égale
a 1, avec la possibilité que les éléments diagonaux et les éléments non diagonaux
ont des distributions différentes.

Définition : (Cas complexe)
Une matrice hermitienne aléatoire M,, d’ordre n est une matrice de Wigner si

- Pour i < j, les parties réelles et parties imaginaires des (X;;) sont (iid),
ont une moyenne nulle et une variance égale a %

- Ses coefficients diagonaux sont (iid), centrés et réduits.
Ils sont indépendants des coeflicients non diagonaux.

1.2.2 Matrice de Wishart

Les matrices de Wishart constituent une autre classe de matrices aléatoires
introduites initialement en statistiques, et représentent les matrices de cova-
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riance des données statistiques.

Définition :
Une matrice de Wishart est une matrice (n x n) de la forme

W=X"X,

ol X est une matrice rectangulaire (p x n) a coeflicients X;; réels ou complexes
de distribution gaussienne.

Si X est a coefficients complexes, X | désigne la matrice conjuguée de X.

Si X est & coefficients réels, X T désigne la matrice transposée de X.

1.2.3 Matrice de covariance empirique
Définition :

Une matrice de covariance empirique est une matrice (p x p) de la forme,

1
S,=-XX",
p

ou X est une matrice rectangulaire (p x n).

1.2.4 Ensembles Gaussiens

Les ensembles gaussiens ont été introduits par Wigner dans les années 1950
ou il a commencé avec un modele simple pour une matrice aléatoire dont
les entrées ont une loi uniforme sur [—1,1]. Wigner a également donné la loi
conjointe des valeurs propres pour les ensembles Gaussiens.

-Ensemble gaussien orthogonal (GOE)

L’ensemble Gaussien Orthogonal ou Gaussian Orthogonal Ensemble est un
sous ensemble de I’ensemble des matrices symétriques réelles S,,.

Définition :
Soit M, une matrice aléatoire de Wigner réelle.
On dit que M, est dans GOE si,

_ Ant Al
n \/§ i
ou Ay, = [a;;]};—; et les a;; sont iid.

-Ensemble gaussien unitaire (GUE)

L’ensemble Gaussien Unitaire ou Gaussian Unitary Ensemble est un sous
ensemble de ’ensemble des matrices hermitiennes H,,
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Définition :
Soit M, une matrice aléatoire de Wigner complexe.
On dit que M,, est dans GUE si,

Apn+ A,
Mn — n 2 n

V2

)

ol A4,, = [aij]ﬁjzl et les a;; sont iid.

-Ensemble gaussien symplectique (GSE)
Définition :
Les matrices symplectiques sont les matrices S de taille 2n x 2n a coefficients

complexes telles que
STzS =2,

ou Z = (_OI é) et I la matrice identité.



Chapitre 2

Loi de Marcenko-Pastur

Dans la théorie des matrices aléatoires, la distribution de Marcenko-Pastur,
ou la loi de Marcenko-Pastur, décrit le comportement asymptotique des valeurs
singulieres de grandes matrices aléatoires rectangulaires a entrées indépendantes
identiquement distribuées.

Le théoreme qui donne la densité limite des valeurs propres de la matrice de
covariance empirique, est nommé d’apres les mathématiciens Ukrainiens Vladi-
mir Marcenko et Leonid Pastur qui ont prouvé ce résultat en 1967.

2.1 Convergence de la distribution spectrale

Soient X = (X;Xs...X,,) une matrice aléatoire dans R"*? | et S, = %XXT
la matrice de covariance empirique dans RP*P, de mesure spectrale p,, définie
dans le paragraphe 1.1.2.
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2.1.1 Théoreme de Marcenko-Pastur

Théoréeme 1[2]
On suppose que les élements X;; de la matrice X sont iid, tels que E(X;;) = 0,
E(X7;) =1, et p = p(n) vérifie y,, = £ — y > 0 quand n — oo.

Alors, la mesure spectrale p,, coverge presque sirment vers i,

fn —> [ DS
ou u est une mesure déterministe dont la densité est donnée par

d 1
Lo - 2) @ — ) (a<r<n),

dr 2wy

ou a et b sont des fonctions de y donnnées par

{ a(y) = (1 - /y)?
b(y) = (1+/1)*.

Remarque 1 :

-Si y, > 1, dans ce cas p > n, puisque rang(S,) = p An nous aurons (p —n)

valeurs propres nulles et comme y,, = £ — 3 > 0 quand n — oo, donc ap-
proximativement n(y — 1) valeurs propres nulles. La masse de 0 est (1 —y~!)

dans la mesure limite.

-Les valeurs propres non nulles de X X7 et X7 X sont les mémes, on peut
dire dans ce cas que la limite de la fonction de répartition est,

1=y ")do + p.

2.1.2 Loi du demi-cercle

La loi du demi-cercle appelée aussi loi semi-circulaire ou encore loi de Wigner
est la loi suivante,

d 1
s —V (4~ xz)I(_nggz).

dr 27
Proposition 1[6]
Sin est impair - f_22 "4 — x2dx = 0 (évident).

2k
Sin =2k avec k > 1, ;ﬂfix%mdx:kil(k)
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Preuve :

1 /2
7 ffg ?F 4 — p2da = p / 2*\/4 — 22dz; posons (x = 2cos(0)),
0

_1 /5(2 cos(0))% /4 — 4 cos?(0)2 sin()do
0

™
4k+1 5
= / cos?*(6) sin?(0)d6
™ Jo
4k+1 5
= / cos?*(0)(1 — cos®(9))do
™ Jo
4k+1 5 7
= / cos?* db —/ cos?**2(6))db
n 0 0
. \ Ly L2
On sait que cos(t) = en"’;ﬂt, donc on peut écrire,

us

2
Ly :/ cos?* dp
0

_ /’2’ (eit+€7it)2kd9

™

x 2%k
/2 Z 2k oill ,—i(2k-1)0 gp
0 l

=0

T4k l

E 2il6 —2il6 i 2k

= /O 1<k )(e +e )+4k i dé

k7 ok 1 /2K
2

(; (k_l> cos(216) + 22k<k)>d0
2k 1 [/2k\ [2

<k; B l) /0 cos(210)do + 5ok (k) ; df
2k [sin(2l9)]g L7 2k

k—1 21 0 22k+1\ f

T (2k
T o2kt \ g )

2k + 2
Le méme calcul pour Lo, nous donne Lo = 22,T+3< + )

= 2k
1 2 2
/ ( k) ~2(k=D0 49 (en utilisant le développement binomial)
0 =

|
[N}
)
| =
L
S—

Il
[\)
)
T =
L
1~

k+1

10
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Donc,

% f_ 2k\/—7.’172d.'1? = [Ll LQ]
_ 4’€+1 T (2k T (2k+2
T \ 2%k ) 2%\ k41
_ gk 1 [2k 1 (2k+2
- 2k+1\ [ )] 92k+3\ k41

k+1

Remarque 2 :
Siy=1,alorsa=0,b=4, et on a

\/ - I x 9
dx 2w 2)locaza

qui est la densité de la distribution de la loi du demi-cercle avec I'application
x — x?(voir Figure 1 chapitre 3).

2.1.3 Preuve du Théoréme de Marcenko-Pastur

La preuve sera basée sur la méthode des moments, sa staratégie est de mon-
trer que pour chaque entier £k = 1,2,... le £"® moment de la distribution
spéctrale empirique converge en probabilité vers le k"¢ moment de la loi limite

correspondante i.e :
/xkdun — /xkdu.

Pour cela a I’aide du lemme de Borel-Cantelli, on montre les deux points sui-
vants pour aboutir au resultat cherché.

1. E [2kdu, — [zFdu quand n — oo.
2. >zt Var([ #¥dp,) < oo

Convergence de ’espérance
On commence par, E [ 2*du, — [ 2*dpu.

On sait que
a+b=2(1+y)etab=(1—-y)* ona:

Vb —z)(—a) =4y —(z— (1+y))?,
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si on pose le changement de variable z = L\};y», avec dr = /ydz, et
a<x<bdevient —2 <z <2,

on obtient :

4 71
fffkd/l_%/ kl\/y ny er))dm

e N

Y

1 7?2
(fz—&—l—i—y W4 - 22dz.

27r

A Taide de la somme de Riemann associée a une subdivision équirépartie, on

trouve
/xkdlu = Z(\/Qz +14y) V4 — 22

k>1

Rappelons que les moments impaires et paires de la loi du demi-cercle sont
donnés par,

2 2k
o [T 2 NA = 22dz =0 et f o, 224 = 22dz = %H ( k)

Ce qui nous permet, en utilisant les développements binomiaux et I'identité
de Vandermonde d’écrire,
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[xkdu = Z(\/@z +1+ y)k_l\/él—iz2

k>1
)2t( h—1—2t (k=1
- S (e NV
k>12t=0
(¢332 NP
= tl k—1-2t - L
;y(+y) (2t><t)1+t
[¢32] (k- 1)
— tl k—1-—2t - .
; A (. TS
(k—1)
& ]kz S (k —1)!
t=0  s=0 tt+ DIk —1—2t —s)ls!
_g et (k—1)!
T4 L G Dk 1 Ol — 1)
k—1 min(r,k—1—r)
1 r k r k—r
E;y (’"> Z (t> (t+1>
lk 1 (k i
k£ y r)\r+1
7k y" k-1
77:07"4'1 r r

k—1

[#a=5 2500 )

Remarquons maintenant que,

13

(2.1)
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Bfotdu, =B [ d @)

1Nk
-3 (2)
I AP
_pIE(T (S%))

1 bo dl ,
:pE(TT( - )k>,dou

k _ - T
E/x d“”_pn E(Tr(XX k) (2.2)

0Si k=

Tr(XX") = Z pi Xij Xij.

i,j=1 4,j=1

eSi k=2,
p n n
r(XXT? =) Xi;+) Xa;+2) Xi,X3,
i=1 i—1 i=1

= E E X11]1X12J1XL2J2X11]'2'
1<iy,i2<p 1<j1,j2<n
e Alors par récurrence on conclut que,

Tr(XXT)F = Y X Xiggi Xiju Xiri

1<iy,..ik<p1<j1,....Jk<n
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Donc on peut exprimer 1’équation (2.2) sous la forme suivante

1
E [atduy = —E| > Yo Xigi Xiajy X Xy
P i) ik <p 1< i
!

= WE[Z Xiyji Xigjy Xy g Xiljk]
p 1,J

1
=—SN"E(,J)
DB,
pnt

avec, I€[plFetJent.

Ce qui correspond & une boucle dirigée sur le graphe biparti.

Par exemple si k = 4, alors pour i1, 149, 13,%4 €t j1, j2, j3, Ja typiques nous avons
I'image suivante,
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Comme dans le cas de Wigner[6], nous voyons que chaque aréte (i1,14a, ..., ig; j1, j25 -y Jk)
doit apparaitre au moins deux fois, par exemple dans le cas kK = 2 on a,

E/l‘kdun = Xy Xy Xingo Xir o
1,0

ainsi que dans l'exemple & = 4, on remarque que chaque aréte est répeté au
moins deux fois.
Si un aréte n’apparait pas au moins deux fois alors, E(I, J) = 0.

Donc on a 2k étapes dans la boucle dirigée, au plus k arétes et k+ 1 sommets
dans le schéma suivant.

Les sommets qui peuvent étre atteints en étapes paires sont les sommets de I,
les autres sont les sommets de J.
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Ensuite, nous posons la question : combien y a-t-il d’arbres doubles pour
une forme donnée? Ici par la forme d’un arbre, nous entendons les sommets
numérotés par ordre d’apparition. Par exemple,
si on commence par A

(2345467686439310111032)

ou, si on commence par B

(1213141516 1716 18 16 14 1319136 7 6 13 12).

les deux formes présédentes donnent une interpretation de la méme figure
ci-dessus.

Pour cet exemple il existe 10 sommets (i.e : k = 9),

les sommets qui peuvent étre atteints en étapes paires sont les sommets de
I suivants,

(24478491010 2)

c-a~d sans répétition les somments de I = 6, et les sommets de J = 4.

Et en général, on sait que, 0 <r < k—1.
On a k + 1 sommets, 7 + 1 sommets de I, et k — r sommets de J.

Dans ’exemple précédent les sommets de I = r + 1 = 6, donc r = 5, et les
sommets de J=Fk —r = 4.
Donc, on peut dire que,

1
E [2*du, = —kE E(I,.J)
pn 1,J

k—1

1
= oF Z P(p,r + 1)P(n, k — r).card{forme d’arbres doubles avec les sommets de I et J}.
r=0
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D’une part, on a
Plp,r+ )P(n,k—r)=plp—1)...(p—r)n(n—-1)....n—k+r+1)
_ pr+1nk77‘
T-‘rlnk—erk
k
np
npknkfrfl
pkrfrfl

=P

De Pautre part, comme pour Wigner[6] , on a

card{forme d’arbres doubles avec les sommets de I et J}= i (k> (k N 1)_
r T

Ce qui donne,
k-1
1 P\" /p\1"F 1 [(k\[/k—-1
s S () 2
Jatdp pnk;np n n r+1\r T
_’“z‘:l .1 (R (k-1 . p
_Tzoy"r—l—l r r )’ =0

Comme y, — y quand n — oo, avec (2.1) on conclut que,

k—1

E/xkd,un — ;Oyrilﬁ) (k;1> = /a:kd,u. (2.3)

Majoration de la variance

Dans ce paragraphe, on veut avoir Y., <, var( [ z*du,) < oo, pour cela, on
montre que,

Cx
Var( | 2*d < -,
(/ Nn) — TL2
ou C} est une constante independante de n.

On a,

Var([2*du,) =E (/ xkd,un>2 — (E/m’“dun)Q.
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D’aprés le calcul de I'espérance développé précédemment,

Var([ *du,) =E (/ a:kd,un>2 — (E/mkdun)2

= ;E(TT(XXT)%) — (1]14: (Tr(XX )k ))2

(pn*)? pn*
1
:(pnk)Q E Z Z Xillei2j1"'XizkakXi1j2k
1<it,.yizg<p 1<71,...,J26<n
2
-(E X > X Xig X Xis

1<01,00yin <p 1< 1 o ji <n

pnk E E 11J1 12]1 Xiijsziljzk)

_E :]E 1171 12j1"'Xikiji1jk)E(Xik+1jk+1Xik+2jk+1"'XiZkJZkXik+1j2k)v

ot I € [p|*! et J € [n]**

Donc, si
E(Xi,j, Xigjy - X

111 12kJ2k

X,

Tht2Jk41""

X

12k J2k

X

2k+1j2k)7

X E(Xilleizh Xlk]leljk)

iljzk): E(Xik+1jk+1

ou bien,
E(Xi1j1Xi2j1"'XizkakXi1j2k> =0= E(XilleiQJl Xlkijth) E(Xik+1jk+1Xik+2jk+l "'XizkakXik+1j2k)7
alors, Var([z*du,) =0

Si non, de la méme fagon que pour l'espérance, il faut que toute aréte de
E(I, J) soit traversée au moins deux fois, ce qui permet, en utilisant les mémes
calcules comme avec ’espérance, d’avoir

C
k k
Var(/ac duy) < por
Ceci implique que

2
< 400,

’ / a*dpty, — / 2" dpuy,

et donc, par le lemme de Borel-Cantelli,

(/xkdun —IE(/ xkd,un) —0 ps (2.4)

n>1
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D’aprés (2.3) et (2.4) on en déduit que,

/xkdun — /xkdp D.S.

On a donc bien,
Hn — [ p-s.
Ceci termine la démonstration du théoréme .

2.1.4 Valeurs propres extrémales

Soit S, une matrice de covariance empirique et désignons par

A1 S)\2§§>\pv

ses valeurs propres ordonnées. Appelons

AP sip<n
)\mln(Sn) - { )\p—n+1 si p>n.
Remarque 3[6]
Sip>mnalors, \i =X =...= X, =0.

On peut établir le théoreme suivant.
Théoreme 2[6]

On suppose que les élements X;; de la matrice X sont iid, tels que E(X;;) = 0,
IE(XZQJ) =1, E(ij) < o0 et p = p(n) vérifie £ — y > 0 quand p — oo.

Alors,

Amin(s’n) — (1 - \/@2 , — +OO,

et
Amax(Sn) — (1+v%)? ,n — +oo.

2.2  Structure particuliere de la matrice de co-
variance
Dans ce paragraphe, on va donner I'idée de la démonstration du théoreme de

Marcenko-Pastur pour les matrices aléatoires, de colonnes iid et une structure de
dépendance générale a U'intérieur des colonnes, par la méthode de la résolvante.
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2.2.1 Méthode de la résolvante

Soit A une matrice (n X n), et g, = = 3" | 6, sa mesure spectrale, si on

note G4 = (A — 2I)~! la résolvante de A, alors
Vz € C, avec Im(z) > 0,

1 1
n(2) = =Tr(Ga) = | ——dun,
() = ST0(Ga) = [
est la transformée de Cauchy-Stieltjes de la fonction p,.

Comme la transformée de Cauchy-Stieljes caractérise complétement la fonc-
tion de répartition empirique, donc pour montrer que

M — p-s,

il suffit de montrer que,

mp(z) — m(z) D.S, Vz € C,avec Im(z) >0,

oum(z) = [ dpu.

2.2.2 Résultat du type Marcenko-Pastur

Soit X = (X;1X5...X,,) une matrice (p x n), tels que les vecteurs colonnes
X1, Xo, ..., X,, sont iid, les éléments de chaque vecteur X; peuvent étre dépendants.
Soient la matrice de covariance empirique S, = ;;XX T et p, sa fonction de
répartition empirique.

On rappelle que p est la loi de Marcenko-Pastur.

Théoreme 3[7]
Pour toute matrice A, complexe (p X p), de norme spéctrale ||A,| bornée, sous
I’hypothese,

P
(XTA,X —Tr(A,)— 0,n — o0, on a fin — ft -S|

1
n

La proposition suivant établit que ’hypothese sur les moments quadratiques
dans le Théoreme 3 peut étre remplacer par une condition de Lindeberg.

Proposition 2[7]
Soient X;; des variables aléatoires indépendantes tels que EX;; = 0,
EX% =1, Vi > j > 1, alors quand n — oo,

P
(% Z;L=1 IEX%I(\XU\ > e\/ﬁ)i) 0, Ve > 0) si et seulement si <71L(XTAPX —Tr(4,)— O> .
Lemmel7]

Soient C une matrice (n x n) réelle symétrique semi-définie positive, et
Xe M, (R) si z € C, avec v = Im(z) > 0, alors on a
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LC—sD <L
2. [Tr(C+XXT —2)7' —=Tr(C—20)71 < L.

3. 1XT(C - XXT —zI)7'X)| <1+ Ll
4. Im(z + 2Tr(C — 2I)~Y) > v et Im(Tr(C —2I)71) > 0.

5 Im(z+2XT(C—2I)71X) >w.
On indique que la preuve du Théoreme 3 se développe par la méthode de la

transformée de Cauchy-Stieltjes, et en utilisant les majorations du lemme tech-
nique précédent.



Chapitre 3

Représentation de la loi de
Marcenko-Pastur

3.1 Introduction

Rappelons que la densité limite de la fonction de répartition des valeurs
propres de la matrice de covariance empirique S, = %X XT | olt X est une
matrice aléatoire de dimension (pxn) d’entrées i.i.d centrées réduites, est donnée
en fonction de y = limp/n , sous la forme suivante dite de Marcenko-Pastur :

d 1
= (b—z)(r— G)I(a,gxgb),

de  2mxy

ou a et b sont des fonctions de y donnnées par

{ a(y) = (1 - y5)?
b(y) = (1+ 5)*.

3.2 Exemples avec différentes valeurs de paramétre

Pour la valeur du parametre y = 1, avec un changement de variable
x —> +/z, dans la loi de Marcenko-Pastur , on retrouve la loi du demi-cercle

du 1
— = —— /(4 —22)_9cy<o.
de 2nx ( ) 2ac

Représentée dans la Figure 1.

23
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000 005 010 015 020 025 030
I

®
&
°

Figure 1 : La loi de demi-cercle.
Exemple 2:

Représentation graphique de la densité spectrale limite pour y=1 et
a(y)=0, b(y)=4,

00

°
.

PR
©

Figure 2 : Loi de M.P avec y=1
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Exemple 3:

Représentation graphique de la densité spectrale limite pour y=2 et
a(y)=0.17, b(y)=5.83,

020

015

010

005

000

Figure 3:: La loi de M.P avec y=2.
Exemple 4:

Représentation graphique de la densité spectrale limite pour y=2 et
a(y)=1, b(y)=9,

002 003 004 005
L

001

000

Figure 4:Loi de M.P avec y=4.
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Exemple 5:

Représentation graphique de la densité spectrale limite pour y=0.3 et
a(y)=0.2, b(y)=2.4,

Figure 5:-La loi de M.P avec y=0.3.
Exemple 6:

Représentation graphique de la densité spectrale limite pour y=0.5 et
a(y)=0.09, b(y)=2.91,

08

02

0.0 05 10 15 20 25 30

Figure 6:-La loi de M.P avec y=0.5.
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Exemple 7:

Dans cet exemple, ona combiné les 5 courbes des fonctions de densité
précédentes dans le méme graphe, pour voir le comportement de ces
fonctions pour la valeur critique y=1 et les valeurs de y<let y>1

Figure 7: Loi de M.P
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3.3 Code des graphes

On donne les programmes de la réalisation des figures précédentes par le
logiciel R.

3.3.1 Programme de la loi du demi-cercle

>A=-2
>B=2
> L =100
> x < —seq(A, B,length = L)
>a=(2—-1x)
>e=(r+2)
>b=(axe)/?
>c=2xpi
> f=0b/c

> plot(z, f,type ="1",ylab =" ", col = "blue”)

> abline(h = 0, col ="red")

> title(sub = ”Figure 1 -Densité de la loi du demi cercle”, cex.sub =1, font.sub=
1, col.sub=1).

3.3.2 Programme de la loi de M.P

y=2
> A=0.17
> B =5.83
> L =100
> x < —seq(A, B,length = L)
>a=(B—-ux)
>e=(r—A)

>b=(axe)l/?

Sc=2%pi*x

> f=0b/c

> plot(z, f,type ="1",ylab =" ", col = "blue”)

> abline(h = 0, col ="red")

> title(sub = 7Figure 2 -Densité de la loi de Marcenko-Pastur avec y = 2”7, cex.sub=
1, font.sub= 1, col.sub=1).



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons commencé par décrire les modeles de matrices
aléatoires aux quels nous nous intéressons, avant de présenter certains résultats
asymptotiques concernant les propriétés spectrales de ces matrices.

Les matrices de covariance empirique considérées sont définies comme le pro-
duit d’une matrice aléatoire et sa transposée ou sa matrice adjointe dans le cas
complexe, avec une normalisation.

De méme que pour les matrices de Wigner, les propriétés asymptotiques des
valeurs propres des matrices de covariance ont été conjecturées comme étant
universelles, plus précisément, une distribution quelconque des valeurs propres
d’une matrice aléatoire converge presque stirement vers une loi déterministe.

Cependant, dans les domaines dans lesquels les matrices de covariance sont
utiles, les résultats asymptotiques sont souvent nécessaires, par exemple la loi
de Marcenko-Pasture ou des résultats de méme type avec d’autres structures
des matrices aléatoires, le comportement des valeurs propres extrémes ... ect.

Ce genre d’étude repose sur des approches bien définies, comme la méthode

des moments, la méthode de la transformée de Cauchy-Stieltjes dite aussi méthode
de la résolvante, ainsi que la stratégie classique de Lindeberg.
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