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Introduction générale

Notre compréhension des phénomenes du monde réel et de notre technolo-
gie sont aujourd’hui en grande partie basée sur les équations aux dérivées
dérivées partielles (EDP), nous pouvons citer par exemple les prévisions
météorologiques, les secousses sismiques, les mouvements des océans, des
disciplines scientifiques telles I’économie, la finance, les sciences médicales.
Les EDP interviennent aussi dans les problemes physiques : en électro-
magnétisme (équation de Maxwell), en mécanique des fluides (équation
de Navier-Stokes), en mécanique quantique (équation de Schrodinger)

etc.

Une EDP est une équation dont I'inconnue est une fonction et qui fait
intervenir non seulement cette fonction mais aussi ses dérivées partielles.
L’ordre maximal de dérivation intervenant dans l’équation est appelé
ordre de 'EDP.

On distingue trois grandes catégories d’EDP : elliptique, parabolique,
et hyperbolique. Les équations de type elliptique interviennent tres
souvent dans la modélisation des phénomenes stationnaires (c’est-a-dire
n’évoluant pas au cours du temps). Le prototype d’équation elliptique
est ’équation de Poisson —Au = f, I'inconnue u(z), x € 2 C RY, et
de donnée f. Un exemple d’équation de Poisson est celle vérifiée par la
potentiel électrostatique —Av = ¥ avec ¢ est la densité volumique de

charge électrique et € la permittivité électrique du milieu.



Il y a plusieurs méthodes pour I'étude de 'existence et les propriétés
qualitatives des solutions des EDP : les méthodes topologiques comme
la méthode du point fixe, les méthodes variationnelles, les méthodes
numériques comme la méthode des élément finis, la méthode de sous et
sur solution, et les arguments de compacité. Par conséquent 1’étude de
ces équations est une tache ardue car il n’y a pas de méthodes générales
pour leurs résolutions, et donc chaque probleme nécessite une approche

appropriée selon le type de linéarité.

Dans ce mémoire, on s’intéresse essentiellement a 1’étude de problemes
elliptiques semi-linéaires homogenes, dans les problemes considéré au
cours de ce travail, nous nous plagons sur un domaine borné régulier
de RV (N > 3), avec des conditions aux limites de type Dirichlet, notre
travail consiste a étudier I'existence d’une solution positive.

La présence d’exposant critique critique de Sobolev ou de Hardy-Sobolev
pose un certain nombre de difficultés liées a la perte de compacité dans
les injections type Sobolev. Les méthodes variationnelle classiques ne

sont pas applicables.

Les problemes contenant un seul exposant ont été largement étudiée, on

les appelle problemes de type Brézis-Nirenberg ( voir par exemple : [5],

[T, 119D).

Dans ce mémoire, nous allons traiter un cas particulier du papier de
Ghoussoub-Yuan [13], on étudie I'existence de solution positive du pro-

bleme elliptique suivant :

[ulP~2

—Au =+ Aul*"*u dans Q
’ (1)

u = 0 sur 0f
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ot Q est un ouvert borné régulier de RY(N > 3),2 < ¢ < p < 2%(s) =

2(N—-s)
N2 ©

st 'exposant critique de Hardy-Sobolev et 0 < s < 2.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre concerne la partie préliminaires ot on donne quelques
définitions et théoremes sur les espaces de Sobolev et les méthodes

variationnelles.

Dans le chapitre 2. On étudie 'existence de solutions du probleme (1)
avec s = (. En utilisant le théoreme du col pour trouver une solution
faible positive dans H}(Q), et on distingue deux cas qu’on traitera
explicitement, le cas critique c’est-a-dire pour

p<2%0) =2"= % I’exposant critique de Sobolev, et le cas critique,
c’est a dire pour p = 2%, dans ce cas il y a un perte de compacité dans
I'injections de Sobolev car I'injection de Hg(€2) dans L* () n’est pas
compacte. Dans ce cas, les arguments standard de la théorie des points

critiques ne sont pas applicables.

Le chapitre 3 est consacré a ’étude du probléme (1) avec 0 < s < 2. On

distingue deux cas :

1. Le cas sous critique (c’est-a~dire pour 2 < ¢ < p < 2%(s)),ou on
démontre I'existence d'une solution positive dans Hg(§2) pour tout
A > 0.

2. Le cas critique (c’est-a-dire pour 2 < g < p = 2%(s)) : sous des
conditions suffisantes sur I’exposant ¢ , on a montré ’existence d’une

solution positive.
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Notations

Symbole

Tr = (5191,33‘2) ...,:CN)

N[

N
|| = (z x?)
1=0

(un) = (tn)nen
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n
p-p:
B(z, R)

ou

)

Signification
Vecteur de RY; (N € N).

Module de =z.

Suite a valeurs réels .

Convergence faible.

Convergence forte.

Ouvert de RY.

Frontiere de ().

L’adhérence de (2.

L’ensemble de fonctions continues sur (2 .
L’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivable
définies sur () a valeurs dans R.

L’ensemble de fonctions indéfiniment dérivable sur (2
et a support compact.

Dual topologique de D(€2) .

La norme dans H{ ().

Gradient de la fonction v : RY — R.

Laplacien de la fonction v : RY — R.

Dérivée normale extérieure.

Presque partout.

La boule dans RY de centre z et de rayon .

La mesure de la sphére unité dans RY.

L’exposant critique de Hardy-Sobolev avec 0 < s < 2.
L’exposant critique de Sobolev.

Espace dual de E.

Dualité E', E.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Le but de ce chapitre est de rappeler les principaux résultats utilisés

dans ce mémoire .

1.1 Espaces de Sobolev

1.1.1 Espaces LP({)

Définition 1.1.1. Soit 1 < p < oo; l'espace de Lebesgue LP(12), est
défini par :

{u : 0 — R, u mesurable et /Q |u(z)|Pdz < oo},

muni de la norme
lully = ( [, lu(@)Pdz)".

L’espace LP(2) est un espace de Banach, séparable, de plus si 1 < p < 0o

est réflexif.
On définit I'espace L>(2) par :
L>*(Q) :={f: Q2 — R, f mesurable et 3¢ > 0tel que |f(z)| < cp.p sur Q}.

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Holder [4]). Soient f,g sont deux
fonctions telles que f € LP(Q) et g € LY (Q)(p' le conjugué de p, %%—i =



1 Préliminaires

1) avec 1 < p < oo. Alors f-g € LY (Q) et

ol fal < 11 £11pllgll

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de convergence dominée de Le-
besgue [18]). Soit (f,) une suite de fonctions de L*(Q) telle que f, — f
p.p sur 0 quand n — +oo et il existe une suite (g,) C L1(Q) telle que
|fo(2)] < gn() p.p sur Q et g, — g dans LY(Q). Alors

feLYQ) et ||fy — fllzn — 0.

1.1.2 Espaces W'r(Q)

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels (c’est-a-dire consti-
tués de fonctions ) ; ils doivent leur nom au mathématicien russe Sergei
Lvovich Sobolev (1908 - 1989) . En quelques mots, un espace de Sobolev
est un espace de Banach ou un espace de Hilbert de fonctions pouvant
étre dérivées suffisamment de fois, ces espaces sont un outil essentiel pour
I’étude des équations aux dérivées partielles. En effet, ils se sont imposés
comme un environnement adéquat pour la recherche de solutions, car ce

sont des espaces fermés.

Définition 1.1.2. On note par C°(£2), l'espace vectoriel des fonctions

de classe C*°(€2) dont le support est compact et contenu dans €.

Définition 1.1.3 ([4]). On définit espace de Sobolev W!?(Q) par

0
{u € LP(Q); g1,...,98 € LP(Q) tels que /QU@Z = —/991'80; Vo €

CrQVi=1,...,N}.




1.1 Espaces de Sobolev

En d’autre terme

ou

X

wie(@):={ue L/(Q) « 5 € L/(Q) ¥1<i< N}
Pour u € W'?(Q) on note

ou ‘
axi = Gi-

L’espace W1P(Q) est muni de la norme

N o Ou
[ullwre = [Jull, + > Hyllp- (1.1.1)
i=1 0T

]

Remarque 1.1.1 ([4]). La norme (1.1.1) est équivalente da la norme

N 8u v
(|\u||p ) (si1<p<oo)

On pose H'(Q) = W2(Q).

L’espace H'(Q) est muni du produit scalaire

(u, V) g1 == (u,v)r2 + Z (g;z g;l) ,

la norme associée

=N 8u

N[

@)

HUHHI(Q) = (HUHLZ

est équivalente & la norme de W12(0).
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Proposition 1.1.1 ([4]). L’espace WP est un espace de Banach pour
1 <p<oo, séparable pour 1 <p < oo et réflexif pour 1 < p < oco.

Théoréme 1.1.3 ([4]). L'espace H(Q) muni du produit scalaire

suvant :

N [Ou Ov
(u, vy := (u, V)2 + > (8%’ 8%)]}

1=1

est un espace est un espace de Hilbert séparable.
Espaces W,7()

Définition 1.1.4 ([4]). On désigne par W,”(Q) la fermeture de I'espace
C>(Q) dans I'espace W1?(Q).

L’espace W, (Q) muni de la norme induite par W'? est un espace de
Banach séparable; il est réflexif si 1 < p < oo.

On note HL(Q) = W, *(9Q).

L’espace H}(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de
H(Q).

Remarque 1.1.2 ([4]). WP(RN) = W ?(RN). De plus si Q ¢ RY,
alors en général W'P(Q) # Wy ().

Théoréme 1.1.4 ([4]). Supposons que Q de classe Ct, et u € WHP(Q)N
C(Q), avec 1 < p < 0.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) u=0 sur 0.
b) ue WyP(Q).



1.1 Espaces de Sobolev

L’espace dual de W,” ()

Notation 1. On désigne par Wy "*(Q) Tespace dual de Wy™P() avec
1 <p<oo.
On désigne I'espace dual de H}(Q) par H1(Q).

1.1.3 Injections de Sobolev

Définition 1.1.5. Soient X et Y deux espaces de Banach et A un opéra-
teur continu de X dans Y (pas forcément linéaire) , on dit que A est un
opérateur compact si I'image par A de tout borné de X est relativement
compacte dans Y .
En d’autre termes , si (u,) C X est une suite bornée , alors la suite
v, = A(u,) C Y admet une sous suite convergente dans Y .

Si X C Y, on peut considérer I'application identité I de X dans Y ,
on sait que I est injective. Si I est continue, on dit que l'injection
de X dans Y est continue et on note X < Y. Si en plus I est compacte,

on dit que l'injection de X dans Y est compacte et on note X —— Y.

Théoréme 1.1.5 (Immersion de Sobolev [17]). Soit Q un domaine
borné de RN et p > 1. On a les injections suivantes :
i) Si1 <p< N alors
a) WyP(Q) — LV
b) Wy P(Q) =< LI(Q) pour tout 1 < q < p* ot }% = NN—Z).
i) Sip= N alors Wy (Q) << LI(Q) pour tout 1 < ¢ < 0.
i) Sip> N et0<a<1l— L alors WoV () = CO(Q), ot
CO(Q) = {u e C(Q) - M=)

xﬁy’“ffyy)' < oo}.
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Remarque 1.1.3 ([4]). D’aprés théoréme de représentation de Riesz,

on peut identifier L*(2) a son dual. Par conséquent on a le schéma

HY(Q) — L*(Q) — H Q)

Définition 1.1.6. Pour tout u € C°(Q2),p > 1, soit :

N

fullfs = 3

1=1

p

ou
8wi

P

Par le théoréme d’immersion de Sobolev, I'injection de W, ”(Q) dans
L¥" () est continue, alors il existe une constante optimale Sy qui ne

dépend que de N et p telle que :

Spllu pour tout u € W, ?(Q)

2 < a0

avec

[
S, = inf Wo ™
wewi? () |lu

p
p*

Proposition 1.1.2 ([21]). Soit S := Sy la meilleure constante de So-
bolev pour l'injection de HY(Q) dans L? () .Alors Uinfimum S n’est

jamais atteint quand € est un domaine borné.

Théoréme 1.1.6 ([2]). Linfimum S est atteint sur RY par une des

fonctions

1
Us(x) = e+ ]x|2)¥ avec € > 0.

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Poincaré [4]). Soit Q un ouvert



1.1 Espaces de Sobolev

borné . Alors il existe une constante C' (dépendant de 2 et p) telle que :

[ull, < ClIVull,  VueWp"(Q) (1<p<oo).

Remarque 1. Cette inégalité est vraie si on suppose seulement que €2 est

de mesure finie, ou bien si 2 est borné dans une seule direction.

Théoreme 1.1.7 (Inégalité de Hardy [14]). Soitt € R avect+ N >
0, et soit 0 € Q. Alors pour tout u € H}(Q), on a

/ 2| |ude < (- / |z Vul?|z) dz.

N

La constante (NLH)Q est optimale et n’est jamais atteinte.

Lemme 1.1.1 (Inégalité de Hardy-Sobolev [13]). Supposons que
0<s5<2,1<g<2%s) = 28{,\[__25) et 0 € Q. Alors

a) 1l existe une constante C' > 0 telle que

q
/Q :;:de <C( / \Vu\de) pour tout u € Hy(Q).

b) L’application u — —

2%(s).

. | = de H}(Q) vers LY(Q) est compacte pour q <

Lemme 1.1.2 ([8]). Soit 0 < s < 2, alors injection de H}(Q) dans
Li(Q, |x|~*dx) est

a) compacte pour tout 1 < g < 2*(s) = 28{,\[__25).

b) continue pour tout 1 < q < 2*(s).
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Définition 1.1.7. La meilleure constante de Hardy-Sobolev M, ,(2) est

définie par :

Pd
M, (Q) = i olVulde
, ue Hy'P (9),u0 ‘u‘q q
L I

]

En particulier pour p = 2 et ¢ = 2*(s) on note la meilleure constante de
Hardy-Sobolev par M(€2).

Lemme 1.1.3 ([13]).

a) My est indépendant de §).

b) Linfimum M, est atteint sur RY par une des fonctions

V() = LR

(e + [a]2-2) >

=z
N

avec € > 0.

Lemme 1.1.4 (Lemme de Brézis-Lieb [18]). Soient 1 < p < oo, (2
un ouvert de RN et (u,) C LP(Q). Si (u,) une suite bornée dans LP(£2)
telle que u, — u p.p dans 2. Alors

Jim (J[un|[h = [fun = w|[B) = [Jul[5.

Théoréme 1.1.8 (Formule de Green [17]). Soient u et v deuz fonc-

tions de classe C%(Q) avec Q un ouvert borné de classe C1 . Alors

ou

— [, v(@)Au(z)de = | Vu(z). Vol )d:c—/man(a).v(a)da.



1.2 Méthodes variationnelles

1.2 Méthodes variationnelles

Définition 1.2.1. Une EDP elliptique semi linéaire est une EDP ellip-
tique non linéaire telle que la partie principale est linéaire par rapport a

Uu.

Exemple 1.
—div(AVu) = f(x,u) dans Q

u=>0 sur 0f).

(1.2.1)

Le terme principale de (1.2.1) est
N
'21 a;; ()07 u(x)
1,j=

Il est clair que ce terme est linéaire par rapport a u, donc (1.2.1) est un

probleme elliptique semi linéaire.
Définition 1.2.2. Considérons le probleme suivant :

—Au = f dans
u=20 sur 051,

(1.2.2)

avec f est une fonction dans donnée définie sur 2.

La condition aux limites u = 0 sur 02 s’appelle la condition de Dirichlet.
On dit que u est une solution faible du probléme (1.2.2) si u € H}(Q)
de plus —Au = f au sens des distributions (c’est-a-dire u € H}(Q) et
[ VuVede = [ f-vde, Vo€ H(Q))

Définition 1.2.3. Une fonction u est dite solution classique de (1.2.2)
si u € C%(Q), vérifiant (1.2.2).
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Remarque 2. Toute solution classique est une solution faible.

Si u une solution classique de (1.2.2) alors f doit appartient a C(€2).

1.2.1 Point critique et condition de Palais-Smale

Définition 1.2.4. Soient £ un espace de Banach et J une fonction
définie sur F, on dit que J est Fréchet différentiable en un point u € F,
s’il existe une application linéaire bornée J'(u) € E’ (E’ est le dual

topologique de F), telle que
|J(u+v) = J(u) = {J'(u),v)]

vl

— 0 quand |jv||g — 0,

ou bien, pour tout w dans un voisinage de u, on a
J(w) — J(u) = (J'(u),w —u) + o(w — u).

L’application u — J'(u) appelée la différentielle de J en u, et J est dite

de classe C! si cette application est continue.

Théoréme 1.2.1 ([21]). Soit Q un domaine borné de RY (N > 3).

Supposons qu’il existe une fonction F : Q x R x RV — R mesurable en

x € Q, continiment différentiable en u € R et p € RY, avec F, := %—5 et

F, = %—5 et les conditions sutvantes sont vérifiées :
a) |F(z,u,p)| < C(L+ [ul +[pl?), ot s1 < 355
b) |Fulz,u,p)| < C(L+ [ul*2+ |p|™), ot sy < 375 et t, < 2F2.

¢) |Fy(wu,p)| < C(L+ [ul* + [pl), 0d 53 < 3.

10



1.2 Méthodes variationnelles

Alors, la fonctionnelle J définie par :

est de classe C' et J'(u) est donnée par :

(J'(u),v) := /Q(Fu(x,u, Vu)v + Fy(z,u, Vu) - Vu)dz.

Définition 1.2.5. Soient £ un espace de Banach, J € CY(E,R). u € E
est un point critique de J si J'(u) = 0, sinon on dit que u est un point
régulier.

Soit ¢ € R, si il existe u € E tel que J(u) = c et J'(u) =0, alors ¢ est

une valeur critique de J, sinon c est dite valeur réguliere.

Définition 1.2.6. Soient E un espace de Banach et J : E — R une
fonction de classe C'. Si ¢ € R, on dit que J vérifie la condition de

Palais-Smale (au niveau c) (P.S)., si toute suite (u,) de E telle que

J(u,) — ¢ dans R
J'(u,) = 0 dans £,

contient une sous-suite (u,, ), convergente.

1.2.2 Principe variationnel d’Ekeland

Définition 1.2.7 (Fonction bornée inférieurement). Soit J une
fonction définie sur un espace de Banach réflexif ., a valeurs dans R, on
dit que J est bornée inférieurement sur E, s’il existe une constante

réelle m telle que : J(x) > m pour tout x € E.

11
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On pose M = i%fJ (z), alors il existe une suite minimisante (u,) C F

telle que J(u,) — M quand n — oc.

Définition 1.2.8 (Fonction semi continue inférieurement). Soit .J une
fonction définie sur FE, on dit que J est semi continue inférieurement
(s.c.i) sipour tout t € R, les ensembles |J < t|:={x € E: J(z) <t} sont

fermés.

Définition 1.2.9 (Fonction faiblement semi continue inférieure-
ment). Soit J une fonction définie sur E a valeurs dans R. J est dite
faiblement semi continue inférieurement (f.s.c.i.) en w si, pour toute
suite (u,,) qui converge faiblement vers u, on a :

J(u) < lim J(uy,)

- Nn—o0

Nous allons maintenant donner un lemme abstrait qui joue un grand
role dans un certain nombre de situation faisant intervenir le calcul
des variations, le lemme d’Ekeland. Le lemme et le corollaire suivants
montrent qu’il est possible de trouver des suites minimisantes sous cer-

tains conditions sur la fonctionnelle.

Lemme 1.2.1 (Principe variationnel d’Ekeland [9]). Soient (E,d)
un espace métrique complet et J une fonction s.c.i de E dans R. On
suppose que J est bornée inférieurement avec ¢ = uéng(x) .

X

Alors pour tout € > 0, il existe u. tel que :

c<J(u:)) <c+e
Ve € E,x # u., J(x) — J(u:) + ed(x,u:) > 0.

12



1.2 Méthodes variationnelles

Corollaire 1 ([11]). Soient E un espace de Banach et J € C'(E,R).
On suppose que la fonction J est bornée inférieurement, alors il existe

une suite (u,) C E telle que :
a) J(u,) =c+o(l).
b) J(u,) — 0 dans HL.

1.2.3 Théoreme du Col

Le théoreme suivant constitue un outil puissant pour montrer 1’existence

d’un point critique d’'une fonctionnelle.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme du col [1]). Soient E un espace de
Banach, J € CY(E,R) une fonction qui vérifie la condition de Palais-
Smale. On suppose que J(0) =0 et telle que :

i) 1l est existe R > 0 et a > 0 tels que si |u| = R, alors J(u) > a .
i) 1l existe v € E tel que ||v|| > R et J(v) < a.

Alors J admet une valeur critique c telle que ¢ > a, c’est-a-dire, si on

pose
p:={g:10,1] = E continue , g(0) =0 et h(1) = v},

et

“ R e

Alors ¢ est une valeur critique de J, et ¢ > a.

Théoréme 1.2.3 (Principe du maximum faible [17]). Soient un ou-

vert borné connexe, a(-) := (a;;(+))1<ij<n une matrice, b(-) := (bi(+))1<i<n

13



1 Préliminaires

et B(-) == (Bi(*) )1<i<n deuz vecteurs, et ¢ une fonction. On considére A

et L deux opérateurs du second ordre définis par :

N N
Au = — Z (%(aij(?ju) + Z @(ﬁju) +b-Vu+ cu,
ig=1 =1

N
Lu=— 3% a;;j0iju+b-Vu+cu,
ij=1

avec aij, Bi, bi, ¢ dans L>(Q2). On suppose que la condition suivante est

satisfaite

N
Ja > 0,Ve € RN, pop sur Q,a(z)e-e= Y a;(v)eje > alel?,
ij=1
et que

N
c+V-B=c+3 0, >0 dans D'().

=1

Siu e HYQ) vérifie Au < 0 au sens de D'(Q) alors :

supu < supu’.
0 oY)

Remarque 1.2.1. On notera que le principe du maximum faible implique
que si Au= f >0 au sens de D'(Q) et u € H}(Y), alors u > 0, et qu’en
particulier on obtient un résultat d’unicité pour des équations du type
Au= f etue HYQ) : en effet si Au=0 et u € HY(Q), en appliquant
le principe du maximum faible a u et a —u, on obtient supgu < 0 et |

supg(—u) <0 d.e. u=0.

Théoréme 1.2.4 (Principe du maximum classique [10]). Soit u €

C2(Q) N C([Q).

14



1.2 Méthodes variationnelles

i) ST —Au <0 dans €, alors

max u = maxu.
Q 59

i) St —Au >0 dans 2, alors

min « = min u.
Q 0

Théoréeme 1.2.5 (Principe du maximum fort [10]). Soient Q un
domaine borné, et u € C*(Q) N C(Q).

i) ST —Au <0 et siu atteint un mazimum positif a l'intérieur de €2,

alors u est constante sur €.

i) Si—Au >0 et si u atteint un minimum positif a lintérieur de €2,

alors u est constante sur ).

Théoreme 1.2.6 ( [20]). Soit u une solution faible de (1.2.2), alors

i) Si feL™(Q),m>% alors u e Wy () N L2(Q).

27

i) Si f e L™(Q), ¥5; <m <3, alors u € Wo2(Q) N L™ (Q), m** =
mN

N—-2ms "

Dans tous les cas on a u € W?™(Q) et

Jullwem) < Cll fllm)-

Théoréme 1.2.7 (valeur propre du laplacien[4]). Soit le probléeme

aux valeurs propres

—Au = Mu dans )
u=>0 suros?

15



1 Préliminaires

Les valeurs propres du Laplacien sur €2 forment une suite croissante
At > 0 qui tend vers ['infini, de plus les vecteurs propres correspondants
sont des fonctions continues et forment une suite orthonormée complete
dans L*(QY). De plus, la premiére valeur propre \; est simple et le premier
vecteur propre ¢1 peut étre pris > 0 dans €2, tandis que tous les autres

changent de signe.

Définition 1.2.10 (Négligeabilité). Soient f et g sont deux fonctions;
on dit que f est négligeable devant ¢ asymptotiquement ou que f est

un o(g) au voisinage d’un réel a fini ou non si

()
z)

~

=0

lim
Tr—a

~

g
c’est-a-dire :

[f(@)] <lg(z)]e Ve>0

Et on dit que la fonction |f| est bornée par la fonction |g| asympto-
tiquement a un vecteur prés si et seulement si |f(z)| < |g(x)| - k pour
certain k > 0 et on note : f(z) = O(g(x))

f =4 O(1) signifie que f est bornée au voisinage de a

16



CHAPITRE 2

Probleme elliptique
semilinéaire sans singularités

2.1 Introduction

Dans cet chapitre , on s’intéresse au probleme elliptique semilinéaire

suivant :

—Au = |[ulP72u + Mu|9"*u  dans
u >0 dans (Py)
u=10 sur 0f)

ot Q) est un ouvert borné de RY ( N >3),2<qg<p< 2%, 2" = % est

I’exposant critique de Sobolev et A est un parametre positif.
— Pour p = 2* et ¢ = 2 le probleme (Py) a été étudié par Haim Brézis
et Louis Nirenberg en 1983 dans le célebre article [5], ils ont montré :
— SiA € (0,A\1) et N >4 leprobleme (P)) admet au moins une
solution positive (A est la premiere valeur propre du A dans
H;(€2).
— Lorsque 2 est une boule ,et N =3 , ils ont prouvé l'existence

de solution pour tout A € (A1, A1) .

— Si A > Ay; ou bien {2 est un domaine étoilé par rapport a I’
origine et A < 0 alors le probleme n’admet pas de solution non

triviale.

17



2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

— G.Tarantello dans [23] montre que le probleme non homogene

—Au=|u* u+ f dans
u =10 sur 0f)

ou f # 0, f € H™! satisfait une certaine condition, admet deux

solutions ug et u; dans H}(Q) , de plus : ug > 0 et uy > 0si f > 0.

Dans ce chapitre, nous allons traiter un cas particulier du papier de
Ghoussoub-Yaun [13].

Remarque 2.1.1.

e Pour trouver la formulation variationnelle du probléme (P)) en
multiplions (—Au = |uP"?u+ Nu|"%u) par ¢ € HY(Q) et on intégre

par partie, on obtient
/QVu(x)V(/b(x)dx = /Q(\u\p_2u¢ + A|ul|? ?up)dr

e On dit que u est une solution faible du probléme (Py) si et seulement
siu€ Hy(Q) et

|, Vu(@)Vé(z)dz = [ (Jul’ue + Aul’ ug)dz, Vo€ H)(Q)

o Pour tout u € H}(Q), on définit la fonctionnelle d’énergie Jy, asso-

ciée au (P)), par
1 A 1
Jy(u) = Q/Q\Vu\de — q/Q|u|qu — p/ﬂ|u\pdx.

e Montrons que fonctionnelle Jy est fonctionnelle d’énergie de (Py) :

18



2.2 Résultats principaux

Calculons la différentielle de J) :

(Jy(v), w) = lim Ylf(JA(v + tw) — J\(v))

t—0

= Jim (5, IV + ) = 1VoR) = ([, o+ tup - |op)

50t t

= (o ol = i)

On a :

lim 1(;(/Q|V(v+tw)|2— Vol2)) = [, Vo Vu

t—0+ ¢

et par la formule de Taylor on trouve
lim 1<1</ v+ tw]? — |v|q)> :/ |9 20w
t50+ ¢ \g \Jo 0
Alors
(Jy(v),w) = /QVU -Vw — /Q v’ 20w — A/Q 0|7 20w

donc Jy est la fonctionnelle d’énergie associé a (Py). De plus on a
Jy et J sont continues, donc Jy est de classe C*, et les solution du

probléme (P)) sont des pointes critiques de J).

2.2 Résultats principaux

Théoréme 2.2.1. Soit Q) est un ouvert borné régulier de RN (N > 3).
Supposons que 2 < q < p < 2%, alors le probléme (Py) admet une solution
positive dans H(Q) pour tout A > 0.

19



2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

Théoréme 2.2.2. Soit Q est un ouvert borné régulier de RN (N > 3).

Supposons que

4 N
N—2’N—2}

maX{Q, <g<p=2,

alors le probléme (Py) admet une solution positive dans H} () pour tout
A> 0.

2.3 Preuve des résultats principaux

Pour la démonstration on utilisons le théoreme du col .
D’abord, on commence par montrer que la fonctionnelle J, satisfait les

conditions géométriques du théoreme du col .
On a J)\(O) = 0.

Lemme 2.3.1. 57 2 < q < p < 2% et X\ un réel positif, alors la fonction-

nelle Jy vérifie les conditions suivantes :

a) Il existe B> 0 et R >0 tels que si ||u|| = R, alors
J(u) > 5.
b) Il existe v € HJ () tels que ||v|| > R, et Jy(v) < 8.

Démonstration.

a) Soit u € H}(Q),u # 0, par I inégalité de Sobolev on a

J lul*dz < C( [, |Vul*dz)?

20



2.3 Preuve des résultats principaux

pour une constante C' > 0.

Si [Jul| > 1 alors

1 C C’
Jy(w) > Zlull? = (= 4+ 2=)||ul|?
Au) =z Sl (p q)\l I

c,,C

1
= |lulP(Z|lul*P - (= + A
P G 7 =

)

avec C' et (' sont des constantes positives.

Posons x = ||u|| et pour tout € R™ on définit la fonction g par

1, C C’
g(z) =2z P — (—+ 2A—)),
) =2t (€029
on remarque que g(x) > 0 pour tout z > (2(% + )\%))ﬂ.
Donc il existe R > 0 tel que le point a) du lemme 2.3.1 est satisfait,
il suffit de prendre R = ||u|| > max{1, (2(% + A%))ﬂ}

Soit ¢t € R% et u € Hy(Q)

1 1 1
Ia(tu) = Sl[tul[* - SItully = Alltullg

12 tP 14
= 5\!ul|2 — —|[ul|p = A—||ul[%,

on a Jy(tu) = —oo quand t — +oo.
Donc 3ty > 0 et assez grand tel que le point b) du lemme 2.3.1

est vérifier.
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2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

2.3.1 Preuve du théoréeme 2.2.1(Cas sous-critique)

Nous utilisons les lemmes suivants

Lemme 2.3.2. Soit (u,) une suite de Hj () telle que

Iz(un) — ¢ dans R
Ji(u,) — 0 dans HY(Q),

alors il existe ug € H(Q) telle que u, — ug dans H} () et Ji(ug) = 0.

Démonstration.

Jy est vérifie les conditions géométriques, d’apres le lemme d’Ekeland il

existe une suite (u,) C H§ () telle que
Ja(uy) = c+o(1) et Jy(u,) — 0 dans H (), (2.3.1)
ensuite

1 1 1
In(uy,) = 2/Q \Vu,fdx—p/g \un]pdx—)\q/g |u,|?de = c+0(1) (2.3.2)

(J\(un), up) = /Q\Vun\2dx — /Q|un\pdx — )\/Q\un|qd::r; =o(l) (2.3.3)

d’apres (2.3.3) on a

A Junltde = [[[Vug[*dz — | fu,|"de + o(1) (2.3.4)
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2.3 Preuve des résultats principaux

remplagons (2.3.4) dans (2.3.2) on trouve

et o(1) = (5 — ) [ VuaPde (=2 [ e
> (5= Dl

On a (% - (11) > (0 car 2 < ¢ alors (u,) est bornée dans HZ (), on peut
alors en extraire une sous-suite ( notée (u,)) et trouver un ug € Hy ()

tels que

u, — uy dans Hy(€2),

U, — ug p.p dans {2,

et
u, — ug dans L"(2) pour 1 <r < 2%

D’apres ’équation (2.3.1) on a
lim (J}(up),v) = 0, pour tout v € Hy(),

et donc J}(ug) = 0. O

Ensuite, on va montrer que (u,) converge vers ug fortement dans H}(£2)

avec ug est non nulle.
Lemme 2.3.3. Si (u,) une suite dans Hj () telle que

Ir(un) — ¢ dans R
J\(up) — 0 dans H1(2),

23



2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

avec u, — ug dans H}(Q), alors u, — ug fortement dans H(QY), de plus

ug est non nulle.

Démonstration.
On a
In(up) = c+o(1) et (J\(un),u,) = o(1)

Posons (w,) C H}(Q) telle que w,, = u,, — ug, d’apres le lemme 2.3.2

on obtient
w, — 0 dans Hj (),
w, — 0 p.p dans 2,
et
w, — 0 dans L"(Q) pour 1 <r < 2"
D’apres le lemme de Brézis-Lieb [18] on a
Jual? = [ Jwal? + [ Juol” + o(1),
ol = [ Jwal® + [ Juol* + o(1)
et
[Junl[* = [ 19 (wn + ug)*d
= [[wall® + [luol* + o(1).
Donc

(3(1tn) tn) = (3 (o), o) + [ [V = [[Jwn]” = A [[Jun|? = o(1).
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2.3 Preuve des résultats principaux

D’aprés lemme 2.3.2 on a

<J£(U0)7U0> =0,

et
/Q\wn\r — 0 pour tout 1 <r < 2%,
alnsi
[lwal[* = o(1),
alors

[wn]l =0

on conclut que

u, — uy fortement dans H; ().

Preuve du théoréeme 2.2.1.

D’apres les lemmes 2.3.1 ,2.3.2 et 2.3.3, la fonctionnelle .J, vérifie les
hypothéses du Théoréme du col, par conséquent il existe ug € Hg(£2)

point critique de Jy avec Ji(ug) = 0 et Jy(up) = ¢, telle que

c = inf max J(4(2)),

I:={¢ € C([0,1], Hy), 6(0) = 0,¢(1) = v}

. le probléme (P)) admet une solution uy non triviale dans HZ ().
De plus on a Jy(ug) = Jr(|ug|) = ¢, avec ¢ > 0 par conséquent ug est

positive. []
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2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

2.3.2 Preuve du théoréeme 2.2.2(Cas critique)

Dans ce cas l'injection de H}(Q) dans L? (Q) n’est pas compacte, alors
la condition de Palais-Smale ne peut-pas étre satisfaite.
On pose

1
¢ ==
N

avec S est la meilleure constante de Sobolev pour U'injection de H(£2)
dans L?' ().

Nous établissons les résultats suivants :

w2

S,

Lemme 2.3.4. 572 < g < p = 2" .Alors la fonctionnelle J\ satisfait la

condition de Palais-Smale pour tout
O<c<c.
Démonstration.
Soit (u,) une suite de Hg () vérifiant
Jr(u,) — ¢ dans R et J}(u,) — 0 dans H (), (2.3.5)

avec 0 < c < c".
Montrons d’abord que la suite (u,) est bornée dans H{(£2).

En effet, on a
1 ) 1 - A .
Tn(uy) = Q/Q\Wny dx—2*/9|un| dx—q/ﬁ|un| dz = c+o(1) (2.3.6)
et

() ) = [ [VunPde = [ fun[*de =\ [ Jug|?dz = o(1)  (2.3.7)
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2.3 Preuve des résultats principaux

D’apres (2.3.7) on obtient
)\/Q|un|qda: = /Q|Vun|2dx — /Q]un]2*dx+o(1) (2.3.8)

Multiplions (2.3.7) par (—é), nous obtenons

1 —1 1 . 1
— ST (ug), un) = — [ |VupPdz + = [ |u,|? do + A= [ |u,|%dx = o(1
Saw) ) = == [ Vunfda [l + Joltn (1)
(2.3.9)
En additionnant terme a terme les membres des équations (2.3.6) et

(2.3.9), nous obtenons

ce qui implique

(; — ;)/Q|Vun\2d:1: <c+o(l) <

( Car: 2 < g < 2%). Par conséquent, la suite (u,) est bornée, et alors

elle admet une sous-suite notée (u,) et u € Hg(S) tels que

u, — u dans Hy (),

U, — u p.p dans 2,

u, — u dans L"(2) pour tout 2 <r < 2%,
u, — u dans L* (Q).

Maintenant , montrons que la fonctionnelle J, est satisfait la condition
de Palais-Smale pour tout ¢ inférieur a c*.

On a J'(u,) — 0 dans H1(Q2). Alors pour n — oo on a

(J\(u),v) = /Q(Vu Vo — Mu|f%uw — |u|* Puww)dr =0 Vo € H)(Q).
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2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

Pour v = v on trouve
(y(w),u) = [|VuPde =\ [ fulde = [ Juf*dz=0  (2.3.10)

Posons w,, = u,, — u.

D’une part on a

1 1 .
Jo(wy) :2/Q|V(un—u)\2—2*/g|un—u2,

d’apres le lemme de Brézis-Lieb, on obtient

1

1 : :
Jo(wa) = 5 | (1Vunl* = [Vul)de — 2 [ (jual* = ul)da +o(1).

Ainsi, pour n — oo on obtient :

Jo(wy) = Jy(un) — Jx(u) + o(1)
< I(un) +o(1) <c <

et pour n assez grand on a

1 1
(5 — ?)HVun —Vul<c<c, (2.3.11)

et d’autre part on a

(SA(un) = I3 (u), wn) = (J5(un), un) — (I3 (), un) = (J3(un), w)+(J\ (u), w)
et d’apres lemme de Brézis-Lieb on obtient

(T(wn) = Ty (), wa) = [ [V = Vulde = [, —ul*de +o(1),
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2.3 Preuve des résultats principaux

d’apres (2.3.10), on trouve
<J£(un) - J;\(u)7wn> = <J§\(un)awn>
= /Q \Vu, — Vu|*dz — /Q u, — ul* dz + o(1)

— 0(1)7
d’autre part, par 'inégalité de Sobolev on obtient

o(1) = /Q (IVu, — Vul® = Ju, — ul*)dz
> /Q Vu, — Vul*dr — 5_22(/9 Vu, — Vu]2dx)2;

2% 2

= (/Q|Vun—Vu|2dx>(1—S_g*(/Q]Vun—VuFda:) ’ )

d’apres (2.3.11) on a

2*—2

1= SF([ [Vu, — Vul)*=* >0

donc

o(1) > k/Q |Vu, — Vul*dr,

pour certain k > 0. Par conséquent u, — u fortement dans H}(Q2) [

Pour la suite de démonstration, on prend ¢ € C2°, une fonction positive

(une fonction de plateau) telle que :

pr)=1 =i |[z| <R
0<op(x)<l si R<|z|<2R (2.3.12)
e(r)=0 si |z| >2R
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2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

ou B(0,2R) C 2, et u.(x) = p(z)U(x).

on définit
€ (fQ ‘U,E 2*)2%7
D’apres [5, 13], S est atteint sur RY par la famille des fonctions
C
€ - - =, &> 07
(e + [zf?) =

avec C. = (eN(N —2))"7.
et
=82,

L VY= [ 1Y
R R

Lemme 2.3.5. On a les estimations suivantes :

a) |Le|* = S+ O(E")
b) /Q\Lg|q = O(gé(N_q¥)) pour tout : 35 < q < 2°.

Démonstration.

a) Nous allons estimer

(foo |uel?)= -

HVLeHg -

2%

1) On calcule

Vu.(x) = Vo(z)U(x) + p(2)VU(x)

L Vel g@(N -2
C+RPT T+ BT
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2.3 Preuve des résultats principaux

o[ IVe)P
V)P = [, et

+ (N—2)2/deaz

_ (N —2) /Q |Z¢J(rx‘!§§?—’f|dx

Par définition on a ¢ = 1 au voisinage de 0. Alors Vi = 0 ce qui

implique

Vel
ity o e fapyade <

et

 IVe@)le()l]
2 + e

dr < K,

pour des constantes positives K7 et K5 indépendantes de €. On

obtient

2 o 1 (p(@))*|2)
[ IVue(@)]? = (N = 2) /Qmolﬁou)

2 |37|2
=~ (V=2 e

+(N=-2)? [ (wg)i ‘;’21))]&" dz + O(1).

On remarque que ¢? — 1 = 0 prés de 0, on peut donc écrire
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2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

alors
2 2 |z 2
AJV%QH(N—Z)A&H'ﬁ?¢m+OG)
:(Nu-m%@Noajﬂqudx
—4N—2f@MQ@JﬂﬂP@x+OQ)
ES

- (N - 2)2 /RN (5 +x|x‘2)Ndx + 0(1)

= [VU|[z + O(1),

car on a 0 ¢ RV\Q ainsi fgyq (€+|| “ svde = O(1) donc on obtient

I Vus(@) = [VU-[5 + O(1) (2.3.14)
2) on a
S luel = [ (e ))2* U5<x> ¥ da
-/ e

s—l—\x\

e 2=y
_£Ma+MWNd’ ( ;=

(0 | P

(e + |=[»)¥ 9 (e + =[N

On remarque que ¢?> — 1 = 0 prés de 0, on peut donc écrire

(p(@)* = 1)
A EmEE dz + O(1) = O(1).
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2.3 Preuve des résultats principaux

ce qui implique

] dx
2* _
e e
dx B / dx
S e PO Sy A POk

dx
pm _— 1
RY (e + |z]?)N +0()

+ O(1)

Car, on a 0 ¢ RY \ Q ainsi

|z/”

v T3 v = oW

Par définition de Y. on trouve
J =0 + [ [YPes”, (2.3.15)

d’apres (2.3.13), (2.3.14), (2.3.15), on obtient

O(1) + || VYe()[3C=2
O(1) + (Jx [Yl) # O
O( )+S C 2
1
(
1

IVL|z = n
1

S o)+

1

)+

0 > @WN—%)2
T 0(1) + S EN(N - 2)5

N_N-—2
=0 2

(
((éN( —2))7 )+ 52T,

donc

IVL2 =5+ 0("7).
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2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

b) Nous estimer l'intégrale

/‘L5|q: HUsH% ;
2 (Jo Jue[")?"

on calcul
ucl? = /"mgq | le@)U- (@) |da
. Q;N12dx+/( e

5+\:c| e+ |z|?)

car, on remarque que (p(x))? —1 =0 prés de 0, alors on obtient

RIS PR

q(N 2) +O(]‘)
(e + ]x|

“e+ )
V-1

On remarque que l'intégrale / ———dx existe si et seulement si

Q TQ(N_Q)
q(N —2) — (N — 1) > 1 cest-a-dire pour ¢ > .
En effet,

dx
Hung = /RN( ‘SE‘ )q(N 2)
dx

_ q(N—-2 +O(]‘)7
BN e o)

dx
N q(N -2 + 0(1) = 0(1), alors on
RN (¢ 4 |]2) 5

dx
Joclly = fow (o ey + OO

et par changement de variable en coordonnées polaires , c’est-a-dire

on a0 ¢ RV\Q donc/

obtient
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2.3 Preuve des résultats principaux

, en utilisant le changement de variable r = |z|, on trouve

50 TN_l
Juclly = wn [ et o),
r

2

Maintenant, en utilisant le changement de variable y = 7“5_71, on
obtient

1+ y2)0= 1+ y2)=
et ey
— wye / T +0(1)
= 0@ %),

et d’apres la définition de Y., on trouve

[

O(1) + ([ |Y-")#C

LG =

et donc
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2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

Pour la suite de la démonstation, on prend

¢ = %Elﬁtneﬂ[%h(ﬁ(t)),

I'={n e C([0,1], Hy()); n(0) = 0, Jr(n(1)) < 0}

4

Lemme 2.3.6. Supposons que max{2, %, v < q <2, alors

1~
< NS];[

Démonstration. Pour tout t € R on définit la fonction A par
1 1 . A
A1) 1= (L) = L = L = ZJeL

on a ||L:||* =1, alors

t2 , 7t
— A q
AW = GILP = 5 = 3 fylEelde,
et B est une fonction définie sur R par
A 2,
B(t) :== A(t) + thL»s”Z = S lILell” = 5

en remarque que A(t) - —oo quand ¢ — oo, de plus A(t) > 0 pour ¢

prés de 0, alors supA(t) est atteint pour certain ¢. > 0.
£>0

D’une part, on a

0= A(t.)
=t (|l Lef? = #72 — xo7 [ Lfdz),
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2.3 Preuve des résultats principaux

par conséquent
|Lel® = 6272 4 Mg [ L] = 12 2d

(Car : A et t. sont strictement positifs ),
ensuite
2
te < [|Lc|,

et alors
2(q—2)

|Loll? < #2772 4 ML) 5 [ |Le]de,

en choisissant un ¢ assez petit et par les estimation du lemme 2.3.5 on
obtient
272 >

Posons t,, := HLE||$
D’autre part, on a B'(t,,) = 0, et donc la fonction B est atteint son
maximum en t,,, de plus B augmente dans 'intervalle [0, ¢,,],

d’apres les estimations du lemme 2.3.5 on obtient
te
A(t.) = B(t.) — Aq/ﬂ |L.|"dz
14
< Bltw) = A= | |Lc|'dx
q Q

LT LS
a 2 9

1 4
= I =A% [ el

14
_)\E q
)\q/Q|L€| dx

q

<

1 N N-2 )\ S e
_J5 b) 1 = q
NS +0( ) q(2) /Q\LE\ dz.
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2 Probléme elliptique semilinéaire sans singularités

D’apres le lemme 2.3.5 on a

N_N=2
2

Q4)’

[ | Lel*da = O(e
Q

pour tout q > % De plus si g > ﬁ, on trouve

N-2 1 N —2
2 >2<N_q 2 )
4

Donc pour tout max {2, N 3 %} < q < 2%, et € assez petit

vz

c < A(Q) < S

1
N

Preuve du théoréeme 2.2.2.

D’apres les lemmes précédents, la fonctionnelle Jy satisfait toutes les
conditions du Théoreme du col, alors le probleme (P)) admet une solution
non triviale u.

Supposons qu'il existe un x € €2 tel que —u(x) > 0, on applique alors le
principe du maximum a —u, on obtient que —u est constant , et donc
u est constant . Mais u € H}(§2), et par conséquent u = 0 , c’est une

contradiction car u est non triviale . Ceci conclut que u est une solution
positive de (P)) dans H}(Q) . O
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CHAPITRE 3

Probleme elliptique
semilinéaire singulier

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va d’intéresser aux solutions faibles non triviales du

probleme suivant

—Au =0 4 A7 2u dans ©Q

|z[*

u>0 dans ) (Py.s)
u=0 sur Of?

ot  est un ouvert borné régulier de RN(N > 3), telle que 0 € €,

0<s<22<q<292<p<2s), 2%s) = 2%\[__25) est 'exposant

critique de Hardy-Sobolev, et A est un parametre positif.

e Lorsque p = 2*(s), ¢ = 2 et 0 € 02, Ghoussoub et Kang [12] ont
montré que l'existence de solution dépend du signe des courbures

principales au voisinage de 0.

e Si p=2%(s)et g=2telle que 0 € § le probleme (P, ;) a été
traité par Kang et Peng dans [10] .IIs ont prouvé que l'existence de

la solution du probleme (P, ;) est dépend de la dimension du .
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3 Probleme elliptique semilinéaire singulier

e Kang et Deng [15] ont prouvé I'existence d’au moins deux solutions
faibles dans H (§2) pour le probléme critique singulier non homogene

2%(s)—2

u
— AU — p—s = + A+ f
] |z[*

sous certaines hypotheses suffisantes sur f , A\ et pu.

e Goussoub et Yaun ont fourni dans [13] , une étude complete du
probleme
_ —2 =)
—Apu = tlul" u + Afu[""u dans Q (P)
u=>0 sur 0f)

ol 2 est un ouvert borné régulier de RY, telle que 0 dans 'intérieur

de Qet 1 <p < NO<s<p<gq<pi(s)=pysetqgc<
r < p*(0) = 22 1ls ont distingué différents cas en fonction de la
N—p

variation des exposants q et r.

Ce chapitre, nous allons traiter un cas particulier du papier de Ghoussoub-
Yuan [13].

Remarque 3.1.1.

1. Pour trouver la formulation faible du probléeme (P ) on multiplie

(—Au= ‘1‘”5;2u+)\|u|q_2u) par v € H}(Q) et intégrons sur Q ,on

obtient :

Juf”~

— — u q—2
/Q Au vdx/{z( BE U+ Aul u)vdx
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3.2 Principaux résultats

et d’apres la formule de Green on a

| ]?

/Vqudx:/ ’u|p_2uv+>\|U\q_2uv dz
0 0

2. On définie la fonctionnelle d’énergie pour le probléme (P ) dans
H}(Q) par :

Jul”

|]?

1 1 A
Jrs(u) = Z/S_Z\Vu]2dx — p/Q dz — q/Q\u]qda:.

3. La fonctionnelle J, s est de classe C'(H},R).

4. Les solutions du probléme (P ) sont des points critiques de J) .

Nos principaux résultats sont :

3.2 Principaux résultats

Théoréme 3.2.1. Soit Q) est un ouvert borné régulier de RN (N > 3),
supposons que 0 < s < 2,2 < q < 2% avec ¢ < p < 2%(s), alors le probleme
(Pys) admet une solution positive dans H}(Q)) pour tout X\ > 0.

Théoréme 3.2.2. Soit Q est un ouvert borné régulier de RY , (N > 3), et
0 < s <2, si max {2, ﬁ, %} < q <2 et p=2"(s), alors le probléme

(Pys) admet une solution positive dans H} () pour tout X >0 .
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3 Probleme elliptique semilinéaire singulier

3.3 Preuve des principaux résultats

En appliquant le théoréme du col .

Premierement, on montre que la fonctionnelle J) ¢ est vérifier les hypo-
theses géométriques.

On a J) 4(0) = 0.

Lemme 3.3.1. Si2<qg<2"etq<p<2*s) avec 0 < s <2etA>0,

alors la fonctionnelle Jy s vérifie les conditions suivantes
a) Il existe ¢ > 0 et R > 0 tels que si ||u|| = R, alors Jys(u) > ¢.
b) Il existe n € H}(Q) tels que ||n]| > R, Jrs(n) < ¢.

Démonstration.

a) Soit u € HY(Q),u # 0, par les inégalités de Sobolev et de Hardy-

Sobolev on a

1 K
N

Trs() = Sllull® = pHqu — A—|[ul?
ou K et C sont des constantes positives.
Si ||u|| > 1 alors
1 K A
Ins(w) > =||ul|* = (— + CZ) ||ull?
s(u) = glull (p q)l\ I
1 K A
:up—u2_p_ 7_|_Oi
lull GllalP™ = (5 + 62)
D’ou, il existe R tel que
K C\\ 2
max {1, (2(7 + )\—))2”’} <R,
p q
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3.3 Preuve des principaux résultats

et ¢ = 3|jull* — %Hu”p — /\%Hqu > 0 tels que : si ||u|| = R alors
Jrs(u) > ¢ > 0. Donc le point a) du lemme 3.3.1 est vérifie .
b) Soit t € R* et u € Hy(N)

I S 1 ,
Ins(tu) = Sltul —p/Q lx‘sdx—)\q/g tu)?dx

+2 P D +4
=l -~ u dz — A" [ ul'da
2 p /e [zl q /0

On a Jys(tu) - —oo quand t — 400 (car 2 < ¢ < p).
Donc il existe ty strictement positif et assez grand telle que J), s(tou) < 0.

En prenant 1 = tgu donc le point b) du lemme 3.3.1 est vérifie . ]

3.3.1 Preuve du théoréme 3.2.1(Cas sous-critique) :

Lemme 3.3.2. Soit (u,) C H}(Q) une suite telle que

Jrs(un) = ¢ dans R
Jy s(un) = 0 dans H(),

alors il eriste up € HE(SY) telle que u, est converge faiblement vers
uy dans Hy(Q) et Jy ,(ur) = 0.
Démonstration.

Jys est vérifie les conditions géométriques, d’apres le lemme d’Ekeland,

il existe une suite (u,) C H}(Q) telle que

Jrns(un) = c+o(1) et Jy ;(u,) — 0 dans H™(Q),
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3 Probleme elliptique semilinéaire singulier

ensuite

¢+ 0(1) = Jya(tm) — ~(J) (1), 0)

q
_ (1 o b1
=Gl + (=)o
11,

Donc (u,) est une suite bornée dans H(}(2), et alors il existe une sous

suite (u,) C H(Q) et u; € HY(Q) tels que;

u, — uy dans Hy (),

U, — uq p.p dans €2,
et

u, — up dans L' () pour tout 2 < r < 27,

u, — up dans LP(§2, |x|°dx) pour tout 2 < p < 2*(s),0 < s < 2.
De plus on a
lim (J} ((un),v) =0 pour tout v € H (),
et J) s est continue, donc
(J5.s(u1),v) =0 pour tout v € Hy(€),

ce qui implique J} ((u1) = 0. O
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3.3 Preuve des principaux résultats

Lemme 3.3.3. Si (u,) une suite dans HZ () telle que

Jrs(un) = ¢ dans R
J3 o(un) = 0 dans H(),

avec u, — uy dans HY(Q), alors u, — uy fortement dans Hj (), de plus

w1 est non nulle.

Démonstration. On a
Irs(un) = c+o(1) et (J/'\,s(un),u@ = o(1)

Soit (z,)une suite de Hg(Q) telle que z, = u, — u,

d’aprés le lemme (3.3.2) on a :

2, — 0 dans Hy(Q),
z, — 0 p.p dans €,

et

2z, — 0 dans L"(Q) pour tout 2 < r < 27,

2, — 0 dans LP(Q, |x|"*dx) pour tout 2 < p < 2%(s),0 < s < 2.

par le lemme de Brézis-Lieb on a :

[ e = e

I:vl
et
Junltdz = [|z,)%de + [ w]*dz + o(1),
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3 Probleme elliptique semilinéaire singulier

et on a :
znl® = [ V2l = [ [Vun2de + [ [Vur Pdz + o(1).
Alors

0(1) = (Jy s(un), un)

_ /7 2 ‘Zn|p q

d’aprés le lemme 3.3.2 on a

(J)s(ur),ur) =0

et )

bk~
et

|zl =0
Ainsi

Izl * = o(1)
Alors

[lzal[* = 0
on conclut :

u, — u; fortement dans H; ()

Preuve du théoreme 3.2.1.

Les conditions du Théoréeme du col sont satisfaites donc il existe une
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3.3 Preuve des principaux résultats

solution qui est un point critique de Jy 5 , de plus on a Jy s(u1) = ¢ > 0,
donc u; est non triviale et par le principe du maximum , on obtient que
up > 0. []

3.3.2 Preuve du théoréeme 3.2.2 (Cas critique)

Pour p = 2*(s), on a la fonctionnelle J) s ne satisfait pas la condi-
tion de Palais-Smale globale du fait que l'injection de H}(Q) dans
L¥)(Q, |z|~*dz) n’est pas compacte. A cet effet, on détermine le niveau
de compacité pour lequel la condition de Palais-Smale sera satisfaite.
On pose ) N
x -5 =y

¢t = 2(N—S)M82 ,

avec M, est la meilleure constante de Hardy-Sobolev.

Nous établissons les résultats suivants

Lemme 3.3.4. 502 < ¢ < 2%, p = 2%s) et 0 < s < 2, alors la

fonctionnelle J) s satisfait la condition de Palais-Smale pour tout :

O<c<c.

Démonstration. D’apres le principe variationnelle d’Ekeland il existe une
suite (u,) de H(Q) vérifiant

Jrs(un) — ¢ dans R et J3 ,(u,) — 0 dans H'(Q),
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3 Probleme elliptique semilinéaire singulier

alors

1 1
Inslwn) = 5 S|V Pde - 5

A
)z — q/Q|un|qu =c+o(1)
(3.3.1)
et

(s (Un), ) /]Vun|2da: /|un|2 Jdz — )\/\unlqu—o( ) (3.3.2)

Multiplions (3.3.2) par (%),et additionnons (3.3.1) et (3.3.2) terme a

terme nous obtenons

ORI +o(1)

ce qui implique

(; - ;)/S_Z\Vun]2dx <c+o(l) <

donc , la suite (u,) est bornée, et il existe une sous-suite (u,) et u €
H () tels que :

u, — u dans Hy(Q)

u, — u p.p dans 2
et

u, — u dans L(€2), pour tout 2 < ¢ < 2°

up, — u dans L2 ¥(Q, |z|~*dx), pour 0 < s < 2.

Comme (u,) converge faiblement vers u dans H}(Q), ce qui implique

que (J} ((u),u) = 0, et ainsi u est une solution faible du probleme (P} )
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3.3 Preuve des principaux résultats

d:z: —/ |Vul*de — )\/ |u|!dx

et
S lunltdz = [ fu*dz + o(1).

Posons z, = u,, — u, alors d’apres le lemme de Brézis-Lieb, on obtient

/Q|Vzn\2da::/Q\Vun]2dx—/Q\Vu\2dx+0(l) (3.3.3)
2> ) || Juf* )

— - 3.4

/Q |x‘s / ms / L (3.3.4)

/Q\zn\qda::/Q|un\qu—/9\u|qu—i—0(l) (3.3.5)

et comme Jy (u,) = c+o(1) et J;\s(un) = 0(1), on obtient

1
2/Q V2, |2z — = —Js(u) +c+o(l), (3.3.6)

le

et

29, ’Zn|2*(s) _
/Q\Vzn| dz /Q dz = o(1).

|z[*

Donc, on peut affirmer que

|1 Vzadz — 1, Tde (3.3.7)
Par définition de M, , on déduit que
2 |Zn‘2*(8) 2*23
|1V zaPda > M( [ o da) ™.

et donc
[ > M, [7®
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3 Probleme elliptique semilinéaire singulier

_2(s)
par conséquent [ = 0, ou bien | = M ® 2.
2*(s)

Supposons que [ = MJ™? en passant & la limite dans (3.3.6) on trouve

1 1
Irs = — | =
N—s
et comme ¢ < (5 — 2,%8))Msz’s , on a
J,\7s(u) <0

On a u est une solution faible du probleéme (P, ), alors

2%(s)

dx >0

J,\,s(u) = (; _ 2*18))/9 ‘Zn

|z]*

ce qui est une contradiction. Ainsi [ = 0 et donc u,, — u fortement dans
H}(S). []

Pour la suite de la démonstration , on a besoin d’établir quelques esti-
mations utiles sur les fonctions extrémale. Soit ¢ une fonction de C2°(£2)
positive telle que
ex)=1 si |z| <R
0<op(z)<l si R<|z|<2R (3.3.8)
e(r) =0 si |z|>2R

On prend :
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3.3 Preuve des principaux résultats

et
v
Qs = - -
(o 57)"
De plus d’apres [13], on a la fonction extrémale

T:(z) = k-V.(z),

avec k. = (e(N — s)(N — 2))727 9, et

v = [ g0 -
/RN‘ 6‘ x_/RN ‘I”S L= Ms .

Lemme 3.3.5. On a les estimations suivantes :

i) Q|2 = M, + O(¥%)
ii) [|Q:|" = 0= ")) pour tout : Y5 < g < 2",

Démonstration.

i) Nous allons estimer

[Vell3
(Jo [0 ) )

|z[*

IVQ.|2 =

(3.3.9)

1) On calcule

+2/ \W YV () [Va(a)lda,
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3 Probleme elliptique semilinéaire singulier

on a ¢ = 1 au voisinage de 0 alors Vi = 0, et donc :
| IVe(@)P|Va(e)Pde < Dy

et
J (@) Vep(a) [V V(@) |V (@) |dw < D,

pour les constantes D; et Dy indépendantes de e, ainsi

/Q\va\Q:/( (x))Q\VVdenLO(l)
= [ ((p(@)? = D|VV.Pdz + [ |VV:Pdz +O(1)

On remarque que ¢?> — 1 = 0 prés de 0, On peut donc écrire
/Q((go(x))2 — 1)|VVL|2dz + O(1) = O(1), ce qui implique

| IVe = [ [VVPdz +O(1)
= [ IVVePdz = [ IVViPde +O(1)

on a0 ¢ RN\ Q donc /RN\Q\VV;‘Qda: + O(1) = O(1), et ainsi,

| IVe-(@)? = [VVZ][3 + O(1) (3.3.10)

2) On a

e A
2*(s)(N—2)

(e+[zP—s) 2 |zl
o)) -1

— — dx
(et a2 T e
dx
+/Q IR OGS

(€ + [al?=s) 2 Jal?



3.3 Preuve des principaux résultats

par définition de ¢ on a > ®) —1 =0 prés de 0, alors on obient

p(@)* ) — 1
/ *(5)(N=2) dz = O(1),

? (e +laf) T Ja
d’ou
|v.|?
/ ‘x’ / €+ ‘37‘2 s (s)(lz—z)‘x‘s
_/ (e + |22 2 ()N 2)|x|sdx
dx
- 2% (s) (N —2 + 0(1)7
oo (o T
avec [pv\ " G;“Z*(z)mg) + O(1) = O(1) car 0 ¢ RVM\Q. D’ou
et+|x|<—* —s
|v.|?
= - dx 4+ O(1),
/ Ix\s / (e + |z|>=) L\x\s
et par définition de 7. on trouve,
o] T o)
O(1 K =0 3.3.11
A W D+ for oK (3.3.11)
D’apres (3.3.9), (3.3.10) et (3.3.11) on obtient
O(1) + ||VVH2
IVQ:IIE =~ o=
(IQ W) ( )
N—s
O(1) + My K—2
- 2(N—
0(1) MQ*(S 2 s) K 2
O(1) + M2~ (e(N — 8)(N — 2)) 5%
— _2(N-—s) s) o
O(1) + MZUC) (g(N — s)(N — 2)) =
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3 Probleme elliptique semilinéaire singulier

N—

Sachant que % = M, et en utilisant un développement limité

MTeE
au voisinage de 0, on obtient

N—-2

IVQellz = M + O(e>=)

ii) Nous allons estimer la norme

e I

q __ q
Q-1 = 0 ‘UTPF(”)%’ (3.3.12)
n%w—/w¢ r)|*da
)4 —1) dx
= dx + ——
/ (e + |:19|2 s) E= /Q (e + |:1:|2*5)(2Nf32)

remarquons que (p(x))? — 1 =0 prés de 0 , alors on obtient

(o) =1 (0
he gyt =00

et ainsi

dz
5 I = 2 O(1 )
HU ||q /Q (g—|— ‘x‘2_3)(2_8)q(é\7_—8) + ( )

on a l'intégrale Jq 7}"(1;__12) est existe si (2 — 3)% —(N-1)>1

c’est-a-dire pour q >

N
N-2
Par changement de variable en coordonnées polaires, on trouve

N-1
r 7 dr
8+T2 S)q(N 2) +O(1)7

o
Jocllf = wn [
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3.3 Preuve des principaux résultats

=1 .
en posant y = re2-s, on obtient

7=, N-1
o0 8 2—s 82—sy dy
HUEHZ = WN J, ( 1 s g(N—2) +0(1)
I y€275 - 2—s
e Ty .
N 1 (1 i+ yQ—S)Q(Q,SZ)
1 yN 1dy
/0 q(N—-2) ) + O(1>
(14 y2) "2
N-1
N-—-2 N oo d
= wye Eer Y o)
1 (1+y2—8) 5—s

et donc

H Qe HZ - q(N—s) —q(N—2)

Pour la suite, on prend ¢ := inf max.J) s(n(t)), ou
nelte(0,1] ™

I = {n e C([0,1], Hy(22));7(0) = 0, Jrs(n(1)) < 0}.

Lemme 3.3.6. Soient0 < s < 2, A > 0. Supposons que max {2, ﬁ, %} <

q < 2%, alors
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3 Probleme elliptique semilinéaire singulier

Démonstration. Pour tout t € R, on définit la fonction g par

g( ) = J/\s(th)
HQsH2

() A/\me

2%(s)
(car /QHQFI dz = 1). Et pour tout ¢ € R on définit la fonction h par
€T S

h(t) = JA,S(th) + >\tq [ 1Q-]1"d

1
i 2 2%(s)
Q t .
H EH *(S)

On a g(t) - —oo quand t — 400 et g(t) > 0 prés de 0 , alors sup g(t)
>0

est atteint pour certain ¢, > 0. Ainsi

(1) =t (QEP — e | Qgi‘Idx) -

o1 a

|Q- = 27 4 g™ [ |Q.|*de > 127

car A et t. sont strictement positifs. On obtient alors ,

2*3)2>t

Q-

Donc
* 2(¢—2)
1Q-? < 272 4 NQ|| =6 [ Qe[ d

D’apres les estimations du lemme 3.3.5 et pour € assez petit , on a

tg* (8)72 Z
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3.3 Preuve des principaux résultats

On prend ¢y = ||Q-

La fonction h est atteint son maximum en ¢, et elle augmente dans

2*(

'intervalle [0, ty]. D’apres le lemme 3.3.5 on a :

q
glt:) = hit) = A° [ Qrde

14
< hlto) =X [, |Q:|"da

4 2.2%(s)
||Q€ ¥ (s)—2 HQE 2¥(5)—2 t4
= - —Ai— 1q
2 — 2(N—

= 3 =3 N@Aza—x /mwwx

d’apres le lemme 3.3.5 on a

/Q\Q6|q = O(gfs(N_qy)) pour tout N g <4< 2°
De plus si g > ﬂ, alors
N —2 1 N —2
> N —
75 Ta sV )
Donc pour tout max {2, ﬁ, %} < q < 2% et € assez petit
2—35 N-s

[]

Preuve du théoreme 3.2.2. D’apres les lemmes 3.3.1, 3.3.4 et 3.3.6 J) 5

satisfait les hypotheses du Théoreme du col 1.2.2, donc ¢ est une valeur
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3 Probleme elliptique semilinéaire singulier

critique de J) ¢ , par définition il existe u € HJ(Q) tel que Jy4(u) = c et
Jys(u) =0, et comme

Jrs(u) = Jys(Ju]) = ¢ > 0, alors le probleme (P, 5) admet une solution
positive dans H}(Q). O
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Résumé

Ce travail consiste a I'utilisation des méthodes variationnelle pour I’étude d’existence
de solution positive de I'equation elliptique suivante :
JufP~2 2
—Au = mE u 4 AMu|?"“u dans Q
x
avec condirion aux bords de Dirichlet. Ou Q C RN, (N > 3) est un ouvert bornée

régulier , 2 < g < p < 2*(s) et 0 < s < 2. Les résultats dépendant essentiellement
des exposants ¢ et p.

Mots clés : équation elliptique, méthodes variationnelles, exposant critique de
Sobolev,exposant critique de Hardy- Sobolev, Condition de Palais Smale, théoreme
du Col.

Abstract

This work conserne the use of the variational methods to study the existence of at
least one positive solution for the following elliptic equation :

JufP~
z]°
with boundary Dirichlet condition, where 2 € RY(N > 3), is a smooth bounded

domain, 2 < ¢ < p < 2%(s) and 0 < s < 2. The results mainly depend on the
exponents ¢ and p.

—Au =

u -+ Au|9u in Q

Keywords :elliptic equation, variational methods, critical Sobolev exponent, critical
Hardy-Sobolev exponent, Palais Smale condition, mountain pass theorem.
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