L a4 bl i Wil o il i - pgeamal
H]A-JHJJ.-’JH;-‘J!-L.‘!#J'IM

Umve s{llte Abou Bekr Belkaid

Tlemc

UNIVERSITE ABOU BEKR BELKAID- TLEMCEN
FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

MEMOIRE DE MASTER
EN MATHEMATIQUES

Option : Equations aux Dérivées Partielles et Applications

Théme

Existence et comportement asymptotique des solutions
positives de quelques problemes elliptiques.

Soutenue le 14 Juillet 2021 par

Aicha ANITER

Devant le jury composé de :

Président : Ahmed ATTAR, M.C.A, Université de Tlemcen
Examinateur : Rachid BENTIFOUR, M.C.A, Université de Tlemcen
Encadrant : Sabri BENSID, M.C.A, Université de Tlemcen

Année Universitaire 2020/2021



DEDICACES

Je dédie ce travail
A ma chere mere
Quoi que je fasse ou que je dise, je ne saurai point de vous remercier comine
il se doit. Votre affection me couvre, votre bienveillance me guide et votre
présence 4 mes cOtés.

A mon cher pere

Vous étes toujours été a mes cotés pour me soutenir et m’encourager.

A mes trés chers freres
Abderahim, Salah Eddine et son fils Abderahmanne, Bilal, Abdeljalil et
Yassine. Et ma belle soeur Amina.
Puisse Dieu vous donne santé, bonheur, courage et surtout réussite.



REMERCIEMENTS

D ‘abord je remercie «<ALLAH», le tout puissant, pour m’avoir donné le courage
et la santé pour réaliser ce modeste travail.

Je tiens a exprimer ma gratitude et mes remerciements a mon Encadreur de mé-
moire Mr. Sabri BENSID, il m’a guidé dans mon travail, m’a fait preuve d’une tres
grande compréhension, pour sa disponibilité et sa patience avec moi.

Je tiens a remercier Monsieur Ahmed ATTAR pour avoir accepté de présider le jury,
je remercie également Monsieur Rachid BENTIFOUR pour m’avoir fait ’honneur
d’examiner ce travail.

Enfin, merci a mes parents pour m’avoir donné le gotit et I’ambition de faire mes
études, ainsi qu’a tous les professeurs au cours de ma scolarité du primaire au
Master, un grand merci plus particulierement a mon amie Souda, merci a toi d’étre
mon amie.

ii



TABLE DES MATIERES

DEDICACES

REMERCIEMENTS

NOTATIONS

INTRODUCTION

1

PRELIMINAIRES

1.1 LES ESPACES DE SOBOLEV . . . . . . . . v o v v iii i
1.2 LE PRINCIPE DE MAXIMUM CLASSIQUE . . . . . . . . o« oo v v o ..
1.3 METHODE DES SUR ET SOUS SOLUTION CLASSIQUE . . . . . . .. . ...
1.4 RAPPEL SUR LES INEGALITES VARIATIONNELLES . . . . . . . . . . . ...

EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS POSITIVES DE L'EQUA-
TION LOGISTIQUE

2.1 INTRODUCTION . . . . . . . o o e e e e e e e e e e e e e e
2.2 EXISTENCE DES SOLUTIONS . . . « v« v v e vt et e et e e e e e
2.3 UNICITE DES SOLUTIONS . . « « « v v v vt et e e

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES SOLUTIONS POSITIVES DE

L'EQUATION LOGISTIQUE

3.1 INTRODUCTION . . . . . . . . .. ... it

3.2 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION QUAND P TEND VERS
T

3.3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION QUAND P TEND VERS
LINFINT . . o v v oo e e e e e e e e e e e e e e e s e s,

EXISTENCE DES SOLUTIONS D'UN

PROBLEME A FRONTIERE LIBRE

4.1 INTRODUCTION . . . . . . . . . ... ittt
4.2 PROBLEME A FRONTIERE LIBRE . . . . « « « v v v v v oo oo oo a
4.3 EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION FAIBLE . . . « v v v v v v v v v .

BIBLIOGRAPHIE

ii

N

10
11

13

15
15
17
19

21
21

22

27

31
31
31
32

43

iii






NOTATIONS

Notation Définition

QO: Ouvert borné régulier de RV.
Q) : Frontiere de Q).

g—f/‘ : La dérivée normale exterieure.

Vu= (a” ou - a—”) . Gradient de u.

Au=YN, g%‘ : Laplacien de u.

supp(u) : Support de la fonction u.

Il : La norme dans 1'espace LL".

Il : La norme dans 1’espace E.

E": Espace dual de E.

<. .>: Produit scalaire dans la dualité E, E’.
p.p: Presque partout.

\: Différence entre les ensembles.

— Injection continue.

S Injection compacte.

Q' ccQ: Q) est un sous ensemble de Q et O/ C Q.



Notations

Cck(Q): L’espace des fonctions k fois continiment différentiables sur ().
(k entier > 0).

Co%(Q) = {u € C(Q); sup —'”(";):u,gy)‘ < oo}.
x,ye) y

Che(@) = {u e CHQ);Diu e @) Vi, |i| <k}.
LP(Q) = {h : Q) — R, h mesurable et [ |h|P < oo}

L*(Q) = {h:Q—)]R, h mesurable et 3 ¢ telle que |h(x)| <c p.p sur Q}

W™P(Q)) : C’est I'espace de Sobolev, telle que la dérivée jusqu’a l'ordre m dans
I'espace IL*.

Wom’p (Q)) :  Espace de Sobolev avec trace (fonction au bord) nulle.
H"™(Q) = W™ (Q).

H}(Q) = Wi2(Q).



INTRODUCTION GENERALE

La modélisation mathématique des phénomenes physiques ou biologiques fait
le plus souvent intervenir des équations aux dérivées partielles (EDP). Plusieurs
types de problémes apparaissent et par conséquent de multiples techniques se
développent pour une meilleure compréhension du phénomene étudié.

Un des modeles les plus étudié est le modele proie-prédateur. Si on note par
u les proies et par v les prédateurs, alors a I'état stationnaire, u et v sont gouver-
nées par les équations suivantes

—Au = au — b(x)u? — cuv dans Q)
—Av = pv —v* + duv dans ()

u=0v=0 sur o),

oil () est un domaine régulier de RN, (N > 1), 4, 1, ¢, d sont des constantes avec
¢, d > 0 et b est une fonction continue positive donnée. Pour plus de détails, voir

3], [5]-

Quand v = 0, (absence des prédateurs) alors u satisfait 'équation suivante dite
équation logistique.

—Au = au — b(x)u? dans Q
u=20 sur 0Q).

Ce probleme a fait I'objet de plusieurs travaux. Nous invitons le lecteur a consulter
les articles suivants [6], [8] et [17].

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l'étude des solutions du probleme
suivant

—Au = au — b(x)uP dans Q)

(P)
u=>0 sur 0(),
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ot () est un domaine régulier de RN (N > 1), b(x) > 0, p>1leta e R estun
parametre.

Le probléme (P) apparait donc dans beaucoup de modeles mathématiques is-
sus de la biologie et aussi en dynamique de populations. Il décrit souvent la
distribution de la population a l'état d’équilibre d’une espéce donnée dont la
croissance obéit a une loi logistique.

Nous notons aussi que le probléeme (P) est relié a certains problemes de géo-
métrie Riemannienne. Voir [12], [14].

L’objectif de ce travail est de comprendre 1'effet de I'exposant p sur les solu-
tions.

Dans un premier temps, nous avons montré l'existence et 1'unicité de la solu-
tion en utilisant la méthode des sous et sur solutions et en appliquant quelques
principes du maximum.

Ensuite, on a étudié le comportement asymptotique de la solution par rapport
ap(p— 1" etp— o0). Nous avons détaillé les papiers de [3] et [4].

Le cas le plus délicat est certainement quand p — oo. Ici, la solution du pro-
bleme (P) converge vers v solution du probléme suivant

—Av =ax(,<1)v dans Q)

Q)
v=20 sur d(),

oul xp est la fonction caractéristique du domaine D.

Le probleme (Q) est appelé un probléeme a frontiere libre puisque les incon-
nues du probleme (Q) sont la solution v et une partie du domaine Q).

Pour étudier le probleme (Q) qui posséde une non linéarité discontinue dans
le second membre, nous utilisons I'approche des inégalités variationnelles.

Cette technique nous permet de montrer 1'existence, 'unicité de la solution du
probléme (Q). Nous invitons le lecteur a regarder le livre de Kinderlehrer et Stam-
pacchia [10] pour un panorama complet.

Le manuscrit est organisé de la fagon suivante.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les outils nécessaires utilisés dans ce
meémoire.

Le deuxieme chapitre examine l'existence et l'unicité des solutions positives
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du probleme (P).

Dans le troisieme chapitre, nous nous étudions le comportement asymptotique
des solutions par rapport a 'exposant p > 1.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéressons a l'existence et 1'unicité de
la solution d’un probléme a frontiere libre obtenu dans le cas ot p — oo.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion.



PRELIMINAIRES

Ce chapitre rappelle quelques notions d’analyse non-linéaire nécéssaires au de-
veloppement de ce mémoire.

1.1 Les espaces de Sobolev
Soit Q) un ouvert quelconque de RY, (1 < N < ) et k € IN.

On note par CF(Q) l'espace des fonctions k fois continiment différentiables
sur ().

Soit 0 < « < 1, on note par

@) — L e i) sup 1O U] _
€ (“)‘{ SCl) sup TR S }

et
c*(Q) = {u e Cl(Q); Due CW(E)}.

Définition 1.1 Soit p € R, avec 1 < p < oo, on appelle espace de Lebesgue

LP(Q) = {h : Q) — R, h mesurable et / |h|Pdx < oo}.
0

On lui muni de la norme suivante,

<=

e = [ [ Inco)pax]”,

dite la norme dans les espaces de Lebesgue.

Définition 1.2 Pour p = oo, 0on a

L*(Q) = {h : Q) = R, h mesurable et 3 ¢ une constante telle que |h(x)| < c p.p sur Q}
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Notons par

AL == |||l = inf{c, |f(x)] <c p.p sur Q}.

Pour avoir plus de détails sur les espaces IL?, consulter [1], [2].

Maintenant, on désigne par W"?(Q2) 1'espace de Sobolev définit comme suit

WHP(Q)) = {M e LP(Q),D*u € LP(Q),Va telque |a| < m},

ol « est un multi-indice et D*u est une dérivée partielle de u au sens faible (au
sens des distributions), c’est a dire

olaly
0 Ky ®
axl .. axZ

On munit 'espace W"? de la norme suivante

D*u =

1
(Z\Mﬁm ||D"‘u||£p> " osil <p<oo

][ wr

max || D*u/||pe sip=oo,
lae|<m
qui est un espace de Banach.

On note souvent H"(Q) 'espace W"2(Q)). On a alors,
H"(Q) = {u € L.2(Q), D*u € 1L*(Q),Va € N, avec |a| < m},

qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire suivant

<0 >pn=<u,v>2 Y, (D", D*0)p..
1<]a|<m

On désigne par C5(Q) I'espace des fonctions de C¥(Q) a support compact, pour
tout entier k > 0.

Définition 1.3 Soit 1 < p < oo, on désigne par W'¥ (QQ) la fermeture de 'espace Cf(Q2)
dans W™ (Q)).

qu'p(ﬂ) ={uc WSW(Q) c u=Du=---D"lu=0 suroQ) }.

L'espace Wy'" (Q)) est muni de la norme induite par W™ (Q).
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En particulier, pour p = 2, on note

H{'(Q) = W5*(Q)
qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H™ ().

Définition 1.4 On définit I'espace W, ¥ (Q)) comme suit

loc

W P(Q):={u:Q— R, pourtout compact Q' CC Q, uc W™ (QY)}.

loc

Corollaire 1.1 (Inégalité de Poincaré) Soit () un ouvert bornéet 1 < p < oco. Alors il
existe une constante C (dépendant de C) et de p) telle que

lullLr < C|VullLr, Yu € WiP(Q).

Injections de Sobolev

On a les injections continues suivantes

P - . m,p Np
Théoreme 1.1 i )Simp < N, alors ona Wy (Q) — ILN=" (()).

ii )Si0<k< m—% < k+1,alorsona Wy " (Q) <—>Ck'5(ﬁ),avec5:m—%—k.

Pour les injections compactes, on a le résultat suivant

Théoréme 1.2
i)Simp<N,q<~

T alors WP (Q) — — LI(Q).

ii )Si0§k<m—%<k+1,alorsW31’p(Q)<—><—>Ckfﬂ(ﬁ),avecy<m—%—k.

Remarque 1.1 Ces injections dépendent de la réqularité de I'ouvert Q).

Autrement dit, si 'ouvert () est de frontiere lipschitzienne continue, alors on peut remplacer
Uespace Wy'F (QQ) par WP (Q)).

Théoréme 1.3 (Théoreme de convergence dominée de Lebesgue) Soit (hy), o une
suite de fonctions dans IL¥, hy — h p.p dans Q, avec h dans ILP.
Supposons qu'il existe une fonction g : Q) — IRy positive dans IL?, telle que

VneN, |h,| <g p.p dans Q.
Alors

h, — h dans 1LP.

Pour un panorama complet, nous invitons le lecteur & voir [9], [11] et [15].
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1.2 Le principe de maximum classique

Le principe de maximum joue un role trés important dans la recherche des
résultats d’existence des solutions pour les EDP.
Considérons l'opérateur suivant

Tu = aij(x)Di]-u + b(x)Dju + c(x)u.

Avec [a”] est une matrice symétrique, b’ et ¢ sont des fonctions dans Q, D;u=1, et
Dl]u - uxix]..

L'opérateur T est dit elliptique s’il existe I, y > 0, telle que
P < al(x)&g; < v(IEP, Y eRY, xeQ.

Maintenant, on a le résultat suivant

Théoréme 1.4 (Principe de maximum faible) Soit T un opérateur elliptique dans ()
(un ouvert borné). On suppose que u € C>(Q)) NC(QY), telle que

Tu>0 (ou <0), c<O0.

Alors, on a
supu < supu’,
0 a0
ou
(infu > infu™).
0 90
rappelons que u™ = max{u,0} et u~ = min{u,0}.

Lemme 1.1 (Lemme de Hopf) [7] On suppose que T est un opérateur elliptique avec
c=0e¢tTu >0 dans Q, o u € C2(Q).

Soit xo € dQ) telle que
i ) u est continue en x,
ii ) u(xg) > u(x), pour tout x € Q,

iii ) 0Q) est une frontiére réguliere (i.e on peut trouver une sphere interieur centrée en
xo).

Alors, on a
du(xo)

ov

> 0.

10
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Nous définissons aussi I'inégalité suivante.

Théoreme 1.5 (Inégalité de Harnack) Soit T un opérateur elliptique avec des coefficients
bornés dans Q) et soit u € WP (Q) telle que

Tu =0 dans Q)

u>0 dans Q.

Alors, pout tout Q' cc Q on a le résultat suivant

supu < Cinfu,
Q/ (@)

oil C = C(T, Q, Q).

On dit que A; est une valeur propre principale de I'opérateur T, si elle vérifie le
probleme suivant

Tu = Aqu dans Q)

u=20 sur 0Q).

Théoréme 1.6 Soit I'opérateur T définit précédemment dans (), avec une frontiere lip-
schitzienne. les assertions suivantes sont équivalentes.

i ) Le principe de maximum est vérifié pour T dans Q) .

ii ) Il existe une fonction ¢ € Wz’p(ﬂ) NC(Q), telle que

loc

Te <0 dans ()

>0 surdQl.
iii )La valeur propre principale Ay est strictement positive.

Pour plus de détails sur les démonstrations nous invitons le lecteur a voir [7],
[9]-

1.3 Meéthode des sur et sous solution classique

Une des techniques pour montrer l’existence des solutions et leurs localisations
pour les équations différentielles non linéaires est la méthode des sous et sur-

solutions.
Rappelons que l'opérateur T est défini comme suit

Tu = aij(x)Diju + b (x)Du; + c(x)u,

sous les hypotheses suivantes

11
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les coefficients a'/, b', ¢ sont de classe C* dans O, T est strictement elliptique
dans Q) (borné) et 00} est de classe C**.
Maintenant, on consédere le probléme elliptique aux limites suivant

Tu = f(x,u) dans Q

(1.1)
u(x) = ¢(x) sur Q.

Ou feC*(OQx]J), JCRaveca € (0,1), et p € C#*(30)).
Définition 1.5 Une fonction u € C>*(Q) est dite sur-solution du probleme (1.1), si le

probléeme suivant est vérifié

Tu > f(x,u) dans Q)
(1.2)

|

> ¢ sur 0Q).

Aussi, avec la méme maniere pour u € C>*(Q)) est dite sous-solution du probleme (1.1),
si u vérifie le probleme suivant

Tu < f(x,u) dans Q)
(1.3)

|=

<¢ sur oQ).

Alors, on a les résultats suivants
Théoréme 1.7 Soit i, u € C>*(Q)) sur et sous solutions du probleme (1.1) (respective-

ment) avec u < u dans Q).

Soit I'intervalle ] = [ming u(x), maxgi(x)] et soit f € C*(Q x ]), qui vérifie pour un
certainr > 0,
f(x,z) — f(x,t) > —r(z—t) Vx€Q, 2z, t€[u,u] et z>t.

Alors, il exsite une solution u du probléme (1.1), qui vérifie

IN

u<u<mu, dans Q.

Théoréme 1.8 Soient i, u € C>*(Q) sur et sous solutions du probleme (1.1) (respective-
ment) avec u < u dans Q) et supposons que f € C*(Q x J) avec | = [u ,u].

Alors le probleme (1.1) a une solution minimale u, et une solution maximale u* dans
Uintervalle [u ,u). o

Side plus, onac(x) <0, x € Qet f(x,s) est croissante par rapport a s dans l'intervalle
J.

Alors u, = u* et le probleme (1.1) a une solution unique dans l'intervalle [u , ).

12
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Pour consulter les détails des démonsrations, voir [7].

1.4 Rappel sur les inégalités variationnelles

Dans cette section, nous rappelons la théorie des inégalités variationnelle intro-
duite et développée par G. Stampacchia. Voir [10].

Définition 1.6 Soit X un espace de Banach réflexif avec son dual X’. On note par < .,. >
le produit dual entre X et X'

Soit I C X un ensemble convexe borné et soit A un opérateur A : K — X'

L'inégalité < Au,i —u >> 0, V¢ € K est dite inégalité variationnelle.

Définition 1.7 Un opérateur monotone A est dit strictement monotone si
< Au—Av,u —v >=0 implique que u = v.
Un cas particulier que nous utilisons dans ce mémoire est I'inégalité suivante
Soit K = {v € H{(Q), v >Y¥ dans Q} o ¥ € H(Q) et Q est un domaine borné.

Pour f € IL2(Q)), on a I'inégalité

(1.4) /Q Vu-V(¢—u)dx > /Qf(g —u)dx, V¢ e K.
Soit T un opérateur qui vérifie

< Tu,v >:/ Vu-Vodx, avec u, v dans H}(Q).
0

Dong, on a le résultat suivant

Théoreme 1.9 [10] Soit K C X un ensemble convexe borné.
Soit A : K — X" est un opérateur monotone et continu dans un sous ensemble de dimen-
sion fini.
Alors il existe u € IC telle que
<Tu, v—u>>0 Yove k.

Si de plus, I'opérateur T est strictement monotone alors la solution u de 'inégalité varia-
tionnelle (1.4) est unique.

On a un autre résultat important

13
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Théoréme 1.10 [10] Soit u solution de I'inégalité variationnelle (1.4). Alors, il existe une
mesure de Radon positive u, telle que

Tu = f 4+ u dans Q,
avec

supp pyCTr={xeQ:u(x) =9(x)}.

En particulier,
Tu = f dans Q\T.

Remarque 1.2 Une mesure de Radon sur RY est une mesure finie sur tout compact de
B(IR?) oit B(IR?) est la tribu borélienne de RY. (d > 1).

Donc, tout mesure bornée sur B(R?), ainsi que la mesure de Lebesgue sont des mesures de
Radon.

On a le résultat de régularité suivant

Théoréme 1.11 [10] Soit u solution de l'inégalité variationnelle (1.4), oit la condition
suivante
max(A¥ — £,0) € L2(Q)

est vérifiée.

Alors, on a u € H*1(Q)NCY(Q), telle que 5 = 1 — (%) avec N < g < oo.

Enfin, on a ce résultat

Théoréme 1.12 [10] Soit u est une solution de 1'inégalité (1.4). On pose h une sur-solution
de l'opérateur T — f, telle que

h>Y dans Q, et h >0 sur 9Q (dans HY(Q)).

Par conséquent, on a
u <h dans Q.

Pour plus de détails, voir [10].

14



EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS
POSITIVES DE LIEQUATION LOGISTIQUE

2.1 Introduction

Ce chapitre est concacré a 'étude de l'existence et 1'unicité des solutions posi-
tives du probleme logistique suivant

(P)

—Au =au—b(x)u? dans Q
u=20 sur 0Q),

o O C RN, (N > 1) est un domaine borné régulier, b(x) > 0 est une fonction

continue dans C(Q}), a et p sont des constantes réelles avec p > 1.

Rappellons que le probleme (P), apparait dans beaucoup de modéles mathé-
matiques issus de la biologie. Voir [4].

Nous remarquons aussi que le probléeme (P) est relié a certains problémes de

la géométrie Riemannienne. Par exemple, quand N > 3 et P = %, Kazdan et

Warner ont étudié le probléme (P). Voir [12].

Nous commencgons par donner un lemme technique qui nous sera utile dans
la suite.

Lemme 2.1 Soit ¥ € L®(Q). Nous notons par A(¥) la premiere valeur propre du
probleme

—Au+Yu=au dans Q
u=20 sur 0Q).

Nous avons

1) Si ‘Pl < ‘Pz, alors )Ll (‘Pl) < )Ll (Tz)
2) Si¥, — ¥ dans L*°(Q)), alors A (¥n) — A1(F).

15
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Démonstration. Pour démontrer 1), nous utilisons le théoreme 1.5 qui assure 1'exis-

tence d’une fonction ¢ > 0 avec ¢ € Wz’q(Q) N C(Q)), vérifiant le probleme

loc

—Ap+Y19—A(¥1)9 =0 dans Q
=0 sur 0Q).

D’autre part, sachant que Y1 < ¥, alors on a

—Ap+Y29p — A (¥1)9 >0 dans Q
=0 sur oQ).

D’aprés le théoreme 1.5, on peut trouver une valeur propre principale positive A,
telle que

(2.1) —Ap+Y20 — A (Y1) — Ap = 0.
Comme

—Ap +Yop = M (¥2)o,

alors, en remplagant dans (2.1), on obtient

M(T2)e — M (Y1) —Aep =0.
Dongc, on a
A =AM(F2) — M (Fq).

Ainsi
A (‘Fz) > A (‘Yl)

Remarquons que si ¥1 = ¥ alors A1 (¥1) = A1(¥2).

Maintenant, pour montrer 2), nous notons par ¢, et ¢ deux fonctions propres
normalisées correspondantes a A1(¥,) et A1 (¥) (respectivement), et qui vérifient

(2.2) —App = —Yupn + A (¥Yn)9n dans Q
. ¢n =0 sur 0(),

et

(2.3) { ~Ap=—Fp+1i(¥)p dans O

=0 sur oQ).

Puisque ¥, — ¥ alors pour toutn > 1, on a

Y-1<Y%, <Y+1L

Le résultat démontré en 1), nous permet de conclure que
MY -1) <A (F) <M(F+1).

16
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Comme les fonctions propres sont dans L*(Q}), alors =¥, ¢, + A1 (¥,) ¢, est borné
dans L*(Q)) independament de n.

Par conséquent, la suite {¢,}, est bornée dans W?9(Q), pour tout g > 1, et
en utilisant le théoréme 1.2, la suite {¢, }, est bornée aussi dans C'(Q2).
Par suite, on a ¢,, — @ dans C!(Q).

On en déduit aussi que

M(¥n) — A" quand n — oo.

Ainsi, on a

_Tn(Pn + M (Tn)(Pn — —T(po + )\*(P() dans H_,OO(Q).

Alors, on peut écrire le probleme suivant

(2.4) { —Apg = —F¢po+A@y dans Q

@o =20 sur dQ).

Le principe de maximum (voir théoreme 1.3) nous permet de conclure que ¢y > 0
dans Q).

Par suite, A* représente la valeur propre principale de l'opérateur A — ¥, c’est a
dire que A* = A1 (¥).

D’aprés 1'unicité des fonctions propres principales, la fonction ¢g doit étre 'unique
fonction propre positive normalisée ¢.
Ainsi
Pn — @
Enfin, Aq (Tn) — A (‘F) O

2.2 Existence des solutions

Dans cette section, nous allons montrer 1’existence et 1'unicité de la solution
positive du probléme (P).

Définition 2.1 Une solution positive du probléme (P) est présenté comme une fonction
u € W21(Q) pour tout (q > 1) vérifiant ce probleme.

Nous avons le résultat suivant

Théoreme 2.1 Sia < Ay, alors le probleme (P) n’a pas de solutions positives.
Si a > Ay, alors le probleme (P) admet une solution positive.
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Démonstration. On note par ¢ la fonction propre associée a Ay, qui vérifie le pro-
bleme suivant

—Ap = A1¢p dans Q)
=0 sur 0Q).

On suppose que (P) admet une solution positive, qu’on note par u.
Multiplions le probléeme (P) par ¢ et on intégre sur (), alors on a

~ [ Apudx—a [ gudx— [ b(x)urgdx,
/quux a |, pudx Q(x)uqox
dong, on a

M [ gudx=a | gudx— [ b(x)u’pdx.
1| pudx=a | qudx Q(x)ugox

Anisi,

dx— [ b(x)urpdx <a [ guds.
a/ﬂ(pux Q(x)uqox a |, pudx

On déduit que a > A;.
Ainsi pour a < A; on n’a pas de solution positive.

Maintenant, supposons que a > A;.
Alors on va construire une sous-solution notée v et une sur-solution notée w.

Remarquons que pour un € > 0, la fonction v := €g¢ est solution du probleme
suivant

{ —A(ep) = M(ep) == fi(ep) dans Q
ep =0 sur 0Q).

En posant f(u) = au — b(x)u?, x € Q.
Alors on remarque que pour un € > 0,

fi(eg) < f(eg).

Ainsi, v est une sous-solution du probléeme (P).
D’autre part, on a

—Au = au — b(x)uf < au —minb(x)u?,
0

alors,

< [a —minb(x)u? Ju = fo(u).
Q

Ainsi, si on pose w = M avec M > 0, alors sous la condition

MP I minb(x) —a <0,
xeQ)
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on peut conclure que w est une sur-solution.

Par conséquent, d’aprés le théoreme 1.6 (du préliminaires) et les théoremes de
régularité des espaces IL?, on conclut que u € W21(Q)), (Vg > 1).

Dot u € C1(Q). O

2.3 Unicité des solutions

Cette partie concerne 1"unicité des solutions positives démontrées précédement,
nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.2 Sia > Ay, alors le probleme (P) admet une solution positive unique .

Démonstration. Supposons que (P) a une solution positive u, on peut écrire (P)
comme suit

Au—[b(x)uPJu+au=0 dans Q
u=20 sur 0Q).

Par conséquent, on a a = Aq(b(x)uP~1) et d’aprés la partie 1) du Lemme 2.1, on

déduit que a > A1(0) = Ag.

Par absurde, supposons qu’il existe deux solutions u; et up de (P).
Soit u, la solution minimale (son existence est assuré d’aprés le théoréme 1.7) du
probléme (P), vérifiant

U, <up et u, < up.

D’aprés le lemme 1.1, on conclut que

Dbl ™) < A (o) et Aq(oud ) < Ar(bd),

D’autre part, on a Al(bufz_l) = Al(buf_l) = g, avec i = 1,2 et ceci est une contra-
diction.

D’o1, I'unicité de la solution positive u. ]

Remarque 2.1 Il y a une autre méthode pour démontrer le théoreme (2.2) en utilisant un
raisonnemen par absurde.

Supposons que uj et up sont deux solutions positives différentes du probleme (P) (avec
a> Aq).
Par le lemme de Hopf sur 0}, on a

% <Oet % < 0 ont v présente la normale extérieure de Q) et i = 1,2.
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Sachant que u. est la solution minimale, elle vérifie

uy, <uy, avec (i =1,2).

D’autre part, on sait que uy, uy et u, vérifient les équations suivantes

(2-5) — Au; = au; — b(x)uf, i=1,2.
Et
(2.6) — Au, = au, — b(x)ul.

En multipliant I'équation (2.6) par u;, et I'équation (2.5) par u, et integrant sur Q). Alors
la différence entre les deux implique que

(2.7) /Q b(x)u*ui[uzfl — uffl]dx = 0.

Comme u, < u; (i =1,2) et I'équation (2.7) est valable si u, = u; (i = 1,2) qui est une
contradiction (car uy et uy sont différents par hypothese).

Ainsi la solution positive u est unique.
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES
SOLUTIONS POSITIVES DE L'EQUATION
LOGISTIQUE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier le comportement asymptotique de la solution
positive de 1’équation logistique. Nous supposons que () est un domaine borné
régulier. Alors, on est concerné par le probleme suivant

(P)

—Au = au —b(x)uP dans Q
u=>0 sur dQ).

On rappelle la dépendance continue de la solution du probléeme (P) par rapport a
la constante a.
On note par u, la solution du probleme (P). Alors, on a

Ug (/\1,00) — C(Q)
a = U

La fonction u, est une fonction continue strictement croissante, telle que

lim u, =0, dans Q,
a—))\f
et

lim u, = oo, dans tout compact de Q).
a—00

Pour plus de détails, voir [4] et [8].

Maintenant, on veut étudier dans ce chapitre la dépendance de la solution u
par rapport a 'exposant p. (p > 1)

Pour cela, on note par A1 (¥) la premiére valeur propre du probléeme suivant

—Au+%Yu =au dans Q)
u=20 sur 9Q).
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Remarquons que A1(0) = Ag.

On définit par A(a) := Aq(ab).
Alors la fonction A(«) est strictement croissante avec A(a) — oo quand a — oo.

Ainsi, pour 4 > A; il y a un unique a > 0 telle que

(3.1) a = A (ab).

D’autre part, on note par U, la fonction propre normalisée positive, qui vérifie le
probleme suivant

—AU, +abU, = al, dans Q)

(3-2)
u, =1 sur JQ).

3.2 Comportement asymptotique de la solution quand
p tend vers 17

Notons par 1, la solution positive du probleme (P). Alors nous allons étudier le
comportement de u, sous les trois conditions : a < A1(b), a > A1(b) et a = A1(b).

Théoréme 3.1 Si a < Ay(b), alors u, converge uniformement vers 0 dans Q) quand
p — 17. De plus, on a

(p—1Inllupllee — Ina dans C'(QY),

HuL;T\oo — U, dans C1(Q)),
avec « et U, données par (3.1) et (3.2) (respectivement).

Démonstration. Soit M = ||uplle = max up(x), ce maximum est atteint dans () en
un point noté x,. €0

D’aprés le principe du maximum voir (le théoréme 1.3), on a

—AM, = aM, — b(x)M} >0,

ceci nous donne la condition suivante

p—1 a
(3-4) M) <

~ minb’
xeQ)
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Nous allons étudier le comportement quand p — 17, pour cela, on choisit une
suite p, — 1. On utilise pour la suite les notations suivantes

Up,
My,

-1
Uy = up, , My=M,, , ocn:MgZ et w, =

Remarquons que uy, vérifie
— P
—Aup, = auy, — buy,.

On divise par My, > 0, alors on obtient

Pn
u u u
e
p
M,, M,, & Mﬁ,’j

Ainsi

—Aw, = aw, — Mg:flbwn”.

D’aprés la condition (3.4), on déduit que —Aw, est borné dans L*(Q}).
Le théoreme 1.2 permet d’assurer que la suite {wy},cN est aussi bornée dans
W24(Q) (Vg > 1).

Donc {wy } e converge vers une limite qu’on note par w, avec w € cl(Q).
De la méme maniere, on a

ay=Mb " — a, quand p, — 17
Ceci implique que w est solution du probleme suivant

—Aw = (a —ab)w dans Q
(3.5) w=0 sur 0}
[w]lo = 1.

Alors a = Aq(ab), oit &« donné par (3.1) et w, — U, donné dans (3.2).
Puisque a < A1(b), alors A(ab) < A1(b) et le lemme 2.1 implique que

ab < b,
dong, on a

0<a<l.

. . . -1
Maintenant, on sait que hm+ Mg = «, alors on a
p—1

(3.6) lim (p —1)InM, = Ina.

p—1+
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logistique
Par conséquent, M, — 0 quand p — 17, alors
Uy pj% 0.
O

Passons a un autre résultat quand p — 17.

Théoréme 3.2 Sia > Ay(b), alors uy, — oo uniformement dans tout sous-ensemble
compact dans Q, quand p — 17, Le résultat (3.3) aussi vérifié.

Démonstration. Sachant que a > A1(b), et a = Aq(ab), alors on a

A (Oéb) > A (b)

D’aprés le lemme 2.1, on obtient
ab > b,

ainsi
a>1 (car b est strictement positive).
Et d’aprés (3.6), ona M, — oo.
p—1+

Il reste a démontrer que méme uy, — 00, pour cela on pose V = BU, avec f un
p—1

nombre trés grand quelconque et U, est une solution du probleme (3.2).

Vérifions que V est une sous-solution du probléme (P).
En effet, on remarque que V vérifie le probleme suivant

—AV —aV = —abV,

alors, on déduit que

(3.7) — AV —aV 4+ bVP =b(VF —aV).

Pour connaitre le signe du second membre de (3.7), on traite deux cas.
Premiérement, on considere les x € Q) qui vérifiant V(x) < 1, donc on a

VP~(x) <1 alors VP(x) < V(x).

Ceci implique que
—VP(x) > =V (x).

On ajoute le terme aV, ainsi
aV—-VP>(a—-1)V >0.

D’autre part, pour les x € Q) vérifiant V(x) > 1, sachant que V* — V, alors
p—

aV-V>a—-1>0.
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Donc, pour tout p € (1,1+€), ot € = €(B), la fonction V est une sous-solution du
probleme (P), c’est a dire vérifie

up > BUy.
Comme f est trés grand, alors on a
Uy — 00,
p—1t
ce qui termine la démonstation. O

Le dernier résultat concernant le comportement asymptotique de la solution
positive 1, quand p — 17 est le théoreme suivant.

Théoréme 3.3 Sia = A1(b), alors u, —, cUy dans CH(Q)) avec Uy est une solution
p—

du probleme suivant

—AU; +bU; = ally dans Q)
(3.8) U =0 sur o)

U]l =1,

N Jo bU2 InUydx
0l ¢ = exp (W

Démonstration. Sachant que a = A;(b) alors a = 1.

u
On pose w, = M—’;, donc on a

—Awy, = aw, — Mg_lbwg dans Q)
(3.9)
wy =0 sur 0Q).

On multiplie 'équation (3.9) par Uj, on obtient
—AwpUy = aw, Uy — Mb~bwhU.
On integre par parties sur (), on obtient
- /Q AUywydx = /Q(awp - szlbwg)uldx.
Comme —AU; = —bU; + ally, alors —AU; = (a — b)U;.
Par conséquent, on a

/Q(a —b)U wpdx = /Q(awp - Mﬁ_lbwﬁ)uldx,
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qui implique que
/Q b(wy — My~ lwﬁ)llldx = 0.

Maintenant, on va ajouter et supprimer le terme bwg Uy, et divisons sur p — 1, alors
on a

Mp—1 _ 1—wh?
(3.10) / —bw pUidx = —/ —bwpuldx
o p-1 Q p—

Sachant que w,, — U dans Cl(ﬁ), appliquons le lemme de Hopf pour déduire
p*>

que au1 < 0 dans 9Q (c’est a d1re 7é 0), ce qui nous permet de dire que
wp
— 1 t dans Q,
U, p%l‘*’ uniformement dans

ainsi, on a

| Inw, —InlU || = o(1).

Quand p — 1%, 0on a

1—wp1
‘ p—1

ll—exp((p 1)(InU; +o(1

p—l ))’—>|lnul|,

dans Q.
Ainsi,
1—wP!
/ wapuldx
0

p—1
Donc, d’aprés (3.10), on a

s /bu%lnul,
-1t |JO

(car w, — Uy).

MP-1, 2
lim —————bwylUydx = / bU7 In Uy dx.
p—1tJa p-—1 0

Par conséquent

MZ_l -1 Ja bU? In Uy dx

. li =
G.11) s p—1 [, blCdx
On pose
bU? In Uy d
c= lim My, alors Inc= fQ 1 r; ! x’
p—1t fQ buldx

et posons

26



Chapitre 3. Comportement asymptotique des solutions positives de 1’équation
logistique

M, = liminf M, et M* = lim sup M,.
1+
p= p—1t
Pour montrer que M, > 0 et M* < oo, on utilise un raisonnement par absurde.
Supposons que

My == My, — 0 et My := M, — 0.

Alors, pour un € > 0, et un n assez grand. On peut dire que

Y G | < eP-1-1

=1 = 5o n%o,olne.
De méme, pour n assez grand et M > 0, on a
pn—1 - p—1 _

M, L L In M.

- p—l n—00

p—1

Ceci est une contradiction avec (3.11).
Onaalors 0 < M, < M* < o0.

Donc, d’aprés les propriétés de la limite supérieure, on peut déduire que

fQ bU% In U1
In(M, +¢) > 427210
Jq bUZdx
et
2]
In(M, — €) < fﬂbu—lznul
Jo bUsdx

Par conséquent,
bUZInU
M, = M*"=c=exp f();zl :
Jo bUsdx

_ M
Comme w, — U; et wy, = M,

Alors

uy, — cl.
n—1+

]

3.3 Comportement asymptotique de la solution quand
p tend vers l'infini

Nous supposons dans cette section que les memes hypotheses du cas p — 1+,
(Cest a dire on a b(x) > 0 dans (), et a > Aq) sont vérifiées.
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Nous définissons un nouveau probléme dit probleme a frontiere libre donné par

—Au = ax,<yu dans

(3-12)
u=20 sur 0Q),

oll a est une constante, et x est la fonction caractéristique suivante

1 sixeD

XD =
0 sixé¢g D.

Maintenant, on donne le théoreme qui concerne le comportement asymptotique de
la solution du probléeme (P), quand p — co.

Théoreme 3.4 Soit uy la solution du probleme (P), alors u, —20 dans C1(Q)), oil v est
n—,oo
I"unique solution du probléme (3.12).

Démonstration. On suit les mémes étapes mentionnés dans la démonstration du
théoreme 3.1, on a

Mp = [luplec = maxup(x),
xe€Q)

et
p—l < a
xeQ)

Soit {p,} une suite qui tend vers l'infini, quand n — oo, et on utilise les mémes
notations précédentes, c’est a dire

-1
un — upn ’ Mn — Mpn ’ D(n — M;Z et w;/l —

et que wj, satisfait le probleme suivant

—Aw, = aw, — aybwy," dans Q)
(3.14)
w, =0 sur 0Q).

Par conséquent, aw, — (xnbwﬁ" est borné dans L*(Q)) independament de n, alors la
suite {w, } est aussi borné dans W27(Q), (pour tout g > 1).

Et notons que les théoremes des injections de Sobolev nous permet de conclure
que la suite {w, } est compact dans C'(Q)), donc w, — w dans C'(Q).

On remarque qu’on peut écrire 1’équation (3.14) avec une autre maniere, c’est
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a dire comme suit

(3.15) — Aw,, = aw,, — bun"_lwn dans Q.

Et d’aprés l'inégalité (3.13), on peut déduire que
a

(3.16) uZ"_l <

~ minb’

xeQ)

Par suite, on peut trouver ¢ telle que bun”fl — ¢ faiblement dans IL.2(Q)) (d’aprés
le théoreme 1.1), vérifiant

a
0<¢ < bl

minb’
x€Q
Si on passe a la limite dans le probléeme (3.15), on obtient le probléme suivant

—Aw = (a—¢)w dans O
(3-17)

Notons que (a — &) € L®(Q).
D’aprés l'inégalité de Harnack, on a w(x) > 0 pour tout x € Q.

D’autre part, on a

1

a pn—1
M, < : — 1.
min b
xeQ)
Montrons que M — 1. En utilisons le raisonnement par absurde, posons
n—oo

liminf M, <1 et que limsup M, < 1.

n—o0 n—o0

Soit € > 0 telle que pour tout n € IN, on a

Mné]._e.

On remplace dans (3.16), on obtient

ubl < (1—e)Pr 1,

-1 o
Donc uy," = — 0, ainsi ¢ = 0.
n—00

Comme ¢ = 0 alors le probleme (3.15) devient comme suit

—Aw = aw dans Q)

(3.18)
w=0 sur 0(),
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qui nous implique que a = A1, mais c’est une contradiction avec notre hypothése
(a > Aq).
Par conséquent, on a

Mn%l,

n—o00

alors

u, — w dans C1(Q).

D’autre part, soit I'ensemble Q' := {x € O, w(x) < 1}.
Pour tout x € () et pour tout n assez grand, on peut trouver 6 > 0 vérifiant

up(x) <1-9,

qui implique que

(it ()P < (1= 8)P L,

Donc

()™ =2, 0.

Ainsi, on déduit que ¢ =0 dans Q).

Maintenant, pour l’autre partie de 'espace, c’est a dire dans Q\Q) ona w = 1, qui
implique que Aw = 0, alors

a=_¢ dans Q\QY.
Par suite, on peut dire que w satisfait le probleme suivant
—Aw = ax(yyw dans ()
(3.19)
w=0 sur dQ).

Alors, (3.19) admet une solution unique faible dans C'(Q), si @ > A;. Nous notons
cette solution par v.

Enfin, u, —2 0 c’est le comportement asymptotique de la solution positive
n—oo

up quand p — oo. O
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EXISTENCE DES SOLUTIONS D'UN
PROBLEME A FRONTIERE LIBRE

4.1 Introduction
Rappelons que la solution u#, du probléme suivant
{ —Au = au —b(x)u® dans O

u=20 sur 0Q),

est unique.

Quand p — oo, on a montré que u, — v ol v est solution du probleme sui-
vant

(4.1)

—Au = ax,<yu dans )
u=20 sur dQ),

oil () est un domaine borné régulier dans RN avec N > 2, a est une constante et
X est la fonction caractéristique, telle que

1 sixeD
XD =

0 sixé¢g D.

Le probleme (4.1) s’appelle probleme a frontiére libre.

4.2 Probleme a frontiére libre

On va rappeler tout d’abord un probleme classique d’équations aux dérivées
partielles. Il s’agit de chercher une fonction u vérifiant le probléme suivant

(4-2)

Au = f dans Q)
u=~h surodQ.

31



Chapitre 4. Existence des solutions d"un
probléme a frontiere libre

ot Q est un ouvert borné régulier (donné) de RY, f et h sont deux fonctions don-
nées.

Un bon choix des fonctions f et h dans des espaces convenables implique
I'existence d’une solution unique u vérifiant (4.2).

Donc, pour un probleme a frontiere libre, il peut étre défini comme étant un
probleme des équations aux dérivées partielles dont les inconnues sont

* Une fonction, solution de l'équation qui est bien définie sur l’espace consi-
déré.

* Une frontiere d’une partie du domaine dans laquelle la fonction inconnue
vérifie une condition supplémentaire. On appelle cette frontiére inconnue par
"frontiere libre".

Ainsi, un probléme géneral de frontiere libre peut étre formulé de la maniere
suivante.

Ftant donnée deux fonctions & et hp, on cherche a résoudre le probléme suivant

Au = f dans Q)
(4-3) u="hy surly

u="h surT,

ot 0Q) = I'y UT avec I'y est une frontiere donnée. On doit trouver donc la fonction
u définie sur un domaine (), et aussi la frontiére libre T'.

En général, il n'y a pas de résultat d’existence, d'unicité et de régularité des
solutions de type (I, u).

Pour plus de détails, consulter [10] et [16].

4.3 Existence et unicité de la solution faible

Définition 4.1 On dit qu’une solution faible du probléme (4.1) est une fonction u telle que
u € W1(Q) NIL®(Q) vérifiant le probleme (4.1).

Le résultat suivant assure 'existence et 1'unicité de solution du probleme (4.1).

Théoreme 4.1 1. Sia < Ay, alors le probléeme (4.1) n’a pas de solution.
2. Sia > Ay, alors le probleme (4.1) admet une solution unique.

Démonstration. Commengons par 1), on procéde par absurde, pour cela supposons
que le probléme (4.1) a une solution qu’on note par u et que a < A.
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Sachant que ax,.1} est dans L*(Q), donc d’aprés les théorémes de régula-
rité elliptique on a u € W24(Q) NIL®(Q)), pour tout (g > 1).

L’'inégalité de Harnack nous permet de déduire que u > 0.
Soit ¢ > 0 la fonction propre associée a A; qui vérifie le probleme suivant

—Ap = A1¢ dans Q)
(4-4)

=0 sur 0Q).

Multiplions 1"équation dans le probleme (4.4) par u et faisons une intégration par
partie sur (), on obtient

[ A d:/)L dx,
/ngux  Mgudx

VVd:A/ dx,
/quux 1 pudx

implique que,

alors,

[ a d:A/ dx.
/Qu(px 1 pudx

Ona Ay [ @udx > 0 et aussi que

/Q (—Au)pdx = /Q(ax{u<1}u)qux,

par majoration, on obtient

. dx < / dx.
/Q(ax{ <u)pdx < a [, Pudx

Par conséquent,

A/ d</ dx,
1 pudx<a | gudx

donc, A1 < a. Le probléeme (4.1) n’a pas de solution si Ay > a.
Maintenant, on va passer au cas Ay = 4. Ici, ona x .1y = 1.

En effet,
d pr— / ’
a/Q(P” X=a QX{u<1}(P”

d’oi,
X{u<1} = 1.

D’autre part, on a u solution du probléeme (4.1) et comme x, .1} = 1, donc u vérifie
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le probleme suivant

{ —Au = au dans Q)

4-5) u=20 sur d(),

qui présente un probleme a valeur propre, telle que u est la fonction propre nor-
malisée unique associée a Aj.

Ainsi, u est une solution unique du probleme (4.1).

D’autre part, en appliquant le théoréme 6.19 de [13] pour ¢ une fonction propre
normalisée unique positive associée a A1, on déduit que V¢ # 0 dans un ensemble

de mesure positive, qui implique que

X{u<1y =1 presque partout dans €).

En effet, si Vg = 0 dans un ensemble de mesure positive, alors ¢ = 0 presque
partout dans un ensemble de mesure positive, (contradiction!).

Il nous reste le cas ozt a > Aq, pour cela on va utiliser la technique des inégalités
variationnelles (pour un bref panorama, nous invitons le lecteur a voir section 1.5
du chapitre préliminaires ).

On pose
A= {ucH}(Q), u<1 presque partout dans Q}.

Soit f € IL2(Q)), on définit I'inégalité variationnelle suivante
(4.6) / Vu-V(v—u)dx > / flo—u)dx, Yve A,
o) 0

qui a une solution unique u € A, d’aprés le théoreme 1.8.

On définit encore 1'opérateur solution suivant,

avec

fo= Tu(f) = T(af).
Propriété 4.1 L'opérateur solution T vérifie les propiétés suivantes

i) T:1L2(Q) — IL2(Q) est completement continue.
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i )Si f € IL1(Q), alors T(f) € W21(Q)NCYW(Q), avec v= % et g>N.

iii ) Si f > 0dans Q, alorsona T(f) > 0.
iv ) Si g1 < gpdans O, alors T(g1) < T(g2) dans Q.

v )Sif>0et(—A)"1f <1dans Q, alorsona T(f) = (—A)"1f.

Démonstration. On commence par i), pour cela il suffit de montrer que 'opérateur
T est borné, c’est a dire vérifie 1'inégalité suivante

(4.7) IT(A) = T2l < Cllft = Ll

Soient u; = T(f1), ua = T(f2).
Appliquons (4.6) pour u; et up, on obtient

Jo Vur - V(uy —uq)dx > [ fi(up —uq)dx
(4.8)

Jo Vg - V(uy —up)dx > [ fo(ur — uz)dx.

On multiplie les deux inégalités dans (4.8) par (—1), on trouve

Jo Vur - V(uy —up)dx < [ fi(ur — up)dx
(4.9)

— fQ Viuy - V(up —up)dx < — foZ(ul — up)dx.

Maintenant, on va additionner ces deux inégalités, alors on a

/Q(Vul —Vuy) - V(ug —up)dx < /Q<f1 — £) (1 — up)dx.

Donc
[ 19 —w)Pdx < [ (1= fo) (i — ).

Par conséquent

g — u2||§-1(1)(0) < [Ifi = allez o llur — u2li2(q)-

D’aprés l'inégalité de Poincaré (voir corollaire 1.1), on déduit qu’il existe C > 0,
telle que

[ = uzlp2(q) < Cllur — uallpgy -

Alors, on a
Jur — u2||Hg,(Q) < Cllfi = fellez(q)-
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Ainsi,
IT(u1) = T(u2) Iz < Cllfi = fallez )

D’oit la continuité de T dans L2(Q).

Passons a ii), remarquons que u est une solution de 1'inégalité (4.6) si et seulement
si w1 = —u solution de 1'inégalité suivante

(4.10)
/Qle V(0 — w;)dx > /Q(—f)(v —w)dx, Yo e K = {v e HY(Q) : 0 > —1}.

On écrit (4.6) pour (—u), on obtient

(4.11) /Q V(-u) -V(v—(—u))dx > /Qf(v — (—u))dx,Yv € A,
qui implique l'inégalité (4.10). Ainsi wy = —u solution de (4.10).

D’aprés le résultat de régularité elliptique (le théoreme 1.10), on conclut que la

solution w; € W21(Q)NCM(Q), avec f € IL7(Q) (pout tout g > N)etv =1 — (%)

La propriété iii) est un cas particulier de iv), en effet T(f;) = 0si f; = 0.

On pose u; = —T(g;), avec i = 1, 2, d’aprés la démonstration de ii), on dé-
duit que u; sont des solutions de (4.6), prenons f = g;, pour i =1, 2.

Maintenant, soit § € H}(Q) telle que 6 > 0.

L’'inégalité (4.11) s’écrit sous la forme suivante (on prend w; = uj, f = g1 et
v=1uy+0d),ona

/QVu1~V((5)dx2/Q(—gl)(deZ/Q(—gz)(de.

Alors d’aprés le théoreme 1.6, u; est une sur-solution de 'opérateur —A + ¢ et le
théoréme 1.11 implique que uq < uy.

Ainsi T(g1) < T(g2).

D’aprés la définition de l'opérateur T on déduit v).

Preuve du théoreme 4.1
La démonstration du théoreme 4.1 est basée sur les trois lemmes suivants
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Lemme 4.1 u est une solution unique de (4.1) si et seulement si u est un point fixe positive
de T, dans A.

Démonstration. Pour I'implication directe, comme u € A il suffit de vérifier I'inéga-
lité suivante

/QVu-V(v—u)dx > /Qau(v—u)dx,Vv c A

Rappelons que si u solution faible du probléme (4.1), donc pour tout ¢ € H}(Q),
on a

—Aug = axg,<1ue.

On integre sur (), on obtient

— [ Augdx = / .
/Q updy =a | xiu<ijug

Encore, par une intégration par parties, on a

V-Vd:/ .
/Q u-Vodr=a | xp<ue

Si on prend ¢ = v — u, donc
Vi V(0 — u)dx = / Y / — V(v —u)dx,
/Q u-Vv—u)dx =a Qu(v u)dx +a Q(X{u<1} Yu(v —u)dx

=a uv—udx+a/ 1—9v)udx.
Jyue—wdxtaf (-0
Par conséquent,
/ Vu-V(v—u)dx > / au(v — u)dx.
Q Q
Ainsi, u présente un point fixe positive de T, dans A.

Pour l'autre implication, on suppose que u est un point fixe pour T, dans A.

Remarquons que 0 < u < 1 et que au € L*®(Q), appliquons le théoréme 1.9
a w = —1u, nous avons

—Aw = —au+y, dans Q,

avec y est la mesure de Radon, telle que

sup() C {w =1} = {u = 1}.

Ainsi

(4.12) —Au=au—py, dans Q,
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d’aprés la régularité de u, on a u € IL9(Q)), pour tout g > 1.

Si ||u|lL~ < 1, alors u est de support vide et le probleme (4.12) devient
—Au = au,
qui implique une contradiction.

Donc {u = 1} a une mesure positive et donc par l'application du théoreme
6.19 de [13], on a

—Au =0 p.p dans Q.

Par conséquent,
p=au—Au=a p.p dans {u=1}

Siu < 1 etsachant que p = 0, alors
H=axX{u<1}

eton a
—Au =au—axg,

= ax(u<1yi, dansQ).
D’o1i, u est une solution faible de (4.1).

Lemme 4.2 L'opérateur T, a un point fixe minimale positive dans A.

Démonstration. Soit u solution de (4.1), telle que a > A;.
Rappelons que d’aprés le lemme 1, I'opérateur T, a un point fixe positive dans .A.

On pose u un point fixe positive quelconque de l'opérateur T, et d’aprés I'in-
égalité de Harnack, on a u > 0, telle que u € C!(Q) (d’aprés les théorémes de
régularité elliptique).

Par hypothese u = 0 sur d(), alors u < 1 proche de dQ).

Donc, on peut appliquer le lemme de Hopf qui implique que ‘3—5 < OsurdQ), ou v
définit la normale extérieure de 0().

Maintenant, soit ¢ est la fonction propre normalisée associée a A1, et € un nombre
positif assez petit.

Utilisant la méthode des sous et sur-solution (voir section 1.4 du chapitre pré-
liminaires), on déduit que u > eg, oil €@ est une sous-solution.
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. ia
Posons aussi u7 := (3;)eg.
Alors, on a

—Auy = —A((%)ap).
Sachant que, —Ae¢p = Aje¢, on déduit que
—Auy = aeg.
Par conséquent, d’aprés la propriété (iv) (voir propiété 4.1), on a

Ta(ep) = uy, et Tp(u) > Ta(eq).

Aussi, par réccurence, on déduit que la suite {(T;)"(€¢)},en est une suite crois-
sante, de plus elle est majorée alors la suite {(T,)"(e@) } e est convergente.
Ainsi, on a

lim (T,)" (e¢p) = we,

n—oo

Cette limite w, présente un point fixe pour T, telle que

€p < we < U

Sachant que u > 0, alors we > 0.
Si on prend u = 1, et d’aprés la propriété (iv) voir (propriété 4.1), on a

Ta(1) <1, et(Ty)"(ep) <1, pourtout n>1,

qui implique que we est un point fixe pour 1'opérateur Tj,.
Par suite, montrons que w, ne depend pas de €, pour cela soit 0 < €1 < €2 < €p.
On a, (T,)"(e1¢) < (Ta)"(€2¢) (d’aprés la propriété (iv)).

Comme les deux suites {(T;)"(e1¢)} et {(T:)"(e2¢)} sont croissantes majorées
donc sont convergentes vers we, et we, (respectivement), avec we, < we,.

D’autre part, €y est assez petit, avec un petit raisonnement par récurrence pour
ny > 0, on déduit que

il i2 i”*
(A1)€¢<(A1)€¢< <(A1) €q0<1

Dongc, on a
a

€ < 61(/\—1)"*-
Sachant que T,(e1¢9) = (Ail)el ¢, alors on obtient
a
(Ta)"(e19) = (A_l)n*elq)’
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impliquant que,
(Ta)"(e19) > €09 > €29.
Pour tout n > 1, on peut déduire que

()" (e19) = (Ta)" (€20)-

Tout ¢a nous permet de conclure que we, > we,.
Ainsi we, = we, et w ne depend pas de €.

On pose we = wy, donc wy est un point fixe minimal de T, dans A. O

On a montré l'existence de la solution u du probleme (3.12), maintenant on
donne le résultat d"unicité.

Lemme 4.3 Le probleme (4.1) a une solution unique.

Démonstration. D’aprés les lemmes 4.1 et 4.2, I’opérateur T, a un point fixe dans A.

Soit wq et wy sont des points fixe de 'opérateur T,, telle que wy # ws.
On pose F; = {w; <1}, Vi=1,2,avec F; C F.
Alors, on a les problemes suivants

—Awy = axpw; dans ()
(4.13) { w1 =0 sur 0Q)
et

—Awy = axpwy dans )
(4.14) { wyr =0 sur dQ)

D’autre part, on multiplie (4.13) par w» et on fait une intégration par parties, on
obtient

a/xplwlwzdx = / Vw;i - Vwydx,
F F

= a/ Xowiwadx,
Q
alors, on a
/Q(XFZ — XF )wiwadx = 0.

Comme xr, — xXr, est négative et wy, wy sont positives telle que ils sont dans
W24(Q)), pour tout q > 1, on conclut que xr, = xr,, presque parout dans (.
Sachant que F;\F, est négligable, on a le probléme suivant

(4.15)

—Awi =aw; dans F
Awy =0 sur O\F,
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et,

—Awy; = aw, dans F
(4.16) { Aw; =0 sur O\F.

Maintenant, on pose w = wy — wj, le probleme devient comme suit,

—Aw =aw dans F

(4-17)
Aw =0 sur Q\F.

Remarquons que dans Q\Fj, on a

w1 =wy =1,

implique que,
w =0, dans Q\F

alors, on déduit le probleme suivant

(4.18)

—Aw =aw dans O
w=0~0 sur 0Q),

qui admet w comme une solution positive et unique.

Donc, a = Aq (car le probleme (4.18) n’est autre qu'un probléeme a valeurs propre)
et ceci est une contradiction.

Ainsi, w est un point fixe unique. O

Ainsi les trois lemmes précédents impliquent que le probleme (4.1) admet une
solution unique, si a > A;. O
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudier le probleme elliptique suivant

(P)

—Au = au — b(x)u® dans O
u=20 sur d(),

L’objectif est de comprendre le comportement asymptotique des solutions positives
par rapport a 'exposant p.

Le cas le plus intéressant est lorsque p — oo ol on obtient que la solution du
probléme (P) converge vers la solution du probleme suivant

—Av =ax(,<)v dans ()

Q)
v=20 sur 0Q).

Ce probleme dit probleme a frontiere libre.

C’est trés intéressant d’étudier la généralisation du probleme, c’est a dire

—Av = ax(,<1,f(v) dans Q

v=20 sur d(),

oil f est une non linéarité donnée.
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Résumé

Ce mémoire de master s’intéresse a l'existence, 1'unicité et le comportement
asymptotique des solutions positives du probleme logistique. On utilise la mé-
thode des sous et sur solutions et la technique des inégalités variationnelles. Le
comportement asymptotique des solutions fait apparaitre un probleme a frontiere
libre qu’il faut I'étudier.

Mots clés : Probleme logistique, solution positive, sous solution, comportement
asymptotique.

Abstract

This master’s thesis focuses on the existence, uniqueness and asymptotic beha-
vior of positive solutions to the logistic problem. We use the method of lower and
upper solutions and the variational inequalities technics. The asymptotic behaviour
of the solutions reveals a free-frontier problem that needs to be studied.

Keywords : Logistical problem, positive solution, lower solution, asymptotic
behavior.
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