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Notations

Notation Définition

Ω : Ouvert borné régulier de RN.

∂Ω : Frontière de Ω.

∂u
∂ν : La dérivée normale extèrieure.

∇u =

(
∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, ..., ∂u
∂xN

)
: Gradient de u.

∆u = ∑N
i=1

∂2u
∂x2

i
: Laplacien de u.

supp(u) : Support de la fonction u.

‖.‖r : La norme dans l’espace Lr.

‖.‖E : La norme dans l’espace E.

E′ : Espace dual de E.

< ., . > : Produit scalaire dans la dualité E, E′.

p.p : Presque partout.

\ : Différence entre les ensembles.

↪→ : Injection continue.

↪→↪→ : Injection compacte.

Ω′ ⊂⊂ Ω : Ω′ est un sous ensemble de Ω et Ω′ ⊂ Ω.
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Notations

Ck(Ω) : L’espace des fonctions k fois continûment différentiables sur Ω.
(k entier ≥ 0).

C0,α(Ω) :=
{

u ∈ C(Ω); sup
x,y∈Ω

|u(x)−u(y)|
|x−y|α < ∞

}
.

Ck,α(Ω) :=
{

u ∈ Ck(Ω); Diu ∈ C0,α(Ω) ∀i, |i| ≤ k
}

.

Lp(Ω) :=
{

h : Ω→ R, h mesurable et
∫

Ω |h|
p < ∞

}
L∞(Ω) :=

{
h : Ω→ R, h mesurable et ∃ c telle que |h(x)| ≤ c p.p sur Ω

}
.

Wm,p(Ω) : C’est l’espace de Sobolev, telle que la dérivée jusqu’a l’ordre m dans
l’espace Lp.

W
m,p
0 (Ω) : Espace de Sobolev avec trace (fonction au bord) nulle.

Hm(Ω) := Wm,2(Ω).

H1
0(Ω) := W

1,2
0 (Ω).
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Introduction générale

La modélisation mathématique des phénomènes physiques ou biologiques fait
le plus souvent intervenir des équations aux dérivées partielles (EDP). Plusieurs
types de problèmes apparaissent et par conséquent de multiples techniques se
développent pour une meilleure compréhension du phénomène étudié.

Un des modèles les plus étudié est le modèle proie-prédateur. Si on note par
u les proies et par v les prédateurs, alors à l’état stationnaire, u et v sont gouver-
nées par les équations suivantes

−∆u = au− b(x)u2 − cuv dans Ω

−∆v = µv− v2 + duv dans Ω

u = v = 0 sur ∂Ω,

où Ω est un domaine régulier de RN, (N > 1), a, µ, c, d sont des constantes avec
c, d > 0 et b est une fonction continue positive donnée. Pour plus de détails, voir
[3], [5].

Quand v ≡ 0, (absence des prédateurs) alors u satisfait l’équation suivante dite
équation logistique.  −∆u = au− b(x)u2 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

Ce problème a fait l’objet de plusieurs travaux. Nous invitons le lecteur à consulter
les articles suivants [6], [8] et [17].

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l’étude des solutions du problème
suivant

(P)


−∆u = au− b(x)up dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,
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Introduction générale

où Ω est un domaine régulier de RN (N ≥ 1), b(x) ≥ 0, p > 1 et a ∈ R est un
paramètre.

Le problème (P) apparait donc dans beaucoup de modèles mathématiques is-
sus de la biologie et aussi en dynamique de populations. Il décrit souvent la
distribution de la population à l’état d’équilibre d’une espèce donnée dont la
croissance obéit à une loi logistique.

Nous notons aussi que le problème (P) est relié à certains problèmes de géo-
métrie Riemannienne. Voir [12], [14].

L’objectif de ce travail est de comprendre l’effet de l’exposant p sur les solu-
tions.

Dans un premier temps, nous avons montré l’existence et l’unicité de la solu-
tion en utilisant la méthode des sous et sur solutions et en appliquant quelques
principes du maximum.

Ensuite, on a étudié le comportement asymptotique de la solution par rapport
à p ( p→ 1+ et p→ ∞ ). Nous avons détaillé les papiers de [3] et [4].

Le cas le plus délicat est certainement quand p → ∞. Ici, la solution du pro-
blème (P) converge vers v solution du problème suivant

(Q)


−∆v = aχ{v<1}v dans Ω

v = 0 sur ∂Ω,

où χD est la fonction caractéristique du domaine D.

Le problème (Q) est appelé un problème à frontière libre puisque les incon-
nues du problème (Q) sont la solution v et une partie du domaine Ω.

Pour étudier le problème (Q) qui possède une non linéarité discontinue dans
le second membre, nous utilisons l’approche des inégalités variationnelles.

Cette technique nous permet de montrer l’existence, l’unicité de la solution du
problème (Q). Nous invitons le lecteur à regarder le livre de Kinderlehrer et Stam-
pacchia [10] pour un panorama complet.

Le manuscrit est organisé de la façon suivante.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les outils nécessaires utilisés dans ce
mémoire.

Le deuxième chapitre examine l’existence et l’unicité des solutions positives
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Introduction générale

du problème (P).

Dans le troisième chapitre, nous nous étudions le comportement asymptotique
des solutions par rapport à l’exposant p > 1.

Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons à l’existence et l’unicité de
la solution d’un problème à frontière libre obtenu dans le cas où p→ ∞.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion.
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1Préliminaires

Ce chapitre rappelle quelques notions d’analyse non-linéaire nécéssaires au de-
veloppement de ce mémoire.

1.1 Les espaces de Sobolev

Soit Ω un ouvert quelconque de RN, (1 ≤ N < ∞) et k ∈N.

On note par Ck(Ω) l’espace des fonctions k fois continûment différentiables
sur Ω.

Soit 0 < α < 1, on note par

C0,α(Ω) =

{
u ∈ C(Ω); sup

x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α < ∞

}
,

et
C1,α(Ω) =

{
u ∈ C1(Ω); Du ∈ C0,α(Ω)

}
.

Définition 1.1 Soit p ∈ R, avec 1 ≤ p < ∞, on appelle espace de Lebesgue

Lp(Ω) =
{

h : Ω→ R, h mesurable et
∫

Ω
|h|pdx < ∞

}
.

On lui muni de la norme suivante,

‖h‖LP =
[ ∫

Ω
|h(x)|pdx

] 1
p
,

dite la norme dans les espaces de Lebesgue.

Définition 1.2 Pour p = ∞, on a

L∞(Ω) =
{

h : Ω→ R, h mesurable et ∃ c une constante telle que |h(x)| ≤ c p.p sur Ω
}

.
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Chapitre 1. Préliminaires

Notons par

‖h‖L∞ := ‖h‖∞ = inf{c, | f (x)| ≤ c p.p sur Ω}.

Pour avoir plus de détails sur les espaces Lp, consulter [1], [2].

Maintenant, on désigne par Wm,p(Ω) l’espace de Sobolev définit comme suit

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω), Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α telque |α| ≤ m

}
,

où α est un multi-indice et Dαu est une dérivée partielle de u au sens faible (au
sens des distributions), c’est à dire

Dαu =
∂|α|u

∂α1
x1 · · · ∂

αn
xn

.

On munit l’espace Wm,p de la norme suivante

‖u‖Wm,p =


(

∑|α|≤m ‖Dαu‖p
Lp

) 1
p

si 1 ≤ p < ∞

max
|α|≤m

‖Dαu‖L∞ si p = ∞,

qui est un espace de Banach.

On note souvent Hm(Ω) l’espace Wm,2(Ω). On a alors,

Hm(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω), Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈Nn, avec |α| ≤ m

}
,

qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire suivant

< u, v >Hm=< u, v >L2 ∑
1≤|α|≤m

(Dαu, Dαv)L2 .

On désigne par Ck
0(Ω) l’espace des fonctions de Ck(Ω) à support compact, pour

tout entier k ≥ 0.

Définition 1.3 Soit 1 ≤ p < ∞, on désigne par W
m,p
0 (Ω) la fermeture de l’espace Ck

0(Ω)
dans Wm,p(Ω).

W
m,p
0 (Ω) =

{
u ∈W

m,p
0 (Ω) : u = Du = · · · Dm−1u = 0 sur∂Ω

}
.

L’espace W
m,p
0 (Ω) est muni de la norme induite par Wm,p(Ω).
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Chapitre 1. Préliminaires

En particulier, pour p = 2, on note

Hm
0 (Ω) = W

m,2
0 (Ω)

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de Hm(Ω).

Définition 1.4 On définit l’espace W
m,p
loc (Ω) comme suit

W
m,p
loc (Ω) := {u : Ω→ R, pour tout compact Ω′ ⊂⊂ Ω, u ∈Wm,p(Ω′)}.

Corollaire 1.1 (Inégalité de Poincaré) Soit Ω un ouvert borné et 1 ≤ p < ∞. Alors il
existe une constante C (dépendant de Ω et de p) telle que

‖u‖Lp ≤ C‖∇u‖Lp , ∀u ∈W
1,p
0 (Ω).

Injections de Sobolev

On a les injections continues suivantes

Théorème 1.1 i ) Si mp < N, alors on a W
m,p
0 (Ω) ↪→ L

Np
N−mp (Ω).

ii ) Si 0 ≤ k < m− N
p < k+ 1, alors on a W

m,p
0 (Ω) ↪→ Ck,δ(Ω), avec δ = m− N

p − k.

Pour les injections compactes, on a le résultat suivant

Théorème 1.2

i ) Si mp < N, q < Np
N−mp , alors W

m,p
0 (Ω) ↪→ ↪→ Lq(Ω).

ii ) Si 0 ≤ k < m− N
p < k + 1, alors W

m,p
0 (Ω) ↪→ ↪→ Ck,µ(Ω), avec µ < m− N

p − k.

Remarque 1.1 Ces injections dépendent de la régularité de l’ouvert Ω.
Autrement dit, si l’ouvert Ω est de frontière lipschitzienne continue, alors on peut remplacer
l’espace W

m,p
0 (Ω) par Wm,p(Ω).

Théorème 1.3 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue) Soit (hn)n∈N une
suite de fonctions dans Lp, hn −→ h p.p dans Ω, avec h dans Lp.
Supposons qu’il existe une fonction g : Ω→ R+ positive dans Lp, telle que

∀n ∈N, |hn| ≤ g p.p dans Ω.

Alors

hn −→ h dans Lp.

Pour un panorama complet, nous invitons le lecteur à voir [9], [11] et [15].
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Chapitre 1. Préliminaires

1.2 Le principe de maximum classique

Le principe de maximum joue un rôle trés important dans la recherche des
résultats d’existence des solutions pour les EDP.
Considérons l’opérateur suivant

Tu = aij(x)Diju + b(x)Diu + c(x)u.

Avec [aij] est une matrice symétrique, bi et c sont des fonctions dans Ω, Diu=uxi et
Diju = uxixj .

L’opérateur T est dit elliptique s’il existe Γ, γ > 0, telle que

Γ(x)|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξ j ≤ γ(x)|ξ|2, ∀ξ ∈ RN, x ∈ Ω.

Maintenant, on a le résultat suivant

Théorème 1.4 (Principe de maximum faible) Soit T un opérateur elliptique dans Ω
(un ouvert borné). On suppose que u ∈ C2(Ω) ∩C(Ω), telle que

Tu ≥ 0 (ou ≤ 0), c ≤ 0.

Alors, on a

sup
Ω

u ≤ sup
∂Ω

u+,

ou

(inf
Ω

u ≥ inf
∂Ω

u−).

rappelons que u+ = max{u, 0} et u− = min{u, 0}.

Lemme 1.1 (Lemme de Hopf) [7] On suppose que T est un opérateur elliptique avec
c = 0 et Tu ≥ 0 dans Ω, où u ∈ C2(Ω).

Soit x0 ∈ ∂Ω telle que

i ) u est continue en x0,

ii ) u(x0) > u(x), pour tout x ∈ Ω,

iii ) ∂Ω est une frontière régulière (i.e on peut trouver une sphère interieur centrée en
x0).

Alors, on a
∂u(x0)

∂ν
> 0.
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Chapitre 1. Préliminaires

Nous définissons aussi l’inégalité suivante.

Théorème 1.5 (Inégalité de Harnack) Soit T un opérateur elliptique avec des coefficients
bornés dans Ω et soit u ∈W2,p(Ω) telle que

Tu = 0 dans Ω

u ≥ 0 dans Ω.

Alors, pout tout Ω′ ⊂⊂ Ω on a le résultat suivant

sup
Ω′

u ≤ C inf
Ω

u,

où C = C(T, Ω, Ω′).

On dit que λ1 est une valeur propre principale de l’opérateur T, si elle vérifie le
problème suivant 

Tu = λ1u dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

Théorème 1.6 Soit l’opérateur T définit précédemment dans Ω, avec une frontière lip-
schitzienne. les assertions suivantes sont équivalentes.

i ) Le principe de maximum est vérifié pour T dans Ω .

ii ) Il existe une fonction ϕ ∈W
2,p
loc (Ω) ∩C(Ω), telle que

Tϕ ≤ 0 dans Ω

ϕ ≥ 0 sur ∂Ω.

iii )La valeur propre principale λ1 est strictement positive.

Pour plus de détails sur les démonstrations nous invitons le lecteur à voir [7],
[9].

1.3 Méthode des sur et sous solution classique

Une des techniques pour montrer l’existence des solutions et leurs localisations
pour les équations différentielles non linéaires est la méthode des sous et sur-
solutions.
Rappelons que l’opérateur T est défini comme suit

Tu = aij(x)Diju + bi(x)Dui + c(x)u,

sous les hypothèses suivantes

11



Chapitre 1. Préliminaires

les coefficients aij, bi, c sont de classe Cα dans Ω, T est strictement elliptique
dans Ω (borné) et ∂Ω est de classe C2,α.
Maintenant, on consédère le problème elliptique aux limites suivant

(1.1)


Tu = f (x, u) dans Ω

u(x) = φ(x) sur ∂Ω.

Où f ∈ Cα(Ω× J), J ⊂ R avec α ∈ (0, 1), et φ ∈ C1,α(∂Ω).

Définition 1.5 Une fonction u ∈ C2,α(Ω) est dite sur-solution du problème (1.1), si le
problème suivant est vérifié

(1.2)


Tu ≥ f (x, u) dans Ω

u ≥ φ sur ∂Ω.

Aussi, avec la même manière pour u ∈ C2,α(Ω) est dite sous-solution du problème (1.1),
si u vérifie le problème suivant

(1.3)


Tu ≤ f (x, u) dans Ω

u ≤ φ sur ∂Ω.

Alors, on a les résultats suivants

Théorème 1.7 Soit u, u ∈ C2,α(Ω) sur et sous solutions du problème (1.1) (respective-

ment) avec u ≤ u dans Ω.

Soit l’intervalle J = [minΩ u(x), maxΩ u(x)] et soit f ∈ Cα(Ω× J), qui vérifie pour un
certain r > 0,

f (x, z)− f (x, t) ≥ −r(z− t) ∀x ∈ Ω, z, t ∈ [u , u] et z ≥ t.

Alors, il exsite une solution u du problème (1.1), qui vérifie

u ≤ u ≤ u, dans Ω.

Théorème 1.8 Soient u, u ∈ C2,α(Ω) sur et sous solutions du problème (1.1) (respective-

ment) avec u ≤ u dans Ω et supposons que f ∈ Cα(Ω× J) avec J = [u , u].

Alors le problème (1.1) a une solution minimale u∗ et une solution maximale u∗ dans
l’intervalle [u , u].
Si de plus, on a c(x) < 0, x ∈ Ω et f (x, s) est croissante par rapport à s dans l’intervalle
J.
Alors u∗ = u∗ et le problème (1.1) a une solution unique dans l’intervalle [u , u].

12



Chapitre 1. Préliminaires

Pour consulter les détails des démonsrations, voir [7].

1.4 Rappel sur les inégalités variationnelles

Dans cette section, nous rappelons la théorie des inégalités variationnelle intro-
duite et développée par G. Stampacchia. Voir [10].

Définition 1.6 Soit X un espace de Banach réflexif avec son dual X’. On note par < ., . >
le produit dual entre X et X’.

Soit K ⊂ X un ensemble convexe borné et soit A un opérateur A : K → X’.

L’inégalité < Au, ξ − u >≥ 0, ∀ξ ∈ K est dite inégalité variationnelle.

Définition 1.7 Un opérateur monotone A est dit strictement monotone si

< Au− Av, u− v >= 0 implique que u = v.

Un cas particulier que nous utilisons dans ce mémoire est l’inégalité suivante

Soit K = {v ∈H1
0(Ω), v ≥ Ψ dans Ω} où Ψ ∈H1(Ω) et Ω est un domaine borné.

Pour f ∈ L2(Ω), on a l’inégalité

(1.4)
∫

Ω
∇u · ∇(ξ − u)dx ≥

∫
Ω

f (ξ − u)dx, ∀ξ ∈ K.

Soit T un opérateur qui vérifie

< Tu, v >=
∫

Ω
∇u · ∇v dx, avec u, v dans H1

0(Ω).

Donc, on a le résultat suivant

Théorème 1.9 [10] Soit K ⊂ X un ensemble convexe borné.
Soit A : K → X’ est un opérateur monotone et continu dans un sous ensemble de dimen-
sion fini.
Alors il existe u ∈ K telle que

< Tu, v− u >≥ 0 ∀v ∈ K.

Si de plus, l’opérateur T est strictement monotone alors la solution u de l’inégalité varia-
tionnelle (1.4) est unique.

On a un autre résultat important

13



Chapitre 1. Préliminaires

Théorème 1.10 [10] Soit u solution de l’inégalité variationnelle (1.4). Alors, il existe une
mesure de Radon positive µ, telle que

Tu = f + µ dans Ω,

avec

supp µ ⊂ Γ = {x ∈ Ω : u(x) = Ψ(x)}.
En particulier,

Tu = f dans Ω\Γ.

Remarque 1.2 Une mesure de Radon sur Rd est une mesure finie sur tout compact de
B(Rd) où B(Rd) est la tribu borélienne de Rd. (d ≥ 1).

Donc, tout mesure bornée sur B(Rd), ainsi que la mesure de Lebesgue sont des mesures de
Radon.

On a le résultat de régularité suivant

Théorème 1.11 [10] Soit u solution de l’inégalité variationnelle (1.4), où la condition
suivante

max(∆Ψ− f , 0) ∈ L2(Ω)

est vérifiée.

Alors, on a u ∈H2,q(Ω) ∩C1,δ(Ω), telle que δ = 1− (N
q ) avec N < q < ∞.

Enfin, on a ce résultat

Théorème 1.12 [10] Soit u est une solution de l’inégalité (1.4). On pose h une sur-solution
de l’opérateur T − f , telle que

h ≥ Ψ dans Ω, et h ≥ 0 sur ∂Ω (dans H1(Ω)).

Par conséquent, on a
u ≤ h dans Ω.

Pour plus de détails, voir [10].
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2Existence et unicité des solutions

positives de l’équation logistique

2.1 Introduction

Ce chapitre est concacré à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions posi-
tives du problème logistique suivant

(P)
{
−∆u = au− b(x)up dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,

où Ω ⊂ RN, (N ≥ 1) est un domaine borné régulier, b(x) ≥ 0 est une fonction
continue dans C(Ω), a et p sont des constantes réelles avec p > 1.

Rappellons que le problème (P), apparait dans beaucoup de modèles mathé-
matiques issus de la biologie. Voir [4].

Nous remarquons aussi que le problème (P) est relié à certains problèmes de
la géométrie Riemannienne. Par exemple, quand N ≥ 3 et P = N+2

N−2 , Kazdan et
Warner ont étudié le problème (P). Voir [12].

Nous commençons par donner un lemme technique qui nous sera utile dans
la suite.

Lemme 2.1 Soit Ψ ∈ L∞(Ω). Nous notons par λ1(Ψ) la première valeur propre du
problème {

−∆u + Ψu = au dans Ω
u = 0 sur ∂Ω.

Nous avons

1) Si Ψ1 ≤ Ψ2, alors λ1(Ψ1) ≤ λ1(Ψ2).

2) Si Ψn −→ Ψ dans L∞(Ω), alors λ1(Ψn) −→ λ1(Ψ).
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Démonstration. Pour démontrer 1), nous utilisons le théorème 1.5 qui assure l’exis-
tence d’une fonction ϕ > 0 avec ϕ ∈W

2,q
loc(Ω) ∩ C(Ω), vérifiant le problème{

−∆ϕ + Ψ1ϕ− λ1(Ψ1)ϕ = 0 dans Ω
ϕ = 0 sur ∂Ω.

D’autre part, sachant que Ψ1 ≤ Ψ2, alors on a{
−∆ϕ + Ψ2ϕ− λ1(Ψ1)ϕ ≥ 0 dans Ω
ϕ = 0 sur ∂Ω.

D’aprés le théorème 1.5, on peut trouver une valeur propre principale positive λ,
telle que

(2.1) − ∆ϕ + Ψ2ϕ− λ1(Ψ1)ϕ− λϕ = 0.

Comme

−∆ϕ + Ψ2ϕ = λ1(Ψ2)ϕ,

alors, en remplaçant dans (2.1), on obtient

λ1(Ψ2)ϕ− λ1(Ψ1)ϕ− λϕ = 0.

Donc, on a
λ = λ1(Ψ2)− λ1(Ψ1).

Ainsi
λ1(Ψ2) > λ1(Ψ1).

Remarquons que si Ψ1 = Ψ2 alors λ1(Ψ1) = λ1(Ψ2).

Maintenant, pour montrer 2), nous notons par ϕn et ϕ deux fonctions propres
normalisées correspondantes à λ1(Ψn) et λ1(Ψ) (respectivement), et qui vérifient

(2.2)
{
−∆ϕn = −Ψn ϕn + λ1(Ψn)ϕn dans Ω
ϕn = 0 sur ∂Ω,

et

(2.3)
{
−∆ϕ = −Ψϕ + λ1(Ψ)ϕ dans Ω
ϕ = 0 sur ∂Ω.

Puisque Ψn −→ Ψ alors pour tout n ≥ 1, on a

Ψ− 1 ≤ Ψn ≤ Ψ + 1.

Le résultat démontré en 1), nous permet de conclure que

λ1(Ψ− 1) ≤ λ1(Ψn) ≤ λ1(Ψ + 1).
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Comme les fonctions propres sont dans L∞(Ω), alors −Ψn ϕn + λ1(Ψn)ϕn est borné
dans L∞(Ω) independament de n.

Par conséquent, la suite {ϕn}n est bornée dans W2,q(Ω), pour tout q > 1, et
en utilisant le théorème 1.2, la suite {ϕn}n est bornée aussi dans C1(Ω).
Par suite, on a ϕn −→ ϕ0 dans C1(Ω).

On en déduit aussi que

λ1(Ψn) −→ λ∗ quand n→ ∞.

Ainsi, on a

−Ψn ϕn + λ1(Ψn)ϕn −→ −Ψϕ0 + λ∗ϕ0 dans L∞(Ω).

Alors, on peut écrire le problème suivant

(2.4)
{
−∆ϕ0 = −Ψϕ0 + λ∗ϕ0 dans Ω
ϕ0 = 0 sur ∂Ω.

Le principe de maximum (voir théorème 1.3) nous permet de conclure que ϕ0 > 0
dans Ω.
Par suite, λ∗ représente la valeur propre principale de l’opérateur ∆ − Ψ, c’est à
dire que λ∗ = λ1(Ψ).

D’aprés l’unicité des fonctions propres principales, la fonction ϕ0 doit être l’unique
fonction propre positive normalisée ϕ.
Ainsi

ϕn −→ ϕ.

Enfin, λ1(Ψn) −→ λ1(Ψ).

2.2 Existence des solutions

Dans cette section, nous allons montrer l’existence et l’unicité de la solution
positive du problème (P).

Définition 2.1 Une solution positive du problème (P) est présenté comme une fonction
u ∈W2,q(Ω) pour tout (q > 1) vérifiant ce problème.

Nous avons le résultat suivant

Théorème 2.1 Si a ≤ λ1, alors le problème (P) n’a pas de solutions positives.
Si a > λ1, alors le problème (P) admet une solution positive.

17



Chapitre 2. Existence et unicité des solutions positives de l’équation logistique

Démonstration. On note par ϕ la fonction propre associée à λ1, qui vérifie le pro-
blème suivant {

−∆ϕ = λ1ϕ dans Ω
ϕ = 0 sur ∂Ω.

On suppose que (P) admet une solution positive, qu’on note par u.
Multiplions le problème (P) par ϕ et on intègre sur Ω, alors on a

−
∫

Ω
∆ϕudx = a

∫
Ω

ϕudx−
∫

Ω
b(x)up ϕdx,

donc, on a
λ1

∫
Ω

ϕudx = a
∫

Ω
ϕudx−

∫
Ω

b(x)up ϕdx.

Anisi,
a
∫

Ω
ϕudx−

∫
Ω

b(x)up ϕdx < a
∫

Ω
ϕudx.

On déduit que a > λ1.
Ainsi pour a ≤ λ1 on n’a pas de solution positive.

Maintenant, supposons que a > λ1.

Alors on va construire une sous-solution notée v et une sur-solution notée w.

Remarquons que pour un ε > 0, la fonction v := εϕ est solution du problème
suivant {

−∆(εϕ) = λ1(εϕ) := f1(εϕ) dans Ω
εϕ = 0 sur ∂Ω.

En posant f (u) = au− b(x)up, x ∈ Ω.
Alors on remarque que pour un ε > 0,

f1(εϕ) < f (εϕ).

Ainsi, v est une sous-solution du problème (P).

D’autre part, on a

−∆u = au− b(x)up ≤ au−min
Ω

b(x)up,

alors,
≤ [a−min

Ω
b(x)up−1]u = f2(u).

Ainsi, si on pose w = M avec M > 0, alors sous la condition

Mp−1 min
x∈Ω

b(x)− a < 0,
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on peut conclure que w est une sur-solution.

Par conséquent, d’aprés le théorème 1.6 (du préliminaires) et les théorèmes de
régularité des espaces Lp, on conclut que u ∈W2,q(Ω), (∀q > 1).

D’où u ∈ C1(Ω).

2.3 Unicité des solutions

Cette partie concerne l’unicité des solutions positives démontrées précédement,
nous avons le résultat suivant.

Théorème 2.2 Si a > λ1, alors le problème (P) admet une solution positive unique .

Démonstration. Supposons que (P) a une solution positive u, on peut écrire (P)
comme suit {

∆u− [b(x)up−1]u + au = 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω.

Par conséquent, on a a = λ1(b(x)up−1) et d’aprés la partie 1) du Lemme 2.1, on
déduit que a > λ1(0) = λ1.

Par absurde, supposons qu’il existe deux solutions u1 et u2 de (P).
Soit u∗ la solution minimale (son existence est assuré d’aprés le théorème 1.7) du
problème (P), vérifiant

u∗ ≤ u1 et u∗ ≤ u2.

D’aprés le lemme 1.1, on conclut que

λ1(bup−1
∗ ) ≤ λ1(bup−1

1 ) et λ1(bup−1
∗ ) ≤ λ1(bup−1

2 ).

D’autre part, on a λ1(bup−1
∗ ) = λ1(bup−1

i ) = a, avec i = 1, 2 et ceci est une contra-
diction.

D’où, l’unicité de la solution positive u.

Remarque 2.1 Il y a une autre méthode pour démontrer le théorème (2.2) en utilisant un
raisonnemen par absurde.

Supposons que u1 et u2 sont deux solutions positives différentes du problème (P) (avec
a > λ1).
Par le lemme de Hopf sur ∂Ω, on a

∂ϕ
∂ν < 0 et ∂ui

∂ν < 0 où ν présente la normale extèrieure de ∂Ω et i = 1, 2.
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Sachant que u∗ est la solution minimale, elle vérifie

u∗ ≤ ui, avec (i = 1, 2).

D’autre part, on sait que u1, u2 et u∗ vérifient les équations suivantes

(2.5) − ∆ui = aui − b(x)up
i , i = 1, 2.

Et

(2.6) − ∆u∗ = au∗ − b(x)up
∗ .

En multipliant l’équation (2.6) par ui, et l’équation (2.5) par u∗ et integrant sur Ω. Alors
la différence entre les deux implique que

(2.7)
∫

Ω
b(x)u∗ui[u

p−1
∗ − up−1

i ]dx = 0.

Comme u∗ ≤ ui (i = 1, 2) et l’équation (2.7) est valable si u∗ = ui (i = 1, 2) qui est une
contradiction (car u1 et u2 sont différents par hypothèse).

Ainsi la solution positive u est unique.
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3Comportement asymptotique des

solutions positives de l’équation

logistique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier le comportement asymptotique de la solution
positive de l’équation logistique. Nous supposons que Ω est un domaine borné
régulier. Alors, on est concerné par le problème suivant

(P)
{
−∆u = au− b(x)up dans Ω
u = 0 sur ∂Ω.

On rappelle la dépendance continue de la solution du problème (P) par rapport à
la constante a.
On note par ua la solution du problème (P). Alors, on a

ua : (λ1, ∞) → C(Ω)
a 7→ ua

La fonction ua est une fonction continue strictement croissante, telle que

lim
a→λ+

1

ua = 0, dans Ω,

et
lim
a→∞

ua = ∞, dans tout compact de Ω.

Pour plus de détails, voir [4] et [8].

Maintenant, on veut étudier dans ce chapitre la dépendance de la solution u
par rapport à l’exposant p. (p > 1)

Pour cela, on note par λ1(Ψ) la première valeur propre du problème suivant{
−∆u + Ψu = au dans Ω
u = 0 sur ∂Ω.
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Remarquons que λ1(0) = λ1.

On définit par λ(α) := λ1(αb).
Alors la fonction λ(α) est strictement croissante avec λ(α) −→ ∞ quand α→ ∞.

Ainsi, pour a > λ1 il y a un unique α > 0 telle que

(3.1) a = λ1(αb).

D’autre part, on note par Uα la fonction propre normalisée positive, qui vérifie le
problème suivant

(3.2)


−∆Uα + αbUα = aUα dans Ω

Uα = 1 sur ∂Ω.

3.2 Comportement asymptotique de la solution quand
p tend vers 1+

Notons par up la solution positive du problème (P). Alors nous allons étudier le
comportement de up sous les trois conditions : a < λ1(b), a > λ1(b) et a = λ1(b).

Théorème 3.1 Si a < λ1(b), alors up converge uniformement vers 0 dans Ω quand
p −→ 1+. De plus, on a

(3.3)


(p− 1) ln ‖up‖∞ −→ ln α dans C1(Ω),

et
up
‖up‖∞ −→ Uα dans C1(Ω),

avec α et Uα données par (3.1) et (3.2) (respectivement).

Démonstration. Soit Mp = ‖up‖∞ = max
x∈Ω

up(x), ce maximum est atteint dans Ω en
un point noté xp.

D’aprés le principe du maximum voir (le théorème 1.3), on a

−∆Mp = aMp − b(x)Mp
P ≥ 0,

ceci nous donne la condition suivante

(3.4) Mp−1
p ≤ a

min
x∈Ω

b
.
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Nous allons étudier le comportement quand p −→ 1+, pour cela, on choisit une
suite pn −→ 1+. On utilise pour la suite les notations suivantes

un = upn , Mn = Mpn , αn = Mpn−1
pn et wn =

upn

Mpn

.

Remarquons que upn vérifie

−∆upn = aupn − bupn
pn .

On divise par Mpn > 0, alors on obtient

−∆
upn

Mpn

= a
upn

Mpn

−Mpn−1
pn b

upn
pn

Mpn
pn

.

Ainsi

−∆wn = awn −Mpn−1
pn bwpn

n .

D’aprés la condition (3.4), on déduit que −∆wn est borné dans L∞(Ω).
Le théorème 1.2 permet d’assurer que la suite {wn}n∈N est aussi bornée dans
W2,q(Ω) (∀q > 1).

Donc {wn}n∈N converge vers une limite qu’on note par w, avec w ∈ C1(Ω).

De la même manière, on a

αn = Mp−1
pn −→ α, quand pn → 1+.

Ceci implique que w est solution du problème suivant

(3.5)


−∆w = (a− αb)w dans Ω
w = 0 sur ∂Ω
‖w‖∞ = 1.

Alors a = λ1(αb), où α donné par (3.1) et wn −→ Uα donné dans (3.2).
Puisque a < λ1(b), alors λ(αb) < λ1(b) et le lemme 2.1 implique que

αb < b,

donc, on a
0 < α < 1.

Maintenant, on sait que lim
p→1+

Mp−1
p = α, alors on a

(3.6) lim
p→1+

(p− 1) ln Mp = ln α.
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Par conséquent, Mp −→ 0 quand p→ 1+, alors

up −→
p→1+

0.

Passons à un autre résultat quand p→ 1+.

Théorème 3.2 Si a > λ1(b), alors up −→ ∞ uniformement dans tout sous-ensemble
compact dans Ω, quand p→ 1+. Le résultat (3.3) aussi vérifié.

Démonstration. Sachant que a > λ1(b), et a = λ1(αb), alors on a

λ1(αb) > λ1(b).

D’aprés le lemme 2.1, on obtient
αb > b,

ainsi
α > 1 (car b est strictement positive).

Et d’aprés (3.6), on a Mp −→
p→1+

∞.

Il reste à démontrer que même up −→
p→1+

∞, pour cela on pose V = βUα avec β un

nombre trés grand quelconque et Uα est une solution du problème (3.2).

Vérifions que V est une sous-solution du problème (P).
En effet, on remarque que V vérifie le problème suivant

−∆V − aV = −αbV,

alors, on déduit que

(3.7) − ∆V − aV + bVp = b(Vp − αV).

Pour connaitre le signe du second membre de (3.7), on traite deux cas.
Premièrement, on considère les x ∈ Ω qui vérifiant V(x) ≤ 1, donc on a

Vp−1(x) ≤ 1 alors Vp(x) ≤ V(x).

Ceci implique que
−Vp(x) ≥ −V(x).

On ajoute le terme αV, ainsi

αV −Vp ≥ (α− 1)V > 0.

D’autre part, pour les x ∈ Ω vérifiant V(x) ≥ 1, sachant que Vp −→
p→1+

V, alors

αV −V ≥ α− 1 > 0.
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Donc, pour tout p ∈ (1, 1 + ε), où ε = ε(β), la fonction V est une sous-solution du
problème (P), c’est à dire vérifie

up > βUα.

Comme β est trés grand, alors on a

up −→
p→1+

∞,

ce qui termine la démonstation.

Le dernier résultat concernant le comportement asymptotique de la solution
positive up quand p→ 1+ est le théorème suivant.

Théorème 3.3 Si a = λ1(b), alors up −→
p→1+

cU1 dans C1(Ω) avec U1 est une solution

du problème suivant

(3.8)


−∆U1 + bU1 = aU1 dans Ω

U1 = 0 sur ∂Ω

‖U1‖∞ = 1,

où c = exp
( ∫

Ω bU2
1 ln U1dx∫

Ω bU2
1 dx

)
.

Démonstration. Sachant que a = λ1(b) alors α = 1.
On pose wp =

up
Mp

, donc on a

(3.9)

 −∆wp = awp −Mp−1
p bwp

p dans Ω

wp = 0 sur ∂Ω.

On multiplie l’équation (3.9) par U1, on obtient

−∆wpU1 = awpU1 −Mp−1
p bwp

pU1.

On intègre par parties sur Ω, on obtient

−
∫

Ω
∆U1wpdx =

∫
Ω
(awp −Mp−1

p bwp
p)U1dx.

Comme −∆U1 = −bU1 + aU1, alors −∆U1 = (a− b)U1.

Par conséquent, on a∫
Ω
(a− b)U1wpdx =

∫
Ω
(awp −Mp−1

p bwp
p)U1dx,
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qui implique que ∫
Ω

b(wp −Mp−1
p wp

p)U1dx = 0.

Maintenant, on va ajouter et supprimer le terme bwp
pU1, et divisons sur p− 1, alors

on a

(3.10)
∫

Ω

Mp−1 − 1
p− 1

bwp
pU1dx = −

∫
Ω

1− wp−1
p

p− 1
bwpU1dx.

Sachant que wp −→
p→1+

U1 dans C1(Ω), appliquons le lemme de Hopf pour déduire

que ∂U1
∂ν < 0 dans ∂Ω (c’est à dire ∂U1

∂ν 6= 0), ce qui nous permet de dire que

wp

U1
−→
p→1+

1 uni f ormement dans Ω,

ainsi, on a

‖ ln wp − ln U1‖∞ = o(1).

Quand p→ 1+, on a∣∣∣∣1− wp−1

p− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− exp((p− 1)(ln U1 + o(1)))
p− 1

∣∣∣∣→ |ln U1| ,

dans Ω.

Ainsi, ∣∣∣∣∫Ω

1− wp−1

p− 1
bwpU1dx

∣∣∣∣ −→p→1+

∣∣∣∣∫Ω
bU2

1 ln U1

∣∣∣∣ , (car wp −→ U1).

Donc, d’aprés (3.10), on a

lim
p→1+

∫
Ω

Mp−1 − 1
p− 1

bwp
pU1dx =

∫
Ω

bU2
1 ln U1dx.

Par conséquent

(3.11) lim
p→1+

Mp−1
n − 1
p− 1

=

∫
Ω bU2

1 ln U1dx∫
Ω bU2

1dx
.

On pose

c = lim
p→1+

Mp, alors ln c =

∫
Ω bU2

1 ln U1dx∫
Ω bU2

1dx
,

et posons
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M∗ = lim inf
p→1+

Mp et M∗ = lim sup
p→1+

Mp.

Pour montrer que M∗ > 0 et M∗ < ∞, on utilise un raisonnement par absurde.
Supposons que

Mn := Mpn −→ 0 et Mn := Mpn −→ ∞.

Alors, pour un ε > 0, et un n assez grand. On peut dire que

Mpn−1
n − 1
p− 1

≤ εp−1 − 1
p− 1

−→
n→∞

ln ε.

De même, pour n assez grand et M > 0, on a

Mpn−1
n − 1
p− 1

≥ εp−1 − 1
p− 1

−→
n→∞

ln M.

Ceci est une contradiction avec (3.11).

On a alors 0 < M∗ ≤ M∗ < ∞.

Donc, d’aprés les propriétés de la limite supérieure, on peut déduire que

ln(M∗ + ε) ≥
∫

Ω bU2
1 ln U1∫

Ω bU2
1dx

,

et

ln(M∗ − ε) ≤
∫

Ω bU2
1 ln U1∫

Ω bU2
1dx

.

Par conséquent,

M∗ = M∗ = c = exp

(∫
Ω bU2

1 ln U1∫
Ω bU2

1dx

)
.

Comme wp −→ U1 et wp =
up
Mp

Alors
up −→

n→1+
cU1.

3.3 Comportement asymptotique de la solution quand
p tend vers l’infini

Nous supposons dans cette section que les mèmes hypothèses du cas p → 1+,
(c’est à dire on a b(x) > 0 dans Ω, et a > λ1) sont vérifiées.
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Nous définissons un nouveau problème dit problème à frontière libre donné par

(3.12)


−∆u = aχ{u<1}u dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,

où a est une constante, et χ est la fonction caractéristique suivante

χD =


1 si x ∈ D

0 si x /∈ D.

Maintenant, on donne le théorème qui concerne le comportement asymptotique de
la solution du problème (P), quand p→ ∞.

Théorème 3.4 Soit up la solution du problème (P), alors up −→n→∞
v dans C1(Ω), où v est

l’unique solution du problème (3.12).

Démonstration. On suit les mêmes étapes mentionnés dans la démonstration du
théorème 3.1, on a

Mp = ‖up‖∞ = max
x∈Ω

up(x),

et

(3.13) Mp−1
p ≤ a

min
x∈Ω

b
.

Soit {pn} une suite qui tend vers l’infini, quand n → ∞, et on utilise les mêmes
notations précédentes, c’est à dire

un = upn , Mn = Mpn , αn = Mpn−1
pn et wn =

upn

Mpn

,

et que wn satisfait le problème suivant

(3.14)

 −∆wn = awn − αnbwpn
n dans Ω

wn = 0 sur ∂Ω.

Par conséquent, awn − αnbwpn
n est borné dans L∞(Ω) independament de n, alors la

suite {wn} est aussi borné dans W2,q(Ω), (pour tout q > 1).

Et notons que les théorèmes des injections de Sobolev nous permet de conclure
que la suite {wn} est compact dans C1(Ω), donc wn −→ w dans C1(Ω).

On remarque qu’on peut écrire l’équation (3.14) avec une autre manière, c’est
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à dire comme suit

(3.15) − ∆wn = awn − bupn−1
n wn dans Ω.

Et d’aprés l’inégalité (3.13), on peut déduire que

(3.16) upn−1
n ≤ a

min
x∈Ω

b
.

Par suite, on peut trouver ξ telle que bupn−1
n −→ ξ faiblement dans L2(Ω) (d’aprés

le théorème 1.1), vérifiant

0 ≤ ξ ≤ ‖b‖∞
a

min
x∈Ω

b
.

Si on passe à la limite dans le problème (3.15), on obtient le problème suivant

(3.17)


−∆w = (a− ξ)w dans Ω

w = 0 sur ∂Ω.

Notons que (a− ξ) ∈ L∞(Ω).

D’aprés l’inégalité de Harnack, on a w(x) > 0 pour tout x ∈ Ω.

D’autre part, on a

Mn ≤
(

a
min
x∈Ω

b

) 1
pn−1

−→ 1.

Montrons que Mn −→n→∞
1. En utilisons le raisonnement par absurde, posons

lim inf
n→∞

Mn ≤ 1 et que lim sup
n→∞

Mn < 1.

Soit ε > 0 telle que pour tout n ∈N, on a

Mn ≤ 1− ε.

On remplace dans (3.16), on obtient

upn−1
n ≤ (1− ε)pn−1.

Donc upn−1
n −→

n→∞
0, ainsi ξ = 0.

Comme ξ = 0 alors le problème (3.15) devient comme suit

(3.18)


−∆w = aw dans Ω

w = 0 sur ∂Ω,
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qui nous implique que a = λ1, mais c’est une contradiction avec notre hypothèse
(a > λ1).
Par conséquent, on a

Mn −→n→∞
1,

alors

un −→ w dans C1(Ω).

D’autre part, soit l’ensemble Ω′ := {x ∈ Ω, w(x) < 1}.

Pour tout x ∈ Ω′ et pour tout n assez grand, on peut trouver δ > 0 vérifiant

un(x) < 1− δ,

qui implique que

(un(x))pn−1 < (1− δ)pn−1.

Donc

(un(x))pn−1 −→
n→∞

0.

Ainsi, on déduit que ξ = 0 dans Ω′.

Maintenant, pour l’autre partie de l’espace, c’est à dire dans Ω\Ω′ on a w = 1, qui
implique que ∆w = 0, alors

a = ξ dans Ω\Ω′.

Par suite, on peut dire que w satisfait le problème suivant

(3.19)


−∆w = aχ{w<1}w dans Ω

w = 0 sur ∂Ω.

Alors, (3.19) admet une solution unique faible dans C1(Ω), si a ≥ λ1. Nous notons
cette solution par v.

Enfin, un −→n→∞
v c’est le comportement asymptotique de la solution positive

up quand p→ ∞.
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4Existence des solutions d’un

problème à frontière libre

4.1 Introduction

Rappelons que la solution up du problème suivant −∆u = au− b(x)uP dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,

est unique.

Quand p → ∞, on a montré que up −→ v où v est solution du problème sui-
vant

(4.1)


−∆u = aχ{u<1}u dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,

où Ω est un domaine borné régulier dans RN avec N ≥ 2, a est une constante et
χ est la fonction caractéristique, telle que

χD =


1 si x ∈ D

0 si x /∈ D.

Le problème (4.1) s’appelle problème à frontière libre.

4.2 Problème à frontière libre

On va rappeler tout d’abord un problème classique d’équations aux dérivées
partielles. Il s’agit de chercher une fonction u vérifiant le problème suivant

(4.2)


∆u = f dans Ω

u = h sur ∂Ω.
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où Ω est un ouvert borné régulier (donné) de RN, f et h sont deux fonctions don-
nées.

Un bon choix des fonctions f et h dans des espaces convenables implique
l’existence d’une solution unique u vérifiant (4.2).

Donc, pour un problème à frontière libre, il peut être défini comme étant un
problème des équations aux dérivées partielles dont les inconnues sont

* Une fonction, solution de l’équation qui est bien définie sur l’espace consi-
déré.

* Une frontière d’une partie du domaine dans laquelle la fonction inconnue
vérifie une condition supplémentaire. On appelle cette frontière inconnue par
"frontière libre".

Ainsi, un problème géneral de frontière libre peut être formulé de la manière
suivante.

Étant donnée deux fonctions h et h0, on cherche à résoudre le problème suivant

(4.3)


∆u = f dans Ω

u = h0 sur Γ0

u = h sur Γ,

où ∂Ω = Γ0 ∪ Γ avec Γ0 est une frontière donnée. On doit trouver donc la fonction
u définie sur un domaine Ω, et aussi la frontière libre Γ.

En général, il n’y a pas de résultat d’existence, d’unicité et de régularité des
solutions de type (Γ, u).

Pour plus de détails, consulter [10] et [16].

4.3 Existence et unicité de la solution faible

Définition 4.1 On dit qu’une solution faible du problème (4.1) est une fonction u telle que
u ∈W2,q(Ω) ∩L∞(Ω) vérifiant le problème (4.1).

Le résultat suivant assure l’existence et l’unicité de solution du problème (4.1).

Théorème 4.1 1. Si a < λ1, alors le problème (4.1) n’a pas de solution.
2. Si a ≥ λ1, alors le problème (4.1) admet une solution unique.

Démonstration. Commençons par 1), on procède par absurde, pour cela supposons
que le problème (4.1) a une solution qu’on note par u et que a < λ1.
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Sachant que aχ{u<1} est dans L∞(Ω), donc d’aprés les théorèmes de régula-
rité elliptique on a u ∈W2,q(Ω) ∩L∞(Ω), pour tout (q > 1).

L’inégalité de Harnack nous permet de déduire que u > 0.
Soit ϕ > 0 la fonction propre associée à λ1 qui vérifie le problème suivant

(4.4)


−∆ϕ = λ1ϕ dans Ω

ϕ = 0 sur ∂Ω.

Multiplions l’équation dans le problème (4.4) par u et faisons une intégration par
partie sur Ω, on obtient

−
∫

Ω
∆ϕudx =

∫
Ω

λ1ϕudx,

implique que, ∫
Ω
∇ϕ∇udx = λ1

∫
Ω

ϕudx,

alors,
−
∫

Ω
∆uϕdx = λ1

∫
Ω

ϕudx.

On a λ1
∫

Ω ϕudx > 0 et aussi que∫
Ω
(−∆u)ϕdx =

∫
Ω
(aχ{u<1}u)ϕdx,

par majoration, on obtient∫
Ω
(aχ{u<1}u)ϕdx ≤ a

∫
Ω

ϕudx.

Par conséquent,

λ1

∫
Ω

ϕudx ≤ a
∫

Ω
ϕudx,

donc, λ1 ≤ a. Le problème (4.1) n’a pas de solution si λ1 > a.

Maintenant, on va passer au cas λ1 = a. Ici, on a χ{u<1} = 1.

En effet,
a
∫

Ω
ϕudx = a

∫
Ω

χ{u<1}ϕu,

d’où,
χ{u<1} = 1.

D’autre part, on a u solution du problème (4.1) et comme χ{u<1} = 1, donc u vérifie
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le problème suivant

(4.5)
{
−∆u = au dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,

qui présente un problème à valeur propre, telle que u est la fonction propre nor-
malisée unique associée à λ1.
Ainsi, u est une solution unique du problème (4.1).

D’autre part, en appliquant le théorème 6.19 de [13] pour ϕ une fonction propre
normalisée unique positive associée à λ1, on déduit que ∇ϕ 6= 0 dans un ensemble
de mesure positive, qui implique que

χ{u<1} = 1 presque partout dans Ω.

En effet, si ∇ϕ = 0 dans un ensemble de mesure positive, alors ϕ = 0 presque
partout dans un ensemble de mesure positive, (contradiction !).

Il nous reste le cas où a > λ1, pour cela on va utiliser la technique des inégalités
variationnelles (pour un bref panorama, nous invitons le lecteur à voir section 1.5
du chapitre préliminaires ).

On pose
A = {u ∈H1

0(Ω), u ≤ 1 presque partout dans Ω}.

Soit f ∈ L2(Ω), on définit l’inégalité variationnelle suivante

(4.6)
∫

Ω
∇u · ∇(v− u)dx ≥

∫
Ω

f (v− u)dx, ∀v ∈ A,

qui a une solution unique u ∈ A, d’aprés le théorème 1.8.

On définit encore l’opérateur solution suivant,

u = T( f ),

avec
Ta : L2(Ω) → L2(Ω)

f 7→ Ta( f ) = T(a f ).

Propriété 4.1 L’opérateur solution T vérifie les propiétés suivantes

i ) T : L2(Ω)→ L2(Ω) est complètement continue.
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ii ) Si f ∈ Lq(Ω), alors T( f ) ∈W2,q(Ω) ∩C1,ν(Ω), avec ν = q−N
q et q > N.

iii ) Si f ≥ 0 dans Ω, alors on a T( f ) ≥ 0.

iv ) Si g1 ≤ g2 dans Ω, alors T(g1) ≤ T(g2) dans Ω.

v ) Si f ≥ 0 et (−∆)−1 f ≤ 1 dans Ω, alors on a T( f ) = (−∆)−1 f .

Démonstration. On commence par i), pour cela il suffit de montrer que l’opérateur
T est borné, c’est à dire vérifie l’inégalité suivante

(4.7) ‖T( f1)− T( f2)‖H1
0(Ω) ≤ C‖ f1 − f2‖L2(Ω).

Soient u1 = T( f1), u2 = T( f2).
Appliquons (4.6) pour u1 et u2, on obtient

(4.8)


∫

Ω∇u1 · ∇(u2 − u1)dx ≥
∫

Ω f1(u2 − u1)dx∫
Ω∇u2 · ∇(u1 − u2)dx ≥

∫
Ω f2(u1 − u2)dx.

On multiplie les deux inégalités dans (4.8) par (−1), on trouve

(4.9)


∫

Ω∇u1 · ∇(u1 − u2)dx ≤
∫

Ω f1(u1 − u2)dx

−
∫

Ω∇u2 · ∇(u1 − u2)dx ≤ −
∫

Ω f2(u1 − u2)dx.

Maintenant, on va additionner ces deux inégalités, alors on a∫
Ω
(∇u1 −∇u2) · ∇(u1 − u2)dx ≤

∫
Ω
( f1 − f2)(u1 − u2)dx.

Donc ∫
Ω
|∇(u1 − u2)|2dx ≤

∫
Ω
( f1 − f2)(u1 − u2)dx.

Par conséquent

‖u1 − u2‖2
H1

0(Ω)
≤ ‖ f1 − f2‖L2(Ω)‖u1 − u2‖L2(Ω).

D’aprés l’inégalité de Poincaré (voir corollaire 1.1), on déduit qu’il existe C > 0,
telle que

‖u1 − u2‖L2(Ω) ≤ C‖u1 − u2‖H1
0(Ω).

Alors, on a
‖u1 − u2‖H1

0(Ω) ≤ C‖ f1 − f2‖L2(Ω).

35



Chapitre 4. Existence des solutions d’un
problème à frontière libre

Ainsi,
‖T(u1)− T(u2)‖L2(Ω) ≤ C‖ f1 − f2‖L2(Ω).

D’où la continuité de T dans L2(Ω).

Passons à ii), remarquons que u est une solution de l’inégalité (4.6) si et seulement
si w1 = −u solution de l’inégalité suivante

(4.10)∫
Ω
∇w1 · ∇(v− w1)dx ≥

∫
Ω
(− f )(v− w1)dx, ∀v ∈ K′ = {v ∈H1

0(Ω) : v ≥ −1}.

On écrit (4.6) pour (−u), on obtient

(4.11)
∫

Ω
∇(−u) · ∇(v− (−u))dx ≥

∫
Ω

f (v− (−u))dx, ∀v ∈ A,

qui implique l’inégalité (4.10). Ainsi w1 = −u solution de (4.10).

D’aprés le résultat de régularité elliptique (le théorème 1.10), on conclut que la
solution w1 ∈W2,q(Ω)∩C1,ν(Ω), avec f ∈ Lq(Ω) (pout tout q > N) et ν = 1− (N

q )
.

La propriété iii) est un cas particulier de iv), en effet T( f1) = 0 si f1 = 0.

On pose ui = −T(gi), avec i = 1, 2, d’aprés la démonstration de ii), on dé-
duit que ui sont des solutions de (4.6), prenons f = gi, pour i = 1, 2.

Maintenant, soit δ ∈H1
0(Ω) telle que δ ≥ 0.

L’inégalité (4.11) s’écrit sous la forme suivante (on prend w1 = u1, f = g1 et
v = u1 + δ), on a ∫

Ω
∇u1 · ∇(δ)dx ≥

∫
Ω
(−g1)δdx ≥

∫
Ω
(−g2)δdx.

Alors d’aprés le théorème 1.6, u1 est une sur-solution de l’opérateur −∆ + g2 et le
théorème 1.11 implique que u1 ≤ u2.

Ainsi T(g1) ≤ T(g2).

D’aprés la définition de l’opérateur T on déduit v).

Preuve du théorème 4.1
La démonstration du théorème 4.1 est basée sur les trois lemmes suivants
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Lemme 4.1 u est une solution unique de (4.1) si et seulement si u est un point fixe positive
de Ta dans A.

Démonstration. Pour l’implication directe, comme u ∈ A il suffit de vérifier l’inéga-
lité suivante ∫

Ω
∇u · ∇(v− u)dx ≥

∫
Ω

au(v− u)dx, ∀v ∈ A.

Rappelons que si u solution faible du problème (4.1), donc pour tout ϕ ∈ H1
0(Ω),

on a

−∆uϕ = aχ{u<1}uϕ.

On intègre sur Ω, on obtient

−
∫

Ω
∆uϕdx = a

∫
Ω

χ{u<1}uϕ.

Encore, par une intégration par parties, on a∫
Ω
∇u · ∇ϕdx = a

∫
Ω

χ{u<1}uϕ.

Si on prend ϕ = v− u, donc∫
Ω
∇u · ∇(v− u)dx = a

∫
Ω

u(v− u)dx + a
∫

Ω
(χ{u<1} − 1)u(v− u)dx,

= a
∫

Ω
u(v− u)dx + a

∫
{u=1}

(1− v)udx.

Par conséquent, ∫
Ω
∇u · ∇(v− u)dx ≥

∫
Ω

au(v− u)dx.

Ainsi, u présente un point fixe positive de Ta dans A.

Pour l’autre implication, on suppose que u est un point fixe pour Ta dans A.

Remarquons que 0 ≤ u ≤ 1 et que au ∈ L∞(Ω), appliquons le théorème 1.9
à ω = −u, nous avons

−∆ω = −au + µ, dans Ω,

avec µ est la mesure de Radon, telle que

sup(µ) ⊂ {ω = −1} = {u = 1}.
Ainsi

(4.12) − ∆u = au− µ, dans Ω,
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d’aprés la régularité de u, on a u ∈ Lq(Ω), pour tout q > 1.

Si ‖u‖L∞ < 1, alors µ est de support vide et le problème (4.12) devient

−∆u = au,

qui implique une contradiction.

Donc {u = 1} a une mesure positive et donc par l’application du théorème
6.19 de [13], on a

−∆u = 0 p.p dans Ω.

Par conséquent,
µ = au− ∆u = a p.p dans {u = 1}.

Si u < 1 et sachant que µ = 0, alors

µ = aχ{u<1},

et on a
−∆u = au− aχ{u<1}

= aχ{u<1}u, dansΩ.

D’où, u est une solution faible de (4.1).

Lemme 4.2 L’opérateur Ta a un point fixe minimale positive dans A.

Démonstration. Soit u solution de (4.1), telle que a > λ1.
Rappelons que d’aprés le lemme 1, l’opérateur Ta a un point fixe positive dans A.

On pose u un point fixe positive quelconque de l’opérateur Ta et d’aprés l’in-
égalité de Harnack, on a u > 0, telle que u ∈ C1(Ω) (d’aprés les théorèmes de
régularité elliptique).

Par hypothèse u = 0 sur ∂Ω, alors u < 1 proche de ∂Ω.

Donc, on peut appliquer le lemme de Hopf qui implique que ∂u
∂ν < 0 sur ∂Ω, où ν

définit la normale extérieure de ∂Ω.

Maintenant, soit ϕ est la fonction propre normalisée associée à λ1, et ε un nombre
positif assez petit.

Utilisant la méthode des sous et sur-solution (voir section 1.4 du chapitre pré-
liminaires), on déduit que u > εϕ, où εϕ est une sous-solution.
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Posons aussi u1 := ( a
λ1
)εϕ.

Alors, on a

−∆u1 = −∆
(
(

a
λ1

)εϕ

)
.

Sachant que, −∆εϕ = λ1εϕ, on déduit que

−∆u1 = aεϕ.

Par conséquent, d’aprés la propriété (iv) (voir propiété 4.1), on a

Ta(εϕ) = u1, et Ta(u) ≥ Ta(εϕ).

Aussi, par réccurence, on déduit que la suite {(Ta)n(εϕ)}n∈N est une suite crois-
sante, de plus elle est majorée alors la suite {(Ta)n(εϕ)}n∈N est convergente.
Ainsi, on a

lim
n→∞

(Ta)
n(εϕ) = ωε,

Cette limite ωε présente un point fixe pour Ta, telle que

εϕ ≤ ωε ≤ u.

Sachant que u > 0, alors ωε > 0.
Si on prend u = 1, et d’aprés la propriété (iv) voir (propriété 4.1), on a

Ta(1) ≤ 1, et(Ta)
n(εϕ) ≤ 1, pour tout n ≥ 1,

qui implique que ωε est un point fixe pour l’opérateur Ta.

Par suite, montrons que ωε ne depend pas de ε, pour cela soit 0 < ε1 < ε2 < ε0.

On a, (Ta)n(ε1ϕ) ≤ (Ta)n(ε2ϕ) (d’aprés la propriété (iv)).

Comme les deux suites {(Ta)n(ε1ϕ)} et {(Ta)n(ε2ϕ)} sont croissantes majorées
donc sont convergentes vers ωε1 et ωε2 (respectivement), avec ωε1 ≤ ωε2 .

D’autre part, ε0 est assez petit, avec un petit raisonnement par récurrence pour
n∗ > 0, on déduit que

(
a

λ1
)1εϕ < (

a
λ1

)2εϕ < · · · < (
a

λ1
)n∗εϕ < 1.

Donc, on a
ε0 ≤ ε1(

a
λ1

)n∗ .

Sachant que Ta(ε1ϕ) = ( a
λ1
)ε1ϕ, alors on obtient

(Ta)
n(ε1ϕ) = (

a
λ1

)n∗ε1ϕ,
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impliquant que,
(Ta)

n(ε1ϕ) ≥ ε0ϕ > ε2ϕ.

Pour tout n ≥ 1, on peut déduire que

(Ta)
n+n∗(ε1ϕ) ≥ (Ta)

n(ε2ϕ).

Tout ça nous permet de conclure que ωε1 ≥ ωε2 .
Ainsi ωε1 = ωε2 et ω ne depend pas de ε.

On pose ωε = ω∗, donc ω∗ est un point fixe minimal de Ta dans A.

On a montré l’existence de la solution u du problème (3.12), maintenant on
donne le résultat d’unicité.

Lemme 4.3 Le problème (4.1) a une solution unique.

Démonstration. D’aprés les lemmes 4.1 et 4.2, l’opérateur Ta a un point fixe dans A.

Soit ω1 et ω2 sont des points fixe de l’opérateur Ta, telle que ω1 6= ω2.
On pose Fi = {ωi < 1}, ∀i = 1, 2, avec F1 ⊆ F2.
Alors, on a les problèmes suivants

(4.13)
{
−∆ω1 = aχF1ω1 dans Ω
ω1 = 0 sur ∂Ω

et

(4.14)
{
−∆ω2 = aχF2ω2 dans Ω
ω2 = 0 sur ∂Ω

D’autre part, on multiplie (4.13) par ω2 et on fait une intégration par parties, on
obtient

a
∫

F
χF1ω1ω2dx =

∫
F
∇ω1 · ∇ω2dx,

= a
∫

Ω
χΩω1ω2dx,

alors, on a ∫
Ω
(χF2 − χF1)ω1ω2dx = 0.

Comme χF2 − χF1 est négative et ω1, ω2 sont positives telle que ils sont dans
W2,q(Ω), pour tout q > 1, on conclut que χF2 = χF1 , presque parout dans Ω.
Sachant que F1\F2 est négligable, on a le problème suivant

(4.15)
{
−∆ω1 = aω1 dans F1
∆ω1 = 0 sur Ω\F1,
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et,

(4.16)
{
−∆ω2 = aω2 dans F2
∆ω1 = 0 sur Ω\F2.

Maintenant, on pose ω = ω2 −ω1, le problème devient comme suit,

(4.17)


−∆ω = aω dans F1

∆ω = 0 sur Ω\F1.

Remarquons que dans Ω\F1, on a

ω1 = ω2 = 1,

implique que,
ω = 0, dans Ω\F1

alors, on déduit le problème suivant

(4.18)
{
−∆ω = aω dans Ω
ω = 0 sur ∂Ω,

qui admet ω comme une solution positive et unique.

Donc, a = λ1 (car le problème (4.18) n’est autre qu’un problème à valeurs propre)
et ceci est une contradiction.

Ainsi, ω est un point fixe unique.

Ainsi les trois lemmes précédents impliquent que le problème (4.1) admet une
solution unique, si a ≥ λ1.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudier le problème elliptique suivant

(P)
{
−∆u = au− b(x)uP dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,

L’objectif est de comprendre le comportement asymptotique des solutions positives
par rapport à l’exposant p.

Le cas le plus intéressant est lorsque p → ∞ où on obtient que la solution du
probléme (P) converge vers la solution du problème suivant

(Q)


−∆v = aχ{v<1}v dans Ω

v = 0 sur ∂Ω.

Ce problème dit problème à frontière libre.

C’est trés intéressant d’étudier la généralisation du problème, c’est à dire


−∆v = aχ{v<1} f (v) dans Ω

v = 0 sur ∂Ω,

où f est une non linéarité donnée.
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Résumé

Ce mémoire de master s’intéresse à l’existence, l’unicité et le comportement
asymptotique des solutions positives du problème logistique. On utilise la mé-
thode des sous et sur solutions et la technique des inégalités variationnelles. Le
comportement asymptotique des solutions fait apparaitre un problème à frontière
libre qu’il faut l’étudier.

Mots clés : Problème logistique, solution positive, sous solution, comportement
asymptotique.

Abstract

This master’s thesis focuses on the existence, uniqueness and asymptotic beha-
vior of positive solutions to the logistic problem. We use the method of lower and
upper solutions and the variational inequalities technics. The asymptotic behaviour
of the solutions reveals a free-frontier problem that needs to be studied.

Keywords : Logistical problem, positive solution, lower solution, asymptotic
behavior.
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