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Chapitre 1

Introduction

Le but de notre travail est d’étudier une classe particuliére d’équations aux
dérivées partielles non locales avec conditions aux bords de type Dirichlet.
Dans notre travail, le terme non local apparait essentiellement dans I'opérateur
principal "la diffusion" ot il va étre représenté par le Laplacien fractionnaire.

Notons que I'étude des équations aux dérivées partielles impliquant le Lapla-
cien fractionnaire a connu un avancement rapide et de plus en plus intéressant au
cours de ces derniéres années. Cela est dit non seulement a un intérét mathéma-
tique ou théorique de cette classe d’équations, mais aussi au fait que le Laplacien
fractionnaire trouve son origine dans plusieurs modéles de la physique, la chimie,
biologie et bien d’autres disciplines ol le modéle utilisé implique des effets non
locaux. Voir par exemple [21] pour I'application en élasticité, [16] pour I’étude
des flux quasi-géostrophiques, des applications en Mécanique quantique dans [27]
et enfin [8, 19] pour les mathématiques financiéres.

Dans un cadre général, on se contentera de dire que I’équation est non lo-
cale lorsque cette équation fait intervenir la valeur de la fonction inconnue a des
points différents de I'espace, au méme instant. Un exemple simple est donné par
I’équation non-locale suivante :

u(z) +u(—x) = f(z),

qui fait intervenir la valeur de u en x et aussi au point —z. Plus généralement,
on peut envisager une moyenne des valeurs de u dans un voisinage plus grand de
x (considéré comme le point de référence).

Dans ce cas on arrive a une équation plus générale de la forme suivante :

(J % u)(z) = /R J(x — y)uly)dy = f(x)

ou J est un noyau positif vérifiant des conditions adéquates selon le modéle étu-
dié.
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Dans notre travail on s’intéresse particuliérement au Laplacien fractionnaire
défini principalement par

(—A)°u(z) .= Cys P.V. / Mdy, s € (0,1),

RN |$ - y|N+2S

avec

est une constante de normalisation.

Notons que l'intérét du Laplacien fractionnaire est motivé, Outre sa perti-
nence mathématique, par le fait qu’il a été récemment utilisé dans un certain
nombre d’équations modélisant certains phénomenes concrets.

La définition du Laplacien Fractionnaire trouve son origine dans 1’analyse de
Fourier. Sachant que si u € S(IR"), la classe de Schwartz, alors

—Au = F(|gPF (), € € RV,

ot F désigne la transformée de Fourier et F~! son inverse. Donc pour s € (0,1)
on aura

(=A)'u = F Y|P F(u)), £ € RY, s € (0,1).

Comme déja observé par Riesz dans son article remarquable [31], la définition du
Laplacien fractionnaire ne peut pas étre donnée par une convolution mais plutot
par une valeur principale et qui donne ’expression citée auparavant.

Dans ce mémoire on s’intéresse a analyser profondément les définitions du
Laplacien fractionnaire (deux définitions seront données ultérieurement), les es-
paces fractionnaires ot cet opérateur est bien défini au sens de dualité et enfin
étudier des probléemes elliptiques non linéaires avec diffusion fractionnaire. On
va aborder la question de la régularité de la solution dans différents contextes.
Enfin, nous utiliserons ces résultats de régularité pour traiter un probléme non
linéaire avec une structure non variationnelle.

Le mémoire est composé de 5 chapitres. Dans le premier chapitre on pré-
sente le cadre fonctionnel nécessaire pour aborder notre probléme. Les espaces
de Sobolev fractionnaires et leurs propriétés sont présentées dans le deuxiéme
Chapitre.

Le cas linéaire sera analysé en détail dans le troisiéme chapitre. A la fin de
celui-ci on abordera un probléme non linéaire avec structure variationnelle en
utilisant le Théoréme du col. On arrive a prouver l’existence d’une solution.

Le chapitre quatre est dédié a présenter des résultats de régularité pour le
Laplacien fractionnaire. Ces résultats sont récents et leurs démonstrations sont
basées sur les propriétés des intégrales singuliéres.

Enfin, a la ’aide du Théoréme du point fixe de Schauder et en se basant sur
les résultats de régularité obtenus ultérieurement, on arrive a prouver dans le
dernier chapitre, ’existence d’une solution pour un probléme non variationnel.



Chapitre 2

Outils d’analyse fonctionnelle

Dans ce premier chapitre on va présenter les outils nécessaires d’analyse fonc-
tionnelle que ’on va utiliser durant ce travail. La référence principale sera le livre
de H. Brezis [14].

2.1 Espaces de Lebesgue L”

Définition 2.1. (Espaces de Lebesque LP)
Soit Q C RN et p € [1,00]. Les espaces de Lebesque LP(Q) sont définis par

LPY) ={f: Q= IR ;[ est mesurable et||f||r) < oo},
ot
» /p
ey = ([ 15" sip <o
Pour p =00, on a

L®Q)={f:Q— IR ;fest mesurable et 3¢ > 0 tel que |f(z)| <c ,p.p dans Q}.

Les espaces LP(2) sont des espaces de Banach munis de la norme :

51l = ([ 1) " sip < oc

et
| fllzoe) = inf{c > 0,|f(z)] <c ,p.p dans Q}.

Notons que 'espace LP(2) est :

e Un espace séparable pour tout 1 < p < +o00.

e Un espace de réflexif pour tout 1 < p < 4o00.

e Sil<p< oo, alors le dual de L? est L ou p/ = p%l.
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2.1.1 Convergence dans les espaces de Lebesgue

On commence par le Théoréme de la convergence monotone trés utilisé dans
les applications.

Théoréme 2.1. (Convergence monotone de Beppo Levi)
Soit (fn)n une suite croissante de fonctions positives € L'(Q) tel que sup [, fn <

0o. Alors (fn)n converge p.p sur Q wvers une fonction [ qui est finie de plus
ferLly(Q) et
fn = fllr@) — 0.

Dans le cas ot la suite n’est pas monotone, on a le résultat suivant :

Lemme 2.1. (Lemme de Fatou)
Soit (fn)n une suite de fonctions positives telle que f, € L'(Q) et || full11) < C.
On suppose que f, — f p.p dans Q. Alors f € L*(Q) et

f< liminf/fn.

Comme application, on obtient le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue.

Théoréme 2.2. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (f)n une suite des fonctions de L'(Q). On suppose que :
o fulw) — f(z) p.p sur Q.
e [l existe une fonction positive g € L*(Q) telle que pour chaque n, | f,,(z)| <
g(x) p.p sur .
Alors,
fe L' () et ||fa— fllz — 0.

Enfin on a le Théoréme de convergence de Vitali. Commencons par quelques
définitions.

Définition 2.2. (Equi-Intégrabilité dans L? ) Soit X un ensemble mesurable
de RY et 1 < p < 0o. On dit que la suite {f,}nerv C LP(X) est equi-intégrable
ssi : pour chaque € > 0, il existe 0 > 0 tel que pour tout E C X avec |E| < 6,
on a

Q/MMWMSemman
E

On a le Théoréme suivant qui compléte en quelque sens le Théoréme de la
convergence dominée de Lebesgue.

Théoréme 2.3. (Théoréme de Vitali) Soit X un ensemble de mesure de
Lebesgue finie dans IRY . Soit { f, }new une suite de fonctions de L'(X) qui vérifie
les deux conditions suivantes :

1. {fn}nen converge presque-partout vers f dans X.
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2. {fntnen est equi-intégrable.
Alors, {fn}n converge fortement vers f dans L'(X).

Comme application directe du théoréme précédent, on obtient le résultat
suivant

Propriété 2.1. Soit {f,}, C LP(E,T,u) une suite bornée o 1 < p < oo,
uw(E) < oo et Q € E. On suppose que f, — f p.p. dans Q. Alors f, — f
fortement dans L(E,T, 1) pour tout ¢ < p.

Notons que si f € LP(Q) et g € L” (2), on a I'inégalité de Holder suivante :

17l < 1Al gl

2.2 Quelques espaces remarquables

Définition 2.3. Soit f : Q) — IR une fonction mesurable. On définit sa fonction
de distribution par A¢ : [0, oo[— [0, 0] :
Ap(@) = p{a - |f(z)] > af.

Définition 2.4. (Les espaces de Marcinkiewicz(LP faibles)) :

Pour 0 < p < oo, lespace des fonctions LP faible sur Q2 noté par LP(Q) =
LP (), 1) est l’ensemble des fonctions mesurables p p.p telles que pour une constante
C>0,o0na

C
Ar(a) < o Va > 0.
L’espace faible L3 (Q2) = L>®(Q2) par définition coincide avec L>°(2).
On note ;
[ fllee @ = inf{C >0: A\s(a) < J}'

Notons que || f||.z ) n'est pas une norme, c’est une quasi-norme, elle ne vérifie
pas I'inégalité triangulaire mais elle vérifie :

I1f+9llee) < AUz @ + 1lgllez @)
Pour A > 0.

Définition 2.5. (Espace de Schwartz) Lespace de Schwartz S(IRYN) est Iespace
des fonctions o indéfiniment différentiables sur IR™ wérifiant :

sup |2%||DPp(z)|* < 00 Va,B € NV k€N,

xRN
Oaxa:xal"'ﬂjalv etDﬁzﬂ...aﬁ_N
1 N azfl Bx]BVN ’
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Définition 2.6. (Espace des distributions tempérées )
L’espace des distributions tempérées est le dual topologique de S(BN) et il est

noté S'(IRY).

2.3 Rappel sur le calcul variationnel.

Définition 2.7. (La différentiabilité au sens de Fréchet)

Soient E, F' deux espaces vectoriels normées et f une application de E dans F'.
On dit que f est différentiable en a € E (au sens de Fréchet) s’il existe une
application linéaire continue L : £ — F' telle que :

1o Flat ) = fla) = L(h)
e [

=0 VYhekF

L est appelée la différentielle de f en a et se note L = df(a).

Définition 2.8. ( La différentiabilité au sens de Gateauz)

Soient E, F deux espaces vectoriels normés et f une application d’un ouvert U
de E & valeurs dans F. On dit que f est différentiable au sens de Gateauzr au
point a de U s’il existe une application linéaire continue L : E — F telle que, ¥

vde F :
lim f(a + t?)) B f(a> _ L(’U)

t—0+ t

L est appelée la différentielle de f (au sens de Gateaux ) en a.

Comme on va chercher des solutions de notre probléme sous la forme des
points critique d’'une certaine fonctionnelle d’Energie, on aura besoin du Théo-
réeme de Lax-Milgram.

Théoréme 2.4. (Laz-Milgram)
Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H'
il existe un unique u € H tel que

a(u,v) =<p,v> YveH

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété suivante :

1 1
ue H et §a(u,u)— < Qp,u>= {)Iéllgl éa(v,v)— < @, v >

Pour chercher les points critique d’une fonctionnelle différentiable on utilise
souvent le théoréme du col.
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Théoréme 2.5. (Théoréme du Col)
Soient X un espace de Banach et J € C1(X,R) une fonctionnelle différentiable
vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose que J(0) = 0 et que :

— il existe R > 0 et a > 0 tel que si ||u|] = R alors J(u) > a.

— il existe ug € X et a > 0 tel que ||ug|| > R et J(ug) < a.

alors J posséde une valeur critique c telle que ¢ > a, Plus précisément, si on
pose :

B:= {90([0’ 1]); NS C([Ov 1]7X)7 90(0) =0, 90(1) = uO}
et :

;= inf J(p(t
¢:= Inf max ((t)),

alors ¢ est une valeur critique de J, et ¢ > a
Pour la condition de Palais-Smale, on a la définition suivante.

Définition 2.9. (Condition de Palais-Smale)
Soient X un espace de Banach et J : X — R une fonction de classe C* si c € R.

On dit que J vérifie la condition de palais-smale (au niveau c), si toute suite
(up)n de X telle que :

J(u,) — ¢ dans R et J(u,) — 0 dans X'

on peut extraire une sous suite {un}, convergente

Enfin on a le Théoréeme de point fixe de Schauder qui sera 1’outil principal
dans ce mémoire.

Théoréme 2.6. (Théoréme de Point fize de Schauder)

Soit X un espace normé et E un sous ensemble de X conveze fermé non vide.
Soit T : E — X wune application continue de E dans X telle que T(E) C E soit
relativement compact. Alors T admet un point fixe dans X .
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Chapitre 3

Espaces de Sobolev fractionnaires

Nous introduisons dans ce chapitre le cadre fonctionnel naturel (les espaces
fractionnaires) o I'on va placer notre probléme. Nous donnons aussi quelques
propriétés fondamentales de ces espaces fonctionnels. Dans I’ensemble de ce cha-
pitre et le reste de ce mémoire et pour simplifier la présentation de nos résultats,
nous utiliserons la notation

DQ = (]RN X BN) \ <CQ X CQ)

Une premiére approche pour définir les espaces de Sobolev fractionnaires est
d’utiliser la transformée de Fourier dans 1’espace S(IRY).

Définition 3.1. ( Transformée de Fourier)
On définit la transformée de Fourier sur S(IRY) par :

1 —i€x
F@)© = — [ e pladn
(2m)=z JRY
La transformée de Fourier inverse est définie par :
—1 1 i§ x
Fo)&) = —= | e Tolr)de.
(2m)2z JRY

La transformée de Fourier est un opérateur linéaire ayant les propriétés sui-
vantes :
e Si p € S(RY), alors F(y) € S(IRY) .
o F(52)(€) = i&F(9)(6).
e Sif,geS(R): F(f*g)=F(f) F(g).

Par conséquent, on déduit que
F(—Au) = [(PF (u).

13
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Donc pour 0 < s < 1, on définit le Laplacien fractionnaire (—A)® comme

un opérateur donné par le multiplicateur de Fourier |£|?*. Autrement dit, pour
u € S(RY)
F((=A)u)(§) = [g[* F(u) (&)

En utilisant la transformée de Fourier inverse d'une distribution tempérée ho-
mogéne, on peut trouver l'expression du laplacien fractionnaire en tant qu’opé-
rateur intégral. Plus précisément, si u € S(RY),

(—A)Yu(z) == ay, P.V. / w@ —uly) o ce01), (3)

v Jo— Y[+
ou

1— - v D(At2s
an,s = (/RN %ﬁgfl)dg) = 22817r2ﬁ. (3.2)

Pour u € S(IR), d'une maniére équivalente on peut définir le Laplacien frac-
tionnaire par la formule

1 u(z +y) + u(x —y) — 2u(x) N
—Asu:——/ dy, VrxelR".
CA=5 o Tyl

Notons également qu’il existe une autre approche basée sur la théorie des semi-
groupes. voir 24| pour plus de détails.
Dans le cas général, on a la définition suivante.

Définition 3.2. Soit Q@ C IRY un domaine borné et s € (0,1). Pour tout p €
[1,00), nous définissons l’espace de Sobolev fractionnaire W*P(Q2) par

u(y)[”
WP(Q) := Su € LP(Q // ———"dxdy < 00 ;.
) { QxQ \:c— ‘N+8p

W#P(Q) est un espace de Banach muni par la norme

u(w)P
fullweniy = (Nl + [ D=0 gy

Nous renvoyons le lecteur a [20] pour plus de détails et de propriétés des
espaces fractionnaires de Sobolev.

SIS

Définition 3.3. Si p = 2, alors W*%(Q), noté aussi H*(S2), est un espace de
Hilbert, son produit scalaire est donné par :

Yu,v € H*(IRY)

_ u(y)).(v(z) — v(y))
< UV > e (pNy= /JRN d:v—i—/]RN /BN |:17—y|N+25 dzdy.
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De plus siu € H*(IRY), on a

2s an,s |
[ eera@ra =2 [ [ BO= iy e

pour p € [1,00), nous définissons lespace WP () comme
WeP(Q) == {ue W*?(R") :u=0in RV \ Q}.

C’est un espace de Banach doté de la norme

|p 1/p
el = (// LG RalIE)] S R
Wo Dq |x_y|N+Sp

DQ = (]RN X ]RN) \ (CQ X CQ) = (Q X RN) U (CQ X Q)

ol

Pour le cas s = 1, on a la propriété suivante :

Proposition 3.1.
Soit p € [1,+00) et s € (0,1) . on considére Q un ouvert de IR de classe C!
avec des frontiéres régulieres. Alors :

[ullwer@) < Cllullwir)

ou C' est une constante positive qui dépend de N, s,p. En particulier, on déduit
que WP(Q) C W*P(Q).

Afin de prouver les résultats de régularité de type Calderén-Zygmund pour
I’équation fractionnaire de Poisson, nous utiliserons alors la relation entre I'es-
pace de Sobolev fractionnaire W*P(IR") et I'espace potentiel de Bessel défini
ci-dessous.

3.1 Espace Potentiel de Bessel et le gradient frac-
tionnaire.

Définition 3.4. Soit s € (0,1). Pour tout p € [1,00), l’espace potentiel de Bessel
L*P(IRN) est défini par

L*?(RN) := {u € L*(IRN) tel que u= (I — A)"2 f avec f € LP(IRV)}.

C’est un espace de Banach muni par la norme

ulll oo mry = Null Locrmy + 1 Nl ogmyy-
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Pour ¢ € C°(IR"), en nous basant sur [32, 30], on peut définie le gradient
fractionnaire d’ordre s comme vecteur champ V* : IR — R donné par

. —y d
Vép(x) == $(z) ¢£y) i Y ~ VTE RY. (3.4)
ry e —yP o=yl -yl
Puis
a) Ayant a lesprit le gradient fractionnaire d’ordre s introduit dans (3.4),
rappelons que dans [36, Théoréme 2| et [32, Théoréme 1.7], il est prouvé
que

L7(RY) = {ue L/(IRY) tel que |V°u| € LP(RY)}
= {ue I7(RY) tel que |(—A)3u| € L*(RY)} .

aux normes équivalentes

el

b) Remarquons aussi que dans le cas ol s est un entier et 1 < p < oo, par
|6, Théoréme 7.63, (f)] on sait que L>P(IRY) = W*P(IRY). Différemment,
dans le cas s € (0,1), les deux espaces précédents ne coincident pas. Ce-
pendant, pour tout 0 < € < s et tout 1 < p < oo, par [6, Théoréme 7.63,
(2)], il s’ensuit que L*+P(IRY) ¢ W*P(IRN) c L*~P(IR") avec inclusions
continues.

C) De [35] et [6], nous savons que L*P(IRY) C W*P(IRN) si p > 2 et
WeP(IRN) c L*?(IRY) si p < 2.

Un autre "gradient non local" peut également étre défini par
1
ans [ Ju(z) —u@)P , \?
D, = : d . 3.5
) = (%2 [ R (35)

lim (1 — s)D?(u(x)) = |[Vu(r)|?, ¥ u dans C5°(R™). (3.6)

s—1—

pew(rNy = [l omyy IV ull ogryy = ull pormy + ”(_A)%UHLP(RN)-

alors

2N
N+2s>

L*?(IRY) peut aussi étre défini comme I'ensemble des fonctions u € LP(IR™) telles
que D, (u) € LP(IRY). L'espace L>?(Q) peut étre muni des normes équivalentes

Comme il a été prouvé dans [36], si p > alors ’espace potentiel de Bessel

|||UH|LSJJ(1RN) = HUHLP(IRN) + HDS(U)HLP(BN)'

L’inégalité de Sobolev suivante dans L*P(IR") est prouvée dans [6].

Théoréme 3.1. Supposons que u € L*P(IRYN) et sp < N, alors

Sl||“||Lp’§(RN) < ||VSU||LP(JRN)>

S2HUHLP§(JRN) < H(_A)%UHLP(JRN)a
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Dans un cadre plus général, on a I'inégalité suivante.

Proposition 3.2. ( Inégalité de\Gagliardo-Nz’renberg fractionnaire.)
Soit u € LP(IRY) telle que (—A)2u € L'(IRY) avecr > 1 et p > 1.
Alors 3C' >0 : C = C(N, s,r,p) telle que

el gy < Ol =AY 3l gy lal e

ot q,0 € R satisfarsant : 0 <6 <1, 1< qg< o0 et

1 1-0
=0~ — 2)+——.

Si Q ¢ RY, on définit 'espace L*(Q) comme Iensemble des fonctions u €
L*P(IRN) avec u = 0 dans IR™\ (.

D’aprés le lemme 1 dans [36], si p >
pour tout u € Ly?(Q)

2N
N+2s

et ) est un domaine borné, alors

Cilllull

Lop(RN) S HDs(U)HLP(RN) < Colful Lsp(RNY»

ou (', Cy sont des constantes positives dépendant uniquement de €2, N, s et p.
En conséquence on obtient que

1. Si Q est un domaine borné, alors on peut munir Lg”(€2) des normes équi-
valentes ||Voul| o pry o [[(=A)2ull o gy

. . 4 2N
2. Si € est un domaine borné et p > N2s)

de la norme équivalente ||Dg(w) || zogv)-

alors on peut équiper Ly”(§2) aussi

3.2 Injections compactes et résultats d’interpola-
tions.

Pour les injections compactes entre W*P(Q) et LI(2), on a le résultat de
Rellich-Kondrachov suivant :

Théoréme 3.2. (Les inclusions compactes fractionnaire de Rellich-Kondrachov)
Soit s € (0,1) et Q un domaine Lipschitzien borné de IRY . Alors :

Si N > sp, alors Uinjection W*P(Q) < LI(IRYN) est compact pour tout q €
1, p].

Si N = sp, alors Uinjection W*P(Q) << LI(IRN) est compact pour tout q €
[1, +o0l.

Si N < sp, alors Uinjection W*P(Q) << C%*(Q) est compact avec o := =N

p
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Introduisons les nombres réels 0 < 51 <1 < sy <let1l < pp,po,p < o0et
supposons que

1 6 1-6

n=~0s1+(1—0)sy et =—+ avec 0<6 <1 (3.7)
P D P2
De plus, introduisons la condition
1
Sg=py=1 et — <sq. (3.8)
yai

Lemme 3.1. [15, Théoréeme 1| Supposons que (3.7) soit valide et que (3.8)
n'est pas vérifiée. Alors, pour chaque 6 € (0,1), il existe une constante C' =
C(s1, 82,p1,p2,0) > 0 tel que

lwllwnemy < Clwliys o vy 105 Y 0 vy ¥ w € WP IRV)AW 272 (RY) .

L’inégalités de Hardy fractionnaire sera utilisée pour prouver 'optimalité des
résultats d’existence et de régularité.

Théoréme 3.3. Soit Q@ C RY un domaine réqulier borné et supposons que
sp < N. Alors il existe une constante positive C' = C(s,p, N, Q) telle que pour

tout ¢ € C3°(2)
|p dxd
5ps //DQ |ZL‘— |N+ps ray. (39)

S10 € Q, on a linégalité de Hardy pour le potentiel singulier en zéro

|p
A/IRN ]xlps //DQ |x— |N+ps dzxdy. (3.10)

ou A = A(s,p, N) est une constante universelle donnée par

|p
//DQ ‘x_ |N+ps dxdy

PP

| [Pe

e C()\ {0} 3, (3.11)

Q

De plus le poids |z|7P° est optimal au sens que, pour tout € > 0, on a

|p
//DQ ‘x_ ‘N+ps dzdy

EGI

|x|ps+e

e CRQ)\ {0} =o.

Q
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Démonstration. Notons que, pour ¢ € C*(IRY), en définissant ¢, (z) = ¢(rx), il
en découle alors

Vo ()| = |V (re)].

// 9:(x) = 0 W) )0 // o) = oW )4
D, \;1:— ‘Ners D, \;1:— ‘N+ps

L |¢|Qf|pz|pdf” L, \a(sv}slpdx

En utilisant un argument de dilatation, nous pouvons prouver que Aq défini dans
(3.11) ne dépend pas de Q et alors A(Q) = A(RY) = A.

Pour prouver la seconde partie de la proposition, on considére que € > 0 est
fixé et on suppose par absurde que pour Q C IRY, on a

|p
//DQ |x— |N+ps dzdy

O

|x‘ps+6

Ainsi

LoeCN\{0} Y 0. (3.12)

Notons que pour tout B,.(0) C
0 < A(Q2) < A(B(0)). (3.13)

De plus, remarquons que pour ¢ € C3°(B,(0)) nous avons que

/ @) o 1 0 (3.14)

y Lt e Jp ) ol

D’ou
0 < Ac(Q) < A(B,(0)) < r°A(B(0)) = r L(B.(0)).

Pour » — 0, on obtient une contradiction et le résultat s’ensuit. O
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Chapitre 4

Probléme fractionnaire : existence
et cadre variationnel

Le but de ce chapitre est d’étudier les probléme elliptiques avec diffusion
fractionnaire de la forme
{ (=A)u = f(z,u) dans Q

u = 0 dans (IRY \ Q) (4.1)

ou {2 est un domaine borné de IR", s € (0,1) et f une fonction donnée vérifiant
des hypothéses a préciser ultérieurement.

Il est & noter que sous des conditions adéquates, on peut chercher les solutions
du probléme (4.1) comme des points critiques de la fonctionnelle d’énergie J
définit par

1 ) = w0 o [ e e e
J(U)_2/1RN/1RN T — g dxdy /]RNF( cu)dr, w € W™ (Q)

ou F(z,t) = fot f(z,o)do.

4.1 Le cadre linéaire.

Pour le cas ou f dépend seulement de x, on peut appliquer le Théoréme de
Lax-Milgram. Plus précisément on a le résultat suivant.

Théoréme 4.1. Soit Q est un domaine borné de IRY et s € (0,1). On suppose
que f est une fonction mesurable tel que f € L°(Q) ,ou o > szr\;s. Alors le
probléme

{(_A)Su = f(x) dans 2 (4.2)

u = 0 dans (IRY \ Q)

admet une solution unique v € H3(Q), de plus u réalise le minimum global de la
fonctionnelle J donnée par

_ O () @) [
s =52 [ SR sy = [ @i 1)

21
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Démonstration. Soit la forme bilinéaire a définit sur H(Q2) x H(€2) par

o [ [ L=t

Il est clair que si u,v € H3*(2), alors

C _
C s
3l ol

|a(u, v)|

IAIA

HS)

Donc a est continue.

Comme c (ul) — uly))?
_ YN,s ulr) —uly _ 2
afu,u) = =5~ // gz vty = Il

S
H§»

alors a est coercive
Soit maintenant L(v fQ x)dz. On voit aisément que L est linéaire. Par
I'inégalité de Holder on dedult que siv e HE(S), alors

o< [ 1f@o@lds < ol ol il

Comme (2%)" = N+2s et {2 est borné, on déduit que |[f|[ ey ) < oo. Donc par

I'inégalité de Sobolev fractionnaire on obtient que

L) < CllA Lo @l lv]

Comme conclusion on affirme que L est une forme linéaire continue sur Hg((2).

D’aprés le Théoréme de Lax-Milgram on obtient l'existence d'un élément
unique u € H{(2) tel que u est la solution faible unique de probléme (4.2). De
plus u est le minimum global de 1’énergie J définie par

—lauu _ O u(y))” x)u(z)dx
) = qate) - 260 = 5= [ EE= gy - [ peuta)a

H5 ()

4.2 Probléme avec potentiel non-linéaire

On considére maintenant le cas ou f(z,0) = |o[P~lo + Ah ,avec p < 2% — 1,
A >0 et h = 0. Plus précisément on considére le probléme général

u = 0 dans (RN \ Q) (43)

{ (=AYu = |[ufftu+ \h sur 2
ot 2 est un domaine borné de R", s € (0,1),1 < p < 2* — 1, h € L™(Q) pour

m > N2erv25. Notre but est d’utiliser les arguments variationnels pour prouver

I’existence d’une solution au moins pour A petit. Comme 1 < p < 2% — 1, le
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probléme admet une structure variationnelle, les solutions de (4.3) sont obtenues
comme des points critiques de la fonctionnelle d’énergie J définie par

CNS/ / ))2 dxdy— 1 / ‘u]erl(:z;)d:l:—)\/h(x),u(x)dx
RN JRY \fv—y\N“s p+1 Jpy A :

ouu € Wy (). Le résultat d’existence pour ce cas est donné par le théoréme
suivant.

Théoréme 4.2. Soit s € (0,1) et Q C RN un domaine borné. Supposons que

* 2N * *
0 <p<27—1cetquem > 575, . Alors il existe \* > 0 telle que si A < \*,

alors le probleme (4.3) admet une solution u € Wi*(). De plus u est un point
critique de Jy.

2;2i1 = N+2s et p+1 <2
tionnelle d’énergie J, est bien définie. Il est clair que les solutions faibles de (4.3)
sont les points critiques de J).

Le cas 0 < p < 1 s’obtient par minimisation globale. Donc on considére le cas
1 < p < 2% —1 qui est plus pertinent.

Notre but est d’appliquer le théoréme du col (Mountain pass) pour la fonction-
nelle Jy. On commence par démontrer que .Jy vérifie les conditions géométriques
pour A petit.

Notons que J(0) = 0. Pour ||u||W05,2(Q) = r, on a par l'inégalité de Sobolev

/IRN |t (2)d < C'(/BN lu

D’autre part, par dualité, on déduit que

< S, < .
[ hie)utadel < o ey S AL

Donc pour Hung,z(Q) = r, il résulte que

alors la fonc-

Démonstration. Comme m > (2F) =

ER

=1
Zdr) < CoPth

Ja(u) > Cir* — CyrP™ — X.Csr pour r > 0.

On pose A(r,\) = Cir? — Cor?™ — C3Ar. Pour A = 0 on a A(r,0) = Cyr? —
Co.rP™ . Donc 1l existe 0 < ry < T = (gl)p T, tel que A(rg) > a > 0. Donc par
continuité, on déduit I'existence de A* > 0 tel que si A < A%, alors A(rg, A) > §.

Donc on a prouver qu’il existe ryp > 0 et A < \*, telles que si ||u||Wos,2(Q) =70,
alors Jy(u) > §.

Soit maintenant w = t.v € W;*(Q) ou ||v|| = 1, alors ||w]|| = t||v]| =t — oo
quand t — oo. Donc pour ¢t >> 0 trés grand, ||w|| >> r. De plus on a

tEEloo J\(tv) = —o0.

Donc pour ¢ trés grand on a ||w|| >> r et Jy(w) << 0. Donc J vérifie les
conditions géométriques du théoreme de col.
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Il reste & prouver que J, vérifie la condition de Palais-Smale.
Soit {ty,}, une suite de Wg?(Q) telle que :

Jr(u,) — ¢ dans R et J' (u,) — 0 dans H*(Q).

avec H~*(Q) = (H3(Q))'.
On commence d’abord par montrer que {u,}, est bornée. On a

< Sy (up), up >= C’.||un||3[,3,2 —/ |, [P () d — /\/ h(z).up(x)dx.
0 Q Q

Par soustraction, il résulte que

1 ¢ C 1
In(p)——— < Jy\(up), ty >= (= ——— n25,2—)\1——/ h(z).u,(x)dz.
)= < ) >= (G allype MO [ B ()

Notons que pour n grand,

1 ~
IJk(un)\+—51;—iHJK(un)H-HunH < C+elfun|lyys 2,

avec € petit. Donc

Clp—1)

2 (p+ 1) HU"HI%VOSQ - C||un||124/052 <C+ €||unHW§2

Donc o
[unl 5.2 < C + Cllun Iy

Par conséquent on déduit que {u,}, est une suite bornée de W;*(Q) qui est un
espace réflexif.

Donc il existe une sous suite notée {u, }, telle que u,, — u faiblement dans W 2,
Par le théoréme de Rellich-Kondrachov fractionnaire, & une sous suite on déduit
que u, — u fortement dans L?(Q2) pour tout ¢ € [1,2%). En particulier pour
qg = p-+ 1. Donc

/ |y, — ulPdz — 0 sin — oco.
Q

Notons que (—A)*u, ——% (—=A)*u  au sens de dualité. Alors pour v € W*(),
on obtient que

< S\(up),v >= /(—A)sun.v— / \un\pl.un.v—)\/ h.,.v
0 0 Q

=, /(—A)Su.v—/ |u|p1.u.v—)\/ hauv = 0.
Q Q Q

Donc J;(u) = 0. D’autre part on a
< Jy(un) — Jy(u), up —u >

:/Q(—A)S(un—u).(un—u)—/Q(|un|pl.un— |u\p1.u).(un—u)—)\/h.(un—u)2

Q
= [Jun — w22 + (1)
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Comme < Ji(uy,) — J3(u), u, —u >= o(1), il résulte que ||u, — uHIZ/VS,Q(Q) =o(1).
0
D’ou la condition de Palais-Smale est vérifiée.

Conclusion : La fonctionnelle J, vérifie toutes les hypothéses du théoréeme
du col, donc si ’on pose

B = {p([0, 1)); v € C([0, 1], W5*(2)), 9(0) = 0, (1) = w},

et :

¢ := inf J t
¢:= Inf max A(p(t)),

alors ¢ est une valeur critique de Jy, et ¢ > « > 0. Donc il existe uy # 0 telle que
Ja(ug) = ¢ et Ji(up) = 0. Donc ug est une solution non triviale de (4.3). O
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Chapitre 5

Regularité locale et fractionnaire.

Considérons 1’équation de Poisson fractionnaire suivante

((Core = gt ot

u = 0 dans RV )\ Q,
ot © C IRY est un domaine régulier borné et f € L™(Q) avec m > 1. L’objectif
principal de ce chapitre est d’obtenir des résultats généraux de régularité de type
Calderén-Zygmund pour u dans un espace de Sobolev fractionnaire approprié.

La preuve du résultat principal sera donnée en plusieurs étapes selon la valeur
de m.

5.0.1 Définition et propriétés principales.
Commencons par préciser la notion de solution faible.

Définition 5.1. On dit que u est une solution faible au probleme (5.1) si u €
LYQ), u=0€eCQ) = RN\ Q et pour tout ¢ € X, nous avons

[ut=ayots = [ o) sy

ol

X, = {gb € C(IRN) | supp(¢) C Q, (—=A)p(x) est définie pour tout point x

avec |(—=A)’o(x)| < C dans Q}
Pour ¢ € R, nous définissons
Ty(0) = max(—k,min(k,0)) et Gilo) =0 —Ti(0).
A partir de [28], [18] et [1] on a le résultat suivant.

27
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Théoréme 5.1. Supposons que f € L'(Q), alors le probléeme (5.1) admet une
solution faible unique u qui est obtenue comme limite de {uy,}nen, la suite des
solutions des problémes approximant

(_A)sun - fn(aj) dans Q> (5 2)
u, = 0 dans RN\, '
avec f, = T,(f). De plus,
Tio(un) — Ti(u) fortement dans W3*(Q), Vk >0, (5.3)
L°(Q Vel 5.4
welQ).  voe (L) (5.4)
et 1
ue Wgh(Q), Vs; < s etVre (1,-). (5.5)
s
De plus,
un, — u fortement dans Wi (Q). (5.6)

Le résultat de compacité suivant sera utiliser d’'une maniére fondamentale
dans le dernier chapitre. Voir [3] pour la preuve.

Théoréme 5.2. Soit s € (0,1) ,Q C RY un domaine borné. Pour f € L'(Q) et
0 < =, on considére Uopérateur linéaire T : L'(Q) — W), ou T(f) =
est la solution faible unique du probléme (5.1). Alors T' est compact.

Soit Gs(z,y) la fonction de Green associée au laplacien fractionnaire (—A)*,
alors G,(z,y) résout le probléme

(=A);Gs(z,y) = 0, siyef
{ ygs($,y) = 0 siye RN\Q, (5.7)

ou x € () est fixe.
Notons que si u est solution de (5.1), alors

/sty

Soit Q un domaine régulier borné de IRY, puisque, en général, nous n’avons pas de
formule explicite pour la solution de probléme (5.1), on va utiliser les propriétés
de la fonction de Green pour montrer des estimations sur u.

Commengons par le résultat suivant prouvé dans [9], [10] et [17].

Lemme 5.1. Supposons que s € (0,1), alors

Gs(z,y) =~ |x—%|N_25 |x585xy)|5>(!jiy?jls> (5.8)

(@)0° ()
o=y o — g

12
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en particulier nous avons

1 0° () °(y)

De plus pour x € €2 on a

1 1

WL )} (5.10)

VaGs(2,y)| < CoGs(x, y) maX{,

Par conséquent, pour tout x,y € €1,

Cs

|J} _ y|N_25+151_5<1') '

VoGs(z,y)| < (5.11)

Si s > 3, alors |V,G(x,y)| € L*(2 x Q).

Enfin rappelons le résultat suivant sur les intégrales singuliéres, prouvé dans
le livre de Stein [35].

Lemme 5.2. 35, Theorem I, Section 1.2, Chapter V] Soit 0 < A < N et 1 <

1 1 A

p < < oo tels que 7 +1=—-+ N Pour g € LP(IRY), on définit la nouvelle

p
fonction )

gy
h(z) = / ——=—dy.

D= Jo o=

Alors

a) h est bien définie et on a
b) Sip > 1, alors ||l emyy < cpgllgllom):

A L
) i p=1,alors |{x € RY |h(x) > o} < (M) |

o

5.1 Reégularité de la solution u

Dans cette section on va étudier la régularité de u en fonction de celle de f.
Rappelons que u est donnée par la formule

:A@@@ﬂww

Alors on a le résultat suivant.

Théoréme 5.3. Supposons que f € L™(Q) avec m > 1 et soit u la solution
unique du probléme (5.1), alors

1. Sim =1, alors u € L"(12), —GL"Q pour tout r < N—, 0 < L. De
55 N—2s N—s

plus on a

lullr@) + (155 Lo@) < O, s, N)I|fl v

55 ||LU
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2. 8il<m< £, alorsu € L5 (92), % € LV (Q) et

[Jull || S g <O s, Nym)||f]ome)

L N—2ms 2ms (Q)

3. Sim==X

55, alors w € L"(2) pour tout r < oo, % € LV (Q) et

[lullzr @ +H [

< C(Q, 5, N,m)||fllm@

4. 812 <m < E alors u e L*(), % € LNTE]rVns(Q) et

lullzso + 11551, v o

< O, s, Nym)||fl]zm o

5. 8im ==, alors u € L>(Q), % € LP(Q2) pour tout p < oo et

[lul| o= +|| vy < C(Q s, Nym)|[f]]m@)

6. Sim >, alors u € L>(Q), % € L>(Q) et

[lull o< o +|| @) < CQ, s, Nym)||f]omo-

N
N-—2s

Démonstration. Puisque m > 1, alors on sait que |u| € MP+(Q) avec p, =
et
ullpo@) < C(N,q, D] f]| 1),

pour tout # < p,. Rappelons que

=/%®wﬁ@@

Alors par les propriétés du noyau de Green, on déduit que

h@ﬂs/wmwmﬂmwscfﬁ¥%%§w
Q

Q
B fy)
>_Q/|x_y|N—28dy

CR U = o

Soit

ou
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D’ou
lu| < ¢ dans Q.

Puisque f € L™ (IR"), alors par le lemme 5.2, g € L%(]RN) sim < £ et en
particulier g € LP(£2) pour tout p < NT;Z —. Par conséquent, nous concluons.
Sim = %, alors en répétant 'argument ci-dessus avec m; < m, il résulte que
g € LP(Q) pour tout p < oc.

Supposons que m > %, puis en utilisant 'inégalité de Holder,

/%dy < C()||f]|zm ) pour tous x € .
Q

Donc
[ullLee(@) < Cllflzm@)-
Pour estimer %, on utilise le fait que
s [y
)| < [ 16, llswlay < o5°) [ LDy
J J |z =yl
Donc

ula) /)
7@ =) oy

Ainsi, 'estimation souhaitée est obtenue en appliquant le méme argument ci-
dessus.
m

5.2 Reégularité du "gradient local" de la solution

Dans le cas ou s € (0,3

suivant est prouvé dans [5].

), on obtient plus de régularité sur u. Le résultat

Théoréme 5.4. Supposons que s € (3,1) et que f € L™(Q), on pose v(z) =
u(x)6 = (x), alors on a

1. Sim =1, alors v e Wy(Q) pour tout q < et

N
N—(2s—1)

||U||W01’f1(§z) <O s, N, fllr(9)-

2. Sil<m< 52, alors v € Wy (Q) pour tout q < % et
ol < O, N, |l
3. Sim = T]\il’ alors v € Wol’q(Q) pour tout ¢ < 0o et

||U||W01’q(§2) S C(Q7S7N7 Q)Hf”Lm(Q)
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4. Sim > ;2= alors Vo] € L=(Q) et

V]| o) < C(Q, 5, N,m)|| fl|m @)

Démonstration. On utilisant la linéarité de notre probléme et sans perte de
généralité, on peut supposer que f > 0. Puisque m > 1, alors on sait que

[Vu| € MP+(Q) avec p. = 557 et

[IVul[oo) < C(N, ¢, V|| fl|L1 (@),

pour tout 6 < p,. Il est clair que
ule) = [ 6w ) s Wiy
Q

Ainsi

Vu(z) = | V.Gs(z,9)f(y)dy,
/

alors par (5.11), il vient que

Vu(a)]| < / V6. Iy < 5 / it

Soit -
9(x) =/|x_ﬁ—%)_%+ldy
ot ’
=1 3 TeEva 19
Dot

|Vu|A\'™ < g dans Q.

Puisque f € L™(IRY), alors par le lemme 5.2, g € LEmGeD (RY) sim < X

2s5—1
mly ik Par conséquent, nous

et en particulier ¢ € LP(Q) pour tout p < Nz

concluons.
Sim = QSL_I, alors en répétant 'argument ci-dessus avec m; < m, il résulte
que g € LP(Q) pour tout p < co.
N

Supposons que m > 5=, puis en utilisant I'inégalité de Holder,

/m_ﬁ—%)_zg-&-ldy < C)||f||zm @) pour tout x € Q.
Q

Donc

< Ol fllem -

H|Vu|(51_S
Lo(9)
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Rappelons que
~ [ V.Gta) ).

puis par le théoréme de convergence dominée et le lemme de Vitali et puisque
m > 5=, alors Vu est continue dans (2.

Pour montrer que |Vu| est Holderienne, nous allons prouver que |Vu| €
W2s=1= L Q) o1 0 < v < 2s—1 et (25— —1)] > N. Par un argument de dualité
similaire & celui utilisé dans [18].

Soit ¢ € C3°(£2), puis

| [ o(=A)ude| = | | fodr| <|[f]
o]

N
Soit I = —" avec v € [0,1] tel que v < min{(2s — 1), ¥}. Puisque m’ =
N —ym m
I'N
m, il est clair que % <m <.
Maintenant, en utilisant la définition de [ et par l'inégalité de Sobolev, il
s’ensuit que

Lo @19l ()

| [ o=ayudsl < fllmollél gy < Clfllimlléllyg o
Q

Ainsi (—A)Su € W=7HQ) et

H(_A)SUHW*W(Q) < C||f||Lm(Q)-

Comme (—A)?® réalise un isomorphisme entre W2=74(Q) et W=74(€2), on conclut
que u € W74Q) et

[lullw2er1i) < ClIf]|Lm-
Puisque 2s — v > 1, alors |Vu| € W*777L{(Q). Maintenant, en utilisant la

définition de [, nous arrivons facilement & voir que (2s —~ — 1)l > N. Ainsi par

I'inégalité de Morrey fractionnaire, |Vo| € C%?(2) avec o = (25——];[—1)1 O

Remarque 5.1. Notons que par le Lemme 5.1, on obtient

u(z) < C(S%l’)/%dg

u m
Par conséquent de lemme 5.2, on obtient que — € L= (Q) et

55

|| < C(Q, 5, N,m)||fllzm
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De plus
IV (u'=%)| = 0"V + (1 — s)%V(ﬂ < 55|Vl + (1 — s)%\V&,

mN

Nom(s—1): O obtient

et puisque |Vo| =1 p.p. dans 2, alors pour tout p <

u

|V (ud' %) [P < CL8P|VulP + Cof 5 ).

/|V(u§1_s)|pdx < 01/5(1_8)p|Vu|pdx+C’g /(%)pdm
Q Q Q

mN . e . . . y .
N5 5 donc par Uinégalité de Holder, il s’ensuit que

1l est clair que <

mN
N—-m(2s—1)

([ 198 par)” = 100l < Cll Aoy
Q

5.3 Reégularité du gradient fractionnaire de u

Pour étudier la régularité du gradient fractionnaire de u, on utilise un résultat
récent prouvé dans 2] sur la régularité fractionnaire du noyau de Green. Plus
précisément les auteurs dans [2| ont prouvé 'estimation suivante :

Théoréme 5.5. Soient s € (0,1) et s < t < min{l,2s}. Alors il existe une
constante C' > 0 (qui dépend seulement de N, s,t et Q) telle que
t

2 C |93_y|t_S
‘(—A)sz(a:,y)‘ < D <1 + ‘log |z — yH + |logd(x)| + W ,

ou 0(z) = dist(x, 092).

Comme application directe de 'estimation précédente on obtient le résultat
de régularité fractionnaire global de type Calderon-Zygmund pour u.
Plus précisément, pour s € (0,1) et s <t < min{1,2s}, on définit

N o 00 sit=s.
r*(s,t) := { . Gt s (5.14)

Dans le cas ou f € L™(Q) avec m > 32= nous avons le résultat de régularité
globale.

Théoréme 5.6. Soient s € (0,1) et s < t < min{1,2s}. On considére u la
solution faible unique du probleme (5.1) avec f € L™(Q) pour m > 2. Alors
pour tout 1 < p < r*(s,t), il existe une constante positive C' = C(N, s,t,p, m, Q)

telle que

i
I(=A)2ullomry < Cllfllme)-
Ainsiu € L'P(IRY) pour tout 1 < p < 7 et

s

||U||Lt,p(JRN) < O fllmg)-

p.px,y €,
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Pour le cas général, on a besoin de définir quelques constantes additionnelles.

Supposons que s <t < min{l,2s} et 1 <m < % On pose
) := ma {1, 5}, 5.15
ma(s, 8) = max N—I—S—N(t—s)jL (5.15)
ol ¢ est une constante positive arbitraire. Soit
mN
F— pour t = s.
* t) = ) 5.16
p (m’s’ ) { mln{#ﬁm,ﬁ} pOUI‘t>S. ( )

Dans [2], les auteurs ont prouvé le théoréme suivant.

Théoréme 5.7. Soit s € (0,1) et s <t < min{l,2s}. Soit u la solution faible
de (5.1) avec f € L™(Q) et m.(s,t) < m < 2. Alors, pour tout 1 < p <
p*(m, s, t), il existe une constante positive C' = C(N, s,t,p,m, Q) telle que

[(=2)2ul| porry < C | fl[m@) -
Donc u € L'?(IRY) pour tout 1 < p < p*(m, s,t) et

[ullpewmyy < Cllfllzme)-

Comme conséquence directe de la relation entre ’espace de Sobolev frac-
tionnaire W*P(IRY) et I'espace potentiel de Bessel L'?(IRY), nous obtenons la
conclusion suivante

Corollaire 5.1. Soit s € (0,1), s <t < min{1,2s}. Considérons u, la solution
du probléeme 5.1 avec f € L™(S2). Alors

1. Simy(s,t) < m < %, , on a, pour tout 1 < p < p*(m,s,t), il existe

C =C(N,s,t,m,p,Q) tel que
lullwermyy < Cll fllm@)-
2. Sim > T]\it’ alors, pour tout 1 < p < r*(s,t), il existe C' = C(N, s, t,m,p, )

tel que
ullwer@ny < Clfllm -
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Chapitre 6

Application

On s’intéresse maintenant au probléme suivant :

—A)S — p—1
{ (—A)%u |ulP~tu 4+ Ak dans Q 6.1)

u = 0 dans (R \ )

ot Q est un domaine borné de R™, s € (0,1),1 < p < oo, h € L™(Q) pour
m > 1 a déterminer en fonction de p. Notre but est de trouver des conditions
optimales sur A\ et g pour prouver l'existence d’une solution pour p libre.

On note f = |ulP~'u + \.h, avec f € L7(2). Si 1 < p < 2F — 1, le probléme
admet une structure variationnelle, le probléme a été étudié dans le chapitre 2
par argument du col. Les solutions de (6.1) sont obtenues comme des points
critiques de la fonctionnelle d’énergie J définie par

Ta(u) = (’% /R ) /]R ) %ﬁ ;&iﬂ)&)%czy—ﬁ /JR Ju(e) P / h(z).u(z)dz,

R

ouu € Wj 2(Q). D’aprés notre étude présentée dans le chapitre 2, pour \ petit,
la fonctionnelle J, a la géométrie du col et on peut appliquer le Théoréme de
Ambosetti-Rabinowitz.

Par contre si p > 2 — 1, alors .Jy n’est pas définie dans W3*(Q) et on a besoin
de changer de méthode pour prouver I'existence d’une solution.

Le résultat principal dans ce cas sera le théoréme suivant :

Théoréme 6.1. Soit s € (0,1) et Q@ C IRY un domaine borné. Supposons que

Mj). Alors il existe \* > 0 telle que si A < A\*, alors le

2p
\ . 8,0 N
probleme (6.1) admet une solution u € Wy () pour tous o < = —.

1 < petquem >

on rappel que si p < 27 — 1, en peut utilisé des arguments variationnels et on
arrive a prouver l'existence d’une solution comme a été prouvé dans le deuxiéme
chapitre.

Démonstration. on suppose dans cette partie que p > 2% — 1, c’est le cas ol on
arrive pas a appliquer les arguments variationnels.
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On va utiliser le Théoréme du point fixe de Schauder.
Soit 1 < qo < 77— fixé. On considere r > 1 tel que pm < r <
On considére l equatlon algébrique suivante :

mN
N—-2sm"

CL(C(Q)] + N|[h|pw@) = 17

ou C,C(Q2) sont des constantes universelles qui peuvent dépendre de €2. Comme
p > 1, alors il existe A* > 0 tel que si 0 < A < \*, alors ’équation algébrique
précédente admet une seule solution /. Fixons les parameétres précédents, et consi-
dérons ’ensemble

E = {u e Wy*(Q) telle que ||u||@) < 1}

Alors E est un ensemble convexe et fermé de Wi ().
Il est clair que E est convexe puisque il est définit a l'aide de la norme de L.
Montrons que E est fermé dans W% (Q).

Soit {v,}, C E, telle que v, — v fortement dans W% (). Donc {v,}, est
bornée dans L"(€2). En utilisant le Théoréme de Rellich-Kondrachov fractionnaire
on déduit que v, — v fortement dans L%(£2). Donc & une sous suite notée
toujours {vy,}n, il résulte que v, — v p.p. dans Q. Par le Lemme de Fatou, il
découle que

V]| r ) < hm 1nf l|vnllzr) < C.

Donc v € L"(2) et par conséquent E est un fermé de W% (Q).
Soit maintenant 'opérateur T': E — W% (Q) définit par T'(v) = u ou u est
la solution du probléme

(=A)u = |v|P~lv+ Ah sur €2, (6.2)
u = 0 sur (RN \ Q). '
On va commencer par prouver que T est bien défini. Soit f = [v[P™lv + Ah,
montrons que f € L™(Q2). Par hypothése h € L™(f2). Maintenant on a
P~ ollLm@) = V] < COII ) = CQ)L.

Donc f € L™(2). Par le Théoréme (5.3) on déduit 'existence et I'unicité de u,on
peut déduire encore par les résultat de régularité que u € Wy () pour tout
0 < w5, en particulier pour 0 = qo. Donc T" est bien définit.

Montrons maintenant que avec le choix de [, on a T(E) C E. Effectivement,

comme f € L™(), alors u € L7 (Q) et

lull gy < Cillfllzm@)

[ N—2ms (Q)

D’aprés le calcul précédent on a

fllem@y < (ol ollLm@) + Allh| Lm(o)
< CO|Pl}r ) + AllAllLm(e)
<

CE)L+ Al[h][ L@
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d’autre part, et comme r < + , il résulte de I'inégalité de Holder que

[l < C(Q)][ull

Donc en combinant les calculs ci-dessus, nous arrivons a montrer que

L N—2ms 2ms (Q)

el 10y < CL(C(Q)L+ Al|h||zm@y) < 17,

d’apreés le choix de [. Donc u € E.
On va prouver maintenant que 71" est continu.
Soit {v,}, C F une suite de E telle que v, — v fortement dans W1 (Q). Soient
n=T(v,),u=T(v) et w, = u,—u. D’aprés I'inégalité de Sobolev on déduit que
v, — v fortement dans L*(2) pour tous a < A}]E]q\; -. En particulier pour a = gp.
Comme {v,}, C E, alors ||v,||zr@) < C. Comme 7 > qo, par interpolation on
déduit que pour tous v € [go,7), on aura, pour 6 € (0, 1),

|vn = v||27v) < |lvn _UHiT(Q)an ”||qu < Cllon — UHL"O @)
Donc pour tout v € [qo, )
|[vn = v][17(2) — 0 quand n — oco.
Comme

(—A)w, v, [P 0y, — [uP~ dans

Wy, = 0 dans (R"\ ),

par le fait que
’Un’p_lvn — \v]p_lv fortement dans L™ (),

d’apreés le Théoréme 5.3, il découle que que w,, — 0 fortement dans W;*° () pour
tous o < NL_S, en particulier pour ¢ = ¢y. Donc T est continu.

Montrons maintenant que 7' est compact.
Soit {v,}, C E une suite bornée dans W% (), alors

[vnllws0 (@) < c et |[va]|rro@ <L

On pose u,, = T'(vy,), alors

(=A)u, = |vaP" v, + AA sur ()
Up, = 0 dans (RN \ Q)
Si on pose f, = |v,|P" v, + A.h, par le méme calcul précédent on déduit que

|| fallzm@) < ¢ pour tout n. D’aprés le Théoréme de compacité 5.2, il s’ensuit
que la suite {u,}, est relativement compacte dans W37 () pour tout o < .
En particulier, pour o = ¢y, on obtient 'existence d’une sous suite notée {u,},
qui converge fortement dans W% (€2). Donc T est compact.

Conclusion :
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Comme T est un opérateur continu compact défini de E dans FE, avec £ un
convexe fermé, on déduit par le théoréme du point fixe de Schauder que T" admet
un point fixe dans E. Donc il existe u € E tel que T'(u) = u et par conséquence
u est une solution de probléme (6.1) avec u € Wy (Q) pour tout o < <22 car
lulP + Alh| € L™(92). O

Remarque 6.1.

1. Si la fonction h > 0, alors on peut prouver l’existence d’une solution posi-
tive. Il suffit de considérer le probleme

(=A)Yu = ufl + \h dans Q
u = 0 dans (IRY \ Q),
et d’appliquer le principe du mazimum.

2. La condition \ petit, semble étre optimale, au moins pour prouver l’exis-
tence d’une solution positive. Pour prouver cette affirmation, on considére
1 la solution positive de probléeme

(—A)*pq = AL.p1 sur
1 = 0 sur (RN \ Q)
tel que ||¢1][pr = 1.

Soit u une solution positive de probléeme (4.3), testons alors le probleme de
u par la fonction @1, il résulte que

Al/ugolda::/u((—A)S)gpldz:/upgol+)\./hgplda:.
Q Q Q Q

Comme p > 1, par linégalité de Young on déduit que

)\l/wpl Za/upgoldx—i-C(e)/golda:.
Q Q Q

Choisissons € < 1 petit, on obtient que

)\./hgpldaﬂ §C(6)/901d3:.
Q Q

d
Jo hprda
Par conséquence, si X > \*, alors le probléeme (4.3) n’admet pas de solution
positive.

Donc
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