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Notations

DΩ = (Ω× IRN) ∪ (Ω× CΩ)
CΩ := IRN\Ω
Lp(Ω) : Les espaces de Lebesgue.
L∞(Ω) : L’espace des fonctions essentiellement bornées.
|x| : Le module de x.
|Ω| : La mesure de Ω.
∂Ω : La frontière de Ω.
Br(x0) : La boule de centre x0 et de rayon r.
||u||Lp(Ω) : La norme de u dans Lp(Ω).
||u||L∞(Ω) : La norme de u dans L∞(Ω).
W 1,p(Ω) : L’espace de Sobolev.
W s,p(Ω) : Espaces de Sobolev fractionnaires pour 0 < s < 1
C∞

0 (Ω) : Les fonctions infiniment dérivables et continues a support compact sur Ω.
C0,α : L’espace des fonctions Höldériennes sur Ω.
Ck(Ω) : Les fonctions de classe k sur Ω.
Ck,α(Ω) : L’espace des fonctions Höldériennes de classe k.
S(RN) : L’espace de Schwartz dans RN .
F(u) : La transformée de Fourier de u.
F−1(u) : La transformée de Fourier inverse de u.
E ′ : Dual topologique de E.
∇u : Gradient de u.
∆u : Laplacien de u.
(−∆)s : Laplacien fractionnaire .
kerf : Noyau de f. (Kernel)
↪→ : Injection continue.
↪→↪→ : Injection compacte .
Γ(.) : La fonction Gamma.
PV : La valeur principale de Cauchy.
p.p : Presque partout.

3



4 TABLE DES MATIÈRES



Chapitre 1

Introduction

Le but de notre travail est d’étudier une classe particulière d’équations aux
dérivées partielles non locales avec conditions aux bords de type Dirichlet.
Dans notre travail, le terme non local apparait essentiellement dans l’opérateur
principal "la diffusion" où il va être représenté par le Laplacien fractionnaire.

Notons que l’étude des équations aux dérivées partielles impliquant le Lapla-
cien fractionnaire a connu un avancement rapide et de plus en plus intéressant au
cours de ces dernières années. Cela est dû non seulement à un intérêt mathéma-
tique ou théorique de cette classe d’équations, mais aussi au fait que le Laplacien
fractionnaire trouve son origine dans plusieurs modèles de la physique, la chimie,
biologie et bien d’autres disciplines où le modèle utilisé implique des effets non
locaux. Voir par exemple [21] pour l’application en l’élasticité, [16] pour l’étude
des flux quasi-géostrophiques, des applications en Mécanique quantique dans [27]
et enfin [8, 19] pour les mathématiques financières.

Dans un cadre général, on se contentera de dire que l’équation est non lo-
cale lorsque cette équation fait intervenir la valeur de la fonction inconnue a des
points différents de l’espace, au même instant. Un exemple simple est donné par
l’équation non-locale suivante :

u(x) + u(−x) = f(x),

qui fait intervenir la valeur de u en x et aussi au point −x. Plus généralement,
on peut envisager une moyenne des valeurs de u dans un voisinage plus grand de
x (considéré comme le point de référence).

Dans ce cas on arrive à une équation plus générale de la forme suivante :

(J ∗ u)(x) =

∫
IR

J(x− y)u(y)dy = f(x)

ou J est un noyau positif vérifiant des conditions adéquates selon le modèle étu-
dié.
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Dans notre travail on s’intéresse particulièrement au Laplacien fractionnaire
défini principalement par

(−∆)su(x) := CN,s P.V.
∫

RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, s ∈ (0, 1),

avec

CN,s = s.22sπ−
N
2

Γ(N+2s
2

)

Γ(1− s)
,

est une constante de normalisation.

Notons que l’intérêt du Laplacien fractionnaire est motivé, Outre sa perti-
nence mathématique, par le fait qu’il a été récemment utilisé dans un certain
nombre d’équations modélisant certains phénomènes concrets.

La définition du Laplacien Fractionnaire trouve son origine dans l’analyse de
Fourier. Sachant que si u ∈ S(IRN), la classe de Schwartz, alors

−∆u = F−1(|ξ|2F(u)), ξ ∈ RN .

où F désigne la transformée de Fourier et F−1 son inverse. Donc pour s ∈ (0, 1)
on aura

(−∆)su = F−1(|ξ|2sF(u)), ξ ∈ RN , s ∈ (0, 1).

Comme déjà observé par Riesz dans son article remarquable [31], la définition du
Laplacien fractionnaire ne peut pas être donnée par une convolution mais plutôt
par une valeur principale et qui donne l’expression citée auparavant.

Dans ce mémoire on s’intéresse à analyser profondément les définitions du
Laplacien fractionnaire (deux définitions seront données ultérieurement), les es-
paces fractionnaires où cet opérateur est bien défini au sens de dualité et enfin
étudier des problèmes elliptiques non linéaires avec diffusion fractionnaire. On
va aborder la question de la régularité de la solution dans différents contextes.
Enfin, nous utiliserons ces résultats de régularité pour traiter un problème non
linéaire avec une structure non variationnelle.

Le mémoire est composé de 5 chapitres. Dans le premier chapitre on pré-
sente le cadre fonctionnel nécessaire pour aborder notre problème. Les espaces
de Sobolev fractionnaires et leurs propriétés sont présentées dans le deuxième
Chapitre.

Le cas linéaire sera analysé en détail dans le troisième chapitre. A la fin de
celui-ci on abordera un problème non linéaire avec structure variationnelle en
utilisant le Théorème du col. On arrive à prouver l’existence d’une solution.

Le chapitre quatre est dédié à présenter des résultats de régularité pour le
Laplacien fractionnaire. Ces résultats sont récents et leurs démonstrations sont
basées sur les propriétés des intégrales singulières.

Enfin, à la l’aide du Théorème du point fixe de Schauder et en se basant sur
les résultats de régularité obtenus ultérieurement, on arrive à prouver dans le
dernier chapitre, l’existence d’une solution pour un problème non variationnel.



Chapitre 2

Outils d’analyse fonctionnelle

Dans ce premier chapitre on va présenter les outils nécessaires d’analyse fonc-
tionnelle que l’on va utiliser durant ce travail. La référence principale sera le livre
de H. Brezis [14].

2.1 Espaces de Lebesgue Lp

Définition 2.1. (Espaces de Lebesgue Lp)
Soit Ω ⊂ IRN et p ∈ [1,∞]. Les espaces de Lebesgue Lp(Ω) sont définis par

Lp(Ω) = {f : Ω → IR ; f est mesurable et ||f ||Lp(Ω) < ∞},

où

||f ||Lp(Ω) =
( ∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

, si p < ∞.

Pour p = ∞, on a

L∞(Ω) = {f : Ω → IR ; fest mesurable et ∃c > 0 tel que |f(x)| ≤ c , p.p dans Ω}.

Les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach munis de la norme :

||f ||Lp(Ω) =
( ∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

si p < ∞

et
||f ||L∞(Ω) = inf{c > 0, |f(x)| ≤ c , p.p dans Ω}.

Notons que l’espace Lp(Ω) est :
• Un espace séparable pour tout 1 6 p < +∞.
• Un espace de réflexif pour tout 1 < p < +∞.
• Si 1 ≤ p < ∞, alors le dual de Lp est Lp′ ou p′ = p

p−1
.

7



8 CHAPITRE 2. OUTILS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

2.1.1 Convergence dans les espaces de Lebesgue

On commence par le Théorème de la convergence monotone très utilisé dans
les applications.

Théorème 2.1. (Convergence monotone de Beppo Levi)
Soit (fn)n une suite croissante de fonctions positives ∈ L1(Ω) tel que sup

n

∫
Ω

fn <

∞. Alors (fn)n converge p.p sur Ω vers une fonction f qui est finie de plus
f ∈ L1(Ω) et

||fn − f ||L1(Ω) → 0.

Dans le cas où la suite n’est pas monotone, on a le résultat suivant :

Lemme 2.1. (Lemme de Fatou)
Soit (fn)n une suite de fonctions positives telle que fn ∈ L1(Ω) et ||fn||L1(Ω) ≤ C.
On suppose que fn → f p.p dans Ω. Alors f ∈ L1(Ω) et∫

f ≤ lim inf
n→∞

∫
fn.

Comme application, on obtient le théorème de la convergence dominée de
Lebesgue.

Théorème 2.2. (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (fn)n une suite des fonctions de L1(Ω). On suppose que :

• fn(x) → f(x) p.p sur Ω.
• Il existe une fonction positive g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n, |fn(x)| 6

g(x) p.p sur Ω.
Alors,

f ∈ L1(Ω) et ||fn − f ||L1 → 0.

Enfin on a le Théorème de convergence de Vitali. Commençons par quelques
définitions.

Définition 2.2. (Equi-Intégrabilité dans Lp ) Soit X un ensemble mesurable
de IRN et 1 ≤ p < ∞. On dit que la suite {fn}n∈IN ⊂ Lp(X) est equi-intégrable
ssi : pour chaque ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout E ⊂ X avec |E| < δ,
on a ∫

E

|fn(x)|pdx ≤ ε pour tout n.

On a le Théorème suivant qui complète en quelque sens le Théorème de la
convergence dominée de Lebesgue.

Théorème 2.3. (Théorème de Vitali) Soit X un ensemble de mesure de
Lebesgue finie dans IRN . Soit {fn}n∈IN une suite de fonctions de L1(X) qui vérifie
les deux conditions suivantes :

1. {fn}n∈N converge presque-partout vers f dans X.
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2. {fn}n∈N est equi-intégrable.
Alors, {fn}n converge fortement vers f dans L1(X).

Comme application directe du théorème précédent, on obtient le résultat
suivant

Propriété 2.1. Soit {fn}n ⊂ Lp(E, T, µ) une suite bornée où 1 < p < ∞,
µ(E) < ∞ et Ω ∈ E. On suppose que fn → f p.p. dans Ω. Alors fn → f
fortement dans Lq(E, T, µ) pour tout q < p.

Notons que si f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω), on a l’inégalité de Hölder suivante :∫
Ω

|f |.|g| ≤ ||f ||Lp(Ω).||g||Lp′ (Ω).

2.2 Quelques espaces remarquables
Définition 2.3. Soit f : Ω → IR une fonction mesurable. On définit sa fonction
de distribution par λf : [0,∞[→ [0,∞] :

λf (α) = µ{x : |f(x)| > α}.

Définition 2.4. (Les espaces de Marcinkiewicz(Lp faibles)) :
Pour 0 < p < ∞, l’espace des fonctions Lp faible sur Ω noté par Lp

w(Ω) =
Lp

w(Ω, µ) est l’ensemble des fonctions mesurables µ p.p telles que pour une constante
C > 0, on a

λf (α) ≤ C

αp
∀α > 0.

L’espace faible L∞w (Ω) = L∞(Ω) par définition coïncide avec L∞(Ω).

On note
||f ||Lp

w(Ω) = inf{C > 0 : λf (α) ≤ C

αp
}.

Notons que ||f ||Lp
w(Ω) n’est pas une norme, c’est une quasi-norme, elle ne vérifie

pas l’inégalité triangulaire mais elle vérifie :

||f + g||Lp
w(Ω) ≤ A(||f ||Lp

w(Ω) + ||g||Lp
w(Ω))

Pour A > 0.

Définition 2.5. (Espace de Schwartz) L’espace de Schwartz S(IRN) est l’espace
des fonctions ϕ indéfiniment différentiables sur IRN vérifiant :

sup
x∈IRN

|xα||Dβϕ(x)|k < ∞ ∀α, β ∈ NN , k ∈ N,

où xα = xα1
1 · · ·xαN

N et Dβ = ∂β1

∂x
β1
1

· · · ∂βN

∂x
βN
N

.
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Définition 2.6. (Espace des distributions tempérées )
L’espace des distributions tempérées est le dual topologique de S(IRN) et il est
noté S ′(IRN).

2.3 Rappel sur le calcul variationnel.

Définition 2.7. (La différentiabilité au sens de Fréchet)
Soient E, F deux espaces vectoriels normées et f une application de E dans F .
On dit que f est différentiable en a ∈ E (au sens de Fréchet) s’il existe une
application linéaire continue L : E → F telle que :

lim
h→0

f(a + h)− f(a)− L(h)

‖h‖
= 0 ∀h ∈ E

L est appelée la différentielle de f en a et se note L = df(a).

Définition 2.8. ( La différentiabilité au sens de Gateaux)
Soient E, F deux espaces vectoriels normés et f une application d’un ouvert U
de E à valeurs dans F . On dit que f est différentiable au sens de Gateaux au
point a de U s’il existe une application linéaire continue L : E → F telle que, ∀
v de E :

lim
t→0+

f(a + tv)− f(a)

t
= L(v).

L est appelée la différentielle de f (au sens de Gateaux ) en a.

Comme on va chercher des solutions de notre problème sous la forme des
points critique d’une certaine fonctionnelle d’Energie, on aura besoin du Théo-
rème de Lax-Milgram.

Théorème 2.4. (Lax-Milgram)
Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout ϕ ∈ H ′

il existe un unique u ∈ H tel que

a(u, v) =< ϕ, v > ∀v ∈ H

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété suivante :

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− < ϕ, u >= min

v∈H

1

2
a(v, v)− < ϕ, v >

Pour chercher les points critique d’une fonctionnelle différentiable on utilise
souvent le théorème du col.



2.3. RAPPEL SUR LE CALCUL VARIATIONNEL. 11

Théorème 2.5. (Théorème du Col)
Soient X un espace de Banach et J ∈ C1(X, R) une fonctionnelle différentiable
vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose que J(0) = 0 et que :

– il existe R > 0 et a > 0 tel que si ||u|| = R alors J(u) ≥ a.
– il existe u0 ∈ X et a > 0 tel que ||u0|| > R et J(u0) < a.

alors J possède une valeur critique c telle que c ≥ a, Plus précisément, si on
pose :

B := {ϕ([0, 1]); ϕ ∈ C([0, 1], X), ϕ(0) = 0, ϕ(1) = u0}

et :
c := inf

ϕ∈B
max
t∈[0,1]

J(ϕ(t)),

alors c est une valeur critique de J, et c ≥ a

Pour la condition de Palais-Smale, on a la définition suivante.

Définition 2.9. (Condition de Palais-Smale)
Soient X un espace de Banach et J : X → R une fonction de classe C1 si c ∈ R.
On dit que J vérifie la condition de palais-smale (au niveau c), si toute suite
(un)n de X telle que :

J(un) → c dans R et J ′(un) → 0 dans X ′

on peut extraire une sous suite {un}k convergente

Enfin on a le Théorème de point fixe de Schauder qui sera l’outil principal
dans ce mémoire.

Théorème 2.6. (Théorème de Point fixe de Schauder)
Soit X un espace normé et E un sous ensemble de X convexe fermé non vide.
Soit T : E → X une application continue de E dans X telle que T (E) ⊂ E soit
relativement compact. Alors T admet un point fixe dans X.
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Chapitre 3

Espaces de Sobolev fractionnaires

Nous introduisons dans ce chapitre le cadre fonctionnel naturel (les espaces
fractionnaires) où l’on va placer notre problème. Nous donnons aussi quelques
propriétés fondamentales de ces espaces fonctionnels. Dans l’ensemble de ce cha-
pitre et le reste de ce mémoire et pour simplifier la présentation de nos résultats,
nous utiliserons la notation

DΩ = (IRN × IRN) \ (CΩ × CΩ)

Une première approche pour définir les espaces de Sobolev fractionnaires est
d’utiliser la transformée de Fourier dans l’espace S(IRN).

Définition 3.1. ( Transformée de Fourier)
On définit la transformée de Fourier sur S(IRN) par :

F(ϕ)(ξ) :=
1

(2π)
N
2

∫
IRN

e−iξ x ϕ(x) dx.

La transformée de Fourier inverse est définie par :

F−1(ϕ)(ξ) :=
1

(2π)
N
2

∫
IRN

eiξ x ϕ(x) dx.

La transformée de Fourier est un opérateur linéaire ayant les propriétés sui-
vantes :
• Si ϕ ∈ S(IRN), alors F(ϕ) ∈ S(IRN) .
• F( ∂ϕ

∂xj
)(ξ) = iξjF(ϕ)(ξ).

• Si f, g ∈ S(IR) : F(f ∗ g) = F(f)F(g).

Par conséquent, on déduit que

F(−∆u) = |ξ|2F(u).

13



14 CHAPITRE 3. ESPACES DE SOBOLEV FRACTIONNAIRES

Donc pour 0 < s < 1, on définit le Laplacien fractionnaire (−∆)s comme
un opérateur donné par le multiplicateur de Fourier |ξ|2s. Autrement dit, pour
u ∈ S(RN)

F((−∆)su)(ξ) = |ξ|2sF(u)(ξ).

En utilisant la transformée de Fourier inverse d’une distribution tempérée ho-
mogène, on peut trouver l’expression du laplacien fractionnaire en tant qu’opé-
rateur intégral. Plus précisément, si u ∈ S(RN),

(−∆)su(x) := aN,s P.V.
∫

RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, s ∈ (0, 1), (3.1)

où

aN,s =

(∫
RN

1− cos(ξ1)

|ξ|N+2s
dξ

)−1

= 22s−1π−
N
2

Γ(N+2s
2

)

|Γ(−s)|
. (3.2)

Pour u ∈ S(IR), d’une manière équivalente on peut définir le Laplacien frac-
tionnaire par la formule

(−∆)su = −1

2

∫
IRN

u(x + y) + u(x− y)− 2u(x)

||y||N+2s
dy, ∀x ∈ IRN .

Notons également qu’il existe une autre approche basée sur la théorie des semi-
groupes. voir [24] pour plus de détails.

Dans le cas général, on a la définition suivante.

Définition 3.2. Soit Ω ⊂ IRN un domaine borné et s ∈ (0, 1). Pour tout p ∈
[1,∞), nous définissons l’espace de Sobolev fractionnaire W s,p(Ω) par

W s,p(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω) :

∫∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy < ∞

}
.

W s,p(Ω) est un espace de Banach muni par la norme

‖u‖W s,p(Ω) :=

(
‖u‖p

Lp(Ω) +

∫∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p

.

Nous renvoyons le lecteur à [20] pour plus de détails et de propriétés des
espaces fractionnaires de Sobolev.

Définition 3.3. Si p = 2, alors W s,2(Ω), noté aussi Hs(Ω), est un espace de
Hilbert, son produit scalaire est donné par :

∀u, v ∈ Hs(IRN)

< u, v >Hs(IRN )=

∫
IRN

u(x)v(x)dx +

∫
IRN

∫
IRN

(u(x)− u(y)).(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy.
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De plus si u ∈ Hs(IRN), on a∫
RN

|ξ|2s|F(u)(ξ)|2dξ =
aN,s

2

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy; (3.3)

pour p ∈ [1,∞), nous définissons l’espace W s,p
0 (Ω) comme

W s,p
0 (Ω) :=

{
u ∈ W s,p(IRN) : u = 0 in IRN \ Ω

}
.

C’est un espace de Banach doté de la norme

‖u‖W s,p
0 (Ω) :=

(∫∫
DΩ

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

)1/p

,

où
DΩ := (IRN × IRN) \ (CΩ × CΩ) = (Ω× IRN) ∪ (CΩ × Ω).

Pour le cas s = 1, on a la propriété suivante :

Proposition 3.1. :
Soit p ∈ [1, +∞) et s ∈ (0, 1) . on considère Ω un ouvert de IR de classe C0,1

avec des frontières régulières. Alors :

||u||W s,p(Ω) ≤ C||u||W 1,p(Ω),

où C est une constante positive qui dépend de N, s, p. En particulier, on déduit
que W 1,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω).

Afin de prouver les résultats de régularité de type Calderón-Zygmund pour
l’équation fractionnaire de Poisson, nous utiliserons alors la relation entre l’es-
pace de Sobolev fractionnaire W s,p(IRN) et l’espace potentiel de Bessel défini
ci-dessous.

3.1 Espace Potentiel de Bessel et le gradient frac-
tionnaire.

Définition 3.4. Soit s ∈ (0, 1). Pour tout p ∈ [1,∞), l’espace potentiel de Bessel
Ls,p(IRN) est défini par

Ls,p(IRN) :=
{
u ∈ Lp(IRN) tel que u = (I −∆)−

s
2 f avec f ∈ Lp(IRN)

}
.

C’est un espace de Banach muni par la norme

‖|u|‖Ls,p(IRN ) := ‖u‖Lp(IRN ) + ‖f‖Lp(IRN ).
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Pour φ ∈ C∞0 (IRN), en nous basant sur [32, 30], on peut définie le gradient
fractionnaire d’ordre s comme vecteur champ ∇s : IRN → R donné par

∇sφ(x) :=

∫
IRN

φ(x)− φ(y)

|x− y|s
x− y

|x− y|
dy

|x− y|N
, ∀ x ∈ IRN . (3.4)

Puis
a) Ayant à l’esprit le gradient fractionnaire d’ordre s introduit dans (3.4),

rappelons que dans [36, Théorème 2] et [32, Théorème 1.7], il est prouvé
que

Ls,p(IRN) :=
{
u ∈ Lp(IRN) tel que |∇su| ∈ Lp(IRN)

}
=

{
u ∈ Lp(IRN) tel que |(−∆)

s
2 u| ∈ Lp(IRN)

}
.

aux normes équivalentes

‖|u‖|Ls,p(IRN ) := ‖u‖Lp(IRN ) + ‖∇su‖Lp(IRN ) ' ‖u‖Lp(IRN ) + ‖(−∆)
s
2 u‖Lp(IRN ).

b) Remarquons aussi que dans le cas où s est un entier et 1 < p < ∞, par
[6, Théorème 7.63, (f)] on sait que Ls,p(IRN) = W s,p(IRN). Différemment,
dans le cas s ∈ (0, 1), les deux espaces précédents ne coïncident pas. Ce-
pendant, pour tout 0 < ε < s et tout 1 < p < ∞, par [6, Théorème 7.63,
(g)], il s’ensuit que Ls+ε,p(IRN) ⊂ W s,p(IRN) ⊂ Ls−ε,p(IRN) avec inclusions
continues.

C) De [35] et [6], nous savons que Ls,p(IRN) ⊂ W s,p(IRN) si p > 2 et
W s,p(IRN) ⊂ Ls,p(IRN) si p < 2.

Un autre "gradient non local" peut également être défini par

Ds(u)(x) =

(
aN,s

2

∫
IRN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dy

) 1
2

. (3.5)

alors
lim

s→1−
(1− s)D2

s(u(x)) = |∇u(x)|2, ∀ u dans C∞0 (RN). (3.6)

Comme il a été prouvé dans [36], si p > 2N
N+2s

, alors l’espace potentiel de Bessel
Ls,p(IRN) peut aussi être défini comme l’ensemble des fonctions u ∈ Lp(IRN) telles
que Ds(u) ∈ Lp(IRN). L’espace Ls,p(Ω) peut être muni des normes équivalentes

|||u|||Ls,p(IRN ) = ‖u‖Lp(IRN ) + ‖Ds(u)‖Lp(IRN ).

L’inégalité de Sobolev suivante dans Ls,p(IRN) est prouvée dans [6].

Théorème 3.1. Supposons que u ∈ Ls,p(IRN) et sp < N , alors

S1||u||Lp∗s (IRN ) ≤ ‖∇su‖Lp(IRN ),

et
S2||u||Lp∗s (IRN ) ≤ ‖(−∆)

s
2 u‖Lp(IRN ),

où p∗s = pN
N−ps

.
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Dans un cadre plus général, on a l’inégalité suivante.

Proposition 3.2. ( Inégalité de Gagliardo-Nirenberg fractionnaire.)
Soit u ∈ Lp(IRN) telle que (−∆)

s
2 u ∈ Lr(IRN) avec r ≥ 1 et p ≥ 1.

Alors ∃C > 0 : C = C(N, s, r, p) telle que

‖u‖Lq(IRN ) ≤ C‖(−∆)
s
2 u‖θ

Lr(IRN )
‖u‖1−θ

Lp(IRN )

où q, θ ∈ R satisfaisant : 0 ≤ θ ≤ 1, 1 ≤ q < ∞ et

1

q
= θ(

1

r
− s

N
) +

1− θ

p
.

Si Ω ⊂ IRN , on définit l’espace Ls,p
0 (Ω) comme l’ensemble des fonctions u ∈

Ls,p(IRN) avec u = 0 dans IRN\Ω.
D’après le lemme 1 dans [36], si p > 2N

N+2s
et Ω est un domaine borné, alors

pour tout u ∈ Ls,p
0 (Ω)

C1‖|u‖|Ls,p(IRN ) ≤ ‖Ds(u)‖Lp(IRN ) ≤ C2‖u‖Ls,p(IRN ),

où C1, C2 sont des constantes positives dépendant uniquement de Ω, N, s et p.
En conséquence on obtient que

1. Si Ω est un domaine borné, alors on peut munir Ls,p
0 (Ω) des normes équi-

valentes ‖∇su‖Lp(IRN ) ou ‖(−∆)
s
2 u‖Lp(IRN ).

2. Si Ω est un domaine borné et p > 2N
N+2s

, alors on peut équiper Ls,p
0 (Ω) aussi

de la norme équivalente ‖Ds(u)‖Lp(IRN ).

3.2 Injections compactes et résultats d’interpola-
tions.

Pour les injections compactes entre W s,p(Ω) et Lq(Ω), on a le résultat de
Rellich-Kondrachov suivant :

Théorème 3.2. (Les inclusions compactes fractionnaire de Rellich-Kondrachov)
Soit s ∈ (0, 1) et Ω un domaine Lipschitzien borné de IRN . Alors :
Si N > sp, alors l’injection W s,p(Ω) ↪→↪→ Lq(IRN) est compact pour tout q ∈
[1, p∗s].
Si N = sp, alors l’injection W s,p(Ω) ↪→↪→ Lq(IRN) est compact pour tout q ∈
[1, +∞[.
Si N < sp, alors l’injection W s,p(Ω) ↪→↪→ C0,α(Ω) est compact avec α := ps−N

p
.
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Introduisons les nombres réels 0 ≤ s1 ≤ η ≤ s2 ≤ 1 et 1 ≤ p1, p2, p ≤ ∞ et
supposons que

η = θs1 + (1− θ)s2 et
1

p
=

θ

p1

+
1− θ

p2

avec 0 < θ < 1. (3.7)

De plus, introduisons la condition

s2 = p2 = 1 et
1

p1

≤ s1. (3.8)

Lemme 3.1. [15, Théorème 1] Supposons que (3.7) soit valide et que (3.8)
n’est pas vérifiée. Alors, pour chaque θ ∈ (0, 1), il existe une constante C =
C(s1, s2, p1, p2, θ) > 0 tel que

‖w‖W η,p(IRN ) ≤ C‖w‖θ
W s1,p1 (IRN )

|w‖1−θ
W s2,p2 (IRN )

, ∀ w ∈ W s1,p1(IRN)∩W s2,p2(IRN) .

L’inégalités de Hardy fractionnaire sera utilisée pour prouver l’optimalité des
résultats d’existence et de régularité.

Théorème 3.3. Soit Ω ⊂ IRN un domaine régulier borné et supposons que
sp < N . Alors il existe une constante positive C = C(s, p, N, Ω) telle que pour
tout φ ∈ C∞0 (Ω)

C

∫
Ω

|φ(x)|p

δps(x)
dx ≤

∫∫
DΩ

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy. (3.9)

Si 0 ∈ Ω, on a l’inégalité de Hardy pour le potentiel singulier en zéro

Λ

∫
IRN

|φ(x)|p

|x|ps
dx ≤

∫∫
DΩ

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy. (3.10)

ou Λ = Λ(s, p, N) est une constante universelle donnée par

Λ := inf


∫∫

DΩ

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy∫

Ω

|φ(x)|p

|x|ps
dx

: φ ∈ C∞0 (Ω) \ {0}

 , (3.11)

De plus le poids |x|−ps est optimal au sens que, pour tout ε > 0, on a

inf


∫∫

DΩ

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy∫

Ω

|φ(x)|p

|x|ps+ε
dx

: φ ∈ C∞0 (Ω) \ {0}

 = 0.
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Démonstration. Notons que, pour φ ∈ C∞(IRN), en définissant φr(x) = φ(rx), il
en découle alors

|∇sφr(x)| = rs|∇sφ(rx)|.

Ainsi ∫∫
DΩ

|φr(x)− φr(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy∫

IRN

|φr(x)|p

|x|ps
dx

=

∫∫
DΩ

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy∫

IRN

|φ(x)|p

|x|ps
dx

.

En utilisant un argument de dilatation, nous pouvons prouver que ΛΩ défini dans
(3.11) ne dépend pas de Ω et alors Λ(Ω) = Λ(IRN) = Λ.

Pour prouver la seconde partie de la proposition, on considère que ε > 0 est
fixé et on suppose par l’absurde que pour Ω ⊂ IRN , on a

Λε(Ω) := inf


∫∫

DΩ

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy∫

Ω

|φ(x)|p

|x|ps+ε
dx

: φ ∈ C∞0 (Ω) \ {0}

 > 0. (3.12)

Notons que pour tout Br(0) ⊂ Ω

0 < Λε(Ω) ≤ Λε(Br(0)). (3.13)

De plus, remarquons que pour φ ∈ C∞0 (Br(0)) nous avons que∫
Br(0)

|φ(x)|p

|x|ps+ε
dx ≥ 1

rε

∫
Br(0)

|φ(x)|p

|x|ps
dx. (3.14)

D’où
0 < Λε(Ω) ≤ Λε(Br(0)) ≤ rεΛ(Br(0)) = rε L(Br(0)).

Pour r → 0, on obtient une contradiction et le résultat s’ensuit.
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Chapitre 4

Problème fractionnaire : existence
et cadre variationnel

Le but de ce chapitre est d’étudier les problème elliptiques avec diffusion
fractionnaire de la forme{

(−∆)su = f(x, u) dans Ω
u = 0 dans (IRN \ Ω)

(4.1)

ou Ω est un domaine borné de IRN , s ∈ (0, 1) et f une fonction donnée vérifiant
des hypothèses à préciser ultérieurement.

Il est à noter que sous des conditions adéquates, on peut chercher les solutions
du problème (4.1) comme des points critiques de la fonctionnelle d’énergie J
définit par

J(u) =
1

2

∫
IRN

∫
IRN

(u(x)− u(y))2

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
IRN

F (x, u)dx, u ∈ W s,2
0 (Ω)

où F (x, t) =
∫ t

0
f(x, σ)dσ.

4.1 Le cadre linéaire.
Pour le cas ou f dépend seulement de x, on peut appliquer le Théorème de

Lax-Milgram. Plus précisément on a le résultat suivant.

Théorème 4.1. Soit Ω est un domaine borné de IRN et s ∈ (0, 1). On suppose
que f est une fonction mesurable tel que f ∈ Lσ(Ω) ,où σ ≥ 2N

N+2s
. Alors le

problème {
(−∆)su = f(x) dans Ω

u = 0 dans (IRN \ Ω)
(4.2)

admet une solution unique u ∈ Hs
0(Ω), de plus u réalise le minimum global de la

fonctionnelle J donnée par

J(u) =
CN,s

2

∫
IRN

∫
IRN

(u(x)− u(y))2

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
IRN

f(x)u(x)dx, u ∈ Hs
0(Ω).

21
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Démonstration. Soit la forme bilinéaire a définit sur Hs
0(Ω)×Hs

0(Ω) par

a(u, v) =
CN,s

2

∫
Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y)).(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy.

Il est clair que si u, v ∈ Hs
0 ‘(Ω), alors

|a(u, v)| ≤ CN,s

2

∫
Ω

∫
Ω
| |u(x)−u(y)||v(x)−v(y)|

|x−y|N+2s |dxdy

≤ CN,s

2
.||u||Hs

0
.||v||Hs

0
;

Donc a est continue.
Comme

a(u, u) =
CN,s

2

∫
Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y))2

|x− y|N+2s
dxdy = ||u||2Hs

0
,

alors a est coercive.
Soit maintenant L(v) =

∫
Ω

f(x).v(x)dx. On voit aisément que L est linéaire. Par
l’inégalité de Hölder on déduit que si v ∈ Hs

0(Ω), alors

|L(v)| ≤
∫

Ω

|f(x).v(x)|dx ≤ ||v||L2∗s (Ω)||f ||L(2∗s)′ (Ω).

Comme (2∗s)
′ = 2N

N+2s
et Ω est borné, on déduit que ||f ||L(2∗s)′ (Ω) < ∞. Donc par

l’inégalité de Sobolev fractionnaire on obtient que

|L(v)| ≤ C||f ||Lσ(Ω)||v||Hs
0(Ω).

Comme conclusion on affirme que L est une forme linéaire continue sur Hs
0(Ω).

D’après le Théorème de Lax-Milgram on obtient l’existence d’un élément
unique u ∈ Hs

0(Ω) tel que u est la solution faible unique de problème (4.2). De
plus u est le minimum global de l’énergie J définie par

J(u) =
1

2
a(u, u)−L(u) =

CN,s

2

∫
IRN

∫
IRN

(u(x)− u(y))2

|x− y|N+2s
dxdy−

∫
IRN

f(x)u(x)dx.

4.2 Problème avec potentiel non-linéaire
On considère maintenant le cas où f(x, σ) = |σ|p−1σ + λh ,avec p < 2∗s − 1,

λ > 0 et h 	 0. Plus précisément on considère le problème général{
(−∆)su = |u|p−1u + λ.h sur Ω

u = 0 dans (IRN \ Ω)
(4.3)

où Ω est un domaine borné de IRN , s ∈ (0, 1), 1 < p < 2∗s − 1, h ∈ Lm(Ω) pour
m ≥ 2N

N+2s
. Notre but est d’utiliser les arguments variationnels pour prouver

l’existence d’une solution au moins pour λ petit. Comme 1 < p ≤ 2∗s − 1, le
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problème admet une structure variationnelle, les solutions de (4.3) sont obtenues
comme des points critiques de la fonctionnelle d’énergie J définie par

Jλ(u) =
CN,s

2

∫
IRN

∫
IRN

(u(x)− u(y))2

|x− y|N+2s
dxdy− 1

p + 1

∫
IRN

|u|p+1(x)dx−λ

∫
Ω

h(x).u(x)dx,

où u ∈ W s,2
0 (Ω). Le résultat d’existence pour ce cas est donné par le théorème

suivant.

Théorème 4.2. Soit s ∈ (0, 1) et Ω ⊂ IRN un domaine borné. Supposons que
0 < p < 2∗s − 1 et que m ≥ 2N

N+2s
. Alors il existe λ∗ > 0 telle que si λ < λ∗,

alors le problème (4.3) admet une solution u ∈ W s,2
0 (Ω). De plus u est un point

critique de Jλ.

Démonstration. Comme m ≥ (2∗s)
′ = 2∗s

2∗s−1
= 2N

N+2s
et p + 1 < 2∗s, alors la fonc-

tionnelle d’énergie Jλ est bien définie. Il est clair que les solutions faibles de (4.3)
sont les points critiques de Jλ.

Le cas 0 < p < 1 s’obtient par minimisation globale. Donc on considère le cas
1 < p < 2∗s − 1 qui est plus pertinent.

Notre but est d’appliquer le théorème du col (Mountain pass) pour la fonction-
nelle Jλ. On commence par démontrer que Jλ vérifie les conditions géométriques
pour λ petit.

Notons que J(0) = 0. Pour ||u||W s,2
0 (Ω) = r, on a par l’inégalité de Sobolev∫

IRN

|u|p+1(x)dx ≤ C.(

∫
IRN

|u|2∗sdx)
p+1
2∗s ≤ C.rp+1.

D’autre part, par dualité, on déduit que

|
∫

IR

h(x).u(x)dx| ≤ ||u||W s,2
0 (Ω)||h||L 2N

N+2s (Ω)
≤ ||h||

L
2N

N+2s (Ω)
r.

Donc pour ||u||W s,2
0 (Ω) = r, il résulte que

Jλ(u) ≥ C1r
2 − C2.r

p+1 − λ.C3r pour r ≥ 0.

On pose A(r, λ) = C1r
2 − C2.r

p+1 − C3λr. Pour λ = 0 on a A(r, 0) = C1r
2 −

C2.r
p+1. Donc Il existe 0 < r0 < r = (C1

C2
)

1
p−1 , tel que A(r0) ≥ α > 0. Donc par

continuité, on déduit l’existence de λ∗ > 0 tel que si λ < λ∗, alors A(r0, λ) > α
2
.

Donc on a prouver qu’il existe r0 > 0 et λ < λ∗, telles que si ||u||W s,2
0 (Ω) = r0,

alors Jλ(u) ≥ α
2
.

Soit maintenant w = t.v ∈ W s,2
0 (Ω) où ||v|| = 1, alors ||w|| = t||v|| = t →∞

quand t →∞. Donc pour t >> 0 très grand, ||w|| >> r. De plus on a

lim
t→+∞

Jλ(tv) = −∞.

Donc pour t très grand on a ||w|| >> r et Jλ(w) << 0. Donc Jλ vérifie les
conditions géométriques du théorème de col.



24CHAPITRE 4. PROBLÈME FRACTIONNAIRE : CADRE VARIATIONNEL

Il reste à prouver que Jλ vérifie la condition de Palais-Smale.
Soit {un}n une suite de W s,2

0 (Ω) telle que :

Jλ(un) → c dans R et J ′(un) → 0 dans H−s(Ω).

avec H−s(Ω) = (Hs
0(Ω))

′ .
On commence d’abord par montrer que {un}n est bornée. On a

< J ′λ(un), un >= C.||un||2W s,2
0
−

∫
Ω

|un|p+1(x)dx− λ

∫
Ω

h(x).un(x)dx.

Par soustraction, il résulte que

Jλ(un)− 1

p + 1
< J ′λ(un), un >= (

C

2
− C

p + 1
)||un||2W s,2

0
−λ(1− 1

p + 1
)

∫
IRN

h(x).un(x)dx.

Notons que pour n grand,

|Jλ(un)|+ 1

p + 1
||J ′λ(un)||.||un|| ≤ Ĉ + ε||un||W s,2

0
,

avec ε petit. Donc

C(p− 1)

2.(p + 1)
||un||2W s,2

0
− C||un||2W s,2

0
≤ Ĉ + ε||un||W s,2

0
.

Donc
||un||2W s,2

0
≤ C̃ + C||un||W s,2

0
.

Par conséquent on déduit que {un}n est une suite bornée de W s,2
0 (Ω) qui est un

espace réflexif.
Donc il existe une sous suite notée {un}n telle que un ⇀ u faiblement dans W s,2

0 .
Par le théorème de Rellich-Kondrachov fractionnaire, à une sous suite on déduit
que un → u fortement dans Lq(Ω) pour tout q ∈ [1, 2∗s). En particulier pour
q = p + 1. Donc ∫

Ω

|un − u|p+1dx → 0 si n →∞.

Notons que (−∆)sun
n→∞−−−→ (−∆)su au sens de dualité. Alors pour v ∈ W s,2

0 (Ω),
on obtient que

< J ′λ(un), v >=

∫
Ω

(−∆)sun.v −
∫

Ω

|un|p−1.un.v − λ

∫
Ω

h.un.v

n→∞−−−→
∫

Ω

(−∆)su.v −
∫

Ω

|u|p−1.u.v − λ

∫
Ω

h.u.v = 0.

Donc J ′λ(u) = 0. D’autre part on a

< J ′λ(un)− J ′λ(u), un − u >

=

∫
Ω

(−∆)s(un − u).(un − u)−
∫

Ω

(|un|p−1.un − |u|p−1.u).(un − u)− λ

∫
Ω

h.(un − u)2

= ||un − u||2
ws,2

0

+ o(1)
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Comme < J ′λ(un)− J ′λ(u), un − u >= o(1), il résulte que ||un − u||2
W s,2

0 (Ω)
= o(1).

D’où la condition de Palais-Smale est vérifiée.

Conclusion : La fonctionnelle Jλ vérifie toutes les hypothèses du théorème
du col, donc si l’on pose

B := {ϕ([0, 1]); ϕ ∈ C([0, 1], W s,2
0 (Ω)), ϕ(0) = 0, ϕ(1) = w},

et :
c̃ := inf

ϕ∈B
max
t∈[0,1]

Jλ(ϕ(t)),

alors c̃ est une valeur critique de Jλ, et c ≥ α > 0. Donc il existe u0 6= 0 telle que
Jλ(u0) = c̃ et J ′λ(u0) = 0. Donc u0 est une solution non triviale de (4.3).
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Chapitre 5

Regularité locale et fractionnaire.

Considérons l’équation de Poisson fractionnaire suivante{
(−∆)su = f dans Ω,

u = 0 dans RN \ Ω,
(5.1)

où Ω ⊂ IRN est un domaine régulier borné et f ∈ Lm(Ω) avec m ≥ 1. L’objectif
principal de ce chapitre est d’obtenir des résultats généraux de régularité de type
Calderón-Zygmund pour u dans un espace de Sobolev fractionnaire approprié.
La preuve du résultat principal sera donnée en plusieurs étapes selon la valeur
de m.

5.0.1 Définition et propriétés principales.

Commençons par préciser la notion de solution faible.

Définition 5.1. On dit que u est une solution faible au problème (5.1) si u ∈
L1(Ω), u ≡ 0 ∈ C(Ω) := IRN \ Ω et pour tout φ ∈ Xs, nous avons∫

Ω

u(−∆)sφdx =

∫
Ω

φ(x) f(x)dx,

où

Xs =
{

φ ∈ C(IRN) | supp(φ) ⊂ Ω, (−∆)sφ(x) est définie pour tout point x

avec |(−∆)sφ(x)| < C dans Ω
}

.

Pour σ ∈ R, nous définissons

Tk(σ) = max(−k, min(k, σ)) et Gk(σ) = σ − Tk(σ).

A partir de [28], [18] et [1] on a le résultat suivant.

27
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Théorème 5.1. Supposons que f ∈ L1(Ω), alors le problème (5.1) admet une
solution faible unique u qui est obtenue comme limite de {un}n∈N, la suite des
solutions des problèmes approximant{

(−∆)sun = fn(x) dans Ω,
un = 0 dans IRN\Ω,

(5.2)

avec fn = Tn(f). De plus,

Tk(un) → Tk(u) fortement dans W s,2
0 (Ω), ∀k > 0, (5.3)

u ∈ Lθ(Ω) , ∀ θ ∈
(
1,

N

N − 2s

)
(5.4)

et
u ∈ W s1,r

0 (Ω) , ∀s1 < s et ∀ r ∈
(
1,

1

s

)
. (5.5)

De plus,
un → u fortement dans W s1,r

0 (Ω). (5.6)

Le résultat de compacité suivant sera utiliser d’une manière fondamentale
dans le dernier chapitre. Voir [3] pour la preuve.

Théorème 5.2. Soit s ∈ (0, 1) ,Ω ⊂ IRN un domaine borné. Pour f ∈ L1(Ω) et
θ < N

N−s
, on considère l’opérateur linéaire T : L1(Ω) → W s,θ

0 (Ω), où T (f) = u
est la solution faible unique du problème (5.1). Alors T est compact.

Soit Gs(x, y) la fonction de Green associée au laplacien fractionnaire (−∆)s,
alors Gs(x, y) résout le problème{

(−∆)s
yGs(x, y) = δx si y ∈ Ω,

Gs(x, y) = 0 si y ∈ IRN\Ω,
(5.7)

où x ∈ Ω est fixe.
Notons que si u est solution de (5.1), alors

u(x) =

∫
Ω

Gs(x, y)f(y)dy.

Soit Ω un domaine régulier borné de IRN , puisque, en général, nous n’avons pas de
formule explicite pour la solution de problème (5.1), on va utiliser les propriétés
de la fonction de Green pour montrer des estimations sur u.

Commençons par le résultat suivant prouvé dans [9], [10] et [17].

Lemme 5.1. Supposons que s ∈ (0, 1), alors

Gs(x, y) ' 1

|x− y|N−2s

(
δs(x)

|x− y|s

)(
δs(y)

|x− y|s

)
' 1

|x− y|N−2s

(
δs(x)δs(y)

|x− y|2s

) (5.8)
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en particulier nous avons

Gs(x, y) ≤ C1 min{ 1

|x− y|N−2s
,

δs(x)

|x− y|N−s
,

δs(y)

|x− y|N−s
}. (5.9)

De plus pour x ∈ Ω on a

|∇xGs(x, y)| ≤ C2Gs(x, y) max{ 1

|x− y|
,

1

δ(x)
}. (5.10)

Par conséquent, pour tout x, y ∈ Ω,

|∇xGs(x, y)| ≤ C3

|x− y|N−2s+1δ1−s(x)
. (5.11)

Si s > 1
2
, alors |∇xGs(x, y)| ∈ L1(Ω× Ω).

Enfin rappelons le résultat suivant sur les intégrales singulières, prouvé dans
le livre de Stein [35].

Lemme 5.2. [35, Theorem I, Section 1.2, Chapter V] Soit 0 < λ < N et 1 ≤
p < ` < ∞ tels que

1

`
+ 1 =

1

p
+

λ

N
. Pour g ∈ Lp(IRN), on définit la nouvelle

fonction
h(x) =

∫
IRN

g(y)

|x− y|λ
dy.

Alors
a) h est bien définie et on a
b) Si p > 1, alors ‖h‖L`(IRN ) ≤ cp,q‖g‖Lp(IRN ).

c) Si p = 1, alors
∣∣{x ∈ RN |h(x) > σ}

∣∣ ≤ (
A‖g‖L1(IRN )

σ

)`

.

5.1 Régularité de la solution u

Dans cette section on va étudier la régularité de u en fonction de celle de f .
Rappelons que u est donnée par la formule

u(x) =

∫
Ω

Gs(x, y)f(y)dy.

Alors on a le résultat suivant.

Théorème 5.3. Supposons que f ∈ Lm(Ω) avec m ≥ 1 et soit u la solution
unique du problème (5.1), alors

1. Si m = 1, alors u ∈ Lr(Ω),
u

δs
∈ Lσ(Ω) pour tout r < N

N−2s
, σ < N

N−s
. De

plus on a
||u||Lr(Ω) + || u

δs
||Lσ(Ω) ≤ C(Ω, s, N)||f ||L1(Ω).
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2. Si 1 < m < N
2s

, alors u ∈ L
mN

N−2ms (Ω),
u

δs
∈ L

mN
N−ms (Ω) et

||u||
L

mN
N−2ms (Ω)

+ || u
δs
||

L
mN

N−ms (Ω)
≤ C(Ω, s, N,m)||f ||Lm(Ω).

3. Si m = N
2s

, alors u ∈ Lr(Ω) pour tout r < ∞,
u

δs
∈ L

mN
N−ms (Ω) et

||u||Lr(Ω) + || u
δs
||

L
mN

N−ms (Ω)
≤ C(Ω, s, N,m)||f ||Lm(Ω).

4. Si N
2s

< m < N
s
, alors u ∈ L∞(Ω),

u

δs
∈ L

mN
N−ms (Ω) et

||u||L∞(Ω) + || u
δs
||

L
mN

N−ms (Ω)
≤ C(Ω, s, N,m)||f ||Lm(Ω).

5. Si m = N
s
, alors u ∈ L∞(Ω),

u

δs
∈ Lp(Ω) pour tout p < ∞ et

||u||L∞(Ω) + || u
δs
||Lp(Ω) ≤ C(Ω, s, N,m)||f ||Lm(Ω).

6. Si m > N
s
, alors u ∈ L∞(Ω),

u

δs
∈ L∞(Ω) et

||u||L∞(Ω) + || u
δs
||L∞(Ω) ≤ C(Ω, s, N,m)||f ||Lm(Ω).

Démonstration. Puisque m ≥ 1, alors on sait que |u| ∈ M p̂∗(Ω) avec p̂∗ = N
N−2s

et
||u||Lθ(Ω) ≤ C(N, q, Ω)||f ||L1(Ω),

pour tout θ < p̂∗. Rappelons que

u(x) =

∫
Ω

Gs(x, y)f(y)dy.

Alors par les propriétés du noyau de Green, on déduit que

|u(x)| ≤
∫
Ω

|Gs(x, y)||f(y)|dy ≤ C

∫
Ω

|f(y)|
|x− y|N−2s

dy.

Soit

g(x) =

∫
Ω

f̃(y)

|x− y|N−2s
dy

où
f̃(x) =

{
|f(x)| si x ∈ Ω,

0 si x ∈ RN \ Ω.
(5.12)
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D’où
|u| ≤ g dans Ω.

Puisque f̃ ∈ Lm(IRN), alors par le lemme 5.2, g ∈ L
mN

N−2sm (IRN) si m < N
2s

et en
particulier g ∈ Lp(Ω) pour tout p ≤ mN

N−2sm
. Par conséquent, nous concluons.

Si m = N
2s

, alors en répétant l’argument ci-dessus avec m1 < m, il résulte que
g ∈ Lp(Ω) pour tout p < ∞.

Supposons que m > N
2s

, puis en utilisant l’inégalité de Hölder,∫
Ω

|f(y)|
|x− y|N−2s

dy ≤ C(Ω)||f ||Lm(Ω) pour tous x ∈ Ω.

Donc
‖u‖L∞(Ω) ≤ C||f ||Lm(Ω).

Pour estimer u(x)
δs(x)

, on utilise le fait que

|u(x)| ≤
∫
Ω

|Gs(x, y)||f(y)|dy ≤ Cδs(x)

∫
Ω

|f(y)|
|x− y|N−s

dy.

Donc
|u(x)|
δs(x)

≤ C

∫
Ω

|f(y)|
|x− y|N−s

dy.

Ainsi, l’estimation souhaitée est obtenue en appliquant le même argument ci-
dessus.

5.2 Régularité du "gradient local" de la solution
Dans le cas où s ∈ (0, 1

2
), on obtient plus de régularité sur u. Le résultat

suivant est prouvé dans [5].

Théorème 5.4. Supposons que s ∈ (1
2
, 1) et que f ∈ Lm(Ω), on pose v(x) =

u(x)δ1−s(x), alors on a
1. Si m = 1, alors v ∈ W 1,q

0 (Ω) pour tout q < N
N−(2s−1)

et

||v||W 1,q
0 (Ω) ≤ C(Ω, s, N, q)||f ||L1(Ω).

2. Si 1 < m < N
2s−1

, alors v ∈ W 1,q
0 (Ω) pour tout q ≤ N

N−m(2s−1)
et

||v||W 1,q
0 (Ω) ≤ C(Ω, s, N, q)||f ||Lm(Ω).

3. Si m = N
2s−1

, alors v ∈ W 1,q
0 (Ω) pour tout q < ∞ et

||v||W 1,q
0 (Ω) ≤ C(Ω, s, N, q)||f ||Lm(Ω).
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4. Si m > N
2s−1

, alors |∇v| ∈ L∞(Ω) et

|||∇v||L∞(Ω) ≤ C(Ω, s, N,m)||f ||Lm(Ω).

Démonstration. On utilisant la linéarité de notre problème et sans perte de
généralité, on peut supposer que f ≥ 0. Puisque m ≥ 1, alors on sait que
|∇u| ∈ Mp∗(Ω) avec p∗ = N

N−2s+1
et

||∇u||Lθ(Ω) ≤ C(N, q, Ω)||f ||L1(Ω),

pour tout θ < p∗. Il est clair que

u(x) =

∫
Ω

Gs(x, y)f(y)dy.

Ainsi
∇u(x) =

∫
Ω

∇xGs(x, y)f(y)dy,

alors par (5.11), il vient que

|∇u(x)| ≤
∫
Ω

|∇xGs(x, y)|f(y)dy ≤ C

δ1−s(x)

∫
Ω

f(y)

|x− y|N−2s+1
dy.

Soit

g(x) =

∫
Ω

f̃(y)

|x− y|N−2s+1
dy

où
f̃(x) =

{
f(x) si x ∈ Ω,

0 si x ∈ RN \ Ω.
(5.13)

D’où
|∇u|λ1−s ≤ g dans Ω.

Puisque f̃ ∈ Lm(IRN), alors par le lemme 5.2, g ∈ L
mN

N−m(2s−1) (IRN) si m < N
2s−1

et en particulier g ∈ Lp(Ω) pour tout p ≤ mN
N−m(2s−1)

. Par conséquent, nous
concluons.

Si m = N
2s−1

, alors en répétant l’argument ci-dessus avec m1 < m, il résulte
que g ∈ Lp(Ω) pour tout p < ∞.

Supposons que m > N
2s−1

, puis en utilisant l’inégalité de Hölder,∫
Ω

f(y)

|x− y|N−2s+1
dy ≤ C(Ω)||f ||Lm(Ω) pour tout x ∈ Ω.

Donc ∥∥∥∥|∇u|δ1−s

∥∥∥∥
L∞(Ω)

≤ C||f ||Lm(Ω).
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Rappelons que

∇u(x) =

∫
Ω

∇xGs(x, y)f(y)dy,

puis par le théorème de convergence dominée et le lemme de Vitali et puisque
m > N

2s−1
, alors ∇u est continue dans Ω.

Pour montrer que |∇u| est Hölderienne, nous allons prouver que |∇u| ∈
W 2s−γ−1,l(Ω) où 0 < γ < 2s−1 et (2s−γ−1)l > N . Par un argument de dualité
similaire à celui utilisé dans [18].

Soit φ ∈ C∞0 (Ω), puis

|
∫
Ω

φ(−∆)sudx| = |
∫
Ω

fφdx| ≤ ||f ||Lm(Ω)||φ||Lm′ (Ω).

Soit l =
Nm

N − γm
avec γ ∈ [0, 1] tel que γ < min{(2s − 1), N

m
}. Puisque m′ =

l′N

N − l′γ
, il est clair que N

2s−1
< m < l.

Maintenant, en utilisant la définition de l et par l’inégalité de Sobolev, il
s’ensuit que

|
∫
Ω

φ(−∆)sudx| ≤ ||f ||Lm(Ω)||φ||
L

l′N
N−l′γ (Ω)

≤ C||f ||Lm(Ω)||φ||W γ,l′
0 (Ω)

Ainsi (−∆)su ∈ W−γ,l(Ω) et

||(−∆)su||W−γ,l(Ω) ≤ C||f ||Lm(Ω).

Comme (−∆)s réalise un isomorphisme entre W 2s−γ,l(Ω) et W−γ,l(Ω), on conclut
que u ∈ W 2s−γ,l(Ω) et

||u||W 2s−γ,l(Ω) ≤ C||f ||Lm .

Puisque 2s − γ > 1, alors |∇v| ∈ W 2s−γ−1,l(Ω). Maintenant, en utilisant la
définition de l, nous arrivons facilement à voir que (2s− γ − 1)l > N . Ainsi par
l’inégalité de Morrey fractionnaire, |∇v| ∈ C0,σ(Ω) avec σ = N

(2s−γ−1)l

Remarque 5.1. Notons que par le Lemme 5.1, on obtient

u(x) ≤ C δs(x)

∫
Ω

f(y)

|x− y|N−s
dy.

Par conséquent de lemme 5.2, on obtient que
u

δs
∈ L

mN
N−ms (Ω) et

|| u
δs
||

L
mN

N−ms (Ω)
≤ C(Ω, s, N,m)||f ||Lm(Ω).
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De plus

|∇(uδ1−s)| = |δ1−s∇u + (1− s)
u

δs
∇δ| ≤ δ1−s|∇u|+ (1− s)

u

δs
|∇δ|,

et puisque |∇δ| = 1 p.p. dans Ω, alors pour tout p ≤ mN
N−m(2s−1)

, on obtient

|∇(uδ1−s)|p ≤ C1δ
(1−s)p|∇u|p + C2(

u

δs
)p.

D’où ∫
Ω

|∇(uδ1−s)|pdx ≤ C1

∫
Ω

δ(1−s)p|∇u|pdx + C2

∫
Ω

(
u

δs
)pdx.

Il est clair que mN
N−m(2s−1)

< mN
N−ms

; donc par l’inégalité de Hölder, il s’ensuit que( ∫
Ω

|∇(uδ1−s)|pdx

) 1
p

= ||uδ1−s||W 1,p
0 (Ω) ≤ C||f ||Lm(Ω).

5.3 Régularité du gradient fractionnaire de u

Pour étudier la régularité du gradient fractionnaire de u, on utilise un résultat
récent prouvé dans [2] sur la régularité fractionnaire du noyau de Green. Plus
précisément les auteurs dans [2] ont prouvé l’estimation suivante :

Théorème 5.5. Soient s ∈ (0, 1) et s ≤ t < min{1, 2s}. Alors il existe une
constante C > 0 (qui dépend seulement de N, s, t et Ω) telle que∣∣(−∆)

t
2
x Gs(x, y)

∣∣ ≤ C

|x− y|N−(2s−t)

(
1 +

∣∣ log |x− y|
∣∣ + | log δ(x)|+ |x− y|t−s

δt−s(x)

)
, p. p x, y ∈ Ω,

ou δ(x) := dist(x, ∂Ω).

Comme application directe de l’estimation précédente on obtient le résultat
de régularité fractionnaire global de type Calderon-Zygmund pour u.

Plus précisément, pour s ∈ (0, 1) et s ≤ t < min{1, 2s}, on définit

r?(s, t) :=

{
∞ si t = s.
1

t−s
si t > s.

(5.14)

Dans le cas où f ∈ Lm(Ω) avec m > N
2s−t

, nous avons le résultat de régularité
globale.

Théorème 5.6. Soient s ∈ (0, 1) et s ≤ t < min{1, 2s}. On considère u la
solution faible unique du problème (5.1) avec f ∈ Lm(Ω) pour m > N

2s−t
. Alors

pour tout 1 ≤ p < r∗(s, t), il existe une constante positive C = C(N, s, t, p, m, Ω)
telle que

‖(−∆)
t
2 u‖Lp(IRN ) ≤ C‖f‖Lm(Ω).

Ainsi u ∈ Lt,p(IRN) pour tout 1 < p < 1
t−s

et

‖u‖Lt,p(IRN ) ≤ C‖f‖Lm(Ω).
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Pour le cas général, on a besoin de définir quelques constantes additionnelles.
Supposons que s ≤ t < min{1, 2s} et 1 ≤ m < N

2s−t
. On pose

m?(s, t) := max
{

1,
N

N + s−N(t− s)
+ ε

}
, (5.15)

où ε est une constante positive arbitraire. Soit

p?(m, s, t) :=

{
mN

N−ms
pour t = s.

min
{

mN
N−ms+mN(t−s)

, 1
t−s

}
pour t > s.

(5.16)

Dans [2], les auteurs ont prouvé le théorème suivant.

Théorème 5.7. Soit s ∈ (0, 1) et s ≤ t < min{1, 2s}. Soit u la solution faible
de (5.1) avec f ∈ Lm(Ω) et m?(s, t) ≤ m < N

2s−t
. Alors, pour tout 1 ≤ p <

p?(m, s, t), il existe une constante positive C = C(N, s, t, p, m, Ω) telle que

‖(−∆)
t
2 u‖Lp(IRN ) ≤ C ‖f‖Lm(Ω) .

Donc u ∈ Lt,p(IRN) pour tout 1 ≤ p < p?(m, s, t) et

‖u‖Lt,p(IRN ) ≤ C‖f‖Lm(Ω).

Comme conséquence directe de la relation entre l’espace de Sobolev frac-
tionnaire W t,p(IRN) et l’espace potentiel de Bessel Lt,p(IRN), nous obtenons la
conclusion suivante

Corollaire 5.1. Soit s ∈ (0, 1), s ≤ t < min{1, 2s}. Considérons u, la solution
du problème 5.1 avec f ∈ Lm(Ω). Alors

1. Si m?(s, t) ≤ m < N
2s−t

, , on a, pour tout 1 < p < p?(m, s, t), il existe
C = C(N, s, t, m, p, Ω) tel que

‖u‖W t,p(IRN ) ≤ C‖f‖Lm(Ω).

2. Si m ≥ N
2s−t

, alors, pour tout 1 < p < r?(s, t), il existe C = C(N, s, t, m, p, Ω)
tel que

‖u‖W t,p(RN ) ≤ C‖f‖Lm(Ω).
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Chapitre 6

Application

On s’intèresse maintenant au problème suivant :{
(−∆)su = |u|p−1u + λ.h dans Ω

u = 0 dans (IR \ Ω)
(6.1)

où Ω est un domaine borné de IRN , s ∈ (0, 1), 1 < p < ∞, h ∈ Lm(Ω) pour
m ≥ 1 a déterminer en fonction de p. Notre but est de trouver des conditions
optimales sur λ et g pour prouver l’existence d’une solution pour p libre.

On note f = |u|p−1u + λ.h, avec f ∈ Lσ(Ω). Si 1 < p ≤ 2∗s − 1, le problème
admet une structure variationnelle, le problème a été étudié dans le chapitre 2
par l’argument du col. Les solutions de (6.1) sont obtenues comme des points
critiques de la fonctionnelle d’énergie J définie par

Jλ(u) =
CN,s

2

∫
IRN

∫
IRN

(u(x)− u(y))2

|x− y|N+2s
dxdy− 1

p + 1

∫
IRN

|u(x)|p+1dx−λ

∫
IR

h(x).u(x)dx,

où u ∈ W s,2
0 (Ω). D’après notre étude présentée dans le chapitre 2, pour λ petit,

la fonctionnelle Jλ a la géométrie du col et on peut appliquer le Théorème de
Ambosetti-Rabinowitz.

Par contre si p > 2∗s−1, alors Jλ n’est pas définie dans W s,2
0 (Ω) et on a besoin

de changer de méthode pour prouver l’existence d’une solution.
Le résultat principal dans ce cas sera le théorème suivant :

Théorème 6.1. Soit s ∈ (0, 1) et Ω ⊂ IRN un domaine borné. Supposons que
1 ≤ p et que m > N(p−1)

2ps
. Alors il existe λ∗ > 0 telle que si λ < λ∗, alors le

problème (6.1) admet une solution u ∈ W s,σ
0 (Ω) pour tous σ < mN

N−ms
.

on rappel que si p < 2∗s − 1, en peut utilisé des arguments variationnels et on
arrive à prouver l’existence d’une solution comme a été prouvé dans le deuxième
chapitre.

Démonstration. on suppose dans cette partie que p ≥ 2∗s − 1, c’est le cas où on
arrive pas à appliquer les arguments variationnels.

37
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On va utiliser le Théorème du point fixe de Schauder.
Soit 1 < q0 < N

N−s
fixé. On considère r > 1 tel que pm < r < mN

N−2sm
.

On considère l’équation algébrique suivante :

C1(C(Ω)l + λ||h||Lm(Ω)) = l
1
p

où C1, C(Ω) sont des constantes universelles qui peuvent dépendre de Ω. Comme
p > 1, alors il existe λ∗ > 0 tel que si 0 < λ < λ∗, alors l’équation algébrique
précédente admet une seule solution l. Fixons les paramètres précédents, et consi-
dérons l’ensemble

E = {u ∈ W s,q0

0 (Ω) telle que ||u||Lr(Ω) ≤ l}.

Alors E est un ensemble convexe et fermé de W s,q0

0 (Ω).
Il est clair que E est convexe puisque il est définit à l’aide de la norme de Lr.
Montrons que E est fermé dans W s,q0

0 (Ω).
Soit {vn}n ⊂ E, telle que vn → v fortement dans W s,q0

0 (Ω). Donc {vn}n est
bornée dans Lr(Ω). En utilisant le Théorème de Rellich-Kondrachov fractionnaire
on déduit que vn → v fortement dans Lq0(Ω). Donc à une sous suite notée
toujours {vn}n, il résulte que vn → v p.p. dans Ω. Par le Lemme de Fatou, il
découle que

||v||Lr(Ω) ≤ lim inf
n→∞

||vn||Lr(Ω) ≤ C.

Donc v ∈ Lr(Ω) et par conséquent E est un fermé de W s,q0

0 (Ω).
Soit maintenant l’opérateur T : E → W s,q0

0 (Ω) définit par T (v) = u ou u est
la solution du problème{

(−∆)su = |v|p−1v + λh sur Ω,
u = 0 sur (IRN \ Ω).

(6.2)

On va commencer par prouver que T est bien défini. Soit f = |v|p−1v + λh,
montrons que f ∈ Lm(Ω). Par hypothèse h ∈ Lm(Ω). Maintenant on a

|||v|p−1v||Lm(Ω) = ||v||pLpm(Ω) ≤ C(Ω)||v||pLr(Ω) = C(Ω)l.

Donc f ∈ Lm(Ω). Par le Théorème (5.3) on déduit l’existence et l’unicité de u,on
peut déduire encore par les résultat de régularité que u ∈ W s,σ

0 (Ω) pour tout
σ < N

N−s
, en particulier pour σ = q0. Donc T est bien définit.

Montrons maintenant que avec le choix de l, on a T (E) ⊂ E. Effectivement,
comme f ∈ Lm(Ω), alors u ∈ L

mN
N−2ms (Ω) et

||u||
L

mN
N−2ms (Ω)

≤ C1||f ||Lm(Ω).

D’après le calcul précédent on a

||f ||Lm(Ω) ≤ |||v|p−1v||Lm(Ω) + λ||h||Lm(Ω)

≤ C(Ω)||v||pLr(Ω) + λ||h||Lm(Ω)

≤ C(Ω)l + λ||h||Lm(Ω).
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d’autre part, et comme r < mN
N−2ms

, il résulte de l’inégalité de Hölder que

||u||Lr(Ω) ≤ C(Ω)||u||
L

mN
N−2ms (Ω)

.

Donc en combinant les calculs ci-dessus, nous arrivons à montrer que

||u||Lr(Ω) ≤ C1(C(Ω)l + λ||h||Lm(Ω)) ≤ l
1
p ,

d’après le choix de l. Donc u ∈ E.
On va prouver maintenant que T est continu.

Soit {vn}n ⊂ E une suite de E telle que vn → v fortement dans W 1,q0(Ω). Soient
un = T (vn), u = T (v) et wn = un−u. D’aprés l’inégalité de Sobolev on déduit que
vn → v fortement dans La(Ω) pour tous a ≤ q0N

N−q0s
. En particulier pour a = q0.

Comme {vn}n ⊂ E, alors ||vn||Lr(Ω) ≤ C. Comme r > q0, par interpolation on
déduit que pour tous γ ∈ [q0, r), on aura, pour θ ∈ (0, 1),

||vn − v||Lγ(Ω) ≤ ||vn − v||θLr(Ω)||vn − v||1−θ
Lq0 (Ω) ≤ C||vn − v||1−θ

Lq0 (Ω).

Donc pour tout γ ∈ [q0, r)

||vn − v||Lγ(Ω) → 0 quand n →∞.

Comme {
(−∆)swn = |vn|p−1vn − |v|p−1v dans Ω

wn = 0 dans (IRn \ Ω),

par le fait que
|vn|p−1vn − |v|p−1v fortement dans Lm(Ω),

d’après le Théorème 5.3, il découle que que wn → 0 fortement dans W s,σ
0 (Ω) pour

tous σ < N
N−s

, en particulier pour σ = q0. Donc T est continu.
Montrons maintenant que T est compact.

Soit {vn}n ⊂ E une suite bornée dans W s,q0

0 (Ω), alors

||vn||W s,q0 (Ω) ≤ c et ||vn||Lr0 (Ω) ≤ l.

On pose un = T (vn), alors{
(−∆)sun = |vn|p−1vn + λ.h sur Ω

un = 0 dans (IRN \ Ω)

Si on pose fn = |vn|p−1vn + λ.h, par le même calcul précédent on déduit que
||fn||Lm(Ω) ≤ c pour tout n. D’après le Théorème de compacité 5.2, il s’ensuit
que la suite {un}n est relativement compacte dans W s,σ

0 (Ω) pour tout σ < N
N−s

.
En particulier, pour σ = q0, on obtient l’existence d’une sous suite notée {un}n

qui converge fortement dans W s,q0

0 (Ω). Donc T est compact.
Conclusion :
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Comme T est un opérateur continu compact défini de E dans E, avec E un
convexe fermé, on déduit par le théorème du point fixe de Schauder que T admet
un point fixe dans E. Donc il existe u ∈ E tel que T (u) = u et par conséquence
u est une solution de problème (6.1) avec u ∈ W s,σ

0 (Ω) pour tout σ < mN
N−ms

, car
|u|p + λ|h| ∈ Lm(Ω).

Remarque 6.1.

1. Si la fonction h  0, alors on peut prouver l’existence d’une solution posi-
tive. Il suffit de considérer le problème{

(−∆)su = up
+ + λ.h dans Ω

u = 0 dans (IRN \ Ω),

et d’appliquer le principe du maximum.
2. La condition λ petit, semble être optimale, au moins pour prouver l’exis-

tence d’une solution positive. Pour prouver cette affirmation, on considère
ϕ1 la solution positive de problème

(−∆)sϕ1 = λ1.ϕ1 sur Ω
ϕ1 = 0 sur (IRN \ Ω)

tel que ||ϕ1||L1 = 1.

Soit u une solution positive de problème (4.3), testons alors le problème de
u par la fonction ϕ1, il résulte que

λ1

∫
Ω

uϕ1dx =

∫
Ω

u((−∆)s)ϕ1dx =

∫
Ω

upϕ1 + λ.

∫
Ω

hϕ1dx.

Comme p > 1, par l’inégalité de Young on déduit que

λ1

∫
Ω

uϕ1 ≥ ε

∫
Ω

upϕ1dx + C(ε)

∫
Ω

ϕ1dx.

Choisissons ε < 1 petit, on obtient que

λ.

∫
Ω

hϕ1dx ≤ C(ε)

∫
Ω

ϕ1dx.

Donc

λ ≤
C(ε)

∫
Ω

ϕ1dx∫
Ω

hϕ1dx
= λ∗.

Par conséquence, si λ > λ∗, alors le problème (4.3) n’admet pas de solution
positive.
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