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Notation
Symbole Signification
x = (x1, x2, ..., xN) Élément de RN

|x| =
√
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

N la norme euclidienne de x ∈ RN

α = (α1, ..., αN) multi- indice, élément de NN

|α| =
N∑
i=1

αi La longueur du multi-indice α

χK l’indicatrice de l’ensemble K .
|Ω| Mesure de Ω
∂Ω Frontière de Ω
Br(x) La boule de centre x et de rayon r.
CΩBr(x) le complémentaire de la boule Br(x) par rapport à Ω .
(u ∗ v)(x) Le produit de convolution de u et v défini par :

(u ∗ v)(x) =
∫
RN u(x− t)v(t)dt

Γ La fonction Gamma définie par Γ(x) =
∫∞

0
tx−1e−tdt pour x ∈ R.

Diu = ∂iu = ∂u
∂xi

= uxi Dérivée partielle de u par rapport a xi
Diju = ∂iju = ∂2u

∂xi∂xj
= uxixj Deuxième dérivée partielle de u par rapport a xi, xj

∇u = ( ∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, ..., ∂u

∂xN
) Gradient de u

D2u = (Diju) Matrice Hessienne de u
∆u Laplacien de u
C∞(Ω) Les fonctions infiniment dérivables dans Ω
C∞0 (Ω) = D(Ω) Les fonctions C∞(Ω) à support compact
D′(Ω) Espace des distributions définies sur Ω
M(Ω) L’ensemble des fonctions mesurables de Ω dans R.
Lp(Ω) Espace de Lesbegue
W k,p(Ω) Espace de Sobolev
W k,p

0 (Ω) Espace de Sobolev avec trace zero
W−1,p′(Ω) Espace dual de W 1,p

0 (Ω)
↪→ Injection continue.
↪→ ↪→ Injection compacte.
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Introduction

L’intégration, opérateur inverse de la dérivée, peut être considérée comme une dérivée
d’ordre "moins un". Le calcul fractionnaire est la généralisation des notions de l’intégration et
de dérivation à l’ordre non-entier.
Selon une thèse d’histoire des mathématiques [16], la dérivation d’ordre fractionnaire remonte
à la fin du 17ème siècle, diverses correspondances entre Gottfried Leibnitz, Guillaume de l’Hos-
pital et Johann Bernoulli en témoignent.
Suite aux travaux de Joseph Liouville et Bernard Riemann au milieu du 19éme siècle, les no-
tions fondamentales de dérivation et d’intégration d’ordre fractionnaire ont été introduites.
De nombreux mathématiciens ont défini différentes approches généralisant la notion de déri-
vations à un ordre non-entier, par exemple la dérivée au sens de Grunwald-Letnikov, au sens
de Riemann-Liouville,au sens de Caputo et ont généralisé les transformations de Fourier et de
Laplace associés à la dérivée fractionnaire en considérant la multiplication par (iw)α ou pα avec
α non-entier pour plus de détails sur les divers approches de dérivations fractionnaires voir [35]
et [4].
Cette notion de dérivation fractionnaire n’est pas une question de mathématiques "pures" elle
présente un intérêt certain pour l’ingénieur. Le principe de causalité en physique signifie que
l’état présent d’un processus f démarrant à l’instant t = a, dépend de tous les états précédents(
dans le passé). Ce qui est bien introduit par les dérivées fractionnaires à gauche.
La dérivation fractionnaire s’introduit naturellement dans la modélisations en mécanique des
gommes, des caoutchoucs et toute sorte de matériaux qui conservent la mémoire des défor-
mations passées et dont le comportement est dit viscoélastique. Elle intervient en bio-chimie
(modélisation des polymères et protéines), l’électromagnétisme, l’acoustique ou la thermique,
la théorie des controle(mouvement à travers des milieux poreux)...etc. Pour plus détails voir
[20],[23],[31],[32] et[36].
Nombreuses méthodes sont utilisées pour prouver l’existence, la multiplicité ou l’unicité de so-
lution, pour les équations différentielles fractionnaires comme les techniques du point fixe, la
méthode de points critiques, la notion de sous et sur solutions voir [44],[45],[47].

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l’étude de l’existence et la multiplicité de solutions
pour une classe d’équations aux dérivées partielles fractionnaires.
Nous considérons en particulier un problème de Dirichlet associé au Laplacien fractionnaire.
Cet opérateur constitue l’opérateur non local le plus simple et en même temps un modèle, il
est considéré comme référence dans l’étude de ce type d’opérateurs.
L’intérêt porté aux opérateurs non locaux tels que le Laplacien fractionnaire a augmenté au
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cours des dernières années, ils apparaissent naturellement dans la mécanique des continums, les
phénomènes de transition de phase, la dynamique de la population et la théorie des jeux voir
par exemple Caffarelli [11] et ses références. Metzler et Klafter [33, 34] ont étudié la description
de la diffusion anormale par la dynamique fractionnaire dans leurs travaux et diverses équations
aux dérivées partielles fractionnaires. Les opérateurs fractionnaires sont également impliqués
dans les mathématiques financières (Processus de Lévy en Finance [5]).
Le Laplacien fractionnaire est défini comme un opérateur pseudo différentiel, i.e comme une
extension du concept d’opérateur différentiel ;

(−∆)su(x) = C(N, s) lim
ε→0+

∫
RN\B(x,ε)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN

où s ∈ (0, 1), B(x, ε) est la boule ouverte de centre x et de rayon ε et C(N, s) est la constante
de normalisation :

C(N, s) =
(∫

RN

1− cos(ξ1)

|ξ|N+2s
dξ
)−1

Où ξ = (ξ1, ξ
′) avec ξ′ ∈ RN−1.

Cet opérateur peut être aussi défini en utilisant la transformée de Fourier par :

(−∆)su = F−1
(
|ξ|2s.Fu

)
Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au côté théorique de l’opérateur Laplacien

fractionnaire, tel que : ses définitions équivalentes, ses propriétés, le cadre fonctionnel et les
inégalités associées. Ainsi, nous étudions la version non locale des problèmes elliptiques de type
quasi linéaire, i.e

(P )

{
(−∆)su = f(., u) dans Ω

u = 0 sur RN \ Ω

avec s ∈ (0, 1), Ω un ouvert borné de RN et de frontière régulière et f vérifiant des hypothèses
qui seront ultérièrement définies.
Notre mémoire est composé de trois chapitres :

* Dans le premier chapitre nous présentons les outils d’analyse qui sont utilisés pour com-
prendre et traiter les problèmes considérés. Avant d’introduire le problème non local et ces
outils nous commençons par des rappels du cadre classique pour souligner la similitude
dans la structure et les propriétés, nous présentons un aperçu sur la formulation varia-
tionnel des problèmes elliptiques et la théorie des points critiques tel que la condition de
Palais-Smale (condition de compacité), théorème du Col de la montagne (Mountain Pass
Theorem) et le théorème de Clark. Nous terminons ce chapitre, en présentant les distri-
butions tempérées et quelques propriétés de leurs transformées de Fourier, cette dernière
est utilisée dans l’une des définitions de Laplacien fractionnaire.

* Dans le second chapitre nous introduisons les espaces de Sobolev fractionnaires W s,p

et leur injections continues et compactes dans les espaces de Lebesgue et de Hölder. La
deuxième partie est consacrée aux divers approches de définitions de l’opérateur Laplacien
fractionnaire (intégrale singulière, transformée de Fourier, produit de convolution...).

* Dans le dernier chapitre nous étudions l’existence et la multiplicité de solutions non
triviales du problème (P ), en se basant sur l’application de théorème de Clark présenté
dans le chapitre 1.
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Chapitre 1

Préliminaires et outils de base

Dans ce chapitre, nous dressons une liste non exhaustive des principales notations et
outils utilisés tout au long de ce manuscrit. D’autres, plus spécifiques, seront introduites dans
le texte (dans les chapitres concernés). Nous rappelons également divers résultats généraux qui
pour la plupart sont accompagnés de références à la bibliographie et qui seront utilisés dans le
texte.
Les références de base de ce chapitre sont [10],[17],[19],[14],[38],[26] et[28] .

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue Lp

Définition 1.1. Soit Ω un ouvert de RN et p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on définit

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; fest mesurable et ||f ||Lp(Ω) <∞}

où
||f ||Lp(Ω) =

[ ∫
Ω

|f(x)|pdx
]1/p

Définition 1.2. Soit Ω un ouvert de RN , on définit :

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; fest mesurable et ∃ c > 0 telle que |f(x)| 6 c, p.p dans Ω}

L∞(Ω) est muni de la norme :

||f ||L∞(Ω) = inf{c > 0, |f(x)| 6 c, p.p sur Ω}

Théorème 1.1. L’espace Lp(Ω) est :

• Un espace de Banach pour tout 1 6 p 6 +∞

• Un espace séparable pour tout 1 6 p < +∞

• Un espace réflexif pour tout 1 < p < +∞

Propriété 1.1. ( d’injection des espaces de Lebesgue)
Soit Ω un ouvert de RN de mesure finie, et soit 1 6 p 6 q 6 +∞. Alors :

Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

1.1.2 Espaces de Hölder

Définition 1.3. Soit Ω un ouvert de RN , on note Cm
b (Ω) l’espace des fonction bornées de classe

Cm sur Ω, défini par :

Cm
b (Ω) =

{
u ∈ Cm(Ω), ∀α ∈ NN , |α| 6 m,∃ k > 0; ||Dαu||L∞(Ω) 6 k

}
.

avec α = (α1, ..., αN) ∈ NN , |α| =
N∑
i=1

αi et Dα =
∂|α|

∂α1
x1 ...∂

αN
xN

On le munit de la norme :
||u||m =

∑
06|α|6m

||Dαu||L∞(Ω).

Définition 1.4. Soit 0 < λ 6 1, on note C0,λ
b (Ω) l’espace des fonctions höldériennes bornées

sur Ω d’ordre λ, défini par :

C0,λ
b (Ω) =

{
u ∈ Cb(Ω), ∃C > 0,∀(x, y) ∈ Ω× Ω; |u(x)− u(y)| 6 C|x− y|λ

}
Si λ = 1 , on l’appelle espace des fonctions Lipschitziennes bornées.
L’espace C0,λ

b (Ω) est muni de la norme :

||u||0,λ = ||u||L∞(Ω) + [u]C0,λ

avec
[u]C0,λ = sup

(x,y)∈Ω2\x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|λ

Plus généralement, on définit l’espace Cm,λ
b par :

Cm,λ
b (Ω) =

{
u ∈ Cm(Ω); Dαu ∈ C0,λ

b (Ω),∀α ∈ NN , |α| = m
}

Muni de la norme
||u||m,λ =

∑
06j6m

||Dju||L∞(Ω) + ||Dmu||0,λ

1.1.3 Espaces de Sobolev Wm,p

Dans cette section nous introduisons les espaces de Sobolev d’ordre entier et leurs pro-
priétés fondamentales.

Soit Ω un ouvert de RN , m ∈ N et p ∈ [1,+∞).

Définition 1.5. On définit l’espace de Sobolev Wm,p(Ω) par :

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) \ ∀α ∈ NN , |α| 6 m, Dαu ∈ Lp(Ω)

}
avec α = (α1, ..., αN) ∈ NN , |α| =

N∑
i=1

αi et Dα =
∂|α|

∂α1
x1 ...∂

αN
xN

Ici Dαu est la dérivée au sens des distributions de u sur Ω, c.à.d

∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), < Dαu, ϕ >= (−1)|α| < u,Dαϕ >

8



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

Wm,p(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

• pour 1 6 p < +∞ :

||u||Wm,p(Ω) :=
( ∑

06|α|6m

||Dαu||pLp(Ω)

) 1
p

• pour p = +∞
||u||Wm,p(Ω) := max

06|α|6m
||Dαu||L∞(Ω)

Si p=2 :
On remplace la notationWm,2(Ω) par Hm(Ω), c’est un espace de Hilbert dont le produit scalaire
est

< u, v >Hm(Ω):=< u, v >L2(Ω) +
∑

16|α|6m

〈
Dαu,Dαv

〉
L2(Ω)

Propsition 1.1. L’espace Wm,p(Ω) est :

• Un espace de Banach pour tout 1 6 p 6 +∞.

• Un espace séparable pour tout 1 6 p < +∞.

• Un espace réflexif pour tout 1 < p < +∞.

Définition 1.6. L’espace Wm,p
0 (Ω) est la fermeture de C∞0 (Ω) dans Wm,p(Ω).

Théorème 1.2. Soit p ∈ [1,+∞[ alors C∞0 (RN) est dense dans Wm,p(RN) ; i.e

C∞0 (RN)
||.||Wm,p

= Wm,p(RN)

Théorème 1.3. (Injection continue des espaces de Sobolev)
Soit p ∈ [1,+∞[ et m ∈ N, on a :

1. Si N > mp alors :

Wm,p(RN) ↪→ Lq(RN), pour p 6 q 6
Np

N −mp

2. Si N = mp alors :

• Si p > 1 alors :
Wm,p(RN) ↪→ Lq(RN), pourp 6 q < +∞.

• Si p = 1 alors :
WN,1(RN) ↪→ Cb(RN)

3. Si N < mp alors :

• Pour N
p
/∈ N et j satisfait (j − 1)p < N < jp, on a :

Wm,p(RN) ↪→ Cm−j,λ
b (RN) pour tout 0 < λ < j − N

p

• Pour N
p
∈ N et m > j = N

p
+ 1

Wm,p(RN) ↪→ Cm−j,λ
b (RN) pour tout 0 < λ < 1

9



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

Théorème 1.4. (Théorème de Rellich-Kondrachov)
Soit Ω un ouvert borné, lipschitzien de RN avec N > 1.

• Si N > mp alors :

Wm,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), pour q 6
Np

N −mp

• Si N = mp alors :
Wm,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), pour q +∞

• Si N < mp alors et j =
[
N
p

]
+ 1 alors :

Wm,p(Ω) ↪→↪→ Cm−j,λ(Ω̄) pour λ < j − N

p
.

1.2 Quelques inégalités et théorèmes de convergence

Notation Soit 1 6 p 6∞, on désigne par p′ l’exposant conjugué de p c’est à dire :

1

p
+

1

p′
= 1, p′ =

p

p− 1

Théorème 1.5. (Inégalité de Hölder)
Soient Ω un ouvert de RN , f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec p ∈ [1,+∞[ alors f.g ∈ L1(Ω) et∫

Ω

|fg|dx 6 ||f ||Lp ||g||Lp′

Théorème 1.6. (Inégalitée d’interpolation)
Soit Ω un ouvert de RN et 1 6 p 6 q 6 +∞, si f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) alors f ∈ Lr(Ω) avec

r ∈ [p, q], et

‖f‖Lr(Ω) 6 ‖f‖αLp(Ω)‖f‖1−α
Lq(Ω)

1

r
=
α

p
+

1− α
q

pour tout α ∈ [0, 1].

Proposition 1.1. (Inégalité de Poincaré)
Soit Ω un domaine borné de RN dans une direction, 1 6 p < +∞. Alors, il existe une constante
C = C(Ω, p) telle que :

‖u‖Lp(Ω) 6 C‖∇u‖Lp(Ω) ,∀u ∈ W 1,p
0 (Ω), 1 6 p < +∞.

En particulier ‖∇u‖Lp(Ω) représente une norme de u dans l’espace W 1,p
0 (Ω) équivalente à la

norme induite par W 1,p(Ω).

Théorème 1.7. (Inégalité de Sobolev)
Soit 1 6 p < N , il existe une constante c qui dépend de N et p telle que :

‖u‖
L

Np
N−p (RN )

6 c‖u‖W 1,p
0 (RN ).

Pour tout u ∈ W 1,p
0 (RN)

Comme conséquence, l’espace W 1,p(RN) s’injecte d’une manière continue dans Lq(Ω),∀q ∈
[p, Np

N−p ].
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

Théorème 1.8. (Inégalité de Hardy )
Soit 1 < p < N , si u ∈ W 1,p(RN) :

• u

|x|
∈ Lp(RN)

• L’inégalité de Hardy ∫
RN

|u|p

|x|p
dx 6 CN,p

∫
RN
|∇u|pdx,

avec : CN,p = ( p
N−p)p.

Théorème 1.9. (Convergence dominée de Lebesgue)
Soit Ω un ouvert de RN et (fn) une suite de fonctions de L1(Ω). On suppose que :

• fn(x)→ f(x) p.p sur Ω.

• il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n, |fn(x)| 6 g(x) pp sur Ω.

Alors,
f ∈ L1(Ω) et ||fn − f ||L1 → 0

Théorème 1.10. (Convergence dominée de Lebesgue inverse)
Soient Ω un ouvert de RN, (fn) une suite de Lp(Ω) et f une fonction de Lp(Ω), telles que :
||fn − f ||Lp → 0. Alors, il existe une sous suite extraite (fnk) telle que :

i) fnk(x)→ f(x) p.p sur Ω.

ii) |fnk(x)| 6 h(x) ∀k et pp sur Ω avec h ∈ Lp(Ω).

Théorème 1.11. (Fubini-Tonnelli)
Soient Ω1 ,Ω2 deux ouverts de RN . On suppose que F ∈ L1(Ω1 × Ω2), alors pour presque tout
x ∈ Ω1 on a :

F (x, .) ∈ L1(Ω2) et

∫
Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1)

et pour presque tout y ∈ Ω2 on a :

F (., y) ∈ L1(Ω1) et

∫
Ω1

F (x, y)dx ∈ L1
y(Ω2)

De plus ∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy =

∫
Ω1

(∫
Ω2

F (x, y)dy
)
dx =

∫
Ω2

(∫
Ω1

F (x, y)dx
)
dy

Définition 1.7. (la convergence faible)
Soit (xn) une suite de l’espace vectoriel normé (X, ||.||X) et soit X ′ son dual topologique. On
dit que (xn) converge faiblement dans X, s’il existe un élément x ∈ X tel que :

∀f ∈ X ′, < f, xn >→< f, x >

où <,> dénote le crochet de dualité.
Et on notera xn ⇀ x la convergence faible de (xn) vers x dans X .

Propsition 1.2. Soit (xn) une suite de X. On a

11
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i) Si xn converge vers x fortement alors xn converge vers x faiblement.

ii) Si xn ⇀ x, alors ||xn|| est bornée et ||x|| 6 lim inf ||xn||.
iii) Si xn ⇀ x (faiblement) dans X et fn → f (fortement) dans X ′, alors

< fn, xn >→< f, x >

Théorème 1.12. Soit X un espace de Banach réflexif et soit (xn) une suite bornée dans X.
Alors il existe une sous suite extraite (xnk)k qui converge faiblement vers x ∈ X.

1.3 Dérivées et points critiques

Définition 1.8. (Dérivée directionnelle)
Soient Ω une partie d’un espace de Banach X et J : Ω → R une fonction à valeurs réelles. Si
u ∈ Ω et v ∈ X sont tels que pour t > 0 assez petit on a u + tv ∈ Ω, on dit que J admet (au
point u) une dérivée dans la direction v si

lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)

t

existe. On notera cette limite par J ′v(u).

Définition 1.9. (Dérivé au sens de Gâteaux)
On dit que la fonction J d’un ouvert Ω d’un espace de Banach X à valeurs réelles, est diffé-
rentiable au sens de Gâteaux en u ∈ Ω, s’il existe l ∈ X ′ tel que dans chaque direction v ∈ X
où J(u+ tv) existe pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle J ′v(u) existe et on a :

lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)

t
=< l, v >

On posera J ′g(u) = l

Définition 1.10. (Dérivée au sens de Fréchet)
Soient X un espace de Banach, Ω un ouvert de X et J : Ω→ R une fonction. Si u ∈ Ω, on dit
que J est différentiable en u au sens de Fréchet, s’il existe l ∈ X ′, tel que :

∀v ∈ Ω J(v)− J(u) =< l, v − u > +o(v − u)

Si J est différentiable, l est unique et on note J ′(u) = l

Propsition 1.3. Soit Ω un ouvert de X et J : Ω→ R une fonctionnelle Gâteaux différentiable
dans un voisinage de u ∈ Ω, alors si l’application u → J ′g(u) est continue au voisinage de u.
Alors J est Fréchet différentiable et on a

J ′(u) = J ′g(u)

.

Définition 1.11. (Points critiques)
Soient X un espace de Banach, Ω ⊂ X un ouvert et J ∈ C1(Ω,R). On dit que u ∈ Ω est un
point critique de J si J ′(u) = 0. Si u n’est pas un point critique, on dit que u est un point
régulier de J .
Si c ∈ R, on dit que c est une valeur critique de J , s’il existe u ∈ Ω tel que J(u) = c et
J ′(u) = 0. Si c n’est pas une valeur critique, on dit que c est une valeur régulière de J .

12
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1.4 Formulation variationnelle d’un problème elliptique

Nous commençons par introduire deux notions utilisées dans cette section à savoir : fonc-
tionnelle coercive et fonction de Caratheodory.

Définition 1.12. Une fonctionnelle J définie sur un espace de Banach X est dite coercive s’il
existe deux constantes α > 0 et β ∈ R telles que :

J(x) > α‖x‖X + β.

Il est évident de voir que si J est coercive, elle est bornée inférieurement et chaque suite mini-
misante est bornée.

Définition 1.13. Soit Ω un ouvert de RN , on dit que la fonction

f : Ω× R → R
(x, t) → f(x, t)

est de Caratheodory sur Ω×R si pour tout réel t, la fonction x→ f(x, t) est mesurable et pour
presque tout x dans Ω , la fonction t→ f(x, t) est continue.

Le principe de l’approche variationnelle pour la résolution des équations aux dérivées par-
tielles est obtenue en intégrant l’équation multipliée par une fonction test, et en procédant à
des intégrations par parties dans l’établissement de la formulation variationnelle.
Nous considérons le problème de Dirichlet pour une EDP elliptique :{

Au = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(1.1)

Où Ω est un ouvert borné de RN et f une fonction donnée, et A est un opérateur elliptique
écrit sous la forme divergence

Au = −
N∑

i,j=1

∂

∂xj
(aij.

∂u

∂xi
) +

N∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ c.u

= div(a.∇u) + b.∇u+ cu

avec a, b, c sont des fonctions régulières et la matrice a(.) vérifie la condition d’ellipticité. i.e

∃α(x) > 0,∀ξ ∈ RN , aij(x).ξi.ξj > α(x).|ξ|2 pp x ∈ Ω

En particulier, pour aij = δij =

{
1 , i = j
0 , i 6= j

et b = 0, c = 0, on obtient Au = −∆u avec ∆

est l’opérateur laplacien.
∗ La formulation variationnelle d’un problème aux limites (elliptique) prend toujours une forme
de type :

B(u, v) = L(v), ∀v ∈ X

avec X un espace vectoriel, B(., .) une forme bilinéaire et L(.) une forme linéaire.
Ecrire un problème aux limites sous forme variationnelle c’est déterminer l’espace X où l’on

13
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cherche la solution et trouver B et L.

Si l’on suppose par exemple que les fonctions aij, bi, c ∈ C1(Ω), i, j = 1, N , aij = aji et
f ∈ L2(Ω).
En multipliant l’équation Au = f par une fonction v ∈ H1

0 (Ω) et l’intégrant sur Ω, on obtient :∫
Ω

(
−

N∑
i,j=1

∂

∂xj
(aij.

∂u

∂xi
)
)
vdx+

∫
Ω

( N∑
i=1

bi
∂u

∂xi

)
vdx+

∫
Ω

c.uvdx =

∫
Ω

f.vdx

L’intégration par parties permet d’écrire :∫
Ω

( N∑
i,j=1

aij.
∂u

∂xi
.
∂v

∂xj

)
dx+

∫
Ω

( N∑
i=1

bi
∂u

∂xi

)
vdx+

∫
Ω

c.uvdx =

∫
Ω

f.vdx

∫
Ω

a∇u.∇vdx+

∫
Ω

b∇u.vdx+

∫
Ω

c.u.vdx =

∫
Ω

f.vdx (1.2)

Déterminer une fonction u ∈ H1
0 (Ω) qui vérifie (1.2), est la formulation faible du problème

(1.1).
la formulation variationnelle du problème (1.1) a été donc donnée par X = H1

0 (Ω) et

B(u, v) = L(v), ∀v ∈ H1
0 (Ω)

avec :
B(u, v) =

∫
Ω

a∇u.∇vdx+

∫
Ω

b∇u.vdx+

∫
Ω

c.u.vdx

L(v) =

∫
Ω

f.vdx

A partir de la formulation variationnelle, on peut chercher u ∈ X comme point critique d’une
fonctionnelle J (fonctionnelle d’énergie) i.e

DJ(u) = 0

Pour notre problème (1.1), la fonctionnelle d’énergie est donnée par

J(v) =
1

2

[ ∫
Ω

a.∇v.∇vdx+

∫
Ω

b∇v.vdx+

∫
Ω

c.|v|2dx
]
−
∫

Ω

f.vdx ∀v ∈ H1
0 (Ω)

On note que tout point critique de J est une solution faible du problème (1.1)
Un outil essentiel dans le calcul variationnel, une condition de compacité c’est la condition

de Palais-Smale.

Définition 1.14. (Condition de Palais-Smale)
Soient X un espace de Banach et J : X −→ R une fonction de classe C1. Si c ∈ R, on dit que
J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c), si toute suite (un)n de X telle que

J(un) −→ c dans R et J ′(un) −→ 0 dans X ′

contient une sous-suite (unk)k convergente.
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Maintenant, nous introduisons le Théorème du Col de la montagne qui est l’un des plus
importants outils pour montrer l’existence de solution pour des problèmes admettant une for-
mulation variationnelle .

Théorème 1.13. (Théorème du Col)
Soient X un espace de Banach, J ∈ C1(X,R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose
que J(0) = 0 et que :
i) Il existe R > 0 et a > 0 tels que si ‖u‖ = R, alors J(u) > a.
ii) Il existe α > 0 et u0 ∈ X tel que ‖u0‖ > R et J(u0) < α.
Alors J possède une valeur critique c telle que c > a. De façon plus précise, si on pose

B = {ϕ([0, 1]);ϕ ∈ C([0, 1], X), ϕ(0) = 0, ϕ(1) = u0} ,

alors :
c := inf

A∈B
max
v∈A

J(v).

Un autre théorème qui aussi très utilisé pour démontrer l’existence de solutions, plus préci-
sément une suite de solutions c’est le Théorème de Clark qu’est appliqué dans ce mémoire pour
établir l’existence des solutions pour les problèmes fractionnaires.

1.5 Théorème de Clark

Le théorème de Clark est un résultat important dans la théorie des points critiques (voir
[13] et [22]). Ce théorème assure l’existence d’une suite de points critiques à valeurs négatives.
Il est souvent appliqué pour montrer l’existence d’une infinité de solutions pour des problèmes
elliptiques et pour des systèmes hamiltoniens.
On note qu’il y a plusieurs versions du théorème de Clark. Nous en présenterons deux versions
et pour plus détails sur les autres versions voir [12] et [46].
Pour introduire le théorème de Clark, nous avons besoin de quelques terminologies.

La théorie du genre qui est introduite par Krasnoselk’skii

Définition 1.15. (voir [26] et [40])
Soit X un espace de Banach. On désigne par Σ(X) l ’ensemble des parties fermées symétriques
de X ne contenant pas l’origine, plus précisément :

Σ(X) = {A ⊂ X, A 6= ∅, 0 /∈ A et A = −A}

Si A ∈ Σ(X) on appelle genre de A le nombre, noté γ(A), défini par :

γ(A) := inf{n > 1, ∃ϕ : A→ Rn \ {0} continue et impaire}

Par commodité on posera γ(∅) = 0.
S’il n’existe pas d’entier n > 1 et de fonction ϕ continue et impaire de A dans Rn \ {0}, on
pose γ(A) = +∞.
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Nous regroupons ci-dessous quelques propriétés essentielles du genre et pour plus de détails
voir [26].

Propsition 1.4. Soit X un espace de Banach et A,B ∈ Σ(X).

• Si A ⊂ B, alors γ(A) 6 γ(B)

• γ(A ∪B) 6 γ(A) + γ(B)

• S’il existe une fonction impaire g ∈ C(A,B) alors γ(A) 6 γ(B).

La notion de pseudo-gradient

Définition 1.16. (voir [37]) Soit X un espace de Banach et ϕ ∈ C1(X,R), le champ vectoriel
pseudo-gradient de ϕ est défini par :
la fonction lipschitzienne W : X \K → E avec K = {u ∈ X, ϕ′(u) = 0} vérifiant :

* ||W (u)|| 6 2||ϕ′(u)||, ∀u ∈ X \K

* < ϕ′(u),W (u) >> ||ϕ′(u)||2, ∀u ∈ X \K

Maintenant, nous présentons la version du théorème de Clark introduite par Heinz dans
[22].

Théorème 1.14. Soit X un espace de Banach et J : X → R une fonction de classe C1 qui
satisfait :

1) J(0) = 0, J est paire et bornée.

2) J satisfait la condition de Palais-Smale (PS)c pour tout c < 0

3) Pour tout k ∈ N, il existe A ∈ Σ(X) tel que :

γ(A) > k et sup
u∈A

J(u) < 0

Alors il existe une suite de valeurs critiques (ck) de J tel que :

cj < 0, ∀j ∈ N

cj → 0, quand j → +∞

Et
cj = inf

A∈Σ(X),γ(A)>j
sup
u∈A

J(u)

Ce théorème assure l’existence d’une suite de points critiques de valeurs critiques ck telles
que ck < 0 et ck → 0, sans aucune information sur la structure de cette suite de points critiques.
Et concernant la démonstration de ce théorème voir [22].
Dans la suite nous introduisons une autre version de Théorème de Clark qui précise la structure
de cette suite de points critiques et qui est introduite par Liu Wang (dans [46]).

Théorème 1.15. Soit X un espace de Banach, et J : X → R une fonction de classe C1 telle
que

1. J(0) = 0, J est paire et bornée.
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2. J satisfait la conditions de Palais-Smale (PS).

3. Si pour tout k ∈ N, il existe un sous espace Xk ⊂ X de dimension k et ρk > 0 tels que
supXk∩Sρk

J < 0, avec Sρ = {u ∈ X, ||u|| = ρ},
Alors au moins l’une des deux assertions suivantes est vraie :

i Il existe une suite de points critiques (uk) telles que J(uk) < 0 pour tout k ∈ N et
||uk|| → 0 quand k → +∞.

ii Il existe r > 0 telle que pour a tout 0 < a < r il existe un point critique u, telle que
||u|| = a et J(u) = 0.

La démonstration du théorème 1.15 est faite par l’absurde , i.e en supposant que (i) et (ii)

sont fausses, autrement dit

∃r0 > 0 tel que si ||u|| 6 r0 et J(u) < 0, alors J ′(u) 6= 0

Et ∃0 < r1 < r0 tel que si ||u|| = r1 et J(u) = 0, alors J ′(u) 6= 0

elle est présentée en quatre étapes :

* On définit W comme un champ vectoriel pseudo-gradient de J tel que W (−u) = −W (u)

pour tout u ∈ X \K.

* On définit la fonction ϕt(u) pour u ∈ X \ K et t > 0 comme la solution unique de
problème : {

d
dt
ϕ(u)t = −W (ϕt(u)), t ∈]0,+∞[
ϕ0(u) = u

* On montre l’existence d’une suite positive (Sn) tel que Sn → +∞ et pour b∗ fixé on a
||ϕSn(u)|| > b∗ pour n assez grand.

* Finalement, on définit A = Xk ∩Sρk et on montre que sup
A
J < 0 et γ(A) > k en utilisant

les propriétés du genre,une contradiction est alors établie pour plus de détails voir [46].

Remarque 1.1. :

• La condition (3) du théorème 1.15 est plus forte que la condition (3) du théorème 1.14
(voir [24]).

• De plus, on note que le théorème de Clark est aussi attribué à Ambrosetti-Rabinowitz, et
qu’en fait c’est le théorème de Col dans le cas de symétrie qui est mentionné dans [25].

1.5.1 Exemple d’application :

Nous donnons une application du théorème 1.15 à un problème elliptique constituant le cas
classique du problème fractionnaire considéré dans ce mémoire i.e nous considérons :{

−∆u = f(., u) dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(1.3)

où Ω est un ouvert borné de RN de frontière régulière.
∆ est l’opérateur laplacien classique, défini par ∆u = div(∇u) ∀u ∈ H1

0 (Ω).
Et f ∈ C(Ω× R), telle que F (x, t) =

∫ t
0
f(x, s)ds satisfait :
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(f1) F (x, 0) = 0.

(f2) Il existe une boule Br(x0) ⊂ Ω telle que ;

lim
|t|→0

F (x, t)

|t|2
= +∞ (1.4)

uniformément pour x ∈ Br(x0)

(f3) F (x, t) est paire en t pour tout (x, t) ∈ Ω× R

Théorème 1.16. Le problème (1.3) admet une infinité de solutions (uk) vérifiant ||uk||H1
0 (Ω) →

0 quand k →∞.

Preuve.
Par la continuité de F et les conditions (f1) et (f2), il existe δ > 0, tel que ;

|F (x, s)| > |s|2 et |F (x, s)| < |s| pour |s| < δ (1.5)

Il est possible de construire F̃ ∈ C1(Ω× R) telle que

F̃ (x, s) =

{
F (x, s) , x ∈ Ω et |s| < δ/2

0 , x ∈ Ω et |s| > δ
(1.6)

Par la condition (f3), F̃ (x, t) est paire en par rapport à sa deuxième variable.
On note f̃ = DtF̃ , et on considère le problème{

−∆u = f̃(., u) dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(1.7)

On considère l’espace de Sobolev H1
0 (Ω) muni de la norme

||u||H1
0 (Ω) = ||∇u||L2(Ω) =

(∫
Ω

|∇u|2
)1/2

On définit la fonctionnelle d’énergie associée au problème (1.7) par ;

φ(u) =
1

2
||u||2H1

0 (Ω) −
∫

Ω

F̃ (x, u) ∀u ∈ H1
0 (Ω)

On a bien φ ∈ C1(H1
0 (Ω)), φ(0) = 0, elle est paire et bornée et sa dérivée est donnée par

< φ′(u), v >=< u, v >H1
0 (Ω) −

∫
Ω

f̃(x, u)v (1.8)

De plus f(x, t) = f̃(x, t) pour (x, t) ∈ Ω× (−δ/2, δ/2), donc les points critiques de φ telle que
||u||∞ < δ/2 sont des solutions faibles du problème (1.3).

∗ Maintenant on vérifie que φ est coercive :
En utilisant (1.5) et par définition de F̃ on a

|F̃ (x, s)| < |s| sur Ω× R (1.9)
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ce qui implique qu’il existe une constante c > 0 telle que ;

|f̃(x, s)| 6 c sur Ω× R (1.10)

alors par (1.9) et en utilisant les inégalités de Hölder et Poincaré ;

φ(u) >
1

2
||u||2H1

0 (Ω) −
∫

Ω

|u(x)|dx

>
1

2
||u||2H1

0 (Ω) − |Ω|
1
2 .||u||L2(Ω)

>
1

2
||u||2H1

0 (Ω) − cp.|Ω|
1
2 ||u||H1

0 (Ω)

Ce qui implique φ(u)→ +∞ quand ||u||H1
0 (Ω) → +∞ et donc φ est coercive.

∗On vérifie que φ satisfait la condition de Palais-Smaile (PS)
Soit (un) une suite de H1

0 (Ω) telle que :

φ(un)→ c et φ′(un)→ 0 (1.11)

Par la coercivité de φ on a (un) est une suite bornée dans H1
0 (Ω) et donc il existe u ∈ H1

0 (Ω)

telle que ;

un ⇀ u dans H1
0 (Ω) (1.12)

un → u dans L2(Ω) (1.13)

un(x) → u(x) p.p sur Ω (1.14)

En utilisant (1.13) et (1.11) on obtient ;

< φ′(un), un − u >→ 0 quand n→ +∞ (1.15)

En utilisant l’inégalité de Hölder et (1.10) on a∫
Ω

f̃(x, un)(un − u) 6 ||f̃(., un)||L2(Ω)||un − u||L2(Ω)

6 c |Ω|
1
2 ||un − u||L2(Ω) →n→+∞ 0 (1.16)

Par (1.15),(1.16) on a

< un, un − u >H1
0 (Ω)=< φ′(un), un − u > +

∫
Ω

f̃(x, un)(un − u)→ 0 quand n→ +∞

De la même manière on montre que ;

< u, un − u >H1
0 (Ω)→ 0 quand n→ +∞

Alors ;
||un − u||H1

0 (Ω) → 0 quand n→ +∞

i.e φ satisfait la condition de (PS) .
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Pour tout k ∈ N, si Xk est un sous espace de C∞0 (Br(x0)) de dimension k et pour
ρk > 0 petit (on prend ρk < δ/2), alors (1.4) implique que supXk∩Sρk

φ < 0, avec
Sρ = {u ∈ H1

0 (Ω); ||u||H1
0 (Ω) = ρ}.

Maintenant, puisque φ satisfait toutes les conditions du théorème de Clark, alors il existe une
suite de points critiques (uk) de φ vérifiant φ(uk) 6 0 pour tout k ∈ N et ||uk||H1

0 (Ω) → 0 quand
k →∞.

1.6 Transformée de Fourier des distributions tempérées

Définition 1.17. La classe de Schwartz S est l’espace des fonctions de classe C∞sur RN à
décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées, ce qui signifie :

S(RN) = {ϕ ∈ C∞(RN),∀p ∈ N, ∃cp > 0; sup
|α|6p,|β|6p

||xαDβϕ(x)||∞ 6 cp}

Si on note par
||ϕ||α,β = sup

x∈RN
|xαDβϕ(x)|

alors l’espace S(RN) peut être muni de la topologie induite par la famille de semi normes(
||.||α,β

)
α,β

.

Propriété 1.2. (voir [1])

* C∞0 (RN) est dense dans S(RN) .

* Soit φ dans S(RN), alors :
Dαφ ∈ S(RN), ∀α ∈ NN

* Soit φ dans S(RN), alors :

∀k ∈ N,∃Ck > 0, telle que |φ(x)| 6 Ck
1

(1 + |x|)k
, ∀x ∈ RN

* S(RN) ⊂ Lq(RN) pour tout q ∈ [1,+∞].

Définition 1.18. La transformée de Fourier pour tout ϕ ∈ S(RN) est définie par :

Fϕ(ξ) :=

∫
RN
e−iξxϕ(x)dx.

La transformée de Fourier inverse est donnée par :

F−1ϕ(x) :=
1

(2π)
N
2

∫
RN
eiξxϕ(ξ)dξ.

Propriété 1.3. :

• ∀ϕ ∈ S,Fϕ ∈ S.

• FF−1ϕ = F−1Fϕ = ϕ c.à.d F est un isomorphisme de S dans lui même .
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Propsition 1.5.

F
(
e−c|x|

2
)

(ξ) =
(π
c

)N/2
e
−|ξ|2

4c , ∀ξ ∈ RN (1.17)

avec c ∈ R∗ .

Preuve.
Soit ξ ∈ RN ,

F
(
e−c|x|

2
)

(ξ) =

∫
RN
e−c|x|

2

.e−ix.ξdx

=
N∏
j=1

(∫
R
e−cx

2
j−ixj .ξjdxj

)
=

N∏
j=1

(∫
R
e
−
(√

cxj+i
ξj

2
√
c

)2

−
ξ2j
4c dxj

)
=

N∏
j=1

(
e−

ξ2j
4c

∫
R
e
−
(√

cxj+i
ξj

2
√
c

)2

dxj

)
Par le changement de variable yj =

√
cxj, on obtient

F
(
e−c|x|

2
)

(ξ) =
N∏
j=1

(
e

(
−
ξ2j
4c

)
1√
c

∫
R
e
−
(
yj+i

ξj
2
√
c

)2

dyj

)
=

N∏
j=1

(
e

(
−
ξ2j
4c

)
1√
c

√
π
)

=
(π
c

)d/2
e
−|ξ|2

4c

On note S ′(RN) l’espace des distributions tempérées qui est le dual topologique de S.
On a les définitions suivantes :

Définition 1.19. Une distribution T est tempérée s’il existe p ∈ N et c > 0 tel que :

∀ϕ ∈ S(RN), |< T, ϕ >|6 c sup
|α|6p,|β|6p

||xαDβϕ||∞

Définition 1.20. Soit T ∈ S ′(RN), ϕ ∈ S(RN), la transformée de Fourier de T est définie
par :

< FT, ϕ >=< T,Fϕ >

avec < ., . > désigne le crochet de dualité.

Remarque 1.2. On a :

* u ∈ L2(RN) si et seulement si Fu ∈ L2(RN)

* L’identité de Parseval-Plancherel est donnée par :

∀u ∈ L2(RN), ||u||L2(RN ) = ||Fu||L2(RN ) (1.18)

Propriété 1.4. Soit T, S ∈ S ′(RN), alors pour tout ξ ∈ RN on a :

•
F(T.S)(ξ) = F(T ) ∗ F(S)(ξ)
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• Pour tout α, β ∈ NN on a :

DβF(T )(ξ) = (−i)|β|F(xβT (x))(ξ)

ξαF(T )(ξ) = (i)−|α|F(DαT )(ξ)

• Pour tout a ∈ RN , on a :

F(τaT )(ξ) = F(T (x+ a))(ξ) = e−iaξF(T )(ξ)
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Chapitre 2

Le cadre fonctionnel

2.1 Les espaces de Sobolev fractionnaires W s,p

Dans cette section, nous introduisons les espaces de Sobolev fractionnaires pour s ∈ R, nous
traitons le cas s < 1 et le cas s > 1 séparément. En plus, nous présentons des injections de ces
espaces de Sobolev fractionnaires qui se trouvent être similaires à celles introduites au chapitre
1 pour les espaces de Sobolev classiques, pour plus de détails voir [8], [15] et [14].

2.1.1 Les espaces de Sobolev fractionnaires d’ordre s < 1

Définition 2.1. Soient Ω un ouvert de RN , s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[, on définit l’espace de
Sobolev fractionnaire W s,p(Ω) par :

W s,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω),

|u(x)− u(y)|
|x− y|

N
p

+s
∈ Lp(Ω× Ω)

}
L’espace W s,p(Ω) est muni de la norme :

||u||W s,p(Ω) =
(
||u||pLp(Ω) + [u]pW s,p(Ω)

) 1
p

où
[u]pW s,p(Ω) =

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy (2.1)

[u]pW s,p(Ω) est appelée semi norme de u (ou la norme Gagliardo(voir [15])).

Propsition 2.1. Soient Ω un ouvert de RN , s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[, alors W s,p(Ω) est

• Un espace de Banach pour tout 1 6 p 6 +∞

• Un espace séparable pour tout 1 6 p < +∞

• Un espace réflexif pour tout 1 < p < +∞

Propsition 2.2. Soient Ω un ouvert de RN , 0 < s 6 s′ < 1 et p ∈ [1,+∞[, alors on a :

W s′,p(Ω) ↪→ W s,p(Ω)
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Preuve.
Premièrement, en appliquant le théorème de Fubini on obtient :∫

Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|>1}

|u(x)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

[ ∫
Ω∩{y∈Ω,|x−y|>1}

|u(x)|p

|x− y|N+sp
dy
]
dx

6
∫

Ω

[ ∫
{y∈Ω,|x−y|>1}

1

|x− y|N+sp
dy
]
|u(x)|pdx

Or ∫
{y∈Ω,|x−y|>1}

1

|x− y|N+sp
dy 6

∫
{z∈RN ,|z|>1}

1

|z|N+sp
dz < +∞

puisque N + sp > N > 1, ce qui implique :∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|>1}

|u(x)|p

|x− y|N+sp
dxdy 6 C||u||pLp(Ω) (2.2)

En utilisant l’inégalité (a+ b)p 6 2p−1(|a|p + |b|p) et (2.2), on a∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|>1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy 6 2p−1

∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|>1}

|u(x)|p + |u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

6 2p.C.||u||pLp(Ω) (2.3)

D’autre part, puisque s 6 s′ et |x− y| < 1, alors∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|61}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy 6

∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|61}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+s′p
dxdy (2.4)

Alors (2.3) et (2.4) impliquent∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy 6 2p.C.||u||pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|61}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+s′p
dxdy

6 2p.C.||u||pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+s′p
dxdy

D’où :

||u||pW s,p(Ω) = ||u||pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

6 (2p.C + 1)||u||pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+s′p
dxdy

6 (2p.C + 1)||u||p
W s′,p(Ω)

Notation :
Q := {x = (x′, xn) ∈ RN−1 × R : |x′| < 1 et |xn| < 1}
Q+ := {x = (x′, xn) ∈ RN−1 × R : |x′| < 1 et 0 < xn < 1}
Q0 := {x = (x′, xn) ∈ RN−1 × R : xn = 0}
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Définition 2.2. Pour k ∈ N et α ∈ (0, 1), on dit que Ω est de classe Ck,α, s’il existeM > 0 telle
que pour tout x ∈ ∂Ω, il existe une boule B = Br(x), r > 0, et un isomorphisme :T : Q → B

tel que :
T ∈ Ck,α(Q̄), T−1 ∈ Ck,α(B̄), T (Q+) = B ∩ Ω, T (Q0) = B ∩ ∂Ω

et ||T ||Ck,α(Q̄) + ||T ||Ck,α(B̄) 6M .
On dit que l’ouvert Ω est lipschitzien s’il est de classe C0,1.

Le résultat de la proposition 2.2 reste vrai pour s′ = 1, dans le cas où le domaine Ω est
lipschitzien, c’est ce qui est énoncé dans la proposition suivante :

Propsition 2.3. Soient Ω un ouvert de RN de classe C0,1 avec ∂Ω bornée, p ∈ [1,+∞[ et
s ∈ (0, 1), alors :

W 1,p(Ω) ↪→ W s,p(Ω)

Preuve.
Soit u ∈ W 1,p(Ω), grâce aux hypothèses sur le domaine Ω, on peut prolonger u par une fonction
ũ : RN → R telle que

ũ ∈ W 1,p(RN) et ||ũ||W 1,p(RN ) 6 c||u||W 1,p(Ω)

pour une constante positive c. On utilise le changement de variable z = y − x, on obtient :∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|<1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

∫
Ω∩{y∈Ω,|y−x|<1}

|u(x)− u(y)|p

|y − x|N+sp
dydx

6
∫

Ω

∫
B1

|u(x)− u(z + x)|p

|z|N+sp
dzdx

=

∫
Ω

∫
B1

|u(x)− u(z + x)|p

|z|p
1

|z|N+(s−1)p
dzdx

En utilisant le théorème des accroissements finis , on a alors∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|<1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy 6

∫
Ω

∫
B1

(∫ 1

0

∇u(x+ tz)dt
)p 1

|z|N+(s−1)p
dzdx

=

∫
Ω

∫
B1

(∫ 1

0

∇u(x+ tz)

|z|
N
p

+(s−1)
dt
)p
dzdx

Maintenant en utilisant l’inégalité de Hölder∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|<1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy 6

∫
Ω

∫
B1

∫ 1

0

|∇u(x+ tz)|p

|z|N+(s−1)p
dtdzdx

6
∫
RN

∫
B1

∫ 1

0

|∇ũ(x+ tz)|p

|z|N+(s−1)p
dtdzdx

6
∫
B1

∫ 1

0

||∇ũ||p
Lp(RN )

|z|N+(s−1)p
dtdz

6 C1(N, s, p)||∇ũ||p
Lp(RN )

6 C1(N, s, p)||ũ||p
W 1,p(RN )

6 C1(N, s, p)||u||pW 1,p(Ω)
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et de (2.3) on a : ∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|>1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy 6 C(N, s, p)||u||pLp(Ω) (2.5)

En combinant les deux estimations précédentes, on obtient l’estimation voulue.

Définition 2.3. On définit l’espace W s,p
0 (Ω) comme la fermeture de C∞0 (Ω) par rapport à la

norme de W s,p(Ω) i.e
W s,p

0 (Ω) = C∞0 (Ω)
||.||ws,p

Théorème 2.1. Pour 0 < s < 1, l’espace C∞0 (RN) est dense dans W s,p(RN).

Remarque 2.1. La démonstration est faite dans [14] pour N = 1 et généralisée à des dimen-
sions supérieures. Dans la première étape, on construit une fonction troncature pour montrer la
densité des fonctions de W s,p à support compact dans l’espace W s,p et dans la deuxième étape,
on construit une suite de régularisation pour approcher les fonctions à support compact dans
l’espace W s,p par des fonctions de C∞0 .

Théorème 2.2. (Inégalité de Poincaré)
Soit Ω un ouvert borné de RN , s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[, alors il existe λ := λ(N, s, p,Ω) > 0

tel que :
||u||Lp(Ω) 6 λ[u]W s,p(Ω), ∀u ∈ W s,p

0 (Ω) (2.6)

Par conséquent si Ω est borné alors [.]W s,p(Ω) est une norme de W s,p
0 (Ω) équivalente à la norme

||.||W s,p(Ω).

Preuve.
Soit u ∈ C∞0 (Ω) et BR ⊂ RN \ Ω, i.e boule de rayon R dans le complémentaire de Ω.
alors pour tout x ∈ Ω et y ∈ BR, on a :

|u(x)|p =
|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
|x− y|N+sp

ce qui implique :

|u(x)|p
∫
BR

dy 6 sup
x∈Ω,y∈BR

|x− y|N+sp

∫
BR

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dy

alors ; ∫
Ω

|u(x)|pdx 6
diam(Ω ∪BR)N+sp

|BR|

∫
Ω

∫
BR

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dydx

Par suite ;
||u||Lp(Ω) 6 λ[u]W s,p(Ω)

avec

λ =
[diam(Ω ∪BR)N+sp)

|BR|

]1/p
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2.1.2 Prolongement d’une fonction de W s,p(Ω)

Définition 2.4. Soient s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[, un ouvert Ω ⊆ RN est dit un domaine de
prolongement de W s,p, s’il existe une constante C = C(N, s, p,Ω) > 0 telle que, pour toute
fonction u ∈ W s,p(Ω) il existe ũ ∈ W s,p(RN) avec ũ = u, sur Ω et :

||ũ||W s,p(RN ) 6 C||u||W s,p(Ω)

Lemme 2.1. Soit Ω un ouvert de RN , u ∈ W s,p(Ω) avec s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[, s’il existe
un compact K ⊂ Ω tel que u ≡ 0 dans Ω \ K, alors on peut prolonger u par une fonction
ũ ∈ W s,p(RN) qui est définie par :

ũ(x) =

{
u(x) , x ∈ Ω

0 , x ∈ RN \ Ω
(2.7)

et ||ũ||W s,p(RN ) 6 C||u||W s,p(Ω) où C est une constante positive qui dépend de N, s, p,K, et Ω.

Preuve.
Il est clair que ũ ∈ Lp(RN) puisque u ∈ W s,p(Ω), d’autre part on a :∫

RN

∫
RN

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

∫
Ω

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy +

∫
RN\Ω

∫
RN\Ω

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

+

∫
Ω

∫
RN\Ω

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy +

∫
RN\Ω

∫
Ω

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

et puisque ũ = 0 sur RN \ Ω et ũ = u dans Ω, alors :∫
RN

∫
RN

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

∫
Ω

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy + 2

∫
Ω

∫
RN\Ω

|u(x)|p

|x− y|N+sp
dydx (2.8)

Le premier terme de (2.8) est fini car u ∈ W s,p(Ω), or pour tout y ∈ RN \K, on a :

|u(x)|p

|x− y|N+sp
=
χK(x).|u(x)|p

|x− y|N+sp
6 χK(x)|u(x)|p sup

x∈K

1

|x− y|N+sp

alors ∫
Ω

∫
RN\Ω

|u(x)|p

|x− y|N+sp
dydx 6

∫
Ω

(∫
RN\K

χK(x)|u(x)|p sup
x∈K

1

|x− y|N+sp
dy
)
dx

6
∫

Ω

|u(x)|pdx
∫
RN\K

1

dis(y, ∂k)N+sp
dy

= ||u||pLp(Ω)

∫
RN\K

1

dis(y, ∂k)N+sp
dy

comme K est compact inclus dans Ω alors dis(y, ∂K) > 0 pour tout y ∈ RN \K et N+sp > N ,
alors ∫

Ω

∫
RN\Ω

|u(x)|p

|x− y|N+sp
dydx 6 C(N, s, p,K,Ω)||u||pLp(Ω)

Ce qui implique :

||ũ||p
W s,p(RN )

= ||ũ||pLp(Ω) + [ũ]p
W s,p(RN )

6 (1 + 2.C(N, s, p,K,Ω))||u||pLp(Ω) + [u]pW s,p(Ω)
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Par conséquent, on obtient ;
||ũ||W s,p(RN ) 6 C||u||W s,p(Ω)

Lemme 2.2. Soit Ω un ouvert de RN , symétrique par rapport à xn. Soient Ω+ = {x ∈ Ω, xn >

0}, Ω− = {x ∈ Ω, xn 6 0}, s ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞[ et u ∈ W s,p(Ω+), alors il existe ũ ∈ W s,p(Ω)

défini par :

ũ(x) =

{
u(x′, xn) , xn > 0

u(x′,−xn) , xn < 0
(2.9)

De plus, on a
||ũ||W s,p(Ω) 6 4||u||W s,p(Ω+)

Preuve. Premièrement, on a Ω = Ω+ ∪ Ω− et par la définition de ũ dans (2.9) et les change-
ments de variables x̃n = −xn et x̃′ = x′, on obtient :

||ũ||Lp(Ω) =

∫
Ω

|ũ(x)|pdx

=

∫
Ω+

|u(x′, xn)|pdx+

∫
Ω−

|u(x′,−xn)|pdx

=

∫
Ω+

|u(x′, xn)|pdx+

∫
Ω+

|u(x̃′, x̃n)|pdx̃

= 2||u||pLp(Ω+) (2.10)

Et on a ; ∫
Ω

∫
Ω

|ũ(x)− ũ(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω+

∫
Ω+

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

+ 2

∫
Ω+

∫
Ω−

|u(x′,−xn)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

+

∫
Ω−

∫
Ω−

|u(x′,−xn)− u(y′,−yn)|p

|x− y|N+sp
dxdy

En utilisant les même changements de variables x̃n = −xn, x̃′ = x′, ỹn = −yn et ỹ′ = y′ on
obtient :

[ũ]pW s,p(Ω) = 4[u]pW s,p(Ω+) (2.11)

Par (2.10) et (2.11), on obtient

||ũ||pW s,p(Ω) = 2||u||pLp(Ω+) + 4[u]pW s,p(Ω+) 6 4||u||pW s,p(Ω+)

Lemme 2.3. Soient Ω un ouvert de RN , p ∈ [1,+∞[ et s ∈ (0, 1), et soit u ∈ W s,p(Ω) et
ψ ∈ C0,1(Ω), telle que 0 6 ψ(x) 6 1 pour tout x ∈ Ω. Alors

ψu ∈ W s,p(Ω) et ||ψu||W s,p(Ω) 6 C||u||W s,p(Ω) (2.12)

avec C = C(N, s, p,Ω).
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Preuve.
On a ∫

Ω

|ψu|pdx =

∫
Ω

|ψ|p|u|dx 6
∫

Ω

|u|pdx < +∞

i.e ψu ∈ Lp(Ω)

D’autre part, on ajoutant et retranchant ψ(x)u(y), on obtient :∫
Ω

∫
Ω

|ψ(x)u(x)− ψ(y)u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy 6 2p−1

∫
Ω

∫
Ω

|ψ(x)u(x)− ψ(x)u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

+ 2p−1

∫
Ω

∫
Ω

|ψ(x)u(y)− ψ(y)u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

6 2p−1

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

+ 2p−1

∫
Ω

∫
Ω

|ψ(x)− ψ(y)|p|u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

(2.13)

Maintenant, puisque ψ ∈ C0,1(Ω) et |ψ(x)− ψ(y)| < 1 pour tout x, y ∈ Ω, alors∫
Ω

∫
Ω

|ψ(x)− ψ(y)|p|u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|<1}

|ψ(x)− ψ(y)|p|u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

+

∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|>1}

|ψ(x)− ψ(y)|p|u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

6 cp
∫

Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|<1}

|x− y|p|u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

+

∫
Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|>1}

|u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

avec c est la constante de Lipschitz de ψ.
Or∫

Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|<1}

|x− y|p|u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

|u(y)|p
(∫

Ω∩{x∈Ω,|x−y|<1}

1

|x− y|N+(s−1)p
dx
)
dy

6 C1.||u||Lp(Ω) (2.14)

puisque on a |x− y| < 1 et N + (s− 1)p < N .
Et ∫

Ω

∫
Ω∩{x∈Ω,|x−y|>1}

|u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

|u(y)|p
(∫

Ω∩{x∈Ω,|x−y|>1}

1

|x− y|N+sp
dx
)
dy

6 C2.||u||Lp(Ω) (2.15)

puisque |x− y| > 1 et N + sp > N .
Par (2.13) ,(2.14) et (2.15), on obtient

[ψu]pW s,p(Ω) 6 2p−1[u]pW s,p(Ω) + C.||u||pLp(Ω) (2.16)

Finalement,

||ψu||pW s,p(Ω) = ||ψu||pLp(Ω) + [ψu]pW s,p(Ω)

6 C||u||pW s,p(Ω)
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Maintenant, on montre le théorème suivant, qui concerne tout ouvert lipschitzien, de fron-
tière bornée.

Théorème 2.3. Soient s ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞[ et Ω ∈ RN un ouvert de classe C0,1 avec une
frontière ∂Ω bornée, Alors pour tout u ∈ W s,p(Ω) il existe ũ ∈ W s,p(RN), telle que ũ |Ω= u et,

||ũ||W s,p(RN ) 6 C||u||W s,p(Ω)

avec C = C(N, s, p,Ω)

Preuve.
Puisque ∂Ω est compact, alors il existe un nombre fini de boules Bj telles que ∂Ω ⊂ ∪kj=1Bj,
et on peut écrire :

RN =
k⋃
j=1

Bj ∪ (RN \ ∂Ω)

Si on considère cette couverture, alors d’après le théorème de partition d’unité il existe k + 1

fonctions ψ0, ..., ψk telles que suppψ0 ⊂ RN \ ∂Ω et suppψj ⊂ Bj ,∀j ∈ {1, ..k}, et 0 6 ψj 6 1

pour tout j ∈ {0, ...k} et
k∑
j=0

ψj = 1.

Soit u ∈ W s,p(Ω), on a u =
k∑
j=0

ψju

D’après lemme 2.3, ψ0u ∈ W s,p(Ω), et puisque ψ0u est définie sur une partie de ∂Ω, on pose :

˜ψ0u(x) =

{
ψ0u(x) , x ∈ Ω

0 , x ∈ RN \ Ω
(2.17)

et on a par le lemme 2.1, ˜ψ0u ∈ W s,p(RN) de plus

|| ˜ψ0u||W s,p(RN ) 6 C||ψ0u||W s,p(Ω) 6 C||u||W s,p(Ω)

avec C = C(N, s, p,Ω).
Pour tout j ∈ {1, ..., k}, on considère u |Bj∩Ω et on pose vj(y) := u(Tj(y)) ∀y ∈ Q+, avec
Tj : Q→ Bj est l’isomorphisme de classe C0,1 défini dans 2.2. On note que les Tj existent par
l’hypothèse de régularité sur le domaine Ω.
D’abord vj ∈ W s,p(Q+), en effet ; en utilisant le changement de variable x = Tj(x̂)∫

Q+

∫
Q+

|vj(x̂)− vj(ŷ)|p

|x̂− ŷ|N+sp
dx̂dŷ =

∫
Q+

∫
Q+

|u(Tj(x̂))− u(Tj(ŷ))|p

|x̂− ŷ|N+sp
dx̂dŷ

=

∫
Bj∩Ω

∫
Bj∩Ω

|u(x)− u(y)|p

|T−1
j (x)− T−1

j (y)|N+sp
det(T−1

j )dxdy

On note que T (Q+) = Bj ∩ Ω, et puisque Tj ∈ C0,1 alors

|x− y| = |T (T−1(x))− T (T−1(y))| 6 C|T−1(x)− T−1(y)|∫
Q+

∫
Q+

|vj(x̂)− vj(ŷ)|p

|x̂− ŷ|N+sp
dx̂dŷ 6 C

∫
Bj∩Ω

∫
Bj∩Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy (2.18)
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Ce qui implique vj ∈ W s,p(Q+), et par le lemme 2.2 on prolonge vj par une fonction ṽj ∈ W s,p(Q)

telle que
||ṽj||W s,p(Q) 6 4||vj||W s,p(Q+)

On fixe ωj(x) := ṽj(T
−1(x)) ∀x ∈ Bj.

De même on a ωj ∈ W s,p(Bj), et on note ωj = u dans Bj ∩ Ω , par conséquent ψjωj ≡ ψju.
Par définition, ψjωj à support compact dans Bj et de même manière on peut considérer le
prolongement ˜ψjωj dans RN tel que ˜ψjωj ∈ W s,p(RN) et on utilise les lemmes 2.3,2.2,2.1 et
l’estimation (2.18), pour obtenir

|| ˜ψjωj||W s,p(RN ) 6 C||ψjωj||W s,p(Bj)

6 C||ωj||W s,p(Bj)

6 C||ṽj||W s,p(Q)

6 C||vj||W s,p(Q+)

6 C||u||W s,p(Ω∩Bj)

où C = C(N, s, p,Ω)

Finalement soit :

ũ = ˜ψ0u+
k∑
j=1

˜ψjωj

le prolongement de u dans RN .
puisque ũ |Ω= u, car ˜ψ0u |Ω= ψ0u et ˜ψjωj |Ω= ψjωj |Ω∩Bj car suppψj ⊂ Bj. De plus

||ũ||W s,p(RN ) 6 || ˜ψ0u||W s,p(RN ) +
k∑
j=1

|| ˜ψjωj||W s,p(RN ) 6 C||u||W s,p(Ω)

avec C = C(N, s, p,Ω).

L’espace C∞0 (RN) est dense dans W s,p(RN), donc si on utilise l’opérateur de prolonge-
ment, on récupère le résultat de densité de l’espace C∞0 (RN) dans l’espace W s,p(Ω).

Corollaire 2.1. Soient Ω un ouvert lipschitzien de RN avec frontière bornée, p ∈ [1,+∞[ et
s ∈ (0, 1). Alors pour tout u ∈ W s,p(Ω), il existe une suite (un) ∈ C∞0 (RN) telle que :

lim
n→+∞

||un − u||W s,p(Ω) = 0

Preuve.
soit u ∈ W s,p(Ω), d’après le Théorème (2.3), il existe ũ ∈ W s,p(RN) telle que ũ |Ω= u et

||ũ||W s,p(RN ) 6 C||u||W s,p(Ω)

d’après le Théorème (2.1), il existe une suite (ũn) ∈ C∞0 (Ω) telle que ũn → ũ dans W s,p(RN).
On pose un = ũn |Ω donc on aura un → u dans W s,p(Ω).
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2.1.3 Injections de type Sobolev 0 < s < 1

Dans ce paragraphe, nous introduisons les injections de type Sobolev, par analogie avec
le théorème de Rellich Kondrachov. Voir [8], [15], [14] et[3] et les références y figurant.
Nous commençons par quelques résultats importants utilisés pour démontrer les injections conti-
nues quand 0 < s < 1.(voir [15])

Lemme 2.4. Soit s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[ tels que sp < N . On fixe T > 1, soit N ′ ∈ Z et
(ak) une suite bornée positive avec ak = 0 ∀k > N ′. Alors :∑

k∈Z

a
N−sp
N

k T k 6 C
∑

k∈Z,ak 6=0

ak+1a
−sp
N
k T k

avec C = C(N, s, p, T ) > 0 indépendant de N ′.

Lemme 2.5. Soit s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[ tels que sp < N . Soit f ∈ L∞(RN) à support
compact ; pour tout k ∈ Z soit

ak := |{x ∈ RN , |f(x)| > 2k}|

alors ; ∫
RN

∫
RN

|f(x)− f(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy > C

∑
k∈Z
ak 6=0

ak+1a
−sp
N
k 2pk

avec C = C(N, s, p) > 0.

Lemme 2.6. Soit q ∈ [1,+∞[, et f : RN → R une fonction mesurable, pour tout n ∈ N, soit

fn(x) := max{min{f(x), n},−n} ∀x ∈ RN

alors ;
lim

n→+∞
||fn||Lq(RN ) = ||f ||Lq(RN )

Injections continues

On a trois cas :

• Premier cas : sp < N

Théorème 2.4. Soient s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[ tels que sp < N , alors il existe :
C = C(N, s, p) > 0 tel que, pour tout f ∈ C∞0 (RN), on a :

||f ||Lp∗ (RN ) 6 C
(∫

RN

∫
RN

|f(x)− f(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p

avec p∗ = Np
N−sp .

Ainsi :
W s,p(RN) ↪→ Lq(RN), ∀q ∈ [p, p∗]
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Preuve.
D’abord, si ∫

RN

∫
RN

|f(x)− f(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy = +∞

on a rien à montrer.
Et si on suppose : ∫

RN

∫
RN

|f(x)− f(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy < +∞

On considère deux cas :
∗ si f ∈ L∞(RN)

On pose Ak = {x ∈ RN , |f(x)| > 2k} et ak = |Ak|, on a ;

||f ||p
∗

Lp∗ (RN )
=

∑
k∈Z

∫
Ak\Ak+1

|f(x)|p∗dx

6
∑
k∈Z

∫
Ak\Ak+1

(2(k+1)p∗)dx

6
∑
k∈Z

(2(k+1)p∗)ak

puisque Ak \ Ak+1 ⊂ Ak donc |Ak \ Ak+1| 6 |Ak| = ak.
Alors

||f ||p
Lp∗ (RN )

6 2p
(∑
k∈Z

2kp
∗
ak

) p
p∗

Or, on a p
p∗

= N−sp
N

= 1− sp
N
< 1, ce qui implique :

||f ||p
Lp∗ (RN )

6 2p
∑
k∈Z

2kpa
N−sp
N

k

On pose T = 2p et on applique le lemme 2.4, on obtient ;

||f ||p
Lp∗ (RN )

6 C
∑

k∈Z,ak 6=0

ak+1a
−sp
N
k 2pk

Et par le lemme 2.5, on obtient :

||f ||p
Lp∗ (RN )

6 C

∫
RN

∫
RN

|f(x)− f(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

avec C = C(N, s, p)

∗ si f /∈ L∞(RN)

On pose fn(x) := max{min{f(x), n},−n} ∀x ∈ RN , on a (fn) est bornée, de plus

lim
n→+∞

||fn||Lq(RN ) = ||f ||Lq(RN ) ∀q ∈ [1,+∞[ (2.19)

Alors d’après le premier cas, on a :

||fn||pLp∗ (RN )
6 C

∫
RN

∫
RN

|fn(x)− fn(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy
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En utilisant (2.19) dans le premier terme pour q = p∗ et le théorème de convergence
dominée dans le second terme on obtient :

||f ||p
Lp∗ (RN )

6 C

∫
RN

∫
RN

|f(x)− f(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

avec C = C(N, s, p) est une constante qui dépend de N , s et p.
En utilisant la densité de C∞0 (RN) dans W s,p(RN), on obtient

W s,p(RN) ↪→ Lp
∗
(RN)

Maintenant, on montre l’injection continue pour q ∈ [p, p∗]

Pour q ∈ [p, p∗], il existe α ∈ [0, 1] tel que q = αp+ (1−α)p∗, et pour tout f ∈ W s,p(RN),
on a f ∈ Lp(RN) ∩ Lp∗(RN). Alors, en utilisant l’inégalité d’interpolation on obtient :

u ∈ Lq(RN) et ||u||Lq(RN ) 6 ||u||αLp(RN ).||u||
1−α
Lp∗ (RN )

On applique l’inégalité de Young avec a = 1
α
et b = 1

1−α , on obtient :

||u||Lq(RN ) 6 α||u||Lp(RN ) + (1− α)||u||Lp∗ (RN )

6 ||u||Lp(RN ) + C

∫
RN

∫
RN

|f(x)− f(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

6 C||u||W s,p(RN ), ∀q ∈ [p, p∗]

Remarque 2.2. Les injections ci-dessus ne sont pas généralement vérifiées pour l’espace
W s,p(Ω), car il n’est pas toujours possible de prolonger une fonction f ∈ W s,p(Ω) à une
fonction f ∈ W s,p(RN), pour pouvoir le faire, il faut que Ω satisfasse quelques conditions
de régularité (voir la sous-section 2.1.2).

Théorème 2.5. Soient s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[ tels que sp < N . Soit Ω un domaine
de prolongement de W s,p. Alors il existe C = C(N, s, p,Ω) > 0, tel que pour tout f ∈
W s,p(Ω), on a :

||f ||Lq(Ω) 6 C||f ||W s,p(Ω), ∀q ∈ [p, p∗].

i.e
W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p, p∗]

avec p∗ = Np
N−sp

Preuve.
Soit f ∈ W s,p(Ω), par le théorème 2.3, il existe une fonction f̃ ∈ W s,p(RN) telle que :

f̃ |Ω= f et ||f̃ ||W s,p(RN ) 6 C1||f ||W s,p(Ω) (2.20)

avec C1 = C(N, s, p,Ω). Et d’après, le Théorème 2.4, on a :

W s,p(RN) ↪→ Lq(RN), ∀q ∈ [p, p∗]
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i.e :
∃C2 := C2(N, s, p) > 0, ||f̃ ||Lq(RN ) 6 C2||f̃ ||W s,p(RN ) ∀q ∈ [p, p∗] (2.21)

Alors par (2.20) et (2.21) on obtient :

||f ||Lq(Ω) = ||f̃ ||Lq(Ω) 6 ||f̃ ||Lq(RN )

6 C2||f̃ ||W s,p(RN )

6 C2C1||f ||W sp(Ω)

pour tout q ∈ [p, p∗].

Corollaire 2.2. Sous les hypothèses du théorème (2.5) si on suppose de plus que Ω est
borné, alors

W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗]

Preuve.
D’après le Théorème 2.5, on a :

W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p, p∗] (2.22)

Et puisque Ω est borné alors pour q < p on a Lp(Ω) ↪→ Lq(Ω).
Donc

W s,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ Lq(Ω) (2.23)

Alors, par (2.22) et (2.23) on termine la démonstration.

• Deuxième cas : sp = N

On note que lorsque sp = N , l’exposant critique p∗ = +∞

Théorème 2.6. Soient s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[ tels que sp = N , alors il existe
C = C(N, s, p) > 0, tel que pour tout f ∈ C∞0 (RN), on a :

||f ||Lq(RN ) 6 C||f ||W s,p(RN ), ∀q ∈ [p,+∞[

autrement dit,
W s,p(RN) ↪→ Lq(RN), ∀q ∈ [p,+∞[

Preuve.
Soit f ∈ C∞0 (RN), 0 < s′ < s < 1, alors par la proposition 2.2, on obtient :

||f ||W s′,p(RN ) 6 C1||f ||W s,p(RN ) (2.24)

où C1 = C1(N, s, p) > 0, et puisque sp = N alors s′p < N et d’après le théorème 2.4 on
a :

||f ||Lq(RN ) 6 C2||f ||W s′,p(RN )∀q ∈ [p,+∞[ (2.25)

où C2 = C2(N, s, p) > 0.
Par (2.24) et (2.25) on obtient :

||f ||Lq(RN ) 6 C1C2||f ||W s,p(RN )
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Théorème 2.7. Soient s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[ tels que sp = N . Soit Ω un domaine
de prolongement de W s,p. Alors il existe C = C(N, s, p,Ω) > 0, tel que pour tout f ∈
W s,p(Ω), on a :

||f ||Lq(Ω) 6 C||f ||W s,p(Ω), ∀q ∈ [p,+∞[.

i.e
W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞[

avec p∗ = Np
N−sp

Preuve.
Soit f ∈ W s,p(Ω), 0 < s′ < s < 1, alors par la proposition 2.2, on obtient :

||f ||W s′,p(Ω) 6 C1||f ||W s,p(Ω) (2.26)

où C1 = C1(N, s, p) > 0, et puisque sp = N alors s′p < N et d’après le théorème 2.5 on
a :

||f ||Lq(Ω) 6 C2||f ||W s′,p(Ω)∀q ∈ [p,+∞[ (2.27)

où C2 = C2(N, s, p,Ω) > 0.
Par (2.26) et (2.27) on obtient :

||f ||Lq(Ω) 6 C1C2||f ||W s,p(Ω)

Corollaire 2.3. Sous les hypothèses du théorème (2.7) si on suppose de plus que Ω est
borné, alors

W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[

Preuve.
D’après le Théorème 2.7, on a :

W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞[ (2.28)

Et puisque Ω est borné alors si q < p on a Lp(Ω) ↪→ Lq(Ω).
Donc

W s,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ Lq(Ω) (2.29)

Alors, par (2.28) et (2.29) on termine la démonstration.

• Troisième cas : sp > N

Dans ce paragraphe, nous présentons deux propriétés de la régularité dans l’espace W s,p

lorsque sp > N et pour les preuves voir [15] et [14].

Théorème 2.8. Soient s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[ tels que sp > N . Alors il existe
C = C(N, s, p) > 0, tel que, pour tout f ∈ W s,p(RN), on a :

||f ||C0,α(RN ) 6 C||f ||W s,p(RN )

i.e
W s,p(RN) ↪→ C0,α(RN) ∩ L∞(RN) = C0,α

b (RN).

avec α = sp−N
p

36



CHAPITRE 2. LE CADRE FONCTIONNEL

Corollaire 2.4. Soient s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[ tels que sp > N . Soit Ω un ouvert
lipschitzien de RN de frontière bornée. Alors pour α = sp−N

p
:

W s,p(Ω) ↪→ C0,α
b (Ω).

Injections compactes :
Dans cette sous-section, nous indiquons certains résultats de compacité dans les espaces frac-
tionnaires W s,p(Ω) avec Ω un domaine borné. Pour la preuve du théorème suivant on se réfère
à [14].

Théorème 2.9. Soient Ω un ouvert borné de classe C0,1 de frontière bornée, s ∈ (0, 1) et
p ∈]1,+∞[ alors :

• Si sp < N alors : W s,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) pour tout q < Np
N−sp

• Si sp = N alors :W s,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) pour tout q < +∞

• Si sp > N alors : W s,p(Ω) ↪→↪→ C0,λ
b (Ω) pour tout λ < s− N

p

2.1.4 Les espaces de Sobolev fractionnaires d’ordre s > 1

Définition 2.5. Soient Ω un ouvert de RN , p ∈ [1,+∞[ et s ∈ R \ N avec s > 1. L’espace
W s,p(Ω) est défini par :

W s,p(Ω) =
{
u ∈ W [s],p(Ω), Dαu ∈ W s−[s],p(Ω), ∀α ∈ NN , |α| = [s]

}
avec [s] est la partie entière de s et |α| =

N∑
i=1

αi.

* W s,p(Ω) est muni de la norme :

||u||W s,p(Ω) =
(
||u||p

W [s],p(Ω)
+
∑
|α|=[s]

||Dαu||p
W s−[s],p(Ω)

) 1
p

* Si s = [s], alors l’espace W s,p est l’espace de Sobolev d’ordre entier.

Propsition 2.4. Soit Ω un ouvert de RN de classe C0,1, et soit p ∈ [1,+∞[ et s′ > s > 1,
alors :

W s′,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω)

Preuve.
On a s = [s] + σ et s′ = [s′] + σ′, avec σ, σ′ ∈ (0, 1). Alors on a deux cas :
∗ Si [s] = [s′] alors σ 6 σ′ et par la proposition 2.2 : W σ′,p(Ω) ⊆ W σ,p(Ω) par conséquent
W s′,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω).
∗ Si [s] 6= [s′] , alors [s′] > [s] + 1 et donc :

W s′,p(Ω) = W [s′]+σ′,p(Ω) ⊆ W [s′],p(Ω) ⊆ W [s]+1,p(Ω) ⊆ W [s]+σ,p(Ω) = W s,p(Ω)
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Théorème 2.10. Pour s > 1, l’espace C∞0 (RN) est dense dans W s,p(RN).

Définition 2.6. Soit Ω un ouvert de RN et p ∈ [1,+∞[ et s > 1 on note :

W s,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

||.||Ws,p

Définition 2.7. Pour s < 0 et p ∈]1,+∞[, on définit W s,p(Ω) comme le dual de W−s,q
0 (Ω)

par :
W s,p(Ω) = (W−s,q

0 (Ω))′

où 1
p

+ 1
q

= 1.

2.1.5 Injections de type Sobolev s > 1

Nous présentons sans démonstrations les injections de type Sobolev pour les espaces de
Sobolev fractionnaires : des injections continues dans les espaces de Lebesgue et des injections
compactes dans les espaces de Hölder. Pour la démonstration de ces résultats on se réfère à
[14].

Théorème 2.11. Soit Ω un ouvert de RN de classe C0,1 et de frontière bornée, et soient s > 1

et p ∈ [1; +∞). Alors on a :

• Si sp < N alors W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p, p∗]

• Si sp = N alors W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞[

• Si sp > N alors :

* Si s− N
p
∈ R \ N nous avons W s,p(Ω) ↪→ C

[s−N
p

],s−N
p
−[s−N

p
]

b (Ω)

* Si s− N
p
∈ N nous avons W s,p(Ω) ↪→ C

s−N
p
−1,α

b (Ω), ∀α < 1

Avec p∗ = Np
N−sp

Théorème 2.12. Soit Ω un ouvert borné de RN de classe C0,1 et de frontière bornée, et soient
s > 1 et p ∈]1; +∞). Alors on a :

• Si sp < N alors W s,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) ∀q 6 p∗

• Si sp = N alors W s,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) ∀q < +∞

• Si sp > N alors :

* Si s− N
p
∈ R \ N nous avons W s,p(Ω) ↪→↪→ C

[s−N
p

],α

b (Ω), ∀α < s− N
p
− [s− N

p
]

* Si s− N
p
∈ N nous avons W s,p(Ω) ↪→↪→ C

s−N
p
−1,α

b (Ω), ∀α < 1

Avec p∗ = Np
N−sp

2.1.6 L’espace Hs

L’espace W s,p dans le cas particulier où p = 2 est noté Hs. Nous préciserons certaines
de ses propriétés pour plus de détails voir [8] et [15].
Soit s ∈ (0, 1) :

Hs(RN) := W s,2(RN) =
{
u ∈ L2(RN), [u]W s,2(RN ) < +∞

}
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où [.]W s,2(RN ) défini par (2.1).
Hs(RN) muni du produit scalaire suivant : :

< u, v >Hs(RN )=

∫
RN
u(x).v(x)dx+

∫
RN×RN

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy, ∀u, v ∈ Hs(RN)

présente une structure d’espace de Hilbert.

Remarque 2.3. L’espace Hs(RN) peut être défini de manière alternative via une transformée
de Fourier :

Ĥs(RN) =
{
u ∈ L2(RN),

∫
RN

(1 + |ξ|2s)|Fu(ξ)|2dx < +∞
}

pour tout s > 0.( voir la proposition 2.8)
Et pour tout s < 0 on a :

Ĥs(RN) =
{
u ∈ S ′(RN),

∫
RN

(1 + |ξ|2)s|Fu(ξ)|2dx < +∞
}

Théorème 2.13. (voir [9])
Pour tout s ∈ R, l’espace de Schwartz S(RN) est dense dans Hs(RN).

Définition 2.8. On définit l’espace H−s(RN) comme le dual topologique de l’espace Hs
0(RN).i.e :

(Hs
0(RN))′ = H−s(RN)

Remarque 2.4. Pour Ω un ouvert de RN on a :

(Hs
0(Ω))′ = H−s(Ω)

Pour la suite, on prend Ω un ouvert borné de RN de frontière régulière.

Théorème 2.14. ([30],Theorem 11.1)

• Si s ∈ (0, 1
2
], alors Hs

0(Ω) = Hs(Ω)

• Si s ∈ (1
2
, 1), alors Hs

0(Ω) ⊂ Hs(Ω)

ce théorème implique que l’espace Hs(Ω) n’a pas de trace pour s ∈ (0, 1/2].

Propsition 2.5. Soit s > 1/2, alors toute fonction u ∈ Hs(RN) a une trace v sur l’hyperplan
{xn = 0, tel que v ∈ Hs− 1

2 (RN−1) et un opérateur T de trace surjective de Hs(RN) à Hs− 1
2 .

Ainsi, pour étudier les problèmes non locaux, on introduit un autre espace de Sobolev
fractionnaire ; Xs

0(Ω) qui est un sous espace de l’espace Hs(RN), en prenant en considération
la condition homogène de Dirichlet dans la formulation faible.
On définit Xs

0(Ω) par :

Xs
0(Ω) = {u ∈ Hs(RN); u = 0 dans RN \ Ω} (2.30)

Soit u ∈ Xs
0(Ω), on a

||u||2Xs
0(Ω) = ||u||2Hs(RN )

= ||u||2L2(RN ) +

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy
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Or ||u||2L2(RN ) = ||u||2L2(Ω), alors

||u||2Xs
0(Ω) = ||u||2L2(Ω) +

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy (2.31)

Propsition 2.6. L’espace Xs
0(Ω) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire

< u, v >Xs
0(Ω)=

∫
RN

∫
RN

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy ∀u, v ∈ Xs

0(Ω)

En effet, les normes ||.||Xs
0(Ω) et [.]W s,2(Ω) sont équivalentes.

Lemme 2.7. Soit s ∈ (0, 1) et N > 2s, alors :

• L’injection Xs
0(Ω) ↪→ Lq(Ω) est compacte pour tout q ∈ [1, 2∗).

• L’injection Xs
0(Ω) ↪→ Lq(Ω) est continue pour tout q ∈ [1, 2∗].

avec 2∗ = 2N
N−2s

.

Définition 2.9. On définit l’espace X−s(Ω) comme le dual topologique de l’espace Xs
0(Ω).i.e :

(Xs
0(Ω))′ = X−s(Ω)

Remarque 2.5. Pour plus de détails sur cet espace voir [21],[30].

2.2 L’opérateur Laplacien fractionnaire

Nous introduisons maintenant le Laplacien fractionnaire (−∆)s pour s ∈ (0, 1) et cer-
taines propriétés associées. Nous présentons certaines définitions équivalentes du Laplacien
fractionnaire dans l’espace RN et pour plus de détails sur les autres définitions voir [27], [8] et
[15].

2.2.1 Définitions et motivation

Définition 2.10. Soit s ∈ (0, 1), u ∈ S(RN), le Laplacien fractionnaire (−∆)s est défini par :

(−∆)su(x) = C(N, s) lim
ε→0+

∫
RN\B(x,ε)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN (2.32)

où B(x, ε) est la boule ouverte de centre x et de rayon ε, et C(N, s) est la constante de norma-
lisation :

C(N, s) =
(∫

RN

1− cos(ξ1)

|ξ|N+2s
dξ
)−1

=
22sΓ(N

2
+ s)

π
N
2 Γ(−s)

(2.33)

Où ξ = (ξ1, ξ
′) avec ξ′ ∈ RN−1, et Γ la fonction d’Euler est donnée par Γ(x) =

∫∞
0
tx−1e−tdt

pour x ∈ R
On peut écrire :

(−∆)su(x) = C(N, s)P.V.

∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN (2.34)

Avec
P.V.

∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy = lim

ε→0+

∫
RN\B(x,ε)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy (2.35)

où (P.V.) est une abréviation couramment utilisée pour "valeur principale de l’intégrale".

40



CHAPITRE 2. LE CADRE FONCTIONNEL

Théorème 2.15. Soit u ∈ S(RN) et x ∈ RN , l’intégrale∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy

est absolument convergente si et seulement si s ∈ (0, 1
2
), on a donc :

(−∆)su(x) = C(N, s)

∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN

pour s ∈ (0, 1
2
).

Preuve.
Soit u ∈ S(RN) et s ∈ (0, 1

2
), on a∫

RN

|u(x)− u(y)|
|x− y|N+2s

dy =

∫
{y∈RN ,|x−y|61}

|u(x)− u(y)|
|x− y|N+2s

dy +

∫
{y∈RN ,|x−y|>1

|u(x)− u(y)|
|x− y|N+2s

dy

En utilisant le théorème des accroissements finis ;∫
RN

|u(x)− u(y)|
|x− y|N+2s

dy 6 ||Du||L∞
∫
{y∈RN ,|x−y|61}

|x− y|
|x− y|N+2s

dy+2||u||L∞
∫
{y∈RN ,|x−y|>1}

1

|x− y|N+2s
dy

6 C
(∫ 1

0

rN−1dr

rN+2s−1
+

∫ +∞

1

rN−1dr

rN+2s

)
= C

(
r−2s+1

]1

0
+ r−2s

]+∞

1

)
< +∞

puisque s ∈ (0, 1
2
) donc 0 < −2s+ 1 < 1 et −1 < −2s < 0.

Remarque 2.6. Cet opérateur est appelé non local, dans le sens où la valeur du Laplacien
fractionnaire de u en un point x dépend non seulement des valeurs de y sur l’ensemble Ω, mais
en fait sur tout RN .

Dans le Lemme suivant on montre que (2.34) peut être écrit comme un quotient diffé-
rentiel du second ordre pondéré.

Lemme 2.8. Soit s ∈ (0, 1), alors pour tout u ∈ S(RN) on a :

(−∆)su(x) = −1

2
C(N, s)

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN (2.36)

Preuve.
Par un changement de variable z = y − x, (2.34) devient :

(−∆)su(x) = C(N, s)P.V.

∫
RN

u(x)− u(z + x)

|z|N+2s
dz (2.37)

Posons z′ = −z, on obtient

P.V.

∫
RN

u(x)− u(z + x)

|z|N+2s
dz = P.V.

∫
RN

u(x)− u(x− z′)
|z′|N+2s

dz′ (2.38)

Ainsi après remplacement de z′ par z , on a :

2P.V.

∫
RN

u(x)− u(z + x)

|z|N+2s
dz = P.V.

∫
RN

u(x)− u(z + x)

|z|N+2s
dz + P.V.

∫
RN

u(x)− u(x− z)

|z|N+2s
dz
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= −P.V.
∫
RN

u(x+ z) + u(x− z)− 2u(x)

|z|N+2s
dy (2.39)

En utilisant (2.2.1) et (2.37),on a :

(−∆)su(x) = −1

2
C(N, s)P.V.

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN

Pour tout s ∈ (0, 1) on a ;

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
∈ L1(RN)

En effet ; en appliquant la formule de Taylor à l’ordre deux en u(x+ y) et u(x− y) au voisinage
de x, on obtient pour u dans S(RN) :∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy 6

∫
{y∈RN ,|y|61}

||D2u||∞|y|2

|y|N+2s
dy +

∫
{y∈RN ,|y|>1}

4||u||∞
|y|N+2s

dy

6 ||D2u||∞
∫
{y∈RN ,|y|61}

1

|y|N+2s−2
dy

+ 4||u||∞
∫
{y∈RN ,|y|>1}

1

|y|N+2s
dy

6 ||D2u||∞
∫ 1

0

1

rN+2s−2
rN−1dr + 4||u||∞

∫ ∞
1

1

rN+2s
rN−1dr

6 ||D2u||∞
∫ 1

0

1

r2s−1
dr + 4||u||∞

∫ ∞
1

1

r2s+1
dr < +∞

En conclusion, pour tout u ∈ S(RN) on a :

P.V.

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy =

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy

donc on peut écrire (2.36).

2.2.2 Laplacien fractionnaire par transformation de Fourier

Maintenant on va montrer qu’on peut considérer le laplacien fractionnaire comme un
opérateur pseudo-différentiel de multiplicateur |ξ|2s . Pour cela on a besoin d’abord du lemme
suivant :

Lemme 2.9. Soit s ∈ (0, 1) et C(N, s) la constante définie dans (2.33). Alors ;

∀ξ ∈ RN

∫
RN

1− cos(ξ.y)

|y|N+2s
dy = C(N, s)−1|ξ|2s (2.40)

Preuve.
On remarque qu’au voisinage de 0 on a pour tout ξ = (ξ1, ..., ξN) ∈ RN :

0 6
1− cos(ξ1)

|ξ|N+2s
6
|ξ1|2

|ξ|N+2s
<

1

|ξ|N+2s−2

Donc
0 6

∫
RN

1− cos(ξ1)

|ξ|N+2s
dξ < +∞ (2.41)
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On considère maintenant la fonction J : RN → R qui est définie par :

J (ξ) :=

∫
RN

1− cos(ξ.y)

|y|N+2s
dy (2.42)

Et on montre que J est invariante par rotation, ie :

J (|ξ|e1) = J (ξ) (2.43)

avec e1 le premier vecteur de la base canonique de RN .
Pour N = 1, (2.43) est triviale car cos(.) est une fonction paire donc cos(|ξ|y) = cos(ξ.y) et
par suite J (|ξ|) = J (ξ).
Pour N > 2, on considère une rotation R telle que R(|ξ|e1) = ξ et on note Rt sa transposé.
J s’écrit alors :

J (ξ) =

∫
RN

1− cos((R(|ξ|e1)).y)

|y|N+2s
dy

=

∫
RN

1− cos((|ξ|e1).(Rty))

|y|N+2s
dy

Par changement de variable ỹ = Rty, on obtient :

J =

∫
RN

1− cos((|ξ|e1).ỹ)

|ỹ|N+2s
dỹ = J (|ξ|e1)

Enfin, par (2.41) et (2.43) et le changement l = |ξ|y on obtient :

J (ξ) = J (|ξ|e1) =

∫
RN

1− cos(|ξ|.y1)

|y|N+2s
dy

=
1

|ξ|N

∫
RN

1− cos(l1)

|l/|ξ||N+2s
dl

= C(N, s)−1|ξ|2s

où C(N, s) =
( ∫

RN
1−cos(ξ1)
|ξ|N+2s dξ

)−1

.

Propsition 2.7. Soit s ∈ (0, 1) et soit (−∆)s : S(RN) → L2(RN) le Laplacien fractionnaire
défini dans (2.36). Alors, pour tout u ∈ S(RN) ;

(−∆)su(x) = F−1(|ξ|2s(Fu)(ξ))(x) ∀x ∈ RN (2.44)

où F−1 est la transformée de Fourier inverse.

Preuve.
D’après le lemme (2.9), on note :

Lu(x) = −1

2
C(N, s)

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy

avec C(N, s) est donnée dans (2.33).
On cherche une fonction G : RN → R telle que :

Lu = F−1(G(F)) (2.45)
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et on montre que pour tout ξ ∈ RN , G(ξ) = |ξ|2s

On a :
u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
∈ L1(RN × RN). (2.46)

En effet ;∫
RN

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dxdy 6

∫
{y∈RN ,|y|61}

∫
RN

|D2u(x)||y|2

|y|N+2s
dxdy

+

∫
{y∈RN ,|y|>1}

∫
RN

4|u(x)|
|y|N+2s

dxdy

6 C
(∫
{y∈RN ,|y|61}

1

|y|N+2s−2
dy +

∫
{y∈RN ,|y|>1}

1

|y|N+2s
dy
)

< +∞

Et par le théorème de Tonelli-Fubini, on peut échanger l’intégrale de y avec la transformée de
Fourier de x. Ainsi, on applique la transformée de Fourier dans (2.45), on obtient :

G(ξ)(Fu)(ξ) = F(Lu)(ξ)

= −1

2
C(N, s)

∫
RN

F(u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x))

|y|N+2s
dy

= −1

2
C(N, s)

∫
RN

eiξ.y + e−iξ.y − 2

|y|N+2s
dy.(Fu(ξ))

= C(N, s)

∫
RN

1− cos(ξ.y)

|y|N+2s
dy(Fu)(ξ)

Et maintenant par lemme (2.9), on trouve :

G(ξ)(Fu)(ξ) = |ξ|2s(Fu)(ξ)

Ce qui donne (2.44).

Propsition 2.8. Soient s ∈ (0, 1) et C(N, s) la constante définie dans (2.33), alors pour tout
u ∈ Hs(RN) on a l’égalité :

[u]2Hs(RN ) = 2C(N, s)−1

∫
RN
|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ (2.47)

De plus,
Hs(RN) = Ĥs(RN)

Preuve.
On fixe y ∈ RN , et on opère le changement de variable z = x− y :∫

RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy =

∫
RN

∫
RN

|u(z + y)− u(y)|2

|z|N+2s
dzdy

=

∫
RN

∫
RN

∣∣∣u(z + y)− u(y)

|z|N2 +s

∣∣∣2dzdy
=

∫
RN

∣∣∣∣∣∣u(z + .)− u(.)

|z|N2 +s

∣∣∣∣∣∣2
L2(RN )

dz
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On applique la formule de Perseval-Plancherel (1.18)∫
RN

∣∣∣∣∣∣u(z + .)− u(.)

|z|N2 +s

∣∣∣∣∣∣2
L2(RN )

dz =

∫
RN

∣∣∣∣∣∣F(u(z + .)− u(.)

|z|N2 +s

)∣∣∣∣∣∣2
L2(RN )

dz

=

∫
RN

∫
RN

|eiξz − 1|2

|z|N+2s
|Fu(ξ)|2dξdz

= 2

∫
RN

∫
RN

1− cos(ξ.z)

|z|N+2s
|Fu(ξ)|2dξdz

= 2

∫
RN

(∫
RN

1− cos(ξ.z)

|z|N+2s
dz
)
|Fu(ξ)|2dξ

= 2C(N, s)−1

∫
RN
|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ

puisque, par le lemme 2.9, on a∫
RN

1− cos(ξ.z)

|z|N+2s
= C(N, s)−1|ξ|2s

Et finalement on obtient l’équivalence entre Hs(RN) et Ĥs(RN) par (2.47).

Propsition 2.9. Soit s ∈ (0, 1), alors :

[u]2Hs(RN ) = 2C(N, s)−1||(−∆)
s
2u||2L2(RN ), ∀u ∈ H

s(RN) (2.48)

Preuve.
D’après la formule de Parseval-Plancherel (1.18) :

||(−∆)
s
2u||2L2(RN ) = ||F(−∆)

s
2u||2L2(RN ) (2.49)

Et des propositions (2.7) et (2.8) on a :

||F(−∆)
s
2u||2L2(RN ) = |||ξ|sFu||2L2(RN ) =

1

2
C(N, s)[u]2Hs(RN )

Par suite :

[u]2Hs(RN ) = 2C(N, s)−1||F((−∆)
s
2u||2L2(RN )

= 2C(N, s)−1||(−∆)
s
2u||2L2(RN )

Remarque 2.7. :

• L’identité (2.48) confirme que l’espace Hs(RN) est le bon espace pour définir le Laplacien
fractionnaire.

• La constante de normalisation C(N, s) est choisie pour que les trois définitions (2.34),(2.36)
et (2.44) soient équivalentes, et elles vérifient :

i lim
s→0+

(−∆)su = u

ii lim
s→1−

(−∆)su = (−∆)u

Pour plus détails sur les propriétés de cette constante voir [8].
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2.2.3 Laplacien fractionnaire par convolution

Après la définition du Laplacien fractionnaire par la transformation de Fourier, mainte-
nant, nous écrivons l’expression (2.44) en utilisant le produit de convolution . Pour cela nous
avons besoin de la transformée de Fourier inverse de la fonction |.|2s qui est définie dans le
lemme suivant.

Lemme 2.10. Soit s ∈ (0, 1), alors

F
( 1

|x|N+2s

)
(ξ) =

1

C(N, s)
|ξ|2s (2.50)

avec C(N, s) est donnée par (2.33)
Au sens des distributions. i.e

∀ϕ ∈ C∞0 (RN)

∫
RN

1

|x|N+2s
F(ϕ)(x)dx = C(N, s)

∫
RN
|ξ|2sϕ(ξ)dξ (2.51)

Preuve.
Soit ϕ ∈ C∞0 (RN), on applique la proposition 1.5 pour c = πδ ;

F(e−πδ|x|
2

)(y) = δ
−N

2 e
−|y|2
4πδ

Ce qui implique : ∫
RN
δ
−N

2 e
−|y|2
4πδ ϕ(y)dy =

∫
RN
e−πδ|x|

2F(ϕ)(x)dx

On multiplie par δ
N+2s−2

2 et on intègre par rapport à δ, on obtient∫ +∞

0

∫
RN
δs−1e

−|y|2
4πδ ϕ(y)dydδ︸ ︷︷ ︸

I1

=

∫ +∞

0

∫
RN
δ
N+2s−2

2 e−πδ|x|
2F(ϕ)(x)dxdδ︸ ︷︷ ︸

I2

(2.52)

Par les changements de variables t = |y|2
δ

dans I1 et τ = |x|2δ dans I2, on obtient :

I1 =

∫ +∞

0

∫
RN

|y|2s

ts+1
e
−t
4πϕ(y)dydt

=
(∫ +∞

0

t−s−1e
−t
4π dt

)(∫
RN
|y|2sϕ(y)dy

)
Or

A :=

∫ +∞

0

t−s−1e
−t
4π dt = 4π

∫ +∞

0

(4πz)−s−1e−zdz

= (4π)−sΓ(−s)

d’où ;

I1 = (4π)−sΓ(−s)
∫
RN
|y|2sϕ(y)dy (2.53)

Pour I2, on obtient

I2 =

∫ +∞

0

∫
RN

τ
N+2s−2

2

|x|N+2s
e−πτF(ϕ)(x)dxdτ

=
(∫ +∞

0

τ
N+2s−2

2 e−πτdτ
)(∫

RN

1

|x|N+2s
F(ϕ)(x)dx

)
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De plus ;

B :=

∫ +∞

0

τ
N+2s−2

2 e−πτdτ =

∫ +∞

0

z
N
2

+s−1

π
N
2

+s
e−zdz

= (π)−(N
2

+s)Γ(
N

2
+ s)

ce qui donne :

I2 = (π)−(N
2

+s)Γ(
N

2
+ s)

∫
RN

1

|x|N+2s
F(ϕ)(x)dx (2.54)

En utilisant (2.52),(2.53) et(2.54), on arrive à :∫
RN

1

|x|N+2s
F(ϕ)(x)dx =

(4π)−sΓ(−s)
(π)−(N

2
+s)Γ(N

2
+ s)

∫
RN
|y|2sϕ(y)dy

=
(π)(N

2
)Γ(−s)

(4)sΓ(N
2

+ s)

∫
RN
|y|2sϕ(y)dy

=
1

C(N, s)

∫
RN
|y|2sϕ(y)dy

Lemme 2.11. Soit s ∈ (0, 1), u ∈ S(RN), alors :

(−∆)su(x) = C(N, s)

∫
RN

u(x)

|x− y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN (2.55)

avec C(N, s) défini par (2.33).

Preuve.
Soit u ∈ S(RN), en utilisant les lemmes 2.7 et2.10 et par les propriétés de la transformée de
Fourier inverse, et la densité de C∞0 (RN) dans S(RN), on obtient pour tout u dans S(RN)

(−∆)su(x) = F−1(|ξ|2s.(Fu)(ξ))(x)

=
[
F−1(|ξ|2s)(x)

]
∗ u(x)

=

∫
RN

[
F−1(|ξ|2s)(x− y)

]
.u(y)dy

= C(N, s)

∫
RN

u(y)

|x− y|N+2s
dy
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Chapitre 3

Multiplicité des solutions pour le
Laplacien fractionnaire

3.1 Résultat principal

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence et la multiplicité de solutions pour un
problème elliptique quasi-linéaire non local avec des conditions de croissance locales.
On considère le problème :

(P )

{
(−∆)su = f(., u) dans Ω

u = 0 sur RN \ Ω

Où Ω est un ouvert borné de RN de frontière régulière.
et (−∆)s est l’opérateur Laplacien fractionnaire défini par (2.32) pour s ∈ (0, 1) et N > 2s.
Il a été établi référence [41] que, comme le problème elliptique classique{

−∆u = f(., u) dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

le problème (P ) bénéficie également d’une nature variationnelle et ses solutions peuvent égale-
ment être construites comme des points critiques de la fonctionnelle d’Euler-Lagrange associée.
Une question naturelle est posée, c’est de savoir si les méthodes topologiques et variationnelles
classiques peuvent être adaptées au problème (P ) et à sa généralisation afin d’étendre les résul-
tats classiques connus pour le problème elliptique classique à un cadre non local. Une grande
attention a été portée sur ce sujet, par exemple dans les références [41] l’auteur a prouvé que
le théorème du Col de la montagne (mountain pass theorem) reste applicable pour certains
opérateurs non-locaux. Dans la référence [18] l’auteur a étudié l’existence de solution faible en
utilisant la théorie de Morse. L’existence et la multiplicité de solutions des problèmes elliptiques
fractionnaires ont été étudiées dans [7] et [6].
Dans l’article [29] les auteurs A.Li et C.Wei montrent que le théorème de Clark reste applicable
pour le problème de Laplacien fractionnaire (P ). C’est cette application du théorème de Clark
que nous abordons dans cette partie de ce mémoire en considérant les hypothèses suivantes

(f1) f est une fonction de Caratheodory définie sur Ω× (−δ, δ) pour δ > 0 .
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(f2) Soit F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s)ds, il existe une constante positive q1 ∈ ( 4

2∗
, 2), telle que

lim
|t|→0

|F (x, t)|
|t|q1

= 0

uniformément en x ∈ Ω avec 2∗ = 2N
N−2s

.

(f3) Il existe une constante positive q2 ∈ ( 4
2∗
, 2), telle que

lim
|t|→0

|F (x, t)|
|t|q2

= +∞

uniformément en x ∈ Ω

(f4) f(x, t) est une fonction impaire en t pour tout x ∈ Ω, t ∈ (−δ, δ).

Le Théorème suivant nous fournit, le résultat principal de cette partie.

Théorème 3.1. Sous les conditions (f1), (f2), (f3), (f4), le problème (P ) admet une suite de
solutions non triviales (un) telle que ||un||L∞(Ω) → 0 quand n→ +∞.

Remarque 3.1. La fonction f satisfait quelques conditions au voisinage de 0 sans aucune
condition au voisinage de l’infini. Et pour démontrer le Théorème (3.1), on utilise l’approche
variationnelle et la théorie des points critiques, mais puisque

∫
Ω
F (x, u(x))dx n’est pas définie

sur Xs
0(Ω), donc on va prolonger la fonction f par une fonction f̃ qui doit être définie sur

Ω×R. Pour cela on opère une modification de f et nous établissons quelques résultats auxiliaires
permettant l’application du théorème de Clark.

• Modification de f :

En utilisant les conditions (f2) et (f3), il existe µ > 0 tel que pour |t| < µ :

|F (x, t)| > |t|q2 , |F (x, t)| < |t|q1 pour tout x ∈ Ω (3.1)

Soit ρ une fonction de classe C1(R, [0, 1]), telle que tρ′(t) 6 0 et ;

ρ(t) =

{
1 , si |t| 6 τ
0 , si |t| > 2τ

(3.2)

avec τ ∈ (0, δ
2
) choisi tel que (3.1) et (3.2) soient vérifiées pour |t| 6 2τ . On pose ;

F̃ (x, t) = ρ(t)F (x, t) + (1− ρ(t))|t|q2 , f̃(x, t) =
∂

∂t
F̃ (x, t) (3.3)

Par ce choix des fonctions on a bien f̃ est une fonction de Caratheodory, et∫
Ω

F̃ (x, u)dx < +∞

En effet, soit u ∈ Xs
0(Ω), on a par (3.1) et la définition de F̃ ;

|F̃ (x, t)| 6 c(|t|q1 + |t|q2) pour tout (x, t) ∈ Ω× R (3.4)
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et par le lemme 2.7 on a Xs
0(Ω) ↪→ Lq(Ω) pour q ∈ [1, 2∗], donc u ∈ Lq1(Ω)∩Lq2(Ω) et par suite

F̃ (., u(.)) ∈ L1(Ω) i.e : ∫
Ω

F̃ (x, u)dx < +∞

Pour la suite, on considère le problème ;

(P̃ )

{
(−∆)su = f̃(., u) dans Ω

u = 0 sur RN \ Ω

On remarque que, f̃(x, t) = f(x, t) pour (x, t) ∈ Ω× [−τ, τ ] et donc les solutions du problème
(P̃ ) sont des solutions pour le problème original (P ) si est seulement si ||u||L∞(Ω) 6 τ .
Autrement dit les problèmes (P ) et (P̃ ) sont équivalents pour ||u||L∞(Ω) 6 τ .

• L’approche variationnelle du problème (P̃ )

Définition 3.1. On dit que u ∈ Xs
0(Ω) est une solution faible du problème (P̃ ), si et seulement

si :
C(N, s)

2
< u, v >Xs

0(Ω)=

∫
Ω

f̃(x, u(x))v(x)dx ∀v ∈ Xs
0(Ω) (3.5)

où :
< u, v >Xs

0(Ω)=

∫
RN

∫
RN

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy, ∀u, v ∈ Xs

0(Ω)

Propsition 3.1. La fonctionnelle d’énergie du problème (P̃ ) est la fonctionnelle J telle que

J : Xs
0(Ω) → R

u → C(N,s)
4
||u||2Xs

0(Ω) −
∫

Ω
F̃ (x, u(x))dx

(3.6)

J est bien définie et de classe C1 et sa dérivée est donnée par ;

< J ′(u), v >X−s(Ω),Xs
0(Ω)=

C(N, s)

2
< u, v >Xs

0(Ω) −
∫

Ω

f̃(x, u(x))v(x)dx u, v ∈ Xs
0(Ω) (3.7)

où
< u, v >Xs

0(Ω)=

∫
RN

∫
RN

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy, ∀u, v ∈ Xs

0(Ω)

Preuve.

∗Pour tout u dans Xs
0(Ω) ; ∫

Ω

F̃ (x, u)dx < +∞

Donc J est bien définie.

∗ On montre que J ∈ C1(Xs
0(Ω)).

Pour cela on pose

J1(u) =
C(N, s)

4
||u||2Xs

0(Ω) =
C(N, s)

4

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

J2(u) =

∫
Ω

F̃ (x, u(x))dx
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∗ Pour J2 :
La dérivée au sens de Gâteaux est donnée par ;
pour tout u, v ∈ Xs

0(Ω)

< J ′2g, v > = lim
t→0

J2(u+ tv)− J2(u)

t

= lim
t→0

∫
Ω

F̃ (x, u+ tv)− F̃ (x, u)

t
dx

On pose

G : [0, 1] → R

y 7−→ F̃ (x, u+ ty)

G est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[ alors par le théorème des accroissements finis :
∃θ ∈]0, 1[ telle que :

G′(θ) = G(1)−G(0)

i.e
tv.∂2F̃ (x, u+ θtv) = F̃ (x, u+ tv)− F̃ (x, u)

Or ∂2F̃ (x, t) = f̃(x, t) alors :

f̃(x, u+ θtv)v =
F̃ (x, u+ tv)− F̃ (x, u)

t

ce qui implique

< J ′2g, v >= lim
t→0

∫
Ω

f̃(x, u+ θtv)vdx (3.8)

D’autre part, puisque f̃ est continue par rapport à la deuxième variable, alors :

lim
t→0

f̃(x, u+ θtv)v = f̃(x, u)v

par (3.4) on a :
|f̃(x, u)| 6 c

[
q1|t|q1−1 + q2|t|q2−1

]
donc

|f̃(x, u+ θtv)v| 6 c
[
q1|u+ θtv|q1−1|v|+ q2|u+ θtv|q2−1|v|

]
En utilisant l’inégalité (a+ b)p 6 2p(|a|p + |b|p) et puisque θt ∈ [0, 1] on a :

|f̃(x, u+ θtv)v| 6 c
[
2q1−1

(
|u|q1−1 + |v|q1−1

)
|v|+ 2q2−1

(
|u|q2−1 + |v|q2−1

)
|v|+

]
6 c

[
2q1−1

(
|u|q1−1|v|+ |v|q1

)
+ 2q2−1

(
|u|q2−1|v|+ |v|q2

)
+
]
∈ L1(Ω)
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car par le lemme 2.7 u, v ∈ Lp(Ω) pour p ∈ [1, 2∗] alors par application du théorème de la
convergence dominée on obtient

< J ′2g, v >=

∫
Ω

f̃(x, u)vdx (3.9)

De plus, pour tout u, v ∈ Xs
0(Ω)

| < J ′2g, v > | 6
∫

Ω

|f̃(x, u)|.|v|dx

6 c
[ ∫

Ω

|u|q1−1.|v|dx+

∫
Ω

|u|q2−1.|v|dx
]

Par l’inégalité de Hölder et l’injection continue de Xs
0(Ω) dans Lp(Ω) pour p ∈ [1, 2∗], on

obtient :

| < J ′2g, v > | 6 c
[
||u||q1−1

Lq1 (Ω).||v||Lq1 (Ω) + ||u||q2−1
Lq2 (Ω).||v||Lq2 (Ω)

]
6 c

[
||u||q1−1

Xs
0(Ω).||v||Xs

0(Ω) + ||u||q2−1
Xs

0(Ω).||v||Xs
0(Ω)

]
6

[
c||u||q1−1

Xs
0(Ω) + c||u||q2−1

Xs
0(Ω)

]
.||v||Xs

0(Ω)

Par conséquent J ′2g ∈ X−s(Ω) et donc J2 est Fréchet différentiable et sa dérivée égale à J ′2g, par
suite J2 ∈ C1(Xs

0(Ω)).

∗ Pour J1 :
La dérivée de J1 au sens de Gâteaux :
Pour u, v ∈ Xs

0(Ω) et pour tout t > 0 tel que u+ tv ∈ Xs
0(Ω) on a ;

< J ′1gu, v > = lim
t→0

J1(u+ tv)− J1(u)

t

=
C(N, s)

4
lim
t→0

1

t

[ ∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y) + tv(x)− tv(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

−
∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

]
=

C(N, s)

4
lim
t→0

1

t

∫
RN

∫
RN

t2|v(x)− v(y)|2 + 2t(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy

=
C(N, s)

2

∫
RN

∫
RN

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy

=
C(N, s)

2
< u, v >Xs

0(Ω)

De plus
J ′1g : Xs

0(Ω)→ X−s(Ω)
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est continue, en effet ; par l’inégalité de Cauchy

< J ′1g(u), v >6 ||u||Xs
0(Ω)||v||Xs

0(Ω)

ce qui donne
||J ′1g(u)||X−s(Ω) 6 ||u||Xs

0(Ω)

Et donc J1 est Fréchet différentiable et J ′1 = J ′1g, par suite J1 ∈ C1(Xs
0(Ω))

Lemme 3.1. La fonctionnelle J est bornée et satisfait la condition de Palais-Smale (P.S)

Preuve.
Soit u ∈ Xs

0(Ω), on a par l’inégalité (3.4) ;

J(u) =
C(N, s)

4
||u||2Xs

0(Ω) −
∫

Ω

F̃ (x, u(x))dx

>
C(N, s)

4
||u||2Xs

0(Ω) − c
∫

Ω

(|u(x)|q1 + |u(x)|q2)dx

>
C(N, s)

4
||u||2Xs

0(Ω) − c
(
||u||q1Lq1 (Ω) + ||u||q2Lq2 (Ω)

)
Et par injection continue de Xs

0(Ω) dans Lq(Ω) pour q ∈ [1, 2∗], on a

J(u) >
C(N, s)

4
||u||2Xs

0(Ω) − C
(
||u||q1Xs

0(Ω) + ||u||q2Xs
0(Ω)

)
Or 4

2∗
< q1 < q2 < 2, alors :

J(u)→ +∞ quand ||u||Xs
0(Ω) → +∞

Alors J est coercive et bornée inférieurement.
Maintenant, on montre que J satisfait la condition de Palais-Smaile au niveau c. Soit c ∈ R,
(un) une suite de Xs

0(Ω) telle que

J(un)→ c, J ′(un)→ 0 quand n→ +∞ (3.10)

En utilisant la coercivité de J , on a (un) est une suite bornée dans Xs
0(Ω) , alors par l’injection

compact de Xs
0(Ω) dans Lq(Ω) pour q ∈ (1, 2∗) et le théorème 1.12, il existe alors une sous suite

de (un)( notée aussi (un) ) telle que :

un ⇀ u quand n→ +∞ dans Xs
0(Ω) (3.11)

un → u quand n→ +∞ dans Lq(Ω), q ∈ (1, 2∗) (3.12)

un(x) → u(x) quand n→ +∞ p.p x ∈ Ω (3.13)

Par (3.10) et (3.11), on a

< J ′(un), un − u >X−s(Ω),Xs
0(Ω)→ 0, quand n→ +∞ (3.14)

Par (3.4), on a :
|f̃(x, u)| 6 c

[
q1|t|q1−1 + q2|t|q2−1

]
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alors ; ∫
Ω

|f̃(x, un)|.|un − u|dx 6 c

∫
Ω

(
q1|un|q1−1 + q2|un|q2−1

)
|un − u|dx

6 C

∫
Ω

(
|un|q1−1.|un − u|+ |un|q2−1.|un − u|

)
dx

où C = 2.c.max(q1, q2)

En utilisant l’inégalité de Hölder pour qi
qi−1

et son conjugué qi, on trouve∫
Ω

|un|qi−1.|un − u|dx 6 ||un||qi−1
Lqi (Ω).||un − u||Lqi (Ω), pour i = 1, 2

alors∫
Ω

|f̃(x, un)|.|un − u|dx 6 C
(
||un||q1−1

Lq1 (Ω).||un − u||Lq1 (Ω) + ||un||q2−1
Lq2 (Ω).||un − u||Lq2 (Ω)

)
Or puisque 4

2∗
< q1, q2 < 2 et N > 2s, on a 1 < q1, q2 < 2∗, en effet :

2∗ − 2 =
2N

N − 2s
− 2 =

4s

N − 2s
> 0⇒ 2 < 2∗

et
4

2∗
− 1 = 4.

(N − 2s

2N

)
− 1 = 1− 2s

N
> 0⇒ 4

2∗
> 1

et par (3.12) on obtient :∫
Ω

|f̃(x, un)|.|un − u|dx → 0 quand n→ +∞ (3.15)

Alors, par (3.7), (3.14) et (3.15) :

< un, un − u >Xs
0(Ω) =

2

C(N, s)

(
< J ′(un), un − u >X−s(Ω),Xs

0(Ω) +

∫
Ω

|f̃(x, un)|.|un − u|dx
)

→ 0 quand n→ +∞

De manière analogue on montre que

< u, un − u >Xs
0(Ω)→ 0 quand n→ +∞

Finalement,

||un − u||Xs
0(Ω) = < un, un − u >Xs

0(Ω) + < u, un − u >Xs
0(Ω)

→ 0 quand n→ +∞

Par suite J satisfait la condition de Palais-Smale.
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• Vérification des conditions du théorème de Clark

Maintenant, on montre que J satisfait les conditions du théorème de Clark.
Il est clair que J(0) = 0, et par la condition (f4) on a J est bien une fonction paire, et on a déjà
montré que J ∈ C1(Xs

0(Ω)) et satisfait la condition (PS), alors il reste à construire un espace
Xk et une constante ρk > 0 telle que :

sup
u∈Xk∩Sρk

J(u) < 0, avec Sρk = {u ∈ Xs
0(Ω), ||u||Xs

0(Ω) = ρk}

Soit ϕ1, ϕ2, ..., ϕk des fonctions indépendantes dans Xs
0(Ω) pour tout k ∈ N et on note par Xk le

sous espace engendré par cette famille de fonctions {ϕ1, ϕ2, ..., ϕk} ,i.e Xk := < ϕ1, ϕ2, ..., ϕk >

pour tout k ∈ N.
En utilisant (f3) et la définition de F̃ , on obtient :

∃c > 0, F̃ (x, t) > c.|t|q2 , ∀(x, t) ∈ Ω× R

Alors :

J(u) =
C(N, s)

4
||u||2Xs

0(Ω) −
∫

Ω

F̃ (x, u(x))dx

6
C(N, s)

4
||u||2Xs

0(Ω) − c.||u||
q2
Lq2 (Ω)

Puisque Xk est de dimension finie, alors les normes sur cet espace sont équivalentes, il existe
alors une constante α > 0 telle que :

||u||Lq2 (Ω) > α.||u||Xs
0(Ω), ∀u ∈ Xk

ce qui permet d’écrire :

J(u) 6
C(N, s)

4
||u||2Xs

0(Ω) − c.α.||u||
q2
Xs

0(Ω) (3.16)

Alors, en choisissant u ∈ Xk tel que ||u||Xs
0(Ω) = ρk pour ρk > 0, suffisamment petit, on obtient :

sup
u∈Xk∩Sρk

J(u) < 0

Finalement, toutes les conditions du théorème de Clark sont satisfaites donc il existe une
suite de points critiques (um) ⊆ Xs

0(Ω) i.e J ′(um) = 0,∀m ∈ N avec J(um) 6 0,∀m ∈ N
et ||um||Xs

0(Ω) → 0 quand m→ +∞.

Par suite, pour montrer que cette suite de points critiques (um) est une suite de solutions
faibles du problème original (P ) et pour achever la démonstration du théorème principal , on
montre le lemme suivant :

Lemme 3.2. Sous les conditions du Théorème 3.1, et pour une suite de points critiques (um)

vérifiant J(um) 6 0,∀m ∈ N et ||um||Xs
0(Ω) → 0 quand m→ +∞, on a

||um||L∞(Ω) → 0, quand m→ +∞
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Preuve.
∗ En utilisant (3.4) et 4

2∗
< q1 < q2 < 2, on obtient :

|F̃ (x, t)| 6 c(|t|q1 + |t|q2), ∀(x, t) ∈ Ω× R

6 c(|t|q1 + |t|2), ∀(x, t) ∈ Ω× R

Or puisque f̃(x, t) = ∂
∂t
F̃ (x, t) on a :

|f̃(x, t)| 6 C(|t|q1−1 + |t|), ∀(x, t) ∈ Ω× R (3.17)

avec 1 + q1
2
> 1 + 2

2∗
.

∗ Soit u ∈ Xs
0(Ω) une solution faible du problème (P̃ ), avec u+ = max

Ω
(u, 0) 6= 0. Soit ρ

une constante telle que ρ > max
Ω

(1,
1

||u||L2(Ω)

) et soit v = u
ρ.||u||L2(Ω)

, alors on a v ∈ Xs
0(Ω),

||v||L2(Ω) = 1
ρ
et v est une solution faible du problème auxiliaire :

(AP̃ )

{
(−∆)sv = 1

ρ||u||L2(Ω)
.f̃(x, ρ.||u||L2(Ω).v), x ∈ Ω

v(x) = 0, x ∈ RN \ Ω

∗ Soit τ > 0, on pose vn = (v − τ + τ
2n

)+, ∀n ∈ N, il est clair que vn ∈ Xs
0(Ω) et v0 = v+.

Puisque pour tout n ∈ N on a 1
2n+1 <

1
2n
, alors 0 6 vn+1(x) 6 vn(x) p.p sur Ω. Et :

vn(x)→ (v(x)− τ)+ pp x ∈ Ω (3.18)

De plus :

{x ∈ Ω, vn+1(x) > 0} ⊆ {x ∈ Ω, 0 < v < (2n+1 − 1)vn} ∩ {x ∈ Ω, vn >
τ

2n+1
} (3.19)

En effet, soit x ∈ Ω tel que vn+1(x) > 0 pour tout n ∈ N, alors

vn+1(x) =
(
v(x)− τ +

τ

2n+1

)+

= max
x∈Ω

(
v(x)− τ +

τ

2n+1
, 0
)
> 0

Ce qui implique
v(x)− τ +

τ

2n+1
> 0 (3.20)

En ajoutant et retranchant le terme τ
2n

on obtient

v(x)− τ +
τ

2n+1
= v(x)− τ +

τ

2n
− τ

2n
+

τ

2n+1

= v(x)− τ +
τ

2n
− τ

2n+1
(3.21)

Par (3.20) et (3.21), on obtient :

v(x)− τ +
τ

2n
>

τ

2n+1

Par suite ,
vn(x) =

(
v(x)− τ +

τ

2n

)+

> v(x)− τ +
τ

2n
>

τ

2n+1

Donc
{x ∈ Ω, vn+1(x) > 0} ⊆ {x ∈ Ω, vn(x) >

τ

2n+1
} (3.22)
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D’autre part, puisque vn(x) > v(x)− τ + τ
2n

et en utilisant (3.22), on obtient :

v(x) 6 vn(x) + τ − τ

2n
= vn(x) +

(2n − 1

2n
)
τ

< vn(x) +
(2n − 1

2n
)
.2n+1.vn(x) = vn(x) + (2n+1 − 2).vn(x)

= (2n+1 − 1).vn(x) (3.23)

Et puisque v0(x) > vn(x) > vn+1(x) > 0 et v0(x) = v+(x) = max
x∈Ω

(
v(x), 0

)
,

donc
v(x) > 0 (3.24)

Par (3.23) et (3.24), on obtient :

{x ∈ Ω, vn+1(x) > 0} ⊆ {x ∈ Ω, 0 < v(x) < (2n+1 − 1)vn(x)} (3.25)

Maintenant , en utilisant (3.22) et (3.25) on obtient (3.19).

Pour tout n ∈ N, on pose Rn = ||vn||2L2(Ω), par suite R0 = ||v+||2L2(Ω) 6
1
ρ2 6 1 et 0 6 Rn 6

R0 6 1 et on va monter que Rn → 0, quand n→ +∞.
Par définition de vn on a vn(x) > 0 pour tout x ∈ Ω donc :

Rn+1 =

∫
Ω

|vn+1(x)|2dx =

∫
{x∈Ω,vn+1(x)>0}

|vn+1(x)|2dx+

∫
{x∈Ω,vn+1(x)<0}

|vn+1(x)|2dx

=

∫
{x∈Ω,vn+1(x)>0}

|vn+1(x)|2dx =

∫
{x∈Ω,vn+1(x)>0}

|vn+1(x)|2dx

En utilisant l’inégalité de Hölder pour p = 2
2∗

et son conjugué p′ = 2∗

2∗−2
on obtient :

Rn+1 6 |{x ∈ Ω, vn+1(x) > 0}|1−
2

2∗ .||vn+1||2L2∗ (Ω)

Et du lemme 2.7 et (3.19),on arrive à :

Rn+1 6 C|{x ∈ Ω, vn+1(x) > 0}|1−
2

2∗ .||vn+1||2Xs
0(Ω)

6 C|{x ∈ Ω, vn(x) >
τ

2n+1
}|1−

2
2∗ .||vn+1||2Xs

0(Ω)

D’autre part :

Rn =

∫
Ω

|vn(x)|2dx =

∫
{x∈Ω,vn(x)> τ

2n+1 }
|vn(x)|2dx+

∫
{x∈Ω,vn(x)6 τ

2n+1 }
|vn(x)|2dx

>
∫
{x∈Ω,vn(x)> τ

2n+1 }
|vn(x)|2dx

>
( τ

2n+1

)2

.

∫
{x∈Ω,vn(x)> τ

2n+1 }
dx =

( τ

2n+1

)2∣∣∣{x ∈ Ω, vn(x) >
τ

2n+1
}
∣∣∣

Ce qui implique : ∣∣∣{x ∈ Ω, vn(x) >
τ

2n+1
}
∣∣∣ 6 (2n+1

τ

)2

Rn
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On obtient finalement :

Rn+1 6 Cτ 2( 2
2∗−1).2(2− 4

2∗ )(n+1)R
1− 2

2∗
n ||vn+1||2 (3.26)

Maintenant, de la formulation variationnelle du problème (AP̃ ), on a pour tout w dans ∈ Xs
0(Ω)

< v,w >Xs
0(Ω)=

C(N, s)

4
.

1

ρ||u||L2(Ω)

.

∫
Ω

f̃(x, ρ.||u||L2(Ω)v).wdx (3.27)

Alors en appliquant (3.27) pour w = vn+1, on obtient :

||vn+1||2Xs
0(Ω) 6

C(N, s)

4
.

1

ρ||u||L2(Ω)

.

∫
Ω

f̃(x, ρ.||u||L2(Ω)v).vn+1dx

et en utilisant (3.17), on arrive à :

||vn+1||2Xs
0(Ω) 6

C(N, s)

4
.

1

ρ||u||L2(Ω)

.

∫
Ω

(
C.(ρ.||u||L2(Ω))

q1−1|v|q1−1 + ρ.||u||L2(Ω).|v|
)
.vn+1dx

6
C(N, s)

4
.

∫
Ω

(
C.(ρ.||u||L2(Ω))

q1−2|v|q1−1 + |v|
)
.vn+1dx

puisque ρ.||u||L2(Ω) > 1 et q1 − 2 < 0, donc
(
ρ.||u||L2(Ω)

)q1−2
6 1 et on obtient alors :

||vn+1||2Xs
0(Ω) 6 C1

∫
Ω

(
|v|q1−1 + |v|

)
.vn+1dx = C1

∫
{x∈Ω,vn+1>0}

(
|v|q1−1 + |v|

)
.vn+1dx

où C1 = C(N,s)
4

.max(C, 1).
Maintenant, par (3.19) on a :

||vn+1||2Xs
0(Ω) 6 C1

∫
{x∈Ω,vn+1>0}

[
(2n+1 − 1)q1−1|vn|q1−1 + (2n+1 − 1)|vn|

]
vn+1dx

Et puisque pour tout n ∈ N, vn+1(x) 6 vn(x) p.p x ∈ Ω on obtient :

||vn+1||2Xs
0(Ω) 6 C1

∫
{x∈Ω,vn+1>0}

[
(2n+1 − 1)q1−1|vn|q1−1 + (2n+1 − 1)|vn|

]
vndx

6 C1

∫
{x∈Ω,vn+1>0}

[
(2n+1 − 1)q1−1|vn|q1 + (2n+1 − 1)|vn|2

]
dx

Or q1 < 2 donc (2n+1 − 1)q1−1 6 (2n+1 − 1) 6 2n+1, on arrive à :

||vn+1||2Xs
0(Ω) 6 C1.2

n+1

∫
{x∈Ω,vn+1>0}

[
|vn|q1 + |vn|2

]
dx (3.28)

En utilisant l’inégalité de Hölder pour p = 2
q1

et p′ = 2
2−q1 on obtient :∫

{x∈Ω,vn+1>0}
|vn|q1dx =

∫
Ω

|vn|q1dx

6 |Ω|1−
q1
2 .||vn||q1L2(Ω) = |Ω|1−

q1
2 .R

q1
2
n

par suite (3.28) devient :

||vn+1||2Xs
0(Ω) 6 C1.2

n+1
(
|Ω|1−

q1
2 .R

q1
2
n +Rn

)
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puisque Rn ∈ [0, 1] et q1
2
< 1, donc Rn < R

q1
2
n , on arrive à :

||vn+1||2Xs
0(Ω) 6 C2.2

n+1.R
q1
2
n (3.29)

avec C2 = 2.C1.max(|Ω|1−
q1
2 , 1).

Alors, en utilisant (3.29) dans (3.26) on obtient :

Rn+1 6 C.C2τ
2( 2

2∗−1).2(3− 4
2∗ )(n+1)R

1+
q1
2
− 2

2∗
n

= C.C2τ
2( 2

2∗−1).2(3− 4
2∗ )T nR1+β

n

6 T n(C0(τ)Rn)1+β (3.30)

Où, T = 23− 4
2∗ , β = q1

2
− 2

2∗
> 0 et C0(τ) > 1.

Maintenant, on montre qu’il suffit de prendre

ρ = max
{(C1+β

0 (τ)

r

) 1
2β
,

1

||u||L2(Ω)

}
avec r = 1

T
1
β
∈ (0, 1), pour avoir Rn → 0 quand n→ +∞

et pour cela on établit par récurrence que :

Rn 6
rn

ρ2
, ∀n ∈ N (3.31)

pour n = 0, on a R0 6 1
ρ2 , (3.31) est donc vérifiée pour n=0.

suppose que (3.31) est vrai pour n, et on montre qu’elle le reste pour n + 1, alors en utilisant
(3.30) on obtient :

Rn+1 6 T n
(
C0(τ).

rn

ρ2

)1+β

= T nC1+β
0 (τ).

1

T
n
β
.(1+β)

.
1

ρ2(1+β)
= C1+β

0 (τ).
1

T
n
β

.
1

ρ2(1+β)

=
C1+β

0 (τ)

ρ2β
.
rn

ρ2

et puisque ρ >
(
C1+β

0 (τ)

r

) 1
2β , donc 1

ρ2β 6 r

C1+β
0 (τ)

, alors on obtient

Rn+1 6
rn+1

ρ2

Ce qui implique la résultat (3.31).
Par suite, puisque 0 6 Rn 6 rn

ρ2 et r ∈ (0, 1) alors :

lim
n→+∞

Rn = lim
n→+∞

||vn||2L2(Ω) = 0

On a donc :
vn(x)→ 0 p.p x ∈ Ω (3.32)

Par l’unicité de limite, (3.18) et (3.32), on obtient : (v(x)− τ)+ = 0 pp x ∈ Ω .
Ce qui donne :

v(x) 6 τ pp x ∈ Ω
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∗ En fait le même argument pour −v, entraine

−v(x) 6 τ pp x ∈ Ω

Ce qui permet de déduire :
||v||L∞(Ω) 6 τ (3.33)

Puisque v = u
ρ||u||L2(Ω)

, donc u ∈ L∞(Ω) et ||u||L∞(Ω) 6 τ.ρ.||u||L2(Ω).

Pour ||u||L2(Ω) suffisamment petit, on peut prendre ρ = 1
||u||L2(Ω)

, et on obtient ||u||L∞(Ω) 6 τ .

Pour la suite de points critiques (um) qui satisfait ||um||Xs
0(Ω) → 0, on a par la définition de

limite :
∀ε > 0,∃N ∈ N, tel que ∀m > N, ||um||Xs

0(Ω) 6 ε

et par l’injection continue de Xs
0(Ω) dans L2(Ω), on obtient :

∀ε̃ > 0, ∃N ∈ N, tel que ∀m > N, ||um||L2(Ω) 6 ε̃

Par suite, pour τ > 0, il existeM(τ) ∈ N tel que pour toutm >M(τ), on prend ρm = 1
||um||L2(Ω)

,
ce qui implique :

||um||L∞(Ω) 6 τ.ρm.||um||L2(Ω) = τ, ∀m >M(τ)

Autrement dit, ||um||L∞(Ω) → 0 quand m→ +∞.

Par conséquent, à partir de ce lemme on peut voir que le problème d’origine (P ) bénéficie
également d’une suite de solutions non triviales(um) vérifiant ||um||L∞(Ω) → 0 quand m→ +∞.
Ainsi la preuve de Théorème 3.1 est achevée.

• Exemple d’une fonction vérifiant (f1), (f2), (f3), (f4)

Soit Ω la boule de centre 0 et de rayon 1 de R3

Pour s = 1
2
on pose :

f(x, t) = g(x).t
3
5

avec g ∈ L∞(Ω) par exemple g(x) = |x|2.e−x1+x3
2−x3 , ∀x ∈ Ω.

et sa primitive est donnée par

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt =
5

8
g(x).s

8
5 =

5

8
|x|2.e−x1+x3

2−x3 .s
8
5

alors on a :

* f est continue par rapport à ses deux variables donc elle est bien une fonction de Cara-
theodory sur Ω× R.

* lim
|t|→0

F (x, t)

|t| 75
= 0 uniformément sur Ω.

* lim
|t|→0

F (x, t)

|t| 95
= +∞

* f(x,−t) = 5
8
.g(x).(−t) 8

5 = −5
8
.g(x).(t)

8
5 = −f(x, t)

pour tout (x, t) ∈ Ω× R. uniformément sur Ω.

Remarque 3.2. Pour les hypothèses (f2) et (f3) on a bien 7
5
, 9

5
∈ ( 4

2∗
, 2) puisque 4

2∗
= 4

3
.

60



CHAPITRE 3. MULTIPLICITÉ DES SOLUTIONS POUR LE LAPLACIEN
FRACTIONNAIRE

3.2 Généralisation

Dans cette section nous nous intéressons à la généralisation du théorème 3.1 pour le problème
(Pλ) pour tout λ dans R.

(Pλ)

{
(−∆)su− λ.u = f(., u) dans Ω

u = 0 sur RN \ Ω

où Ω est un ouvert borné de RN de frontière régulière.
et (−∆)s est l’opérateur Laplacien fractionnaire défini par (2.32) pour s ∈ (0, 1) et N > 2s.
f est une fonction définie sur Ω× (−δ, δ) avec δ > 0 vérifiant (f1), (f2), (f3), (f4)

Théorème 3.2. Sous les conditions (f1), (f2), (f3) et (f4), le problème (Pλ) admet une suite
de solutions non triviales (um) avec ||um||L∞(Ω) → 0 quand m→ +∞.

Preuve.
le problème (Pλ) est équivalent à

(P̃λ)

{
(−∆)su = g(., u) dans Ω

u = 0 sur RN \ Ω

où g(., u) = f(., u) + λ.u

On vérifie que la fonction g satisfait les conditions (f1), (f2), (f3) et (f4)

Soit
G(x, s) = F (x, s) + λ.

s2

2

la primitive de g par rapport à la deuxième variable.
∗Puisque f est une fonction de Caratheodory sur Ω× (−δ, δ) alors g l’est aussi.
∗ Et f satisfait (f2) donc il existe q1 ∈ ( 4

2∗
, 2) telle que :

lim
|t|→0

G(x, t)

|t|q1
= lim

|t|→0

F (x, t)

|t|q1
− λ. lim

|t|→0

t2

|t|q1

= −λ. lim
|t|→0

t2

|t|q1
= −λ. lim

|t|→0

2.t

q1.t.|t|q1−2

= −λ. lim
|t|→0

2

q1

.|t|2−q1 = 0

∗ De plus f satisfait (f2) donc il existe q2 ∈ ( 4
2∗
, 2) telle que :

lim
|t|→0

G(x, t)

|t|q2
= lim

|t|→0

F (x, t)

|t|q2
− λ. lim

|t|→0

t2

|t|q2

= lim
|t|→0

F (x, t)

|t|q2
− λ lim

|t|→0

2.t

q2.t.|t|q2−2

= lim
|t|→0

F (x, t)

|t|q2
− λ. lim

|t|→0

2

q2

.|t|2−q2

= lim
|t|→0

F (x, t)

|t|q2
= +∞
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∗ Finalement puisque f(x,−t) = −f(x, t) pour tout (x, t) ∈ Ω× (−δ, δ) on arrive a :

g(x,−t) = f(x,−t) + λ.t = −
[
f(x, t)− λ.t

]
= −g(x, t)

pour tout (x, t) ∈ Ω× (−δ, δ)
En appliquant le théorème 3.1 au problème (P̃λ), on obtient alors une suite de solutions non
triviales vérifiant ||um||L∞(Ω) → 0 quand m → +∞ et par suite le problème (Pλ) admet une
suite de solutions non triviales avec ||um||L∞(Ω) → 0 quand m→ +∞.

Remarque 3.3. :

• Le problème (Pλ) ne peut pas être un problème de valeur propre i.e{
(−∆)su = λ.u dans Ω

u = 0 sur RN \ Ω
(3.34)

puisque f 6= 0 à cause de la condition (f2).

• On peut montrer le théorème 3.2 en utilisant l’équivalence des normes, i.e :
∗Premièrement, on prolonge f par une fonction f̃ définie sur Ω×R et on considère (P̃λ)

le problème équivalent à (Pλ).

(P̃λ)

{
(−∆)su− λ.u = f̃(., u) dans Ω

u = 0 sur RN \ Ω

avec
f̃(x, t) =

∂

∂t
F̃ (x, t)

et
F̃ (x, t) = ρ(t)F (x, t) + (1− ρ(t))|t|q2

avec ρ défini dans 3.2.
∗ On définit la fonctionnelle d’énergie associée à (P̃λ) :

Jλ(u) =
C(N, s)

4
.||u||2Xs

0(Ω) −
λ

2
.||u||2L2(Ω) −

∫
Ω

F̃ (x, u)dx ∀u ∈ Xs
0(Ω)

où C(N, s) défini dans 2.33.
∗ On montre l’équivalence entre ||.||Xs

0(Ω) et ||.||Xs,λ
0 (Ω), où

||u||2
Xs,λ

0 (Ω)
=
C(N, s)

4
.||u||2Xs

0(Ω) −
λ

2
.||u||2L2(Ω) ∀u ∈ Xs

0(Ω)

Pour cela, on introduit la proposition suivante :

Propsition 3.2. (voir [42])
Soit s ∈ (0, 1), N > 2s et Ω un ouvert borné de RN , alors l’opérateur Laplacien fractionnaire
admet une première valeur propre λ1 positive caractérisée par :

λ1 = min
u∈Xs

0(Ω)
||u||L2(Ω)=1

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = min

u∈Xs
0(Ω)\{0}

∫
RN
∫
RN
|u(x)−u(y)|2
|x−y|N+2s dxdy

||u||2L2(Ω)

> 0 (3.35)
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Soit λ1 la première valeur propre de l’opérateur (−∆)s, alors pour λ < C(N,s)
2

λ1 on a le
lemme suivant :

Lemme 3.3. Pour tout v ∈ Xs
0(Ω), il existe mλ

1 ,M
λ
1 > 0 tels que :

mλ,s
1 ||v||2Xs

0(Ω) 6
C(N, s)

2
.||v||2Xs

0(Ω) − λ.||v||2L2(Ω) 6Mλ,s
1 ||v||2Xs

0(Ω) (3.36)

Preuve.
Si v = 0 il y a rien à montrer, alors on prend v ∈ Xs

0(Ω) \ {0}, par la proposition 3.2 on a
λ1 > 0

1) Si 0 6 λ < C(N,s)
2

.λ1 :
On a :

C(N, s)

2
.||v||2Xs

0(Ω) − λ.||v||2L2(Ω) 6
C(N, s)

2
.||v||2Xs

0(Ω)

Maintenant en utilisant (3.35) on obtient :

C(N, s)

2
.||v||2Xs

0(Ω) − λ.||v||2L2(Ω) =
C(N, s)

2
.||v||2Xs

0(Ω) −
λ

λ1

λ1.||v||2L2(Ω)

>
(C(N, s)

2
− λ

λ1

)
.||v||2Xs

0(Ω)

2) Si λ < 0 On a :

C(N, s)

2
.||v||2Xs

0(Ω) − λ.||v||2L2(Ω) >
C(N, s)

2
.||v||2Xs

0(Ω)

En utilisant la proposition 3.2 on obtient :

C(N, s)

2
.||v||2Xs

0(Ω) − λ.||v||2L2(Ω) 6 (
C(N, s)

2
− λ

λ1

).||v||2Xs
0(Ω) (3.37)

Ce qui implique :

min
(C(N, s)

2
− λ

λ1
,
C(N, s)

2

)
||v||2Xs

0(Ω) 6
C(N, s)

2
.||v||2Xs

0(Ω)−λ.||v||
2
L2(Ω) 6 max

(C(N, s)
2

− λ

λ1
,
C(N, s)

2

)
||v||2Xs

0(Ω)

Ce lemme implique que les normes ||.||Xs
0(Ω) et ||.||Xs,λ(Ω) sont équivalentes pour λ < C(N,s)

2 λ1.
Ce qui implique finalement que le théorème 3.1 est appliqué au (Pλ) pour λ < C(N,s)

2 λ1 (puisque
les normes sont ||.||Xs

0(Ω) et ||.||Xs,λ(Ω) équivalentes donc touts les résultats d’injection continues sont
obtenus et par l’application du théorème de Clark on obtient l’existence d’une suite de solutions non
triviales pour le problème (Pλ) )

Remarque 3.4. La contrepartie non locale de problème semi linéaire de type{
−∆u− λ.u = f(., u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

à savoir le problème (Pλ) a été abordée par différents auteurs en imposant un comportement à

f au voisinage de 0 ( lim
t→0

f(x, t)

t
= 0, uniformément en x) différent de celui considéré dans ce

mémoire.
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* A titre d’exemple l’existence de solutions pour tout λ ∈ R a été établie par R.Servadei et
E.Valdinoci dans [42], théorème 1 de plus, ils ont donné une caractérisation des valeurs
propres et vecteurs propres de l’opérateur Laplacien fractionnaire (voir proposition 9).

* La multiplicité de solutions dans le cas où f est paire a été l’objet d’étude de H.P.Heinz
d’un point de vue bifurcation dans [22] en considérant aussi des hypothèses locales sur la
non linéarité f (voir théorème 3.2 de [22]).
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Conclusion et perspectives

D’un point vue mathématique l’opérateur fractionnaire est une équation intégrale avec noyau
faiblement singulier qui représente un certain retard (convolution). Dans ce travail, on a étudié
l’existence et la multiplicité de solutions pour une classe d’équations aux dérivées partielles
fractionnaires par approche variationnelle et l’application du "Théorème de Clark", nous avons
ainsi pu étendre les résultats existant dans le cas classique.
Notons que l’analyse présentée dans ce mémoire peut être appliquée avec certaines modifications
pour le cas du p-Laplacien avec la non linéarité f = f(t, u,Λu), avec Λ un opérateur d’ordre
fractionnaire.
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Absract :
In recent years, the intensive development of fractional calculus itself and their aaplications
in variaous fields of science such as biology, viscoelasticity, electrochemistry,..etc, explain the
attention given to the partial fractional differential equations. Many results regarding the sol-
vability of fractional problems, are obtained using different techniques of nonlinear analysis.
The aim of this memory is the study of some problems governed by the Laplacian operator of
fractional order under Dirichlet conditions. Considering local assumptions on the nonlinearitly,
we prouve existence and multiplicity of solutions by variational approach.
keywords Fractional Sobolev space, fractional Laplacian, variational methods, Clark theorem .

Résumé :
Ces dernières années, le développement intensif du calcul fractionnaire lui-même et leurs ap-
plications dans divers domaines scientifiques tels que la biologie, la viscoélasticité, l’électrochi-
mie,...etc, expliquent l’attention portée aux équations aux dérivées fractionnaires partielles. De
nombreux résultats concernant la solvabilité des problèmes fractionnaires, sont obtenus en utili-
sant différentes techniques d’analyse non linéaire. Le but de ce mémoire est l’étude de quelques
problèmes régis par l’opérateur Laplacien d’ordre fractionnaire dans des hypothèses locales sur
la non-linéarité, nous prouvons l’existence et la multiplicité des solutions par approche varia-
tionnelle.
Mots clé : L’espace de Sobolev fractionnaire, Laplacien fractionnaire, méthodes variation-
nelles, le théorème de Clark.
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