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Résumeé

L’objectif de ce mémoire est de comprendre comment on étudie un systéme différentiel
fractionnaire avec une dérivée au sens de Caputo. Nous développons la théorie élémentaire
de ses équations et les techniques qui permettent de les analyser mathématiquement. Ensuite
nous étudions un modele de culture-ravageur basé sur un systeme de proie prédateur. Une
étude théorique de ce systeme est traitée. Nous établissons I'existence des solutions, unicité,
positivité, stabilité des équilibres ainsi que 'existence d’une bifurcation de Hopf locale. Pour
finir, on présente quelque simulations numériques illustrant les résultats théoriques.

Mots clés : Dérivation fractionnaire, dérivées fractionnaires aux sens de Caputo, systémes
fractionnaires linéaires et non linéaires, existence et unicité des solutions, stabilité.






Abstract

The objective of this work is to understand how can we study a fractional differential system
with a derivative in the sense of Caputo. We develop the elementary theory of such equations
and the various techniques that allow us to analyze them mathematically. Then, we study
a crop-pest model based on a predatory prey system. We focus on the theoretical result by
treating the existence of solutions, uniqueness, positivity, stability of equilibria as well as
the existence of a local Hopf bifurcation. Finally, we present some numerical simulations
illustrating the theoretical results.

Key words : Fractional derivation, fractional derivatives in the sense of Caputo, linear and
nonlinear fractional systems, existence and uniqueness of solutions, stability.






Table des matieres

Théorie élémentaire des équations différentielles fractionnaires avec déri-

vées de Caputo

1.1 Théorie générale du calcul fractionnaire . . . . .. ... .. ... ... ...
1.1.1 Fonctions spéciales . . . . . . . . . ... ... o
1.1.2  La dérivée fractionnaire de Riemann Liouville . . . ... ... ...
1.1.3  La dérivée fractionnaire au sens de Caputo . . . . . . .. ... ...
1.1.4 Transformation de Laplace . . . . ... ... ... ... .......

1.2 Existence et unicité . . . . . . . . . ... e

1.3 Stabilité des systemes d’ordre fractionnaire . . . . ... ... ... ... ..
1.3.1 Stabilité des systémes linéaires autonomes . . . . . ... ... ...
1.3.2  Stabilité des systémes non linéaires (linéarisation) . . ... ... ..
1.3.3 Stabilité par Lyapunov . . . . . .. . .. ... L Lo

Modélisation mathématique

2.1 Modélisation mathématique appliquée a la dynamique des populations . . .
2.1.1 Modele de croissance exponentielle de Malthus . . . . .. ... ...
2.1.2  Modele de croissance logistique de Verhulst . . . . ... ... .. ..
2.1.3 Effets Allee démographiques . . . . . . ... ... ... ... ....

2.2 Modélisation mathématique appliquée en écologie . . . . . . . . .. ... ..
2.2.1 Modeles de deux populations en interaction . . . ... ... ... ..
2.2.2 Modele de Lotka Volttera . . . . .. ... ... ... ... .. ....

2.3 Modele de culture-ravageur . . . . . .. ... Lo

2.4 Modele de culture-ravageur avec une dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo
2.4.1 Existence, unicité et positivité des solutions . . . . . . ... ... ..
2.4.2 Bornitude des solutions . . . . . ... oL

Etude d’un modeéle de culture ravageurs avec une dérivée fractionnaire

au sens de Caputo

3.1 Stabilité locale . . . . .. . Lo
3.1.1 Recherche des points d’équilibres . . . . . . . ... ... L.
3.1.2 Stabilité locale des points d’équilibres . . . . . . ... ... ... ..

3.2 Stabilité globale . . . . . ...

3.3 Simulations numériques . . . . . ... L

11
12
12
15
17
19
25
28
28
29
30



Bibliographie

58



Prologue

Le but de ce sujet est de comprendre comment on étudie un systéme différentiel frac-
tionnaire avec une dérivée au sens de Caputo. Il s’agit d’un travail théorique sur I'existence
des solutions, unicité, positivité, stabilité des équilibres ainsi que ’existence d’une bifurca-
tion de Hopf locale. Nous développons aussi la théorie élémentaire de ses équations et les
diverses techniques qui permet de les analyser mathématiquement.

Plus précisément, nous considérons dans ce travail le modele biologique (cultures,
ravageurs) suivant :

C\ aCP
q — _ _ _
DC(t) _70(1 ) o e

clalCP

DIPW = 3e -

uP

)

avec DY est la dérivée au sens de Caputo donnée par,

1 t
Dix(t) = ) / (t — s)" 1z (s) ds, n—1<g<n, neN-.
0

I'(n—gq

Dans le modele ci-dessus, C(t) désigne la population de cultures et P(t) représente
le ravageur, pour t > 0, le parametre r est le taux de croissance intrinseque et K soit la
capacité de charge pour la population de cultures. Les autres parametres sont interprétés
comme suit : soit a; le taux de prédation des cultures par la population des ravageurs et
h est le taux de récolte pour la population de cultures. Ici, ¢; est le taux de conversion
de la population des ravageurs. Soit b; la constante de demi-saturation. Ici, u est le taux
de mortalité de la population des ravageurs. Le systéme est complété par les conditions

initiales suivantes,

C(0):=Cy>0 et  P(0):=Py>0. (1)
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Chapitre 1

Théorie élémentaire des équations
différentielles fractionnaires avec
dérivées de Caputo

Au cours des dernieres décennies, la théorie du calcul fractionnaire a été considérable-
ment améliorée et a été appliquée avec succes a plusieurs domaines de recherche. Comparé
au calcul entier, le calcul fractionnaire peut étre plus approprié pour décrire la mémoire et
les caractéristiques des systemes réels. Nous pouvons trouver de nombreuses applications
des dérivées d’ordre fractionnaire dans la modélisation mathématique des phénomenes phy-
siques et biologiques de la science et de 'ingénierie.

D’un autre c6té, les équations d’ordre fractionnaire peuvent avoir des caractéristiques
intéressantes par rapport au systéme d’ordre entier. En effet, en comparant les deux systéemes
suivants avec la méme condition initiale x(0), pour 0 < p < 1,

d
— = ptP~1 1.1
dtw(t) ptP—, (1.1)

et
Dex(t) = ptP™t, 0<a<]l, (1.2)

avec comme exemple D% est la dérivée au sens de Caputo (voir chapitre suivant). Les
solutions analytiques de (1.1) et (1.2) sont données par

pL(p)tPte!

t* +2(0) et P i)

+ 2(0),

respectivement. De toute évidence, le systéme d’ordre entier (1.1) est instable pour tout 0 <
p < 1. Cependant, le systéeme dynamique fractionnaire (1.2) est stable quand 0 < p < 1—av.
On remarque que l'introduction du parametre o permet d’avoir un effet stabilisant.

Les dérivées d’ordre fractionnaire ont de nombreuses définitions, dans ce chapitre on
se restreint seulement & des approches des dérivées fractionnaires les plus populaires et les
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plus pratiques, ainsi que leurs propriétés.

1.1 Théorie générale du calcul fractionnaire

1.1.1 Fonctions spéciales

La fonction Gamma et la fonction de Mittag-Liffler sont dites des fonctions spéciales.
Ces fonctions constituent des outils de base dans la théorie du calcul différentiel d’ordre

fractionnaire (voir[19]).

1.1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction qui prolonge naturellement la factorielle aux
nombres réels, et méme aux nombres complexes.

Définition 1. On définit la fonction Gamma par la formule d’Euler (voir[19])

+o0o
I'(z) = / t*Le~tat,
0

qui est définie sur |0, +oo[. En effet,

1
—en 0, f(t) =t te7t ~ e quand t — 0 donc f,(t) est intégrable sur [0, 1] si et

seulement si x > 0,
— en +o0, f.(t) = o(t%) donc d’apres le critére de Riemann f,(t) est intégrable sur
[1, +o0].

Proposition 1. (voir [19]) Nous avons les propriétés suivantes.
1. T(z+ 1) = al'(x) en particulier I'(n+ 1) =n!, ¥n € N.
2. T(1/2) = /7.

9 T(n+1/2) = ZVWVT

4nn

Démonstration. 1. En intégrant par partie on obtient,
+oo
D(x+1) = / e 't dt,
0
+oo
= [~tPe7t T +a:/ e "t lat,
0
+oo
= x/ e 1y,
0
= zl(x).
Onal(l)=1=0! En effet, on a

(1) = /Om etdt = [—e'] O+°O = 1.
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Puisque I'(x 4+ 1) = 2I'(z), on obtient
re)y=1r@1) =1, r@=2r@2 =2, .. I'n+1)=nl'(n) =nl

2. Par un changement de variable s = v/t on obtient,

—dt,
0oVt
00 9
= 2/ e % dt,
0

= 2 <\é7?> , (I'intégrale de Gauss)

r(1/2) =

= T

3. On peut la démontrer facilement par récurrence.

T'(x)
1/T(x)|/]
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Figure 1.1 — Graphe de la fonction Gamma.

Remarque 1. (Prolongement de T'(x) pour x négatif (voir la figure 1.1)) Si on prend,
—1<ax<0alors0<z+1<1. Done, T'(x 4+ 1) est bien définie par la formule d’Euler,
mais pas T'(x). A partir de cette remarque, nous pouvons faire une extension de la définition
de la fonction I'(x) pour —1 < x < 0 par la relation

F(z+1)

I(z) = —
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Par récurrence, on en déduit facilement :

M(z+n+1)
r(z+1)...(x +n)

I(z) =

Cette relation permet de définir I'(x) pour x réel négatif avec —(n+ 1) < x < —n. On a
ainsi défini I'(z) pour tout nombre réel x qui n’est pas un entier négatif ou nul. De plus,

nous avons I'(—m) = oo pour tout m € N.

1.1.1.2 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction exponentielle joue un réle tres important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. La fonction de Mittag-Liffler est une généralisation de 1’ex-
ponentielle usuelle et se trouve largement utilisée dans les équations différentielles d’ordre

fractionnaire.
Définition 2. La fonction de Mittag leffler Eq(z) est définie par (voir[19])

oo
+ o

Ea(z):;m, (zeC, a>0),

et la fonction de Mittag liffler généralisée E, g(z) d deux paramétres est définie par

400 Py
E.p(z) = ;m> (a, B>0).

Exemple 1. Pour des valeurs particuliéres données a o et 3 on obtient

El,l(z) = B S —— —_— = 627
P F(k+ 1) =0 k!
+00 k +o0 k +o0 k+1 z
z z 1 z e —1
Brvo(2) =) moon =D o = *Z ,
i Tk+2) Z(k+1)! (k+1) z

+o00 k +oo k k+2

5 ez—l—z
E173(Z):l;)m Z (k+2) 2’2 Z (k+2)! - 22 .

Les cosinus et les sinus hyperboliques sont des cas particuliers de la fonction de Mittag

Liffier,

) 'io 2k -1'2020 52k
B (27) = = = cosh(z),
o T(2k+1) = (2k)!
£ I sy
272 = = — fr
ZTk+2)  z& (2k+1)! 2

Nous avons la propriété suivante qui établie un comportement asymptotique de la
fonction de Mittag Liffler.
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Lemme 1. (Voir [12]) Si0 < o < 2 et p est un nombre réel tel que

am .
- <K< min{~, ar},

alors, pour p € N\{1} ,les développements asymptotiques suivants sont valides

1-8 1 1 1 1
Ea’g(Z): Z « eXp(Za)—Zl_‘(ﬁ_al{:)ﬁ‘i‘O(’ziDH),

k=1

Q|+

avec |z| — oo, |arg(2)| < w et

P 1 1 1
Eop(2) = —Zm;ﬁro (Zerl)a

k=1

avec |z| — oo, p < |arg(z)| < .

1.1.2 La dérivée fractionnaire de Riemann Liouville

Définition 3. La dérivée fractionnaire de Riemann Liouville ®D{ f(t) d’ordre o € R, est
définie par

1 dr t
RDa t — el / t— n—a—1 d )
EDRI0) = gy (€= 9 s )
avec n = [a] + 1, [a] désigne la partie entiére de .
En particulier, st o« =n € N, alors
ZDU) =F), et FDPF() =70,

avec f(t) est la dérivée de f d’ordre n. Si 0 < o < 1, alors

wDPf(t) = F(ll_a);i </at(t — s)o‘f(s)ds) .

Exemple 2.

o La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = (t —a)*. Soit

a non entier et n —1 < a < n avec u > —1 pour la convergence de l'intégrale, alors on a

EDE (1~ )" = o g (€ 97 s - a)as).

par le changement de variable s = a + n(t — a), on obtient

1 ar

ZDP(t—a)" = m%(t —a)"te (/01(1 - U)n_o‘_lﬁudﬂ> :
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On sait que

mn

ﬁ(t —a)""" " = (u+n—a)u+n—a—1) .. (u—a+1)(t—a)""

par substitution on obtient

'n+u—a+1)B(n—a,u+1)

o Di(t— )" = I'n—a)l'(u—a+1)

(t _ a)u—oc’
avec B s’appelle la fonction Béta telle que,

1

B(z,w) = / (1— 0“4 1dt,  (Re(z)>0 et Re(w)>0).

0

En utilisant la relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta suivante
B(z,w) = ———+, (z,w e C, avec Re(z)>0 et Re(w)>0),
F'n+u—a+1)I'(n—a)l(u+1)

dDE(t—a) = 'n—a)l(lu—a+1)I'(n+u—a+ 1)(t -

F(u+1)

= Tu—atl) (t —a)t—e.

e La dérivée fractionnaire au sens de Riemann Liouville pour une fonction constante f(t) =
C est donnée par

C

Rpoapry
Dtc_f‘(l—a)

(t—a)™ .

Pour voir sa, il suffit de prendre uw =0 dans l’exemple précédent.

Proposition 2. (Régle de Leibniz [19]) Prenons deuz fonctions f(t) et g(t). La régle de
Leibniz connue pour évaluer la n-éme dérivée du produit f(t)g(t) est donnée par la relation
sutvante

dt” ’ ’

avec C’fi est le coefficient binomial. En remplacant 'entier n par un paramétre réel p dans
(1.3), on obtient la formule suivante

DPf(t) Z CEFO@DP Mg(t) - RA(E),  n>p+1,

avec

RO = i [ 0= 97 ate) [ (s = s,
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tel que
lim RP(t) =0.

n—-+o0o

Alors, nous avons une généralisation de la régle de Leibniz d’ordre fractionnaire.

1.1.3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Nous allons entamer un concept modifié de dérivée fractionnaire au sens de Riemann
Liouville. Cette nouvelle dérivée est plutot au sens de Caputo.

Rappelons quelques définitions de base sur I'opérateur différentiel de Caputo du cal-
cul fractionnaire. Tout d’abord, nous introduisons la définition du dérivée fractionnaire de
Caputo [4] (voir aussi [19]).

Définition 4. Supposons que a,t,a € R avec a > 0, t > a. La dérivée fractionnaire de
Caputo est donnée par

1

DEFO) = g [ @ds, n-l<a<n, neN

Remarque 2. La dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < o < 1 est donnée par,

1 ¢ —a g
ma)/ (t — ) f(s)ds.

Remarque 3. Pour a — n la dérivée fractionnaire de Caputo devient la dérivée n-éme de

oDP f(t) =

la fonction f(t). En effet, supposons que n —1 < a < n et que la fonction f(t) a (n+ 1)
dérivées bornées continues dans [0,T] pour tout T > a. alors,

(=o'
F'n—a+1) F'n—a+1)

a—n a—n

t
lim DOf(H) = lim[ / (t —s)" () ds]| .

= @)+ [ Frs) ds = O,

En effet, on a

« _ 1 t _ g)a- (n)S s
DI = oy L = O s)as,

en intégrant par partie, on obtient

DOf(H) = ([‘(t‘s)”aﬂ%)

n—«oa

(=9
v [y <s>ds>,



18

quand o — n, alors
t
DES) = FO@) + [ ) ds = 1) o).

Proposition 3. (Propriété de linéarité [8]) Soient f(t) et g(t) : [a,b] — R telles que
Dy f(t) et DYg(t) existent presque partout et soient ci,co € R. Alors, D{t(c1f(t) + cag(t))
existe presque partout, et

oD (c1f(t) + c29(t)) = c1 xa D (1) + c2 xa Difg(t).

Démonstration. On a

DEfO) + o) = ot [ 9 ) + g (s
= Tty LT
+F(n62— a) /at(t — )" gl (s)ds,

= 1 Xg DY f(t) + ca xq Dfg(t).

Exemple 3.

o La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f(t) = (t—a)™. Soit o non entier
etn—1<a<navecu>—1etu¢{0,1,..,n—1}, alors on a

Fu+1)

) = T 1)

(s—a)"™

D’oq
I(u+1) t . o
F(U—n—l—l)f‘(n—a)/a (t=s) s —a)'"ds.

Par le changement de variable s = a + n(t — a), on obtient

DY (t—a)" =

F(u+1)

a u U—Q ! n—a—1,u—n
(lDt(t_a) - :F(u—n—f-l)I’(n—a)(t_a) /()(1_77) n d77;

_ Twt)B-au-ntD), ..
I'(n—a)l'(u—n+1) 7

MNu+1DI'(n—a)l(u—n+1)
'n—a)ll(u—n+1)I'u—a+1)
I'u+1)

T Tlu—a+1) (8 =a)y=.
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La dérivée fractionnaire au sens de Caputo pour une fonction constante f(t) = C est zéro.

1

DYfR) = = Tn—a) /:(t —s)mm e (s)ds,

1 t n—a—1
_ _F(n_a)/a(t—s) % 0 ds,

1.1.4 Transformation de Laplace

La transformée de Laplace est un outil permettant souvent de résoudre certaines équa-
tions différentielles y compris les équations d’ordre fractionnaire. Dans ce paragraphe, nous
rappelons quelques notions de base sur la transformée de Laplace.

Définition 5. (voir [19]) Soit f une fonction continue, on appelle la transformée de Laplace
de f la fonction L(f) (ou F(s)) définie par

L = [ T e (o).

Cette expression est bien définie pour Re(s) > p, ot u est l'abscisse de convergence avec
—o0 < u < 4o00. Autrement dit, la fonction f doit avoir un ordre exponentiel, ¢’est-a-dire,
elle ne doit pas étre plus rapide d’une certaine fonction exponentiel quand t — +oo.

On peut trouver la fonction originale f de la transformée de Laplace F(s) en utilisant
sa transformée inverse de Laplace.

1.1.4.1 Linéarité

Soient u et v deux fonctions qui admettent des transformées de Laplace et soient
a, B € R, alors,
L(au+ pv) = al(u) + BL(V).

Dong, la transformation de Laplace est linéaire.

1.1.4.2 Transformée de Laplace des dérivées

Soit f : RT — C une fonction et f € C"*(R", C), nous montrons facilement que

L[f'](s) = sF(s) = f(0).

De proche en proche, on montre

n—1
c [ f<">] (s) = s"F(s) — 3 5" F1 ") ().
k=0
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1.1.4.3 Transformée de Laplace d’une fonction puissance a tout exposant réel

On peut calculer la transformée de Laplace des fonctions puissances t* pour tout réel

k. Nous avons 1
En effet, on a

—+o00
L[t7](s) = / et dt,
0
par le changement de variable p = st, on obtient

K 1 too —P. K
L) = oor | et

1
= SR+IF(/1+1).

1.1.4.4 Transformée de Laplace du produit de convolution

Le produit de convolution de deux fonctions intégrables u et v est une autre fonction
qui se note u * v et qui est définie par

—+00 “+oo

(weo)(s) = [ fs =gt = [ " 0g(s =,

—00

Sous la condition d’existence de L[u(s)] et L[v(s)], la transformée de Laplace de deux

fonctions en convolution est données par

L[(uxv)(s)] = Llu(s)]Llo(s)].

1.1.4.5 La transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

On utilise souvent le calcul de la transformée de Laplace de la dérivée de Caputo.
Dans la suite, nous allons présenter I’expression de cette transformée. Soit f € C*°[0, 4o0]
et n — 1 < a < n. Prenons le cas de a = 0 dans la dérivée de Caputo. Alors, on a

ciopfole) = [Tt [t [e-orte e a,

n—a)

1 [CSIe )
- F(n—a)/o /9 e~ (t = )" f () dtdd, (d’aprés Fubini).
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En faisant un changement de variable v =t — 6, on obtient

LIDFF(1)](5) = r(nl—a) /O°° /0°°e—s<v+e>vn_1_af<n>(Q)dvd(,’

_ < /0 ~ esvmdv> x ( /0 e f<">(9)d0),

vn—l—oe
= C lf(n—a)] (s) x £ [ ] (s).

Par utilisation de l’expression (1.4), nous obtenons
LIDFFO)(s) = s L[f™] ().
On sait que (voir la sous section 1.1.4.2)

L[F™] () = "L [f] () = "7 F(0) = " 2f(0) = oo = £ (0),

alors,

LIDFF@B](s) = s ["LIf](s) = 5" LF(0) = s"72f/(0) — .. — F-D(0)],

= $"L[f](s) = s> f(0) = s*2f'(0) — ... — s> f17D(0), (1.5)
= $°F(s)— nf sa—k=1rk) (),
k=0

1.1.4.6 La transformée de Laplace de la dérivée de Riemann Liouville

La transformée de la Laplace de la dérivée de Riemann Liouville d’ordre o« > 0 est
définie par (voir, [19])

n—1

LIEDEf@)] (s) = s°F(s) = > sF [FDFF 11 (0)],  (n-1<a<n).
k=0

1.1.4.7 La transformée de Laplace de la dérivée de la fonction du Mittag Lif-
fler

Nous allons schématiser ici la maniere d’obtenir la transformée de Laplace de la fonc-
tion de Mittag Leffler a I'aide de I’analogie entre cette fonction et la fonction exp(z). Pour
cela, nous commencons par obtenir la transformée de Laplace de la fonction tFe® d’une
maniére non traditionnelle. (voir, [19])
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D’abord, on va démontrer la formule suivante

T ettty L 1 1.6
e e t = , zl < 1). .
/ = (<D (16)
En effet, en utilisant le développement en série entiere de e?, on obtient

+o00 = (£2)k oo
—t 4zt —t,k
dt = tvdt
/0 e le E o /0 e ,

k=0

400 k 00 00
_ Z(iz) H_ettk}; +/()+ kettkldt],

!
= k!

k=0
+oo
= Z(:I:z)k,
k=0
! 2l <1
= our |z .
1Fz2 p
Deuxiémement, nous dérivons les deux cotés de 1’équation (1.6) par rapport a z, on ob-
tient,
+o0 k!
—tik zt .
e 'the®tdt = ————,
/O (1-— Z)k:—i—l
et par conséquent on a
Too k!
/0 o—Ptikotat gy 7@ T (Re(p) > |al),

qui est la transformée de Laplace de la fonction tFeta?,

La substitution de la fonction de Mittag Leffler dans I'expression ci-dessus conduit

o

too —t,8—1 a 1
/0 T B gt = (< D).

En effet,

400 400 +oo 4otk
/ e P B, p(£2t)dt = / e Py udt,
0 0
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Par conséquent, on a

+oo Foo X (£at)k
e PHB=IE o(d2t®)dt = / e Phf-1
/0 s ) 0 Z I'(ak + 5

_ JFXO:O (£2)" /+oo o—Ptpak+B=1 g4
k=0 F(Oék‘ + ﬁ) 0

En utilisant le changement de variable s = pt, on obtient

~+00 (

“+oo

—pt,f—1 _ —s jak+f—1

/0 e PUPTLE, (2t dt = Z (ak—i—,@ ak+ﬁ e S5k,
k=0

B 400 (:I:z)k
- Zpak-i-ﬁ’

k=0
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a—p3

= = (Re)>1al7),

qui est la transformée de Laplace de la fonction ¢° _lEa,g(izto‘). En dérivant les deux cotés,

on obtient la transformée de Laplace de la fonction takJrB*lE&k%(izta) donnée par

k1pe—h

e —ptyok+f=1pk) (| oy g
0 € a,ﬁ( at®) T (p* Fa)ktl

(Re(p) > |al) . (1.7)

Le cas particulier de (1.7) pour a = = % serait

k!

O pty L (k)
/0 e % %(:tz\f) (\[¢ z)kﬂ’

(Re(p) > |2P%).

Nous allons utiliser le calcul précédent pour résoudre quelques équations différentielles
fractionnaires.

Exemple 4. On considére le probléeme suivant
Diz(t) = Mz(t),

z(0) = m,

avec A une constante réelle. Em prenant la transformée de Laplace des deux cotés de l’équa-
tion, on obtient

L{D>z(t)}(s) = AC{z(t)}(s).
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En utilisant (1.5), nous aurons (X (s) := L{x(t)}(s))
s2X(s) — s722(0) = AX(s).

La résolution de cette équation donne

Finalement, en utilisant inverse de la transformée de Laplace de X(s) depuis (1.7), on
obtient

2(t) = £ { 0% 1} = 2By (\?).

1
§2 —

Remarque 4. D’une maniére générale, on peut procéder comme dans l’exemple précédent
pour le probléeme suivant

Dex(t) = Ax(t),

z(0) = o,

et la solution serait donnée par
x(t) = xoEo(AtY).

Exemple 5. La solution du probléme de Cauchy suivant
Dx(t) = —Xz(t)+ B,
z(0) = =z,
avec 0 < a <1 et A\, B € R, est donnée par
B B
t) = (20— = | Ea[-Mt%] + =.

En effet, on peut vérifier que x(t) est une solution du probléme (1.8). Posons, pourt > 0,

>

B
m(t) = (:co - A) Eal-M®] et palt) =
En remplacant dans le systéme (1.8), on obtient
Dp1(t) + Api(t) + Apa(t) = B,

ce qui implique que
Dpy(t) + Ap1(t) =0, (1.9)
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avec

p1(0) = (900 - f) ;

et sa c’est vrai d’aprés la remarque 4. Par conséquent, x(t) est solution du systéme (1.8).

1.2 Existence et unicité

On considére le probleme de Cauchy avec une équation différentielle fractionnaire de
type Caputo suivante
D%x(t) = f(t, z(t)), (1.10)

comptée par les conditions initiales suivantes

e®0)=a, (k=0,1,2,...,n—1). (1.11)

Théoréme 1. (voir [9]) Soit « > 0, « ¢ N, n = [a] + 1 et soit K > 0, h* > 0, et
ap, ai, .., an—1 € R. On définit

G = [0,h*] x [ag — K, ag + K],

et soit f : G — R continue. Alors, il existe h > 0 et x € C([0,h]) solution de I’équation
(1.10) munie des conditions initiales (1.11). Si0 < a < 1, alors h est donné par

h:min{h*,(Kf(a+1)/M)é}, avec M = sup |f(t,z)|.
(t,2)eG

Et si en plus f vérifie la condition de Lipschitz par rapport a x, c-d-d,

’f(ta ZIS‘l) - f(t,l‘2)| < l|£13’1 - l‘2|,

avec | > 0 est la constante de Lipschitz indépendante de t,x1 et xo, alors x € C([0,h]) est
UNIQUE.

L’idée de la démonstration de ce théoréme est basée sur les deux lemmes suivants (voir
[22]).

Lemme 2. Sous les hypothéses du théoréme 1, x € C([0, h]) est une solution de l’équation
(1.10) avec les conditions initiales (1.11) si et seulement si elle est solution de l’équation
intégral de Voltera suivante

n—1 tk 1 t o
x@zggm%+mwéu—@ (s, (s))ds.

Lemme 3. (voir [22]) Sous les hypothéses du théoréme 1, l’equation de Voltera

n—1 tk

x(t) = Z PR + F(la) /Ot(t — 5) L f(s,2(s))ds, (1.12)

k=0 """
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posséde une solution unique x € C([0, h]).

Remarque 5. Tous ces résultats peuvent étre étendus au cas vectoriel ¢’est-d-dire un sys-
teme d’équations différentielles.

Théoréme 2. (Théoréme de comparaison pour les systémes d’ordre fractionnaire) Si D*xz(t)
Dy(t) et 0 < a < 1, 2(0) = y(0), alors x(t) > y(t). (voir [7])

v

Démonstration. Supposons que D%x(t) = f(z,t) et D*y(t) = g(y,t), alors on a f(x,t) >
g(y,t). En utilisant I’équation intégrale de Voltera

2(t) = 2(0) + P(la) /Ot(t — 5)2 L f (s, 2(s))ds, (1.13)

0 =30) + e [ (€= 9 oo, (1.14)
on peut obtenir .

z(0) = z(t) — l“(la)/ (t —5)* 1 f(s,x(s))ds. (1.15)

0
Et concernant la condition initiale x(0) = y(0) dans le théoréme, on peut substituer x(0)
de (1.15) dans (1.14) et on obtient

) =) = s [ (0= 9 o) + s [0 o) gl p(e)ds,
c’est-a-dire,
1 ¢ a—1
W) = alt) + oy [ (=9 < las.p(s) — fsa()lds. (119

Puisque 0 < s < t alors t — s > 0, et depuis f(x,t) > g(y,t), on peut conclure de (1.16) que
y(t) — x(t) < 0 alors on a y(t) < z(t). O

Lemme 4. (Voir [12]) La solution du probléme de Cauchy suivant
Dex(t) = —Xz(t)+ f(t),
z(a) = b,
avec 0 < a <1 et A € R, est donnée par

o(1) = BBt = )]+ [ (= 9 Bl =Mt~ 5) 7 (s}
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Lemme 5. (voir [14]) Soit u(t) une fonction continue sur [to, +oo [ qui vérifie

D¥u(t) < —=Xu(t)+p,
(1.17)

u(to) = U,

avec 0 < a < 1, (A, p) €R2,, X #0 et tg > 0, alors,

u(t) < <U0 - ﬁf) Eo| =\t —t0)®] +

>I=

Démonstration. Soit le changement de variable suivant U(t) = u(t) — &, alors le probleme
(1.17) devient

DOU®) < —AU(®),

(1.18)
I
Ut = - =
(t0) uo —
Il résulte de (1.18) qu’il existe une fonction positive m(t) satisfaisant
DeU(t) = —=AU(t) —m(t),
(1.19)
p
Ut = - =
( 0) uo )\
d’apres le lemme 4 la solution du probléme (1.19) est donnée par
t
U(t) = Ul(to)Ea[—A(t —t0)] — / (t — 8)* By o[-\t — 5)*]m(s)ds. (1.20)
to
Considérons le systéme de comparaison de (1.18) suivant
DYV (t) = —=AV(1),
(1.21)
V(to) = Ulto),

avec 0 < a < 1, A € R, et A # 0, et tg > 0. D’apres 'exemple 4, la solution de (1.21) est
donnée par,

V(t) = Ulto) Ea|—A(t — t0)?], t > to. (1.22)
De (1.20) et (1.22) on a

Uit)—V(t) =— /t(t — 8)* By [t — 8)*m(s)ds, t > o, (1.23)

to

et puisque Eyo(z) > 0 pour 0 < a < 1 et z € R (voir [21]), et m(t) > 0, alors, d’apres
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(1.23) et (1.22) on a

C’est-a-dire,

1.3 Stabilité des systémes d’ordre fractionnaire

L’étude de la stabilité permet de voir le comportement des solutions sans compter a
résoudre le systeme, pour cela les informations sur la stabilité des systemes d’ordre frac-
tionnaires sont donnés par des techniques qu’on développera dans cette section.

1.3.1 Stabilité des systemes linéaires autonomes

Dans la théorie de stabilité des systéemes d’ordre entier, le systeme est stable si les
racines du polynéme caractéristique ont une partie réelle négative (situées dans la moitié
gauche du plan complexe). Denis Matignon a présenté dans son article en 1996 le théo-
réme suivant (voir [1]) qui permet de traiter les systémes d’ordre fractionnaire au sens de
Caputo.

Théoréme 3. Soit le systéme différentielle fractionnaire suivant
Dx(t) = Ax(t),

.r(to) = Xy,

avecx € R", 0 < a <1 et A€ Mpxn(R), ce systéme est localement asymptotiquement
stable si et seulement si
T

|arg \;| > ag

pour tout 1 = 1,2,..,n,

et le systeme est instable si et seulement si
T

|arg \i| < ag

pour tout 1 =1,2,..,n,

avec Ai, i = 1,2, ....,n sont les valeurs propres de la matrice A, la figure (1.2) montre les
régions stables et les régions instables.
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‘m

stable

instable

stable
N:n/z
pRe
-amn/2
stable
instable
stable

Figure 1.2 — Représentation de la région de stabilité et d’instabilité.

1.3.2 Stabilité des systémes non linéaires (linéarisation)

La plupart des systémes qui modélisent des phénomeénes naturels ne sont pas linéaires,
donc on est obligé de les linéariser.

La stabilité du systéme linéaire est étudiée par la méthode indirect de Lyapounov, en
utilisant son linéarisé, ce systéme transforme le probleme de stabilité globale & un probleme
de stabilité locale au voisinage du point d’équilibre. (voir [1])

Soit le systeme non linéaire suivant
D%(t) = f(z(t)), avec 0<a<1l et zeR"™ (1.24)

On veut linéariser ce systeme autour d’un point d’équilibre. Soit z* un point d’équilibre du
systeme (1.24), c’est a dire,

f@*) =o.

Le systeme linéarisé autour de cet équilibre est donné par (voir [1])
D%x(t) = Jp(a™)x(t),
avec Jy(z*) est la matrice Jacobienne de f au point x*,

ofi(z*) Ofi(z") df1(z")
0x1 O0xo Oxy,

Ofn(z*)  Ofalz”) O fn(z")
0x1 019 Oz,

Ce systéme linéaire permet de récupérer le comportement local de (1.24) au voisinage du
point d’équilibre x*. Ceci se fait par le biais du théoréme 3.
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1.3.3 Stabilité par Lyapunov

Nous énongons un résultat connu et qui revient a Delavari, Baleanu et Sadati [7] qui
est une extension de la méthode directe de Lyapounov pour un systéme non linéaire d’ordre
fractionnaire de type Caputo.

Théoréme 4. (voir [7]) Soit * = 0 un point d’équilibre du systéme (1.24) et D C R"
un domaine contenant x*. Soit V(t,z) : [0,400[ X D — R une fonction continument
différentiable telle que si

Wi(x) < V(t,x) < Wa(x), et DV (t,x) < —Ws(x),

pour tous t >0, x € D, 0 < q < 1 avec Wi(z), Wa(x) et Wa(x) des fonctions continues et
définies positives dans D, alors x* = 0 est un point d’équilibre uniformément asymptotique-
ment stable.

Dans ce qui suit, on énonce un lemme, qui permet de trouver des fonctions candidates
de Lyapunov pour démontrer la stabilité de nombreux systemes d’ordre fractionnaire.

Lemme 6. (voir [20]) Soit x(t) € RT une fonction continument dérivable, alors pour tout
t>0 )
§Dax2(t) < z(t)D%x(t), Va € (0,1).

Remarque 6. (voir [20]) Considérons la famille des fonctions de Lyapunov quadratiques,

n
(&

V(z1, 22, ...y xn) zzi(mi(t)—x;‘)Q, 1=1,2,...,n,
i=1

avec ¢; > 0. En utilisant le lemme 6, on obtient

Dav(xlax% ,IL’n) < Zczxz(t)Da(xz(t) - x;k)7 xz(t)vx: € RJr, o< (07 1)
i=1

Corollaire 1. (voir [3]) Pour le systéme d’ordre fractionnaire
Doa(t) = f(x(), (1.25)

avec 0 < a < 1, x = 0 est un point d’équilibre et x(t) € R, si la condition suivante est
satisfaite,

z(t) f(x(t)) <0, v,

alors le point d’équilibre x = 0 du systéme (1.25) est stable. Et si
z(t)f(z(t)) <0,  Vu,

alors le point d’équilibre x = 0 du systéme (1.25) est asymptotiquement stable.



31

1.3.3.1 Fonction de Lyapounov de type Voltera

L’idée de cette partie est d’étendre la fonction de Lyapunov de type Voltera au sys-
temes épidémiques d’ordre fractionnaire a travers une inégalité pour estimer les dérivées
fractionnaires de type Caputo de cette fonction. On a le lemme suivant. (voir [20])

Lemme 7. Soit x(t) une fonction continue et dérivable. Alors, pour tout t > tg

D% |z(t) — 2" — 2% In H;E?} < (1 - ;E;) D%x(t), r* € RT, Va € (0,1).

Exemple 6. Soit l’'équation différentielle d’ordre fractionnaire suivante
D%(t) = —Az(t), (1.26)

avec 0 < a < 1 et A > 0. Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante, qui est
définie positive,
1
V(a(t) = 523().

En utilisant le lemme 6, on trouve

1
DYV (x(t)) = §D%c2(t),
< xz(t)D%x(t),
= —\z?(t) <0.
La dérivée fractionnaire de la fonction de Lyapunov est définie négative, donc on peut

conclure du corollaire 1 que 'équilibre z* = 0 de ’équation (1.26) est asymptotiquement
stable.

Exemple 7. Considérons le systéme non linéaire d’ordre fractionnaire suivant

Dy (t) = —xq(t) + 23(t),
Daxz(t) = —Jil(t)—l‘g(t),

avec 0 < a < 1. Considérons la fonction candidate de Lyapunov suivante, qui est définie

positive,

V(i (0) 22(0) = 5a(0) + 30),
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en utilisant le lemme 6, on peut trouver que,

DV (21(t), x2(t))

IA
= 5
—
N
S %
Q —~
58 =
R

= = -+
+
I
8
[\] ]
=
~
3
Q
8
[\o] o]
-
:—/

IN
S
—
—~
o~
~—
>
Q
S
=
=
+

La dérivée fractionnaire de la fonction de Lyapunov est définie négative, donc on peut
conclure du corollaire 1 que l'origine du systéme (7) est asymptotiquement stable.
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Chapitre 2

Modélisation mathématique

Comprendre le lien entre le prédateur et la proie est I’'une des principales prospectives
de prédiction des systemes écologiques. Une grande partie des activités de recherche est
consacrée a ’étude de la relation entre les especes biologiques en général et les especes proie
prédateur en particulier. De nombreux chercheurs ont utilisés des modeles de population
dans différents domaines de la biologie mathématique et étudient la dynamique de maniére
approfondie en raison de leur importance. Les comportements dynamiques des modeles
de population peuvent étre étudiés par différentes approches par exemple les équations
différentielles ordinaires (EDO), les équations aux dérivées partielles(EDP), les équations
différentielles a retard (EDR) et les équations différentielles fractionnaires (EDF). La plupart
des recherches ont été effectuées en utilisant des EDOs ,EDPs et EDRs.

Dans les paragraphes suivants, nous faisons une présentation détaillée de certain mo-
dele en dynamique des populations.

2.1 Modélisation mathématique appliquée a la dynamique
des populations
Les mathématiques sont présentes de plus en plus dans plusieurs disciplines et notam-

ment en biologie. La modélisation en biologie est utilisée dans la dynamique des populations
pour modéliser la croissance des populations et aussi les interactions entre elles.

Dans ce qui suit, considérons certain modeles en dynamique des populations.

2.1.1 Modele de croissance exponentielle de Malthus

Ce modele revient a 1’économiste anglais Thomas Robert Malthus en 1798. Il consi-
deére une population constituée d’un seul espeéce animal et il néglige les variation d’age, de
taille et de périodicité éventuelle de natalité ou mortalité et qui vit seul dans un espace

invariable.

Celui ci consiste a supposer que 1’évolution de la population d’individu N au cours d’un
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intervalle de temps est proportionnel a N, ce qui se présente par 1’équation différentielle
suivante IN(t
dt() =rN(t), t>0, (2.1)

avec r le taux de croissance. En intégrant 1’équation (2.1), on obtient la loi de croissance
Malthusienne :
N(t) = N(0) exp(rt).

Nous remarquons que si r < 0, la population décroit exponentiellement vers le 0 (extinction
de la population), tlim N(t) = 0, si r = 0, la population reste constante et si r > 0, la
—00

population croit exponentiellement (t li? N(t) = +00), voir la figure 2.1.
—+00

N /

NO) === e = = = — = - . r=0

Figure 2.1 — La loi de croissance Malthusienne.

2.1.2 Modele de croissance logistique de Verhulst

En 1838, le mathématicien belge Verhulst a introduit ’équation logistique, qui est une
sorte de généralisation de I’équation de croissance exponentielle de Malthus mais avec une
valeur maximale pour la population N. Cette équation se traduit par I’équation différentielle
suivante,

‘ﬂzt(t) = rN(t) (1 - ]\;({t)) . t>0, (2.2)

avec r est le taux de croissance intrinseque de la population et K appelé la capacité limite
du milieu et représente la population limite dans laquelle elle ne peut plus croitre.

En intégrant I’équation (2.2), on obtient 1’expression appelée la loi de croissance logis-
tique donnée par,
KN(0)
N(0) + (K — N(0)) exp(—rt)’
Si N(0) est différent de 0, alors 1tlim N(t) = K, cette loi est différente de celle de Malthus
—00

en sens qu’elle impose une limite (voir la figure 2.2).

N(t) =
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N(t)

N(0)

» L

Figure 2.2 — La loi de croissance logistique.

2.1.3 Effets Allee démographiques

Le modele logistique(de Verhulst) est un modele classique et simple de la dynamique
des populations. Il comprend la diminution du taux de croissance d’une population & me-
sure que sa taille augmente. Ce modeéle considere également la capacité de charge d’une
population et il est donné par (2.2). Dans ce modele, on peut ajouter un terme d’effet Allee,

2/ (t) = ra(t) (1 - arf({t)) (:C]\(;) - 1) ,

avec M est le seuil d’Allée sous lequel la population décroit jusqu’a l'extinction (la popula-

ce qui donne :

tion diminue lorsqu’elle est inférieure & une certaine taille).

Dans ce qui suit, nous résumons les comportements possibles de 1’équation avec effet
Allee ci-dessus.

— Si la taille de la population initiale est plus petite que le seuil de Allee M alors
la population décroit jusqu’a l'extinction (voir la courbe grise claire dans la figure
2.3).

— Si la taille initiale est plus grande que le seuil de Allee M alors cette condition
permet a la population de s’installer (ce qui est décrit par les courbes vertes dans
la figure 2.3).

2.2 Modélisation mathématique appliquée en écologie

L’étude de la dynamique de plusieurs populations en interaction a commencée au XX
siecle. C’est a cette époque que les chercheurs furent développée les premiers modeéles en
écologie. Dans un écosysteme, les différentes populations qui coexistent développent des
interactions. Il y a principalement trois types d’interaction.
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X(0)

» t

Figure 2.3 — La loi de croissance logistique avec effet Allee.

2.2.1 Modéeles de deux populations en interaction

La forme générale d’'un modele de deux populations en interaction est la suivante

= J@) ),
Y = )+ k),

avec z(t) est la densité de la premieére population a l'instant ¢, y(¢) est la densité de la
deuxiéme population & l'instant ¢ et f(z) et g(y) modélisent la croissance isolée.

Le signe de h et k décrit I'effet de chaque population de I'un sur la croissance de 'autre,
on a

e (-,-) chaque espeéce exerce un effet négatif sur la croissance de 'autre (compétition).

o (-,+) ou (+,-) une population exerce un effet négatif sur la croissance de 'autre et
on a leffet inverse dans I'autre sens (proie prédateur).

e (+,+) chaque espece exerce un effet positif sur la croissance de autre (mutualisme).

2.2.2 Modeéle de Lotka Volttera

Considérant deux espéces, la premiére est la proie de densité x(t) et la seconde est le
prédateur de densité y(t), alors le modele de Lotka Volttera est le systéme a deux équations
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différentielles ordinaires suivant

dx

E = Trr—axy,

dy

s = —my + eaxy,

avec r, a, m et e sont des constantes positives, r est le taux de croissance de la proie en
absence des prédateurs, a est le taux de prédation sur la proie, m le taux de mortalité des
prédateurs en absence des proies et e est le rendement de conversion de biomasse proie en
biomasse prédateur.

Dans ’absence des prédateurs la proie croit par la loi malthusienne, il s’agit du terme
rx. L’effet de prédateur est de diminuer le taux de croissance de proie, il s’agit du terme
—axy. Dans 'absence des proies, les prédateurs décroient (mortalité), il s’agit du terme
—my. La contribution des proies au taux de croissance des prédateur, il s’agit du terme
eaxy.

2.3 Modele de culture-ravageur

Les modeles mathématiques sont nécessaires et utiles aux chercheurs pour développer
leurs stratégies et activer leurs programmes. A Pheure actuelle, il existe de nombreuses
extensions de la modélisation mathématique appliquées au systéme biologique.

Compte tenu de la population humaine croissante et des ressources alimentaires limi-
tées, il est essentiel d’introduire toutes les mesures nécessaires pour protéger les cultures
contre les ravageurs et les mauvaises herbes. Des pertes importantes de produits agricoles
en quantité et en qualité se produisent chaque année en raison des ravageurs. De nombreux
chercheurs se sont intéressés a la modélisation de la dynamique des populations de cultures
et de ravageurs et a leur interaction avec d’autres espéces.

Considérons un modele de culture-ravageur basé sur un systéme de proie prédateur et
donné par

do(t) _ TC<1_C>_ aCP

dt K b1+ C
dP(t) _ clalCP . MP,
dt b1+ C

avec C(t) désigne la population de cultures et P(t) représente les ravageur , pour ¢ > 0. On
suppose que les cultures sont consommeées par les ravageurs avec la réponse fonctionnelle

Holling de type 11
alC P

bl—i-C‘

Dans le modele ci-dessus, r est le taux de croissance intrinseque et K soit la capacité de

charge pour la population de cultures. Les autres parameétres sont interprétées comme suit :
soit a1 le taux de prédation des cultures par la population des ravageurs et h est le taux
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de récolte pour la population de cultures. Ici, ¢; est le taux de conversion de la population
des ravageurs. Soit b; la constante de demi-saturation. Ici, 4 est le taux de mortalité de la
population des ravageurs.

2.4 Modele de culture-ravageur avec une dérivée d’ordre frac-
tionnaire de Caputo

La plupart des chercheurs utilisent les équations différentielles d’ordre entier pour
construire le modele mathématique et qui déja se sont avérés importants pour comprendre
la dynamique des systemes biologiques. Mais récemment, les équations différentielles d’ordre
fractionnaire ont acquis une importance considérable en raison de leurs capacité a décrire
exactement des différents phénomenes non linéaires. L’équation différentielle d’ordre frac-
tionnaire permet d’avoir plus de degré de liberté que le systéme d’ordre entier. Les équations
différentielles d’ordre fractionnaire sont liées aux systémes avec mémoire qui existe dans la
plupart des systémes biologiques.

Récemment, des travaux importants ont été réalisés avec des différentiels d’ordre frac-
tionnaire dans des systémes biologiques et dans d’autre domaine de la science et de I'ingé-
nierie [8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 18, 19].

Nous considérons le modele écologique d’ordre fractionnaire suivant incorporant une
culture et une population de ravageurs, pour ¢ > 0,

DIC(t) = m%ﬁ-i)-?fg—ha
1
(2.3)
ClalcP
pip@t) = 292 p

avec DY est la dérivée standard de Caputo et g € (0,1). alors nous avons

1

Dix(t) = =g /Ot(t — 5)7 %2/ (s) ds,

Quand ¢ tend vers 1 alors D%x(t) converge vers la dérivée d’ordre entier 2/(t). Le systéme
(2.3) est complété par les conditions initiales suivantes,

C(0):=Cy>0 et  P(0):=Py>0. (2.4)

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’analyse mathématiques du systéme (2.3).
Nous allons commencer par traiter quelques propriétés.
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2.4.1 Existence, unicité et positivité des solutions

Le modele dans 1’équation (2.3) peut s’écrire comme suit,

DiC = f(C,P),
(2.5)
DIP = ¢(C,P),

avec f et g représentent la partie a droite de (2.3). Une solution unique du systéeme (2.5)
existe si I'application F(C, P) = [f, g7 (C, P) satisfait la condition de Lipschitz localement
par rapport a C' et P. Clairement, les deux fonctions f et g sont continument dérivables
dans Ra_. Alors, l'existence et 'unicité des solutions d’un tel systéme sont vérifiées par les
théoremes 6.1 et 6.5 dans [8] (voir aussi [13] et le théoreme 1 dans le chapitre 1).

Dans ce document, nous traitons uniquement les propriétés de positivité et de bor-
nitude. Dans la proposition suivante, nous montrons que les solutions de systéme sont
positives.

Proposition 4. Toutes les solutions du systéme (2.3) avec des conditions initiales positives
sont positives.

Démonstration. Soit (C(t), P(t)) une solution de (2.3) associée a la condition initiale (C(0), P(0)) €
R%r. Nous prouvons la positivité en appliquant le théoréme 1 dans [17] (voir aussi les lemmes
5 et 6 du [2]). Nous avons les implications suivantes,

C(t)=0 = DIC(t) >0,
et

P(t)=0 = DIC(t)>0.
Clairement, la solution de (2.3) reste positive pour tous ¢ > 0. Cela donne C(t) > 0 et
P(t) > 0, pour ¢t > 0. O
2.4.2 Bornitude des solutions

Dans cette sous section, on énonce le théoréme correspondant a la bornitude de la
solution de notre systéme. Avant c¢a, nous devons définir la fonction de Mittag-Leffler. La
fonction de Mittag-Leffler & un parametre est définie comme (voir chapitre 1 pour plus de
détails sur cette fonction),

+o00 Zk
Eqlz) = kz:% T(gk+1)

Clairement, F1(z) = e*. On sait que la solution de (voir le chapitre 1),

Dix(t) = —va(t),

.CC(t()) =x9 € R,
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est donné par la fonction de Mittag-Leffler et nous avons,

z(t) = xoEy[—v(t — to)?)].

Théoréme 5. Toutes les solutions du systéme (2.3) avec des conditions initiales (C(0), P(0))
dans Ri sont uniformément bornées.

Démonstration. Définissons la fonction,

W R+ — R+,
1
t — W(t)=C()+ —P(@).
C1
La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre ¢ de W le long de la trajectoire de solution du
systéme (2.3) est donnée par,

DIW(#) = DIC(t) + ~DIP(t) = rC <1 - C> —no-Lp
C1 K C1

Par conséquent, pour v > 0, nous avons
v K
DIW(t)+vW =rC (1 +-——= -] (&= —-— P
r

Si on choisit 0 < v < p, alors,

rC?
DWW (t) + vV < rC—i—uC—hC—? .

Cela mene a,
K(r+v-— h)2

r

DIW(t) +vW < =: B.

En appliquant le théoréme de comparaison pour les équations fractionnaire (voir le lemme
3 de [14] voir aussi théoréme 2 et ’exemple 5 dans le chapitre 1), on obtient,
B B
0<W(C(t),P(t) < |W(0) — —| Eg(—vt?) + —,
v v
avec E, est la fonction de Mittag-Leffler. Puisque, E,(—vt?) — 0 quand t — +o0 (voir [19]
ou le lemme 4 de [5] ou le lemme 1 dans le chapitre 1), alors

0< lim W(C(t),P(t)) <

t——+o0

B
v’

Par conséquent, toute solution de (2.3) est uniformément bornée.
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Chapitre 3

Etude d’un modeéle de culture
ravageurs avec une dérivée
fractionnaire au sens de Caputo

Dans ce chapitre nous allons étudier la stabilité locale et globale d’'un modele de
culture ravageurs et on va illustrer tous les résultats théoriques par des simulations numé-
riques.

3.1 Stabilité locale

Pour étudier un systéme ayant un comportement non linéaire la méthode la plus utilisée
est de 'approcher par un systéme linéaire (linéarisation autour d’un point d’équilibre).

Dans cette section, nous étudions la stabilité locale des points d’équilibres du systeme
d’ordre fractionnaire (2.3).

3.1.1 Recherche des points d’équilibres

Un point d’équilibre est une solution qui ne dépond pas du temps, c’est-a-dire, on
considere les solutions constantes : C(t) = C* , P(t) = P*. Autrement dit, nous avons

DIC* = 0,

Dip* = 0.
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Ce qui implique que

Cc* a1 C* P*

* 1 i — —_ * =
rC < K) b 1 C hC 0,
clal(J*P*

— uP* = 0.
b+ M

La deuxiéme équation de (3.1) donne,

by

Cf= ———.
ciay —

P =0 ou

(3.1)

En remplagant P* par 0 dans la premiere équation de (3.1), on obtient

* cr *
rC (1—K>—hC =0.

Donc,

. cr
C*=0 ou r<1—K>—h—0.

Ainsi,

r

C*=0 ou C’*:K<1—h).

Par conséquent, (0,0) est un équilibre trivial et (k,0) avec k := k(1

d’équilibre du systéme (2.3). Cet équilibre existe si h < 7.

by
cia;—p’

Maintenant, pour C* = nous avons

(O wCP

Puisque, C* # 0, alors

P =

aq K
by
b1+ C* ciay — W
= 1 h
al (T( K ) )7

Par conséquent,

pby by + C*

c*, p* —( ,
( ) crap —p @ K(cia1 — p)

(T (K(clal — ) — pby

— 1) est aussi un point
T

)-1))

est un point d’équilibre du systéme (2.3). On remarque que C* > 0 et P* > 0 si

K Kcia; — (K + bl)ﬂ

1 c1aq et h<r

<7
K+ b

K(cia1 — p)
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En conclusion, le systeme d’ordre fractionnaire admet les points d’équilibres suivants :
1. Le point d’équilibre trivial Ey(0,0), qui existe toujours.

2. Le point d’équilibre Ej(k,0) (extinction des ravageurs), qui existe si h < r, avec
k=K(1-1).

3. Le point d’équilibre intérieur Fy(C*, P*), qui existe si

K Kcia; — (K + bl)#)
S d h 2
< K+b1cla1 an <r< K(erar— ) , (3.2)
avec
b
o= Mo
ciay — U

. b1+C*[ <K—C’*) ] by + C* { <Kc1a1—(K+b1)u> ]
ay " K a1 " K(cia1 — p)

3.1.2 Stabilité locale des points d’équilibres

Dans cette section, nous discutons la stabilité des points d’équilibres du systeme (2.3).
Pour cela, nous calculons la matrice Jacobienne. La matrice Jacobienne du systeme (2.3)
est donnée par

of  of
oC oP
J(C,P) =
99 g
oC  oP
Nous obtenons,
( 20) a1b1P alC
r{l——|—h-— —
K (bl + 0)2 by +C
J(C,P) = (3.3)
aub P amC
(bl + 0)2 by +C H

En utilisant la matrice Jacobienne (3.3) et la condition de Matignon (voir le chapitre 1), la
stabilité locale des points d’équilibres du systéme d’ordre fractionnaire (2.3) sera étudiée.
Nous avons les théoremes suivants.

Théoréme 6. Le point d’équilibre trivial Ey du systéme (2.3) est localement asymptotique-
ment stable si h > r et instable si h < r.

Démonstration. La matrice Jacobienne (3.3) autour du point d’équilibre trivial Ey est don-
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née par

Les valeurs propres de la matrice Jacobienne J(FEy) autour de point d’équilibre trivial FEy
sont
)\1:7“—h et )\2:—,u.

En utilisant la condition de Matignon (voir le théoréeme 3 dans le chapitre 1), on a,
7
\arg()\g)\:w>q§, pour 0<g<1.
Si h > r, alors
T
\arg()\l)|:7r>q§, pour 0<g<1.

Par conséquent, le point d’équilibre trivial Fy est localement asymptotiquement stable si
h>r.

Pour le cas d’instabilité, si » > h alors
T
|arg(A1)] :O<q§, pour 0<g<1.
Ce qui implique que Ej est instable. ]

Remarque 7. On observe que le point d’équilibre trivial Eqy est localement asymptotique-
ment stable lorsque le point d’équilibre Ey (extinction des ravageurs) et le point d’équilibre
intérieur By n’existe pas.

Maintenant, on discute la stabilité du point d’équilibre de ’extinction des ravageurs
Ey (]%7 0)

Théoréme 7. Si

Kciap — (K +by)p
K(cia1 — p)

[h <7 etu>cra] ou {r( ><h<retu<cla1, (3.4)

alors le point d’équilibre d’extinction des ravageurs Eq1 pour le modéle d’ordre fractionnaire
(2.3) est localement asymptotiquement stable.

Pour le cas d’instabilité si

(3.5)

K —(K+5b
ciaq eth<r< cra1 = ( +1)M).

< N
H K+b K(Clal - M)

alors le point d’équilibre E est instable

Démonstration. Au point d’équilibre F; (I'extinction des ravageurs) , la matrice Jacobienne



45

(3.3) est donnée par
0f(k,0)  9f(k,0)

~ oC oP
J(k, 0) - _ - )
9g(k,0)  9g(k,0)
oC oP
avec,
~ 2K (1 — h)
of(k,0) . r _h
oC K ’
= —r+h,
_ L (F
prd ”" K y
et, _ B
af(k,0) . ark
oP b+ k
Nous avons aussi B 5 -
0g(k,0) dg(k,0)  cra1k
=0 t = = —
ac ¢ oP b4k
On obtient, 3 _
’ _ﬁ _ alk
K by + ];‘
J(E7) =
0 clall% _
b+ k

Les valeurs propres de la matrice Jacobienne J(F7) autour du point d’équilibre E; sont,

k crark (cia1 — p)K(r —h) —rbip
M=r|—— t Ao = - — = )
L 7’( K) © 2=tk M by + K(r — h)

En utilisant la condition de Matignon (voir le théoréme 3 dans le chapitre 1), si (3.4) est
satisfaite, alors

T T
larg(A\1)| =7 > a5 et larg(A2)| =7 > a5 pour tout 0< g <1.
Alors, le point d’équilibre E; est localemenet asymptotiquement stable. O

Remarque 8. On observe que le point d’équilibre Ey est stable lorsque le point d’équilibre
intérieur Foy n’existe pas.

Pour terminer, nous étudions la stabilité du point d’équilibre intérieur Es(C*, P*).
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Soit

ha

ha

h3(7”)

K

K

P(H)

(K — b1)01a1 - (K + bl)M

K(cra1 — p)

9

Kciay — (K +by)p

K(cia1 — p)

i

_ _ 2
2c1a4 (1o = p) + \/(Clal 3 ) + <bl> T,
Iz I Kp

h — h17’,
% _L B alP*
“\x (b1+0*)2]’
_ o btC [, <K01a1 — (K + bl)M) B h]
o K(cia1 — p)
K (b1 +C*)?
o —L_ ( Kciay — (K +b1)p ) h ]
| K K(01a1 — ,u)(b1 + C*) (b1 + C*) ’
o [K(c1a1 — p)(by + C*)r —r(Kecrar — (K + b1)p) h
| K(cray — p)(by + C*) (b +C*) ]’

C*

(b1 + C™)

)

alC* clalblp*

>0

by + C* (bl+0*)2 ’

_ 2
H2+461a1<61MH_4<6161a1> N
1

2

Kp

Nous avons le théoréme suivant.
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Théoréme 8. Soit

(H1) pu< %blclal et hir < h < hor.

(H2) K > b, p< g;&clal et h = hyr.

(H3) K >b, p< %clal et hyr — hs(r) < h < hyr.

(H4) K > by, u < %clal, r> W et h = hyr — h3(r).

_ —p)h
(H5) K>b1, u< %clal, r > % et h < hyir — hs(r).
1. Si (H1) ou (H2) est satisfaite, alors pour le modéle d’ordre fractionnaire (2.3), le point
d’équilibre intérieur Ea est localement asymptotiquement stable pour tous 0 < ¢ < 1.

2. Si (H3) est satisfaite, alors pour le modéle d’ordre fractionnaire (2.3), le point d’équi-
libre intérieur Ey est localement asymptotiquement stable pour tous 0 < q < ¢* et
instable pour ¢* < q < 1 avec

r_ 2 —1<”_A> o A c

== =——P(H).
q 7Ttaun K (b1+C*)2 (H)

3. Si (H4) ou (H5) est satisfaite, alors pour le modéle d’ordre fractionnaire (2.3), le point
d’équilibre intérieur Ey est instable pour tous 0 < q < 1.

Démonstration. Au point d’équilibre Fs, la matrice Jacobienne (3.3) est donnée par,

of(Cc*, pPr)  Of(C*, Pr)

oC oP
J(C*, P*) =
dg(C*, P*) 09g(C*, P*)
oC oP
avec,
af(C*, P*) 2C* a1by P*
aC - T(l_ K>_h_(b1+0*)2’
_ (1 B 20*) . a1 P* . <K01a1 - (K+b1)u) _ab Pr
K by + C* K (c1a1 — p) (b1 +C*)2’
_ (1 _ 2C*> n a1 P* . <K01a1 — Ku) by B a1b P*
K by + C* K(cia1 — p) K(ciag —p)  (by + C*)?’
_ (1 _ 20*) n a1 P* s rC* _ a1b1 P*
K by +C* K (b1 +C*)%
_ ., (C*) N a1C* P*
K (by + C*)?
Nous avons aussi,
af(C*, P*) a1C*
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De plus, on a

E)g(C*,P*) o clalblP*
oC (b + OF)?
et
dg(C*, P*)  amC*
oP bhtor M
. clalC* . clalC*
a by + C* by + C*
=0
Donc, on obtient,
., (C*) . a1 C* P* B a1 C*
K (b1 4+ C*)? by + C*
J(Ez) =
clalblP* 0
(b1 + C*)?

Les valeurs propres de J(FE3) sont les racines de ’équation suivante :

S(A) =X+ KA+ Ky =0,

Ky = det(J(Eg)).

avec
K= —tr(J(EQ)) et
Calculons,
A = K?-4K,
C*Q
ECERE
alC* clalblp*

b 4+ CF (b + CH)2

- (i

_ c (K =byeiar — (K +byp\ 7
(b +C)? [h ( K(crar — p) ) T]
« cia1by Keciar — (K + bl),u
e (b1 + C*)? {h B ( K(ciar — p) ) T} ’
0*2
T Grop U

Nous discutons les cas suivants.
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1. Si (H1) est satisfaite, alors H > 0 (i.e. K7 > 0). De plus, K3 > 0. Donc, d’apres le
critere de Hurwitz, toutes les racines caractéristiques ont une partie réelle négative.
Par conséquent, on obtient la condition de Matignon, c’est-a-dire,

T

s s s
argO)l > 5 > a5 et JargOo)l > 5 > a

> > pour tous 0<qg<l

Donc, le point d’équilibre intérieur Fs est localement asymptotiquement stable.

2. Si (H2) est satisfaite, alors H = 0 (i.e. K1 = 0). Nous avons,

A = FivV Ks.

D’apres la condition de Matignon [16], [18], on a

T m
larg(\)| = 5 > 05 pour tous 0<g<l1

Donc, le point d’équilibre intérieur Fs est localement asymptotiquement stable.

3. Si (H3) est satisfaite, alors H < 0 (i.e. K1 < 0) et A < 0. En effet, le signe de A est
le signe de P(H). Nous avons

_ b 2 2
P(H) = H? +4C1a1(01a1 M)H _ 4< 1}?1%) -
H H

Soit

2
4craq(crar — u)] n 16()10%@%7’.
1

A =
H K
Alors, les racines de P(H ) sont données par

4 — 4 —
B cray(cra; — p) /AR B crai(cra; — p) v VAS
Hy = H et Hy = K
2 2
On pose
_4cla1(cla1 — 1) VA
hs(r) == — H 5

Donc, P(H) est négative si H €]Hy, Ha[, C’est a dire,
H; < H < Ho,
d’ott
hir — h3(7’) < H < Hy + hyr.

En particulier, si
hir — h3(7‘) < H < hir

alors la condition (H3) est satisfaite et delta <O0.

Comme remarque, si A est une valeur propre, alors son conjugué A est aussi une valeur
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propre.

Nous avons,
N —-K;) +iv-A
= f.

Ainsi, puisque K7 < 0,

Jarg(3)] = | arg(Y)| = tan™! <m> |

—K;

Par conséquent, d’apres la condition de Matignon [16], [18], le point d’équilibre inté-
rieur s est localement asymptotiquement stable si et seulement si,

tan ™! <m> > qi

—-Ki 2’

La valeur maximale de ¢ se produite a

q" = gtan’1 (M) .

T —K1

Par conséquent, si (H3) est satisfaite, le systéeme d’ordre fractionnaire (2.3) est locale-
ment asymptotiquement stable pour tous 0 < ¢ < ¢* et instable pour tous ¢* < ¢ < 1.
4. Si (H4) est satisfaite, alors H = —h3(r) (i.e. A =0). Nous avons,

A= .
5 >0

Ce qui implique que

™

5" pour tous 0<g<l

larg(M)] =0 < ¢

Donc, d’apres la condition de Matignon [16], [18], le point d’équilibre intérieur E5 est
instable.

5. Si (H5) est satisfaite, alors H < —hs(r) (i.e. A > 0) et nous avons

Par conséquent,

s

larg(A12)] =0 < a5 pour tous 0<g<l1.

Par conséquent, d’apres la condition de Matignon [16], [18], le point d’équilibre inté-
rieur Fy est instable.

O

Remarque 9. Quand (H3) est satisfaite, alors tous les équilibres sont instables, et il est
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possible que des solutions périodiques apparaissent (bifurcation de Hopf).

Plus précisément, d’aprés le théoreme 8, si (H3) est vérifiée, alors, le systéme d’ordre
fractionnaire (2.8) subit une bifurcation de Hopf au point d’équilibre intérieur Es lorsque
Uordre fractionnaire q passe par la valeur critique

£ 2 tan~! <m) )

=7 K,

En effet, lorsque (H3) est satisfaite et ¢ = ¢*, I"équation caractéristique (3.6) a une paire de
racines complexes conjuguées \1 2 situé d la limite de la zone de stabilité |arg(A2)| = ¢* 5.

3.2 Stabilité globale

La stabilité de Lyapounov est parmi les notions de stabilité les plus populaire. Elle
est introduite en 1892 par le mathématicien russe Lyapounov et sa notion consiste en une
caractérisation de la stabilité par une étude des trajectoires des systémes dynamiques, en
utilisant des fonctions appelées aujourd’hui fonctions de Lyapounov.

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité asymptotique globale des points d’équilibre
Ey, Ey et E5 du systéme (2.3) en utilisant une version du théoréme de Lyapunov pour les
systémes fractionnaires (voir chapitre 1).

Théoréme 9. Sih > r, alors le point d’équilibre trivial Ey du systéme (2.3) est globalement
asymptotiquement stable.

Démonstration. On définit Vy: Ri — R par,
Vo(C,P) =c1C + P.

Cette fonction est positive et Vo(x,y) = 0 si et seulement si (z,y) = (0,0). En calculant la
dérivée d’ordre g de V(C, P) le long de la solution du systeme (2.3), on a

DWo(C(t), P(t)) = @DIC+ DIP,

1— C) B clalCP clalCP

= - hat el a2 P
Cﬁ“C( K b1 +C cahC+ b1 +C S

= —ci(h—1)Ct) — cl%(ﬂ(t) — uP(t).
Par conséquent, DV} est négative et
DVH(C,P)=0 si et seulement si (C,P)=1(0,0).

Alors, d’apres le lemme 4.6 dans [11] (voir aussi le théoréme 4 dans le chapitre 1), le point
d’équilibre trivial Fy est globalement asymptotiquement stable dans Ri. ]
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Nous allons traiter maintenant le cas de 1’équilibre Fj.

Théoréme 10. Si (3.4) est satisfaite,alors le point d’équilibre Ey du systéme (2.3) est
globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. On définit V;: R2 /{0} x Ry — Ry par,

ol
Q

In ~> + P.

ol

b 3
WKIP%:;1}<C_k_

Cette fonction est positive. De plus,

DVi(z,y) =0 si et seulement si (z,y) = (k,0).

En calculant la dérivée d’ordre ¢ du Vi(C, P) le long de la solution du systeéme (2.3) et en
utilisant le lemme 3.1 dans [20] (voir aussi le lemme 7 dans le chapitre 1), on obtient,

q Clbl DiC ~ q
DWA(C(), P(1) < bl%( )€~k Drp

Clbl C) CL1P ) 4 <01a10 )
= . 1——) - —h)(C—Fk)+ —u) P,
m+k0( &) nre "OTPT e
k

c1by C - a1 P ~
< = | — — C—-k
= m+k<T< K ) m+c>( )
clalC Claliﬁ Cla1/~€
+ — = | P — ——— | P,
<b1+<7 M~+k> (M b1+-k>
by r ~\ 2 craiby ~
< — -— (C—k) — — (C — k)P
= m+kK( ) (m+cxm+@( )
4 cunbs —(c—k)P- po aak ) p
(bl—i-C)(bl—i-k) b+ k
aby r ~\ 2 Clallz‘
< - -— (C—k) — — = | P,
B b1 +k K ( ) (M b + k)
by r ~\ 2 Claﬂ;‘
— -— (C—k) — — - | P <0.
m+kK( ) (“ h+k> =
D’apres (3.4), on a
. crark _ rbip — (cra1 — p)K(r — h) S0

by +k rby + K(r — h)

Par le lemme 4.6 dans [11] (voir aussi le chapitre 1), le point d’équilibre E; est globalement
asymptotiquement stable dans R2 /{0} x R;. O

Le théoreme suivant établie des conditions pour avoir la stabilité asymptotique globale
de EQ.



53

Théoréme 11. 57

(3.7)

ciay et r (( b)era M) <h<r ( cra; — (K + bl)#) ,

< e —
K+ b1 K(cia1 — p) K(cia1 — p)

alors le point d’équilibre intérieur FEo du systéme (2.3) est globalement asymptotiquement
stable.

Démonstration. On définit Vo: R2 /[{0} x Ry UR4 x {0}] — R4 par,

b P
(e P) = ;2 (C—C*—C*lncc*) + (P—P*—P*lnp).

Cette fonction est positive et
DiVy(xz,y) =0 si et seulement si (z,y) = (C*, PY).

En calculant la dérivée d’ordre ¢ de Va(C, P) le long de la solution du systéme (2.3) et en
utilisant le lemme 3.1 dans [20] (voir aussi le lemme 7 dans le chapitre 1), on obtient

b, /DIC _ /Dip .
DUACEH.PI) < O (TR (-0 (T ) (- P
Clbl C al P *
< _ 2\ _ _ _
= bt C <r<1 If) b+ C h>(67 )
clalC
—u)(p—p
<bl +C ,u> ( )
<

b C C* a1 P a1 P* %
b1+ C* <_T<K_K) B b1+C+b1+C*> (€=
(clalc’ clalc*

— P —PY).
by +C bl+C*>< )

Donc,

DWA(C(D), P(1) A (r () e D O

T bt K (b1 +C*) (b1 +C) )(C_C*)

craiby . .
* ((b1 +C*)(by +C)) (=P = P)

Clbl T ) ( clalbl ) " *
- —(C—-C" + c-CcHP-P
- b1+C*K( ) (b1 +C*)(b1 + C) ( ) )
_ cia1by <(b1+C*)(P—P*)—P*(C—C*)>(C_C*)
by + C* (bl—i-C*)(bl—i-C)
Clbl T ) clalbl P* %12
< - —(C~-C c-C
= b1+C*K( ) +bl+C*(b1+C*)(b1+0)( )
c1by r a1 P* } %12
- I O - C*)2.
b1+ C* [K (b1 +C*) (b1 + C) ( )
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Ainsi,
r Kcia1—(K+bi)p
c1by r {7’ ( K(cia1—p) ) B h} 2
DWL(C(t), P(t) < -— - — C—-C*
(PO <~ | B (-c)
r Kcia;—(K+b
o an [Knor(CRRERE-meo)]
- by +C* Kb +O)
r (K—b1)cia1—Kpu r
< _ Clbl h—’f’( K(lclflll_lﬂ) ) +FC (C_C*)Z
- by + C* (b1 +C) .
D’apres (3.7), nous avons
h>r ((K— b1)01a1 — KM) .
K(cia1 —p)
Par le Lemme 4.6 dans [11], le point d’équilibre intérieur Ey est globalement asymptotique-
ment stable dans R% / [{0} x Ry JRy x {0}]. O

Remarque 10.

1. Si les données initiales commencent de {0} x Ry, alors la solution converge évidem-
ment vers le point d’équilibre trivial Ey.

2. Si les données initiales commencent de Ry x {0}, alors la solution converge évidem-
ment soit vers le point d’équilibre trivial Ey ou le point d’équilibre Ey.

3.3 Simulations numériques

Dans cette section, nous fournissons quelques simulations numériques pour le systeme
fractionnaire non-linéaire (2.3) au sens de Caputo.

Nous appliquons la méthode fractionnaire de Adams-Bashforth-Moulton [10] qui est
détaillée ci-dessous. Si on considére le probléme fractionnaire, pour t € [0,7], T > 0,

Dy(t) = f(t,y(®),  y®(0) =y, k=01,.,[a] -1,

avec > 0 et on note par [a] le plus petit entier > «. Nous subdivisons l'intervalle
[0,T] en t; = jAt avec j = 0,1,..., N pour un entier N et At = T'/N. On consideére les
approximations suivantes y; ~ y(t;).
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Définissons les quantités suivantes,

(k' —(k—a)(k+ 1)), i j=0,
ajk+1 = ECUMS X (b =+ + (k=) (3.8)
e |
ala+1) —2(k — j+ 1)) if 1<j<k,
1, if =k,
et,
At)e . .
b = B0 (ke p 1 e (k=) (3.9)

Alors, l'algorithme fractionnaire Adams—Bashforth—Moulton est décrit par ’équation sui-

vante,
[a]-1 t‘]i L) 1 k
Y1 = D jJ,r 8 +I’(a) > air1f (5, y5) + argr e f (b Vi) |
=0 7 i=0

avec y_, est déterminé par,

St i, 1 (s
V= D g +F(o¢) D bk f(t,y) | -
=0 I §=0

Les quantités a; 41 et bj 1 étant définis selon (3.8) et (3.9), respectivement. Ce schéma
converge pour tous a > 0.

Maintenant, On présente quelques exemples numériques illustrant les résultats théo-
riques des chapitres précédents. En fixant les valeurs des parametres par,

r=12, K=20, a;=09, b =10, ¢ =06, p=015 and ¢=0.7,

et en faisant varier le parametre h.

Dans les figures 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4, nous effectuons des différentes simulations en
prenant h = 1.5, 0.8, 0.5, 0.1, 0.01 afin d’illustrer les résultats précédents, en particulier
le théoreme 8. Selon les résultats obtenus, sous chaque condition pour chaque équilibre,
on voit que la stabilité est assurée numériquement (voir les figures 3.1, 3.2, 3.3). Quand h
devient petit, ’état stationnaire positif Fy subit une bifurcation de Hopf. L’instabilité de
I’état stationnaire positif correspond a des solutions oscillantes (voir figure 3.4). Dans la
figure 3.5, nous discutons la stabilité de Es en fonction du parametre q (ordre du dérivée
fractionnaire). On constate que la dérivée d’ordre fractionnaire peut améliorer la stabilité
de notre systeéme. La figure 3.5 montre le cycle limite du modele (2.3) pour ¢ = 0.9,et la
stabilité du point d’équilibre intérieur Fo(C*, P*) pour ¢ = 0.8. Il est 1égitime de dire que
cette stabilité est perdue puisque les valeurs propres coupent I'axe imaginaire (des racines
imaginaires pures apparaissent). Cette situation se produit lorsque ¢ croise ¢*.
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Figure 3.1 — La figure montre la stabilité du point d’équilibre trivial Ey(0,0) du modele (2.3) pour

h = 1.5. Et les autres parametres sont r = 0.9, K =20, a3 =09, b =5 ¢ =06, p=
0.2 et ¢g=0.9.
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Figure 3.2 — La figure montre la stabilité du point d’équilibre E;(k,0) (extinction des ravageurs)

du modele (2.3) pour h = 0.8. Et les autres paramétres sont r = 0.9, K =20, a; =009, b =
5, =06, =02 e ¢g=0.9.
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Figure 3.3 — La figure montre la stabilité du point d’équilibre intérieur E5(C*, P*) du modéle
(2.3) pour h = 0.5 et les autres parametres sont r = 0.9, K =20, a; =09, b =35,
0.6, =02 et ¢g=0.9.
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Figure 3.4 — La figure montre le cycle limite du modele (2.3) for h = 0.1 et A = 0.01. Et les autres

parametres sont r = 0.9,

o
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Figure 3.5 — La figure montre le cycle limite du modéle (2.3) pour ¢ = 0.9 et la stabilité du point

d’équilibre intérieur E2(C*, P*) pour ¢ = 0.8 et les autre parametres sont r = 0.9,
et h=0.1.
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