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Introduction générale

Le modéle proie-prédateur de Volterra est décrit par le systéme différen-

tiel.
{ y1 = ayr — v2F(y1, y2), )
Yo = y2(—c + dF (y1,2)),

ou c¢ et d sont des constantes positives, y; la densité des proies et yo la densité
des prédateurs.
La réponse fonctionnelle des prédateurs F'(yi,y2) qui décrit le comporte-
ment des prédateurs vis a vis des proies peut avoir plusieurs types ([8]) :
F(y1,y2) = by, (Holling type I ).

b .
F(y1,y2) = Ty;lyf (Holling type 1T ).
by} .
F(y1,y2) = m—y2, (Holling type IIT ).
1
byt
F(y1,y2) = ———, (Hassel valey ).
Y5 + Zny?
Y1 . .
F(y, = —— (DeAngelis-Beddington).
(y1,2) Re——— ( g gton)

Si les proies sont séparées des prédateurs a I’aide d’un controéle u, 0 < u(t) <
1, alors le systéme controélé devient

{ Y = ayr — uyaF(y1, y2), @)
vy = ya(—c+ duF(y1,92)).

Un probléme de controle optimal gouverné par ce systéme différentiel peut
étre formulé sous la forme

max J(u)

T
ﬂw:Alﬁw@wﬁmmmﬁ+dw@MMﬂ)

Ce probléme de controle optimal a été étudié dans ([12],[2]) pour différents
types de F.

Dans ce mémoire, nous allons établir les conditions nécessaires d’optimalité
pour un probléme de controle optimal associé a un systéme proie-prédateur
a trois espéces , voir ([2]). Puis, on propose un probléme de controle optimal



associé & un systéme proie-prédateur décrit par un systéme de Réaction-
Diffusion. On montre ’existence d’un contréle optimal et on le caractérise
par un systéme d’EDP, voir([3]).

Le plan de ce mémoire est comme suit :

Chapitre 1. On présente quelques outils mathématiques utilisés dans ce tra-
vail.

Chapitre 2. On établit les conditions nécessaires d’optimalité pour le pro-
bléeme de controle optimal en utilisant le principe de maximum de Pontrya-
gin.

Chapitre 3. Pour le systéme de réaction-diffusion, on montre I’existence d’un
controle optimal et on établit les conditions nécessaires d’optimalité.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on cite quelques définitions et théorémes utils pour la
suite de ce mémoire.

1.1 Inégalité de Gronwall

Théoréme 1.1 (voir [1]) Soient © et ¢ des fonctions continues avec ®(t)
0,%(t) > 0 et ay, s des constantes positives. Supposons que pour to < t
to+a,a>0:

>
<

t
DO(t) <ag+as | P(s)P(s)ds.
to
Alors : .
q)(t) < Oél@aQ ftO w(s))ds‘

1.2 Les espacesL?”

Définition 1.1 (voir [5]) Soit p € R avec 1 < p < 00, on pose

LP(Q) :={g: Q+— R ; g mesurable et |g|’ € L'(Q)}.

lgllio = ( /| Q(I)!pda:>; |

Définition 1.2 (voir [6])

Soit p € [1,00], lespace LP(I,X) est l'ensemble des fonctions mesurables
f:I — X tel que t — ||f(t)|| appartient a LP(I). Pour f € LP(I,X), on
note

On note

1
_ HIBdt)r si p < oo,
1l = { LIFOI .
PO Bsssupe; ||f()]|x si p = oo



Théoréme 1.2 (Inégalité de Holder)(voir [5))

Soit 1 < p < oo, on désigne par p' l'exposant conjugué de p,

c’est a dire, I%—l— 1% =1. Soient f € LP et h € LP" avec 1 < p < oo.
Alors f.h € L' et on a linégalité suivante :

100 < U1l 1]

Définition 1.3 (voir [5])
On pose

L>®(Q) :={f:Q+— R ; f mesurable et il existe une constante C telle que |f(z)] < C p.p sur Q}.

On note
|| fllpee = inf {C; |f(x)] < C p.p sur Q}.

1.3 Dérivée directionnelle

Définition 1.4 (voir [1]) Soit X un e.v.n,Q2 un sous ensemble ouvert et non
vide de X, h : Q@ — R une fonction, a € Q et v € X. On appelle dérivée
directionnelle de h en a de direction v la limite suivante (si elle existe)

1
/l\gr(l] X[h(a + A\v) — h(a)].

Cette dérivée ( qui est un élément de R) est notée %(a).

1.4 Semi-groupe

Soit X un espace de Banach.

Définition 1.5 (voir [9]) {S(t)}+>0 est un semi-groupe sur X si :
i) S(0) = I.(l’opérateur identité sur X)
i) S(t+s)=S(t)S(s), pour chaque t,s > 0.

Proposition 1.4.1 (voir [9]) Soit {S(t) }+>0 une famille de Cy semi-groupe.
Il existe A\ > 0 et M > 1 tels que ||S(t)|| < MeM.

Définition 1.6 On désigne par C([0,T], H) l’espace des fonctions continues
sur [0, T] & valeurs dans H muni de la norme de la convergence uniforme
sur [0,T]

lulleqorym = max [lu, Ol



Définition 1.7
ou
81‘2‘

Définition 1.8 On définit l'espace H'([0,T), H) comme étant 'espace des
fonctions u appartenant & L*([0,T], H) telles que 9% € L*(0,T], H).

HY Q) = {ue L*Q), — € L*(Q),1 <i < N}.

Proposition 1.4.2 (voir [9]) Soit X un espace de Banach et (A, D(A)) est
le générateur d'un C°- semi-groupe {S(t)}4>0 sur X.

Si I est lipschitzienne sur X, alors pour tout ug € D(A), le probléme de
Cauchy

ot

{ @+AUZF(t,u) (t,z) € 2 x [0,T]
u(0,2) = up

admet une solution globale pour v € WL2([0,T], X) N L*([0,T], D(A)). De
plus
u(t) = S(tyug + [y S(t — s)F(s)ds.

1.5 ASCOLI-ARZELA

Théoréme 1.3 (voir [11]) Soit (E,d) un espace métrique compact, (F,0)un
espace métrique complet.
Une partie A de C(E, F) est relativement compacte si et seulement si :

1. A es équicontinue, ¢’est-a-dire :

Ve e E,\Ve>0,3n>0/Vf € A,Vy € E, (d(z,y) <n) = 6(f(x), f(y)) <e)

2. Pour tout x € E, l'ensemble A(x) = {f(x),f € A} est relativement
compact.

1.6 Convergence faible

Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire noté (.,.) g et de
norme associée notée ||.||x.

Définition 1.9 (voir [7]) On dit que la suite {x,}nen de H converge fai-
blement vers x € Hsi

lim (z,,y)g = (z,y)n Yy € H.

n—o0

On note z,, — .

Proposition 1.6.1 (voir [5))
i) Si xn, — x fortement, alors x, — x faiblement.
i1) Si xyp, — x faiblement et f,, — f fortement, alors x, f, — xf. faiblement.



1.7 Principe de comparaison parabolique

Théoréme 1.4 (voir[10]) Soit T > 0 (T peut éventuellement étre infini).
Considérons une fonction f = f(t,xz,u) telle que f, % € C([0,T] x 2 x R).
Soient @ et u dans C3(]0,T] x Q) N C([0,T] x Q), vérifiant

> DAu+ f(t,z,u), t€[0,T],z €9, )
1.1
< DAu+ f(t,z,u), t€[0,T],x € Q,

SIS SN

et
u(0,z) <u(0,z), xe€Q.

On suppose également que

i1 a) <0< ot te(0T]we 00

o)
SERN]

ou que
u(t,r) <0 <u(t,x), el

Alors @ > u dans |0, T] x 0N, et soit il existe (tg,x0) €]0,T] x Q tel que
(to, o) = u(to, o), et alors 4 = u dans [0,to] xQ, soit u et u dans |0, T] x Q.

1.8 Principe de maximum de Pontryagin
(voir [1]) On considére le probléme de controle optimal

gg{[l J(u) (1.2)

avec
L:[0,T] xR™ xRY R,

d:RY 5 R,
ot y*(.) est 'unique solution de probléme de Cauchy
y/ = f(tvu(t)vy(t)) 7t € [OvT]v (1 3)
y(0) = yp € R” '

avec
f:[0,T] x R™ x RY — RY.



Définition 1.10 L’Hamiltonien associé au probléme de contréle (1.2)- (1.3)
est la fonction définie par
H:R"xR"xR™ =R

(y,p,u) = H(y,p,u) = p.f(u,y) + L(u, y).

Théoréme 1.5 Soit u* un contréle optimal et y* la solution de (1.3) asso-
ciée, alors

Il existe une application p : [0,T] — R™ solution du probléme adjoint

De plus,
H(y*vp’ u*) = Inaxy H(y*apa U)



Chapitre 2

Controle Optimal d’un systéme
de Lotka-Volterra a trois
especes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considére le systéme proie prédateur de Lotka-
Volterra suivant

Y1 = y1(ar — biyou + c1y3v)
Yy = ya(—az + bayiu) (2.1)
y5 = y3(az — bay1v), t€[0,T),

avec les conditions initiales

y1(0) = 9, 12(0) = 19, y3(0) = 1§, (2.2)

ol y; représente la densité des herbivores, yo la densité des carnivores et
y3 la quantité des plantes.

Les coefficients a;, b; et ¢;(i = 1,2, 3) sont des constantes positives avec

a1 : taux de croissance des herbivores.

b1 : taux de prédation sur les herbivores du a la chasse des carnivores.

c1 : taux de croissance des herbivores par unité des plantes consommées.

as : taux de mortalité des carnivores.

by : taux de croissance des carnivores par unité des herbivores consom-
meés.

as : taux de croissances des plantes.

b3 : taux des plantes consommeé par les herbivores.

Les variables de controle sont u et v ol u est le coeflicient d’interaction
entre les carnivores et les herbivores et v est le coefficient d’interaction entre
les herbivores et les plantes.
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Comme l'interaction entre les proies et les prédateurs peut conduire a
une diminuation de D'effectif de la population, on propose de maximiser la
population totale & la fin de 'intervalle de temps [0, T'], donc notre probléme
de controle optimale est défini par

min{—y1(T) ~ (T) — ys(T)}, (23)
ot le controle (u,v) appartient a ’ensemble

U ={(u,v):[0,T] = R% u,v mesurables,
0<wu(t) <1,0<wv(t) <1,sur[0,T]}.

Ce chapitre est organisé comme suit :

Dans la section 2, on montre ’éxistence d’une solution positive et bornée.
Dans la section 3, on applique le principe de maximum de Pontryagin pour
caractériser le le controle optimal. On conclut que le controle est bang bang
et que les valeurs de u et v dépendent respectivement de signe des fonctions
—b1p1 + baps et c1p1 — bsps ol (p1, P2, p3) est la solution du systéme adjoint.

2.1.1 Existence des solutions
Théoréme 2.1 Le probléme de Cauchy (2.1)-(2.2) admet une solution po-
sitive et bornée sur [0,T)].

Preuve

Le théoréme de Cauchy Lipschitz assure que le systéme (2.1)-(2.2) admet
une unique solution locale dénie sur un intervalle maximal [0, Thpaq -
On integre chaque équation du systéme (2.1)-(2.2) sur Uintervalle [0, ], on
obtient

y1(t) = g1 (0)elfo (@ —bryzuwterysv)de)
Y2 (t) = y2<0)e(f(§(*a2+bzy1u)dt)
yg(t) = y3(0)e(fg(a3*b3y1v)dt)‘

Comme 3 > 0,i = 1,2,3, alors la solution (y1,ys,y3) est positive. On
montre maintenant que la solution est bornée. On a

Y3 (t) = Y3 (O)e(f(f(a?)*l%yw)dt)

Comme (y1,y2,y3) est positive, alors

vh < azys.

On intégre cette inégalité sur [0,¢], on obtient

ys(t) < y3(0) + as /0 s (5)ds.

11



De cela, I'inégalité de Gronwall implique que

y3(t) < y3(0)e™s".

On conclut que

Y3 (t) < ¢,

oll ¢ une constante positive.
Comme

vy < a1y1 + aysy

et y3 est bornée, 'inégalité de Gronwall implique que

yi(t) <.

Par la méme méthode, on montre que s est bornée.

Conclusion

Comme (y1, Y2, y3) est bornée sur [0, Trnaz[, €lle est dénie sur [0, 7] tout entier
(solution globale).

2.2 Conditions nécessaire d’optimalités
On considére le probléme de controle optimal

inf{J(y1. 92, 93)} (2.4)

avec
J(y1,y2,y3,u,v) = —y1(T) — y2(T) — y3(T).
et

U={(u,v):[0,T] = R? u,v mesurables,
0<u(t)<1,0<wv(t) <1,sur[0,T]},

Puisque la solution (y1,y2,ys3) est bornée, le théoréme 1.2 page 43 dans ([4])
assure l'existence d’un controle optimal (u,v) qui appartient a U.

Pour caractériser ce controle, on utilise le principe de maximum de Pon-

tryagin .
On note
Y1 p1
Yy=\¥Y2|,P=|D2
Y3 p3

12



L’Hamiltonien du probléme de controle (2.4) est définie par

H(p,y,u,v) = pryi(ar — biyou + clyzv)+
poy2(—as + bayi1u) + psys(as + bsyiv),

ou le vecteur adjoint p vérifie le systéme différentiel

P = —ai1p1 — you(—bip1 + baps) — ysv(c1p1 — bsps)
phy = aspa — y1u(—bip1 + bapa) (2.5)
ph = —asps — y1v(cipr — baps). te0,T]

muni des conditions de transversalité

pi(T) =1,p2(T) = 1,p3(T) = 1. (2.6)

On réécrit L’Hamiltonien sous la forme

H(p,y,u,v) = (—p1y1biy2 + pay2boyr Ju+
(p1y1c1y3 — p3ysbsyr)v + pryiar — p2y2a2 + paysas,

Puisque H est linéaire en (u,v) et (y1,y2,y3) est positive, alors

0 si— p1by + p2bo < 0

ult) = A 1 st —p1by + p2by > 0, (2.7)
et
0 st pier —p3bs <0
pu— . 2-
v(t) ={ 1 si picp — psbs > 0. (2.8)
2.3 La forme de controle optimal
On se restreint au cas ou ag > aq.
Observant que
yru(—pibr + p2ba) = 0, you(—p1b1 + pab) > 0
(2.9)
y1v(prcr — p3bs) > 0,ysv(picr — psbs) > 0.
D’aprés (2.5)-(2.6), on a
Py +aip1 = f(p1,p2, p3) (2.10)

avec
f(p1,p2,p3) = —yau(—b1p1 + bap2) — yzv(c1p1 — bzps).

On multiplie (2.10) par e=*' (T~ et on intégre sur [t,T], on obtient

T T
/ (p1(t)e”TDY = / e~ T f(py, p2, p3)
t

t

13



d’ ou
T

pi(t) = eal(T_t){lJr/ [—y2u(—b1p1+bapa)—ysv(cipr —bsps)|(s)e” T =) ds}.
t

Par la méme méthode, on trouve

T
pa(t) = e 2T70{1 +/ [y1u(—bip1 + bapo)](s)e? T~ ds}.
t

T
ps(t) = ea?’(T_t){l +/ [y1v(cipr — b3p3)](s)ep_a3(T_s)ds}.
t

Par suite, on conclut que

pr(t) > e T > 1 po(t) >0, pa(t) > e T >1, te(0,T). (2.11)

Le Théoréme suivant exprime le résultat principal de ce chapitre.

2.3.1 Théoréme 1.

Soient ag, aj, ag, by, b, bs et ¢ des constantes positives, (u, v) un controle
optimal, (y1,y2,y3) la solution d’état associée et pi,pe,ps les variables ad-
joints. On obtient donc les cas suivants :

1) Si —b1 + b2 <0, ¢; —b3 <0, alors u=v=0sur [0,7] et
yi1(t) = yle™, ya(t) = yoe 2, ys(t) = y5e™* |t € [0,T]

2) Si —by + by <0, c; —bz >0, dans ce cas , u = 0 sur [0,7] et v a au
plus une commutation 6 € (0,7), ou 6 est un zéro de la fonction c¢1p; — bsps.
Si v n’admet aucune commutation, alors v = 1 sur [0,77], sinon, le controle
v est bang-bang avec

L0 site0,6]
vO={1 Giec@m

3) Si —by +by >0, ¢ —bg <0, alors u admet au plus une commutation
7 € (0,T), ot T est un zéro de la fonction —b1p; + bap2 et v a au plus un
nombre fini de commutation 6y < 0; < ... < 6, dans [0,T"), avec 0 < 6y < T
et7<O1<..<0,<T.
Si w n’admet pas de commutation, alors v = 1 sur [0,7]. Sinon u est un
contréle de bang-bang avec

0,t €0, 7]
u(t) ={ 1,te (r,T),

14



ou 7 est donné par (—bip1 + bap2)(7) = 0.

Si v n’admet aucun point de commutation, alors v = 0 sur [0,77]. Sinon, v
est un controle de bang-bang.

Il a une des formes

0,t € [0p,T]

1,t e (9,171,9”)
v(t) = q

0,t e (91,02)

1,t € [O, 91]

si c1p1 — bsps < 0 sur (7’, 91} et (Clpl — bdpg)(T) < 0.

0,t € [0,,T).
1,t € (Gn,l,Qn).

U(t) - 0,t (91,92).
1,t € (90,91)
0, € [0, 6]

si c1p1 — bsps > 0 sur (7,01} et 0 <by<r.

0,t € [0n,T]
17t S (Qn—laen)

0,t € (01,62)
1,t S [O, 90]

si c1p1 — bsps > 0 sur(7,61) et 0y = 0.

4) — by + bz > 0,c1 — bg > 0. Alors u a la méme forme que le cas
3 et v admet au plus un nombre fini de commutation dans (0,77). Siiln’y a
pas de commutation, alors v = 1 sur [0, 7.
Sify < 6 < .. < 0, sont les points de commutation( v est un controle
bang-bang , alors 0 < 0y < T et 7 < 01 < ... < 0, < T. La fonction v est
donnée par

1,t € [0,,T]
O,t S <9n—1;0n)

1,t & (91,92)
0,¢ € [0,61],

si c1p1 — baps < 0 sur (7,01] et (c1pr — bsps)(7) < 0.

15



1,t € [0,,T).
0,t e (anl,gn).

v(t) - 0,t e (91,92).
1,t c (90,91)
0,t e [0,90],

si cip1 — bsps > 0 sur (7,01] et 0 <Oy <7

1,t € [0,,T]
O,t S (enflaen)

si c1p1 — bsps > 0 sur (T, 91) et 6 = 0.
5) — by + bz > 0,c1 = bs. Alors le probléme peut se réduire au cas
3 et 4, selon le signe de | = ag — a3 — (—by + b2)ya2(T).

Preuve

Nous avons les cas suivants :

1) — b1 +b2<0,c0 —b3 <0
Dans ce cas, on a
—bip1 (T) + b2p2(T) <0et ey (T) — b3p3(T) < 0.
Par continuité, cela implique qu'’il existe € > 0 tel que —byp1(t) + bapa(t) < 0
et c1p1(t) — baps(t) < 0. pour (T' —¢,T.
Selon (2.10)-(2.8), nous avons

u(t) =v(t) =0,vt € (T —¢,T],
et par conséquent, le systéme (2.5)-(2.6) devient

P/1 = —aipi
ph = asgps 919
ps = —asps te (T —eT] (2.12)
pi(T)=1, i=1,2,3.
Cela donne
pr(t) = e T po(t) = e7 92T po(t) = (T, (2.13)

pour t € (T'—¢,T].

Puisque (—b1p1+bap2)’ = a1bipi+azbaps > 0sur (T'—e, T'], donc —bip1+bapo
est croissante dans (T — €, T.

Par continuité, on conclut que —bip; + bape < 0 sur [0, 7] et u(t) = 0,Vt €

16



[0, 77.

De méme , pour az > a; et ¢; < bz, nous avons

(c1p1 — b3p3) = —c1a1p1 + bsasps > 0 sur (T — €,T] donc, c1p; — bsps < 0
sur [0,7T] et v(t) =0,Vt € [0,T].

Pour u(t) = v(t) = 0, le systéme (2.1)-(2.2) implique que la solution optimale
est donnée par

y1(t) = yfe™ ya(t) = yoe ' ys(t) = yJe™’ ¢t € [0,T] (2.14)

2) — b1 + bz <0,c1 = bs
Comme —b1p1(T) + bap2(T) < 0, Jeg > 0 tel que —byp1(t) + bapa(t) < 0 sur
(T — €1, T]
Dot u(t) =0 sur (T' — €1, 7.
Dans ce cas le systéme adjoint (2.5) prend la forme

py = —aip1 — yzv(cip1 — b3ps)

Dy = azp2 (2.15)
Py = —asps — y1v(cipr — bsps), t € (T — e, T

On intégre les deux derniéres équations sur (¢,7") et on utilise (2.6), on ob-
tient

T
(c1p1—b3p3)(t) = bs(p1—p3)(t) = —bs/t lasps—a1p1+b3v(y3s—y1)(—p1+p3)|(s)ds.

Quand ¢t — T, nous avons

—agps + a1p1 + b3v(ys — y1)(p3 — p1) = —az + a1 <O0.

Par conséquent, il existe un voisinage (T — e, T tel que asps(t) —aipi(t) <0
sur (T' — e, T7.

Si on prend e = min(eq, €2), nous avons —bipy + bapa < 0 et ¢1p; — byps < 0
sur (T —¢,T.

En suivant le méme raisonnement du cas précédent, on trouve que u(t) =
v(t) = 0 sur [0,7] et y1,y2,ys sont données par (2.14).

3) —bi1+b2<0,c1 —b3>0
Donc, —bi1p1 (T) + b2p2(T) <0et Clpl(T) — bgpg(T) > 0.
Par conséquent, il existent €; > 0,ea > 0 tels que —b1p1(t) + bepa(t) < 0 sur
(T —e1,T] et c1p1(t) — baps(t) > 0 sur (T — e, T1.
Par suite, v = 0,v =1 sur [T' —¢,T1.
Le systéme adjoint (2.5) devient

Py = —aip1 — y3(cip1 — baps)

/
1=
Ph = azpa (2.16)
py = —asps — y1(cipr — baps), t€ (T —¢ T
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On pose
0 =inf{t €[0,T],(cip1 — bsps)(s) > 0,Vs € [0,T]}.

Si @ =0, alors c1p1(t) — bsps(t) > 0 sur [0,T] et v =1,Vt € [0,T].

De plus (—=bip1 + bgpz), = —bi(—ai1p1 — y3(cip1 — bsps) + b — 2(azp2) > 0.
sur [T — €, T

Comme (—bip1 +bap2) est croissante et négative sur (T'—e, T'], par continuité,
on conclut que —bip1(t) + bapa(t) < 0,Vt € [0,T] et u(t) = 0 sur [0, 7.

Si# >0, alors (c1p1 — bsps)(t) > 0,Vt € [0, T],v(t) =1,Vt € [0,T] et

c1p1(0) — bps(6) = 0. (2.17)

Puisque —byp1 + bapo est négative et croissante sur (7'— e, T'|, par continuité,
on conclut que —bip; + baps < 0,Vt € (0,T].

Maintenant sur l'intervalle (6, T], nous avons u = 0,v = 1, —bypy + baps <
0,c1p1 — bsps > 0. Donc, le systéme adjoint (2.17) est applicable sur |0, T7.
Puisque —byp; + baps est négative et croissante sur (6,7 , par continuité,
on obtient, —bip; + bopa < 0 sur (0 — ey, T .

D’ot, —bip1 + bops < 0 sur ]9 — €1, 9].

Par suite, v = 0 sur]f — €1, 6].

Pour trouver v sur |0 — €1, 0], on étudie la monotonie de c1p; — bsps.
Puisque u = 0, le systéme adjoint (2.5) peut étre écrit sous la forme

/

Py = —a1p1 — y3v(c1p1 — bzp3)
P = azp2 (2.18)
ph = —agps — y1v(cipr — baps),

pour t € (6 — €1,0).
Donc
(c1p1 — b3ps)' = —arcipr + agbsps + v(cipr — baps)(c1ys — bsyr).
On utilise (2.17), on obtient
(c1py = bap) (1) = [} (arc1p1 — azbpy) (s)ds + [ (v(s) (crp1 — byps) () (erys —
b3y1)(s).
Puisque
(c1p1 — b3ps)(s) — 0, (arcipr — asbsps)(s) — bz(ar — a3z)p3(0),
quand s — 6, il s’en suit que c1p; — bsps < 0 sur (0 — €1,0). Ainsi, v =0
sur(0 — €1,6) .
D’ou, sur (0 —e1,0), nous avons u = 0 et v = 0 et le systéme adjoint prend la
forme (2.12). On peut appliquer le premier cas pour obtenir u(t) = v(t) =0
sur [0, 6].
Par conséquent, u = 0 sur [0,7] et v admet au plus une commutation 6 €
[0,7].

0 si telo,6]

=1y 4 icpm (2.19)
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4)b1 = bg,Cl — b3 <o
Donc, Jeg > 0 tel que (c1p1 — bsps)(t) < 0,Vt € [T — €2, T1.
Dans ce cas, v = 0 sur [T — €2, T et le systéme adjoint prend la forme

p1 = —a1p1 — y2u(—b1p1 + bapa)
Ph = azpa — yru(—bip1 + bap2) (2.20)
p3 = —asps,
pour t € [T — €9, T)]. Puisque
(=b1p1 + bapa) = bi[(a1p1 + azp2) + bru(y2 — y1)(p2 — p1)],
on a donc
[—b1p1(t) + bapa(t)] = ftT —bi[(a1p1 + agp2)(s)ds — ftT biu(ya — y1)(p2 —
pr)(s)ds.
Puisque —by(a1p1 + agpa) < 0 et byu(y2 — y1)(p2 —p1)(T) = 0, on peut trou-
ver un voisinage (1" — €1, T tel que —bip1(t) + bapa(t) < 0 sur (T — €, 7.
Soit € = min(eq, €2). Par suite, (c1p1 — bsp3)(t) < 0 et (—bip1 + bapo)(t) <0
sur (T — ¢, 7).
Par conséquent, u = v = 0 sur (T' — €, T et le systéme adjoint (2.20) prend
la forme (2.12).
On peut suivre le méme raisonnement du premier cas pour conclure que
u=wv=0sur [0,7].

5)b1 = b2,01 = b3.
On intégre le systéme (2.5)-(2.6), on trouve

(—b1p1 +bap2)(t) = b1 (—p1+p2)(t) = by ftT[—alpl —azp2 +biu(y2 —y1)(p1—
p2) — bsysv(p1 — p3)](s)ds.

Puisque —ai1p; —agp2 — —ai1 —ag, p1 —p2 — 0, et p1 —p3 — 0 quand s — T,
il existe un €; tels que (—byp1 +bap2)(t) <0 Vt € (T'— €1, T). Donc u(t) =0
sur (T — €1, T].

Par la méme méthode, on déduit qu’il existe un voisinage (T — ez, T tel que
(c1p1 — bsps)(t) < 0,Vt € (T —¢,T).

Par conséquent, v = 0 sur (T' — e, T).

Soit € = min(ey, €2). On a donc u =v =0,Vt € (T — ¢, 7).

On continue par le méme raisonnement du premier cas pour conclure que
u=wv=0sur [0,7].

6)b1 = ba,cl — bz > 0.
il exist un €y tel que ¢1p; — bgps > 0 sur (T — €2, 7] .Soit

0 =inf{t €[0,T],(c1p1 — bsp3)(s) > 0Vs € [0,T]}.
Alors v(t) = 1,Vt € [0, T] et
(c1p1 — bsps)(0) > 0.
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En utilisant le systéme adjoint, on déduit que

(=bup1 +bap2) (t) = bi(—p1+p2)(1) = —by [, [arpy +azpa+bru(ys —y2)(p1 —
p2) + ys(c1p1 — bsps)](s)ds.

Donc, —bip1 + bape < 0 sur un voisinage (T — €1, T] et uw = 0 sur (T — €1, T1.
On répéte le méme raisonnement du 3™ cas pour conclure que u = 0 sur
[0,7] et v admet au plus une commutation 6. Si § > 0, alors

.0 sitel0,6]
v =11 gte 0,1

Sif =0, alors v =1sur [0,T].

7)—b1—|—b2 > 0,c;1 — b3 < 0.
Donc, il exist € > 0 tel que —b1p1 +bapa > 0 et c1p1 —bsps < 0 sur (T'—¢,T1.
Dans ce casu =1, v =0sur (T —¢,T].
On pose

7= inf{t €[0,T], (=bip1 + bap2)(s) > 0,¥s € (¢, T]}

On a donc u(t) =1 sur [7,T] et

(b1p1 + bgpg)(T) =0. (2.21)

On fait le méme raisonnement que les cas précédants, on obtient
(=b1p1 +b2p2)’ = [a1b1p1 + agbapa +u(bry2 — bayr ) (—b1p1bapa) + brvys(cipr —
b3p3)]vt € [OvT]'
On utilisant (2.9), (2.11)et (2.28), on obtient que —bypy + bops est croissante
dans un voisinage de 7. Si ¢ < 7 avec t proche de 7, on a (—by1p1+bap2)(t) < 0.

- Si (c1p1 — baps)(7) < 0, c’est le 4°™€ cas on remplacant T par 7, on dé-
duit que u = v = sur [0, 7.

- Si (e1p1 — bsps)(7) = 0, c’est le 5™¢ cas (on remplagant T' par 7), cela
donne v = v = 0 sur [0, 7].

- Si (e1p1 — baps)(7) > 0, c’est le 6™¢ cas, donc on conclue que u = 0 sur
[0,7] et v admet au plus une commutation 6y € [0,7) tel que

~, 0,t€10,6p)
v(t) =1 1,t € (6o, 7).
Si v n’admet pas de commutation on a v = 1 sur [0, 7]

Alors le controle u admet au plus une commutation 7 € [0,7) donnée
par (2.28). Si 7 > 0, u est donné par

(2.22)

_, 0,tel0,7]
ult) ={ 1,t € (7, T].
SiT=0,onadoncu=1sur [0,T].
Maintenant, on doit montrer que v a un nombre finis de commutations dans

(2.23)
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[, T], pour cela, on pose z = —b1p1 + bapaet w = ¢1p1 — bsps, avec (z,w,p1)
solution du systéme suivant :

Z = [CLQ + u(blyg — bgyl)]z + vbiysw + (a1 + ag)blpl
w' = —c1yauz + [—as + v(bsyr — c1ys)|w + (a3 — a1)cipy (2.24)
Pi = —youz — yzuw — arp1.

On a c¢1p1 — bgps < 0 sur lintervalle [7,T] ol ¢1p; — bzps a un nombre
fini de zéros dans un sous intervalle [, T, dans la premiére situation v = 0,
sur [7,T], on utilisant la discussion précédente on trouve v = 0 sur [0,77],
si la deuxiéme situation est vérifiée, soient 1 < 0y < ... < 6, les zéros de
c1p1 — bsps dans |7, T, alors v est un controle de bang-bang et il a l'une des
formes suivantes
Si c1p1 — bsps < 0 sur (7,01] et (c1p1 — bsps)(7) <0, on a

0,t € [0p,T]
1,t e (Qn_l,en)
o) = . (2.25)
0,t e (61,02)
1,t € [0, 91]

Sicipy — bgps > 0 sur (7,601] et 0 < 6y <7, 0n a

0,t € [0n,T).

1,t S (9n71,9n).

v(t) - 0,t e (91,92). (2'26)
1,t c (90,91)

0,t e [0,90]

Si ¢1p1 — bsps > 0 sur (7,61) et g =0on a

0,t € [0p,T]
1,t € (9n_1,9n)
o) =4 . (2.27)
0,t e (61,92)
1,t € [O, 90]

8)—b1+b2 > 0,c;1 — bsg > 0.
Il existe € > 0 tel que —bip1 + bapa > 0 et cip1 — byps > 0 sur (T —¢€,T7,
alors u =v =1sur (T —¢,T].

On note

T =inf{t € [0,T], (=bip1 + bap2)(s) > 0,Vs € (¢,T]}
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On a donc u(t) = 1 sur [r, T]et

(b1p1 + bap2)(7) = 0. (2.28)

Par la méme méthode, on remarque que u a au plus une commutation
7 € (0,7), alors que v a au plus un nombre fini de commutation, 6y <
01 < ... < 6, ou 0; sont des zéros de c1p; — bsps dans [1,T] et 6y € [0,7), Si
7 =0, alors v = 1 sur [0,7] et si 7 € (0,7), alors u a la forme (2.25). La
fonction v a au plus une commutation g € [0, 7) qui est donnée par

Si c1p1 — bsps < 0, sur (7,01] et (cip1 — baps)(7) <0 on a

1,t € [0,,T]
0,t € (0n—1,6n)
o(t) =4 . (2.29)

Sicipy — bgps > 0 sur (7,01] et 0 < 6y <7, 0n a

1,t € [0,,T).

0,t e (anl,gn).

w0 =3 5T 00 230
1,t e (90,91)

0,t e [0,90]

Si c1p1 — bsps > 0 sur (7,61) et Bp =0, on a

1,t € [0p,T]
0,t € (0n—1,6n)
o) = e (2.31)
0,t e (61,02)
1,t € [O, 91]

9) — b1 + b2 > 0,c1 = b3

Il existe €3 > 0 tel que —bipy + bapa > 0 sur (T — €1, T, alors u = 1 sur
(T — €1, T]
Comme
(c1p1—bsps)’ = bs(asps —aip1) —bsya(—bip1 +bap2) +v(b3)? (y1 — y2) (p1 —p3)
sur (T — e, T7.
On fait tendre ¢t vers T, on obtient

(c1p1 — baps)'(t) — t — Thz(az — a1) — bs(—by + ba)y2(T).
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La forme de v dépend du signe de cette limite. On note [ le nombre réel
donné par

l=a3—a; — (—bl + b2)y2(T) (232)

-Sil > 0, alors (c1p1 — bsps) est croissante sur un voisinage de T, c’est
le 7€ cas.

-Sil < 0, alors (c1p1 — bsps) est décroissante sur un voisinage de T, ¢’est
le 8°™¢ cas. La preuve est terminée.

2.4 Conclusion

Si —b1 + by < 0,1 — b3 < 0, alors le nombre maximal d’individus est
obtenue si les trois espéces sont complétement séparées.

Si —by 4+ b <0, cg — b3 > 0, alors le nombre maximal d’individus est ob-
tenue si les carnivores et les herbivores sont complétement séparés, alors que
les herbivores et les plantes ne sont pas séparés du tout , ou complétement
séparés dans le début ( sur U'intervalle [0, 6] et non séparer dans(¢,T7.)

Si —by 4+ by > 0, alors les herbivores et les carnivores sont soit complé-
tement non séparés sur tout l'intervalle [0,T], ou séparés sur [0,7] et non
séparés sur (6,T] ou () est 'unique point de commutation pour w.

Les herbivores et les plantes sont simultanément complétement séparés
ou pas, sur un nombre fini de sous intervalle de temps sur [0, 7] ou au moins
dans un voisinage gauche du temps final T". Si ¢; > b3, alors les herbivores
et les plantes sont non séparés du tout que se soit sur U'intervalle [0, 7] ou
sur un voisinage de 7.
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Chapitre 3

Controle optimal d’un systéme
proie-prédateur avec diffusion

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un probléme de contrble optimal lié au
systéme proie-prédateur suivant

0
% = a1Ay; +ryi(1 - %) —y2F(y1,y2) dans Q,
Y2 .
ot aoAys + yo[—d + cF(y1,y2)] dans Q, (3.1)

%(t,x) = %(t,x) =0 surdQ x (0,7T),
n n
y1(0,2) = y?(x),yg(o,x) = yg(m), pour x € (,

ott Q = [0,7T] x Q et Q est un ouvert borné et régulier de RY.

Ici, y1 représente la densité des proies, ¢ la densité des prédateurs et ay, ao, 7, k, ¢
et d sont des paramétres positifs.

a1 et as sont respectivement les coefficients de diffusion des proies et des
prédateurs, r est le taux de croissance des proies, ¢ est le taux de croissance
des prédateurs, d le taux de mortalité des prédateurs et k est la capacité
limite de la population des proies.

La fonction f(y1) = ry1(1 —4*) est la croissance logistique des proies. La ré-
ponse fonctionnelle des prédateurs F'(y,y2) représente la densité des proies
consommeées par un seul prédateur par unité de temps. Elle doit vérifier les
conditions suivantes :

(1) Fly1,92) = 92 F(y1,92), avec F € C'((0,00)%);

(ii) F et ses dérivées partielles sont bornées dans un ensemble borné ;

(1) F(y1,92) > 0, = (y1,42) > 0 et Fly1,y2) +y2+ g (y1,92) > 0, pour
tout y1,y2 > 0.

La fonction F' peut avoir plusieurs formes comme on a mentionné dans
I’introduction .
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la réponse numeérique des prédateurs G(y1,y2) = —d + c¢F(y1, y2) repré-
sente la croissance des prédateurs en fonction de celle des proies.

On sépare les proies des prédateurs a 'aide d’un contréle u : QQ — R,
0 < wu(t,x) < 1sur @, alors on multiplie le terme y2 F'(y1, y2) dans le systéme
par u. On introduit un autre contrdle v : Q@ — R,0 < a < v(t,xz) < 1 sur
Q, qui représente le coefficient d’interaction des proies. Donc on multiplie
le deuxiéme terme de la croissance logistique des proies par v. La fonction
v est strictement positive, cela veut dire que les proies ne peuvent pas étre
complétement séparées les unes des autres.
Le systéme controlé devient

0

8yt1 = alAyl + T‘yl(l — %’0) — quF(yl,yQ) dans Q, (3 2)
8 .
% = aaAys + ya[—d + cuF (y1,y2)] dans Q.

Notre but est de trouver un contréle optimal (u,v) tel que la densité to-
tale des deux populations soit maximale, donc, notre probléme de controéle
optimal est définie par

T
min{~ /Q a1 (T, ) + loya (T, 2)]da — /0 /Q leryn (£, 7) + koys (£, )] dtdz},

(3.3)
ou le controle (u,v) appartient a ’ensemble

U={(u,v) € (L*(Q))*0<u(t,z) <1,0<a<ov(t,z) <1 dans Q},
(3.4)

et l1,ls,k1 et ko sont des poids positifs.

Ce chapitre est organisé comme suit :

Dans la section 2, on montre I'existence d’un contréle optimal. Dans la sec-
tion 3, on établit les conditions nécessaires d’optimalité.

3.2 L’existence d’un controle optimal

D’abord, on admet le théoréme suivant qui assure ’existence et I'unicité
des solutions du systéme (3.2)

Théoréme 3.1 soient ay,az,r,k,b,c,d,m > 0 et y° = (9,49) € H3(Q)?

0 0
tels que y9,y8 > 0 sur Q et aayl = %yZ =0 sur 0. Si (u,v) € U

n n
et (i)-(ii1) sont vérifiées, alors le probléeme (3.2) admet une unique solution
Yy = (ylayQ) S Hl([ovTLLQ(Q)Q); avec (y17y2) € LOO(Q)Zz Y1 > 07 Y2 > 0
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dans Q et y = (y1,y2) € L2([0,T), H*(Q)) N L>([0,T], H*(2)). De plus, il
existe k > 0 indépendant de (u,v) tel que pourt € [0,T],

Jy
HEHLQ(([O,T],LQ(Q))Q + Yl 2o, m200))2 + YO E1(0)2 + Y]] Lo ()2 < K-
(3.5)

3.2.1 Preuve

Ce théoréme peut étre établi par la méthode des semi-groupes, (voir [9]).

L’existence du controle optimal est établie dans le théoréme suivant

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses i)-iii), le probléme (3.2)-(3.3) admet
une solution optimale (y3,ys,u*,v").

3.2.2 Preuve

On pose

T
J(u,v) = — /Q 191 (T, )+ Loy (T, )] ds— /0 /Q eaya (£, 2) + Koy (t, 2))dedz.

(3.6)
Soit d = infy J(u,v). Puisque u,v,y1, y2 sont uniformément bornés,
d = infy J(u,v) < 0.
Il existe donc une suite minimisante (uy,,v,) € U telle que
1
d < J(up,vp) <d+—, Vn>1. (3.7)
n

Soit (Yin,y2n) la solution du systéme (3.8) correspondante au controle
(u™,v™), elle satisfait donc

OY1n n
gi = alAyln + ryln(l - %'Un) - unanF(ylna an)
, (tx) € Q,
aan o A
5r — (28 + yon|[—d + cun F(y1n, Y2n)]
o1, Oyon
g; - y; =0, (tz)eD
yln(ovx) = y[l)(w)7y2n(07x) = yg(x)v x € Q.
(3.9)

De l'inégalité (3.5), on déduit les estimations suivantes
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aym
175 lzzqomy20)) < & yinllr2qom,m2)) < € lgin@llm1(@) < ¢ (3.9)

Comme (ylm y2n) € W172([0> T]? L2(Q))7 donc (ylnv y2n) € C([Oa T]v LQ(Q))'

Yinllco.1),22(0)) = SuP [|ynl|L2(Q) < llyinllLo@) < K
donc y(;, est bornée dans C([0,T], L*(£2)).
L’inégalité (3.9) implique que (yi,(t)) est bornée dans H'(£2) et puisque l'in-
jection de H'(Q) dans L?(Q) est compacte, on déduit que la famille (y;,,(t))
est compacte dans L?(12).

8yin

o ) est bornée dans L%(Q),

De plus, l'inégalité (3.9) implique que (
donc elle est uniformément équicontinue.
Par conséquent, le théoréme d’Ascoli-Arzéla implique que la famille (y;,,) est
compacte dans C([0,T], L3(2)).

D'ot, yin — y; dans L2(Q) uniformément par rapport a t, i =1,2.

Maintenant, montrons que A(y;,) est borné dans L?(Q) pour i = 1,2.
On utilisant (3.2), on peut écrire

Iy y
a1 A(yin)llzz@) = 175, = [ry (1 = = -on) = g2 F(1,92)]l 2@

d’ou

Iyin Yin
a1 A(yin)llz2(@) < \|WHL2(Q)+’\T'yln(l—Tvn)HL?(Q)JFHUny%F(Z/lmy2n)]HL2(Q)7

8yln
ot

/ (ry1n(1 — %"Un))?dtdx < [[Y1nlli (0 / 1- %vnmtdm,
Q Q

Comme

et Y1, sont bornées dans L?(Q), on peut écrire

comme v, < 1, 0n a

Yin

De plus, on utilisant (i7) et le fait que u, <1, on a

/(unyan(ym,ygn))Q S/(unanC’)2 S/C’(yzn)2 < ¢,
Q Q

Q
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avec ¢ et co des constantes positives.

On montre par la méme méthode que A(ys,) est borné dans L(Q).
Comme A(y;,) est borné | i = 1,2, on peut avoir une sous suite qui converge
faiblement car L%(Q) est un espace réflexif.

Soit ¢ € C§°(Q), on obtient le résultat suivant en effectuant une intégration
par partie et en utilisant le fait que y;, — y} dans L?(Q)

/ PAyindtdr = / Apyindtdr — / yiAdtdr = / PAyF dtdz.
Q Q Q Q

Cela implique que Ay, — Ay} dans L?(Q). D'un autre coté, I'inégalité
(2.11) donne

Yin — y;k dans LQ([OaT]le(Q))a

Yin — y dans L*([0,T], H*(Q2)).

Maintenant, on montre que
YonF (Yin, y2n) = 5 F(y7,y3)  dans L2([0,T7], L*(%2)). (3.10)

On a

Yo F (Yin, yon)— Y5 F (YT, U5) = Yo F (Yin, yon) =Y F (Y1, U5 ) —Y2n F (U1, v3 ) +y2n F (Y1, y3),

q’on peut I’écrire sous la forme
Yo (Y1ns Y2n) —Y5 F (Y15 ¥3) = Yon[F (Yin, y2n) = F (Y7, ¥3)|+(Y2n—3) F (Y1, ¥3),

Comme on a y;, — y; fortement dans L*([0, 7], L*(2)), (yin) est bornée
dans L*°(Q) et F est continue, alors

anF(ylnaan) - y;F(yrayg) — 0 dans Lz([07T]7L2(Q))

Par la méme méthode, on montre que (yin)? — (yF)%.

Puisque (un,vy,) est bornée, alors u, — u*,v, — v* dans L?(Q).
L’ensemble U est convexe et fermé, il est donc faiblement fermé.
Par conséquent, (u*,v*) € U.

On conclut que
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UnYon F (Y1n, Y2n) — W Y3 F (Y7, y3)
et
vn(yin)? — v*(y7)? dans L2([0,T], L*(Q)).
Maintenant, on doit prouver que (yj,ys, u*, vx) vérifie le probléme

(3.8)
on a
OY1n . Yin
pdtdr = | a1 Ay1nd+ryin(1—=—uvy,)éddtdx— | unyonF (Yin, yon ) odtdz,
@ Ot Q k Q

avec ¢ € C§°(Q).

On fait tendre n vers oo, on obtient

a * *
/ Y1 odtdr = / a1 Ayio+ryi (1 — y—lv*)gbdtdx — / wrys F(yt, y5 ) dtde.
Q Ot Q k Q

De méme pour la deuxiéme équation

aan
o Ot

pdtdr =/ asAyonpdtdr +/ Yon|—d + cun F (Y1n, y2n)]Pdtdz,
Q Q

avec ¢ € C§°(Q).

On fait tendre n vers oo, on obtient

/ 0y pdtdr = / aoAyspdtdr + / ys[—d + cu* F(y7, y3)|pdtdx,
Q Ot Q Q
avec ¢ € C§°(Q).

On sait que

d= iI(}f J(u,v) = lim J(up,vy),

n—oo

T
J(unvvn) = - / [llyln(Tvx)+l2y2n(T7x)]dx_/ /[klyln(ta l‘)-{—kgygn(t, l‘)]dtdl‘,
Q 0 Q

On fait tendre n vers oo, on trouve

T
lim J(up,v,) = —/[llyT(T, x)—l—lzy;(T,a:)]dx—/ /[kﬂ/f(t,J:)—l—k:gy;(t,x)]dtdx.
Q 0 Q

n—o0

D’ou limy, 00 J (U, vy) = J(u*,v*) = d.
On conclut que (u*,v*) est un controle optimal correspondant a la solution
d’etat (y1,y3)-
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3.3 Les conditions nécessaires d’optimalité

Soit y* = (y7,y5) solution de (3.2) correspondant au contréle optimal
(u*,v*). Pour obtenir les conditions d’optimalité, on dérive la solution d’état

par rapport au contréle puis on dérive la fonctionnelle objective par rapport
au controle.

Soit J la fonctionnelle objective et L et 1 les fonctions

{ L(y) = —kiy1 — kayo

Y()(T,.) = (=l — Ly)(T,.),
alors, J(y) = [o¥(W)(T,z)dz + [, L(y)(t, v)dtdz.

On réeécrit le systéme (3.2)-(3.3) sous la forme

y'(t) — Ay(t)0: F(y,u,v)

oy
I 0
Y1 a1 Ay
A _ , 3.11
<y2> <Q2Ay2> (3.11)

(0 202 W1 _ 02 _
D(A)_{y_<y2> € HAQ)P, 50 =27 =0 dams 00}, (3.12)

Le systéme adjoint est de la forme (voir|[1])

p(T) = =V (y*)(T).
A* est Popérateur adjoint de A et Fj = (gf)t, ou t représente la transposée.
Yy

On remplace dans (3.13), on obtient

0 ro* OF

DL = — o Apy +1p1+ 2 yipn — b+ ut Yo — (0 93) (1 — cpa) dans Q,
ot k 83/1

8]7 * * % * aF * %
87152 = —apApy + dpz — ko +u*(p1 — Cp2)[F(y17y2) + yz%@u?b)] dans @,

W1(t,x) = %2(t,x) =0, sur (0,T) x 0L,
pi(T,x) =1l, p2T,x) =1y pour x €.

(3.14)

Commengons par monter l'existence des solutions de ce probléme.
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Proposition 3.3.1 Si (v}, y5,u",v*) est la solution optimal du probléeme
(3.2)-(3.6), alors le systéme adjoint(3.22) admet une unique solution p =
(p1,p2) € HY([0,T), H), avec p1,ps € L>([0,T], H'(2)) U L?([0,T], H*(2))
et p1,p2 € L>®(Q).

Preuve.

On fait un changement de variable, on pose s =T —t et ¢ = (q1,q2) tel
que g;(s,z) = pi(T — s,x) = pi(t,z), (t,x) € Q,i = 1,2. Le probléme (3.22)
devient

(01 O vt OF
B E(T —8,1) = 1Aq —rq1 — 2 oyt k1 — U*yékaiyl(yfayék)(fh — cq2)
0qa  Oqo

ds  Os
901 — 9024, 1) = 0,(t,2) € (0,T) x 0Q = ¥

>
@1(0,2) =11, ¢0,2)=lo.

I
= (T —s,x) = apAga — dgo + k2 — u*(q1 — cq2)[F(y7,y3) + yga—w(yf,yg)}

(3.15)
Montrons que f = (fi, f2) est Lipschitz continue de [0, 7] x L?(2)? —
L*(Q)?,
ou
*

Vit —u yzafyl(ypyg)(m — cq),

.
fi(t,q) = —rqr — 2

fa(t,q) = dga — k2 +u™(q1 — cq2)[F(y1,y5) + 3/2@(3!1#2)]-

Soient ¢ = (CJ1,Q2) et ¢ = ((JﬂaQQ);
*

rv*
1f1(a1,¢2) = filgy @)l 2) = llr(ar — ¢1) = 2=yi(ar — 1) -

k%

F * *
w5 Wi )@ = ea2) — (a1 — ca)lll2(@)-
Y1
En utilisant (ii) et comme (y3,y3) € L°(Q)? et (u*,v*) € U, on trouve
1 f1(q1, q2) = fildr, )l 2y < k(g — dillz2o) + a2 — @llr2 @)
Par la méme méthode, on obtient

[ f2(a1, 2) — faldh, @)l o) =< killlar — dill 2y + a2 — @l 2 @)

donc f = (f1, f2) est lipschitzienne et comme A : D(A) x D(A) — L?(Q) x
L?(Q) est le générateur d’un CY semi-groupe, le théoréme 1 implique que le
probléme (3.15) admet une unique solution ¢ € L%([0,7], D(A)).La preuve
est terminée.
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Soit y* = (y7,y3) la solution d’état correspondante au controle (u*,v*)
et ¥ = (y§,v5) la solution correspondante au contrdle (u€,v) o
u€ = u* + € + ug, v° = v* + € + vg pour (ug,vg) € L*(Q)? choisi tel que
(uf,0v%) e U.
On pose 2§ = (y5,y;)/€, on obtient

0z§ LA * * *F(ye?ye) _F(y*7y*)
S R T S
. L) — Fyihys r
—u*[F(y§,y5) + 3 i ;) ( ! 2)] 2 — 2uo(y)* = woys F (v, v5)
1
075§ , T,
atQ — OZQAZS —I—cu*y2 (yl y;z y*(yl y2) _|_[ d+cu*F(yi,y§)+
1 1
F(yS,u5) — F(y},
+eutys (v y;) y*(yl yz)]ZQ+cu0y26F(yi,y§)pour (t,z) € Q,
2 2
02y 025
t = =0,(t eX
n("r) an(7$) ,(,CC) 9

2{(0,z) = 25(0,z) = 0,2 € €.

(3.16)
Par le méme raisonnement précédent, on trouve que ce probléme admet
une unique solution (z{, z5) qui est bornée dans Q.

€ _ ¥
Proposition 3.3.2 . les limites de z; = lim,_, %i " Y% euistent dans L*(Q),
€

1 =1,2, de plus, elles vérifient le probléme suivant :

F
{i(;l =a1Az + [r ;;Zv*y’f — u*y2§zl
/r * € €
uw*[F(y1,v3) +y26 |22 %UO(ZA) —uoys F'(y1, y3)
0z F
872 = A2y + cu* yzafa + [—d+ cuF(y7, y5)+ (3.17)

OF
+cu* y28 |22 + cuoys F(yy,y5) pour (t,z) € Q,

Git,2) = Fi(t,2) =0,(t,x) €5,
21(0 x) =22(0,2) =0,z € Q.

De plus, z1, 20 € L*([0,T], H*(Q))UL>([0, T], HY(Q)) et 21, 20 € L*°(Q).

Preuve
Soient A I'opérateur définie par (3.11)-(3.12), Z¢ = (2§, 25)T

My, M12>
Me =
<M21 Moo

b
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.
e <—kvo(yi)2 — uoySF(yi,y§)>
cuoy2eF (Y5, y5)

avec

T . e < FWLY5) — F Y1, 95)
My =1 — 20" (yi +y7) — 'y b

* € L 21 *
F(y1,y5) — F(yi,95)
Yl — Y1

My = —u*F(y$,v5) + ysu*
F(ys,v5) — F(yi, y3)
F(ys,v5) — F(y7,y3)

May = —d + cu* F(y§,y5) + cu™ys . - )
Ys — Yo

M21 = ’Lﬁy;

Alors le probléme (3.16) peut s’écrire sous la forme du probléme de Cauchy
suivant

0z¢
o = AZ)+MZ 4+ Nt e (0.7).2°(0) = 0. (3.18)
On a
8y6 € € ye € € €
atl = o Ay +ry§(1— fvn) — unYSF (Y5, v5),
< aAyrer +ryf,
dy§

- =0, (t,z)e X,
yi(0,2) = y}(z), x€Q.

O

8312 — QQAyS + yg{—d + CunF(yiv y;)]’
< a1 Ayier + dmyyi,

Y5

- =0, (t,z)eX,
1oc(0,2) = (), €.

On applique le principe de comparaison, on déduit que 0 < y§ < Yi(¢,2),
0 <ys <Ys(t,z),¥(t,x) € Q, ou Y7 et Yo veérifient les problémes

oY1

_— Y

ot OzlA 1+ TYl,

oY1

_— 2

o 0, (t,z)ex,
Y1(0,2) = Y(z), = €Q.
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o%s
ot

Y
% = O, (t,ﬂf) € Z,

= O[lA}/é + dmlna

Ya(0,2) = Y0(a), «€ .

Cela implique que y{, y5 sont bornées dans . On remarque aussi que M€
, IN€ sont aussi bornées uniformément par rapport a e.

Soit {S(t),t > 0} le C°- semi groupe généré par A, comme S(t)(0) = 0,
la solution de (3.18) est donnée par

ZE(t):/U S(t—s)MG(s)ZE(s)ds—i—/O S(t— s)N¢(s)ds. (3.19)
D’ou
12 2y = | /0 S(t — 8)M“()Z(s)ds + /0 S(t — $)N“(8)ds]| 20

S/O ||S(t_S)Mg(s)ZG(S)HL%Q)dS—l—/O 1S5t = s)N“(s)l| L2(e) ds-

Comme S(t) est lincaire et continue et S(t — s) < Me™ %) ( voir prélimi-
naire), on obtient

t t
120 2 < el /0 M2 p2qyeds + /0 N 2 qy2ds).

Comme M€ € L*°(Q) et N€ est bornée, on trouve

t
1Z| 2 ()2 < 61/0 1Z€]| 2 ()2 ds + c2.
Par l'inégalité de Gronwall, on trouve

1Z|L2(0)2 < c

On intégre entre 0 et T, on obtient

HZ€HL2(Q)2 <ec.

Donc, on a prouvé que z§ et 25 sont bornées dans L?(Q) uniformément par

rapport a €.0On a alors |[yf — y|[22(0)2 = €ll2|12(Q)2 9, 0, on déduit que
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y§ — yF dans L2(Q), pour i = 1,2.
On peut écrire le systéme (3.17) sous la forme suivante :

07
5 = A(ZY+ MZ + N,t € (0,T),Z(0) =0,
avec
r * %k * *aF y*’y* * * * * *8Fy*7y*
r— v yl—quM —u*F(y7,95) + y3u 9P 43)
ylayQ y17y2
2y, (Wi, 93) i
et
—vo(y))? = oy F (y7, 5)
N— < Vol 21 (Y1, Y2 >
cuoys F (Y1, v3)
La solution de ce systéme est donnée par
t
/ S(t—s)M(s)Z(s)ds —l—/ S(t— s)N(s)ds. (3.20)
0

De (3.20) de (3.18), on trouve

Comme S(t) est linéaire, on trouve

125(t) = Z(D)]] L2(0)2 S/O 1S(t = $)l[ 202l M (s)[Z°(t) — Z(D)l] L2(0)2) ds+
+/0 1St = $)l L2 [{N(s) = N(s) + [M*(s) — M(s)]Z(5)}] 12(0)2)ds

Par la méme méthode précédente, on obtient

t
1Z2(t) = Z())]] 202 < C/O IME(8)]| oo [12°(8) = Z(D)l] L2022 +/ IN“(s) = N(s)l| 202+
+[[M(s) = M ()| oo ()2 [1Z ()] L2(0)2-

Puisque [[M€ — M||z2(qg) — 0 et [[N® — Nl|z2(g) — 0, on trouve
t

120~ Z@)ee < ¢ [ 120 = Z0)agaypds +a.
0
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L’inégalité de Gronwall implique

125(6) = 20|z <

Conclusion
2§ — z; dans L2(Q)?, i = 1,2.
e—0

Théoréme 3.3 Si (y],y5,u*,v*) est une solution optimal de (3.2)-(3.6),
alors il existe p = (p1,p2) € H([0,T], H) tel que le systéme optimal (y5,y5, u*,v*, p1,p2)
satisfait le systeme d’optimalité suivant :

( ay* * * y* * * *
tl = oAy +ryi(l - ?1”) —uys F(y1,93),
[

= wAys + y5[—d + cuF (y},y3)], (3.21)

oyt _ 0y _
o (t,z) —0 B, (t,z) =0, (to, x) € X,
y1(07x) - yl(x)ayQ(()?m) = yZ(x)ax S Q

(O * OF
o = —a1Apy +rp1 + 2 A yip1 — k1 +u ?/287%(?!1792)(]71 — cp2),
ap2 * * ok *8F * ok
e —2Apa + dpa — ka2 +u*(p1 — cp2) [F (v, y3) + 92673/2(11171/2)}7

Wr(t,x) = 22(t,2) =0,(tz) € (0,T) x I =%,
pi(T,z) =11, po(T,x) =12 dans Q.

(3.22)

0 sip1 —cp2 > 0,
1 sip1 —cp2 < 0.’

0 sip; >0,

wi(t, ) =4 1 sipp < 0.

v (t,z) = { (3.23)

Preuve

On prend u¢ = u* + eug, v° = v* + evy avec (ug,vo) € L*(Q)? tel que
0 <u*+eup <1,0 <v*+evy < 1sur[0,7T]. Soit y* = (y7,y;) la solution
d’état correspondante au controle (u*,v*) et ¥y = (y§,v5) la solution corres-
pondante au controle (uf,v¢) choisi tel que (u,v¢) € U. Par définition du
controle optimal, on a

J(u*,v*) < J(u0¢), Ve > 0.
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On divise par € et passant a la limite quand ¢ — 0, on obtient
T
1e[~ / (T, 2) + Loy (T, )| d — / / Ruyi (¢, ) + hay(t, 2)]dtda+
Q 0 Q

T
4 / Ly (T, ) + Loy (T, )] + / / oay (1, @) + kot 2)]deda] > 0.
Q 0 Q
D’ou

/ [llzl(T,x) + lQZQ(T, :C)]dli + / (klzl + k222)dtdaz < 0. (3.24)
Q Q

On utilise p1 et po comme fonctions testes dans le systéme (3.17) et 2z zt 29
comme fonctions testes dans le systéme (3.22), on combine les deux équa-
tions, on obtient

0z op1 / 0z Op2
! "dtdx = — — 21— dtd —= — 29— )dtdz—
/Q(p121) + (p222)'dtdx = oy /BQ(Pl o ) + aodtdx aQ(pz 5, 22 8n) x

r * * * *
_k/ Uo(y1)2dtd$+/ uoy2F(y1,y2)(CP2—pl)dtdl‘—/(klzl+/€222)dtd$-
Q Q Q

On utilise la formule de Green et (3.17)-(3.22), on trouve

/ (llzl + l222)(T7 a:)dx + / (kzlzl + k‘QZQ)(t, :E)dtdaj =
Q Q
r

1 [ ot Pdeds + [ oy i) (v — pr)ieda,
Q Q

D’apres (3.24), on a

r * * * *
_k/ vo(y) dtd +/ uoys F' (Y1, y2)(ep2 — p1)dtdz < 0. (3.25)
Q Q
On prend ug, v tels que ug = —u* 4y, vg = —v* + vy avec (up, vp) € U ,on
a par suite

(—u” + 1o, w1) L2(@) + (—v* + Vo, wa) r2(q) = 0,
ou (.,.)2(q) est le produit scalaire dans L*(Q) et

* * * r *
wi(t,2) = y3F (Y1, 53) (1 — cpa), wa(t, 2) = +p1 (y)?.
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On a donc

/ (—u* + up)widtdx + / (—v* + Uo)wadtdz > 0.
Q Q

Si on choisit 1wy = 0, v9 = v*, on a alors fQ —u*w; > 0, c’est a dire
Jow s F(yt,y5) (o1 — cp2) <0,
D’aprés (iii), si (p1 —cp2) > 0, alors u* = 0 et si (p1 — cp2) < 0, alors u* = 1.
Maintenant, on prend 1y = u* et vp = 0, on obtient

r
Jo(=v" +a)2pi(yp)*dide < 0.
Sipp > 0, alors v* = a.

Sip; <0, alors v* = 1.
On conclut que (3.23) est vérifié.
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