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Introduction générale

Le modèle proie-prédateur de Volterra est décrit par le système di�éren-
tiel. {

y′1 = ay1 − y2F (y1, y2),
y′2 = y2(−c+ dF (y1, y2)),

(1)

où c et d sont des constantes positives, y1 la densité des proies et y2 la densité
des prédateurs.
La réponse fonctionnelle des prédateurs F (y1, y2) qui décrit le comporte-
ment des prédateurs vis a vis des proies peut avoir plusieurs types ([8]) :
F (y1, y2) = by1, (Holling type I ).

F (y1, y2) =
by1

1 +my1
, (Holling type II ).

F (y1, y2) =
by2

1

my2
1

, (Holling type III ).

F (y1, y2) =
byn1

yλ2 +myn1
, (Hassel valey ).

F (y1, y2) =
by1

y1 +my2 + n
, (DeAngelis-Beddington).

Si les proies sont séparées des prédateurs à l'aide d'un contrôle u, 0 ≤ u(t) ≤
1, alors le système contrôlé devient{

y′1 = ay1 − uy2F (y1, y2),
y′2 = y2(−c+ duF (y1, y2)).

(2)

Un problème de contrôle optimal gouverné par ce système di�érentiel peut
être formulé sous la forme

max J(u)

J(u) =

∫ T

0
L(t, u(t), y1(t), y2(t))dt+ φ(y1(T ), y2(T )).

Ce problème de contrôle optimal a été étudié dans ([12],[2]) pour di�érents
types de F .
Dans ce mémoire, nous allons établir les conditions nécessaires d'optimalité
pour un problème de contrôle optimal associé à un système proie-prédateur
à trois espèces , voir ([2]). Puis, on propose un problème de contrôle optimal
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associé à un système proie-prédateur décrit par un système de Réaction-
Di�usion. On montre l'existence d'un contrôle optimal et on le caractérise
par un système d'EDP, voir([3]).
Le plan de ce mémoire est comme suit :
Chapitre 1. On présente quelques outils mathématiques utilisés dans ce tra-
vail.
Chapitre 2. On établit les conditions nécessaires d'optimalité pour le pro-
blème de contrôle optimal en utilisant le principe de maximum de Pontrya-
gin.
Chapitre 3. Pour le système de réaction-di�usion, on montre l'existence d'un
contrôle optimal et on établit les conditions nécessaires d'optimalité.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on cite quelques dé�nitions et théorèmes utils pour la
suite de ce mémoire.

1.1 Inégalité de Gronwall

Théorème 1.1 (voir [1]) Soient Φ et ψ des fonctions continues avec Φ(t) >
0, ψ(t) > 0 et α1, α2 des constantes positives. Supposons que pour t0 ≤ t ≤
t0 + a, a > 0 :

Φ(t) ≤ α1 + α2

∫ t

t0

ψ(s)Φ(s)ds.

Alors :

Φ(t) ≤ α1e
α2

∫ t
t0
ψ(s))ds

.

1.2 Les espacesLp

Dé�nition 1.1 (voir [5]) Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on pose

Lp(Ω) :=
{
g : Ω 7−→ R ; g mesurable et |g|p ∈ L1(Ω)

}
.

On note

||g||Lp :=

(∫
Ω
|g(x)|pdx

) 1
p

.

Dé�nition 1.2 (voir [6])
Soit p ∈ [1,∞], l'espace Lp(I,X) est l'ensemble des fonctions mesurables

f : I → X tel que t → ||f(t)|| appartient a Lp(I). Pour f ∈ Lp(I,X), on
note

||f ||Lp(I,X) =

{ ∫
||f(t)||pXdt)

1
p si p <∞,

Ess supt∈I ||f(t)||X si p =∞.
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Théorème 1.2 (Inégalité de Hölder)(voir [5])
Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par p′ l'exposant conjugué de p,
c'est à dire, 1

p + 1
p′ = 1. Soient f ∈ Lp et h ∈ Lp′ avec 1 ≤ p ≤ ∞.

Alors f.h ∈ L1 et on a l'inégalité suivante :∫
|fh| ≤ ||f ||Lp ||h||Lp′ .

Dé�nition 1.3 (voir [5])
On pose

L∞(Ω) := {f : Ω 7−→ R ; f mesurable et il existe une constante C telle que |f(x)| ≤ C p.p sur Ω} .

On note

||f ||L∞ = inf {C; |f(x)| ≤ C p.p sur Ω} .

1.3 Dérivée directionnelle

Dé�nition 1.4 (voir [1]) Soit X un e.v.n,Ω un sous ensemble ouvert et non

vide de X, h : Ω → R une fonction, a ∈ Ω et v ∈ X. On appelle dérivée

directionnelle de h en a de direction v la limite suivante (si elle existe)

lim
λ→0

1

λ
[h(a+ λv)− h(a)].

Cette dérivée ( qui est un élément de R) est notée dh
dv (a).

1.4 Semi-groupe

Soit X un espace de Banach.

Dé�nition 1.5 (voir [9]) {S(t)}t≥0 est un semi-groupe sur X si :

i) S(0) = I.(l'opérateur identité sur X)

ii) S(t+s)=S(t)S(s), pour chaque t, s ≥ 0.

Proposition 1.4.1 (voir [9]) Soit {S(t)}t≥0 une famille de C0 semi-groupe.

Il existe λ ≥ 0 et M ≥ 1 tels que ||S(t)|| ≤Meλt.

Dé�nition 1.6 On désigne par C([0, T ], H) l'espace des fonctions continues
sur [0, T ] à valeurs dans H muni de la norme de la convergence uniforme

sur [0, T ]
||u||C([0,T ],H) = max

0≤t≤T
||u(., t)||H .
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Dé�nition 1.7

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω),
∂u

∂xi
∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ N}.

Dé�nition 1.8 On dé�nit l'espace H1([0, T ], H) comme étant l'espace des

fonctions u appartenant à L2([0, T ], H) telles que ∂u
∂t ∈ L

2([0, T ], H).

Proposition 1.4.2 (voir [9]) Soit X un espace de Banach et (A,D(A)) est

le générateur d'un C0- semi-groupe {S(t)}t>0 sur X.

Si F est lipschitzienne sur X, alors pour tout u0 ∈ D(A), le problème de

Cauchy {
∂u

∂t
+Au = F (t, u) (t, x) ∈ Ω× [0, T ]

u(0, x) = u0

admet une solution globale pour u ∈ W 1,2([0, T ], X) ∩ L2([0, T ], D(A)). De
plus

u(t) = S(t)u0 +
∫ t

0 S(t− s)F (s)ds.

1.5 ASCOLI-ARZELA

Théorème 1.3 (voir [11]) Soit (E, d) un espace métrique compact, (F, δ)un
espace métrique complet.

Une partie A de C(E,F ) est relativement compacte si et seulement si :

1. A es équicontinue, c'est-à-dire :

∀x ∈ E,∀ε > 0,∃η > 0/∀f ∈ A, ∀y ∈ E, (d(x, y) ≤ η) =⇒ (δ(f(x), f(y)) < ε)

2. Pour tout x ∈ E, l'ensemble A(x) = {f(x), f ∈ A} est relativement

compact.

1.6 Convergence faible

Soit H un espace de Hilbert muni d'un produit scalaire noté 〈., .〉H et de
norme associée notée ||.||H .

Dé�nition 1.9 (voir [7]) On dit que la suite {xn}n∈N de H converge fai-

blement vers x ∈ Hsi

lim
n→∞

〈xn, y〉H = 〈x, y〉H ∀y ∈ H.

On note xn ⇀ x.

Proposition 1.6.1 (voir [5])
i) Si xn → x fortement, alors xn ⇀ x faiblement.

ii) Si xn ⇀ x faiblement et fn → f fortement, alors xnfn ⇀ xf . faiblement.
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1.7 Principe de comparaison parabolique

Théorème 1.4 (voir[10]) Soit T > 0 (T peut éventuellement être in�ni).

Considérons une fonction f = f(t, x, u) telle que f,
∂f

∂u
∈ C([0, T ]× Ω̄×R).

Soient ū et u dans C2
1 (]0, T ]× Ω̄) ∩ C([0, T ]× Ω̄), véri�ant

∂ū

∂t
≥ D∆ū+ f(t, x, ū), t ∈ [0, T ], x ∈ Ω,

∂u

∂t
≤ D∆u+ f(t, x, u), t ∈ [0, T ], x ∈ Ω,

(1.1)

et

ū(0, x) ≤ u(0, x), x ∈ Ω.

On suppose également que

∂u

∂v
(t, x) ≤ 0 ≤ ∂ū

∂v
(t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ ∂Ω,

ou que

ū(t, x) ≤ 0 ≤ u(t, x), x ∈ ∂Ω.

Alors ū ≥ u dans ]0, T ] × ∂Ω, et soit il existe (t0, x0) ∈]0, T ] × Ω̄ tel que

ū(t0, x0) = u(t0, x0), et alors ū ≡ u dans [0, t0]×Ω̄, soit ū et u dans ]0, T ]×Ω.

1.8 Principe de maximum de Pontryagin

(voir [1]) On considère le problème de contrôle optimal

min
u∈U

J(u) (1.2)

J(u) := −
∫ T

0
L(u(t), yu(t))dt− φ(yu(T ))

avec
L : [0, T ]× Rm × RN → R,

Φ : RN → R,

où yu(.) est l'unique solution de problème de Cauchy{
y′ = f(t, u(t), y(t)) , t ∈ [0, T ],
y(0) = y0 ∈ Rn (1.3)

avec
f : [0, T ]× Rm × RN → RN .
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Dé�nition 1.10 L'Hamiltonien associé au problème de contrôle (1.2)- (1.3)
est la fonction dé�nie par

H : Rn × Rn × Rm → R
(y, p, u)→ H(y, p, u) = p.f(u, y) + L(u, y).

Théorème 1.5 Soit u∗ un contrôle optimal et y∗ la solution de (1.3) asso-
ciée, alors

Il existe une application p : [0, T ]→ Rn solution du problème adjoint p′(t) = −∂H
∂y

(y∗(t), p(t), u∗(t)),

p(T ) = ∇φ(y(T )).
(1.4)

De plus,

H(y∗, p, u∗) = maxU H(y∗, p, u)
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Chapitre 2

Contrôle Optimal d'un système

de Lotka-Volterra à trois

espèces

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considère le système proie prédateur de Lotka-
Volterra suivant 

y′1 = y1(a1 − b1y2u+ c1y3v)
y′2 = y2(−a2 + b2y1u)
y′3 = y3(a3 − b3y1v), t ∈ [0, T ],

(2.1)

avec les conditions initiales

y1(0) = y0
1, y2(0) = y0

2, y3(0) = y0
3, (2.2)

où y1 représente la densité des herbivores, y2 la densité des carnivores et
y3 la quantité des plantes.

Les coe�cients ai, bi et ci(i = 1, 2, 3) sont des constantes positives avec
a1 : taux de croissance des herbivores.
b1 : taux de prédation sur les herbivores du à la chasse des carnivores.
c1 : taux de croissance des herbivores par unité des plantes consommées.
a2 : taux de mortalité des carnivores.
b2 : taux de croissance des carnivores par unité des herbivores consom-

més.
a3 : taux de croissances des plantes.
b3 : taux des plantes consommé par les herbivores.
Les variables de contrôle sont u et v où u est le coe�cient d'interaction

entre les carnivores et les herbivores et v est le coe�cient d'interaction entre
les herbivores et les plantes.
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Comme l'interaction entre les proies et les prédateurs peut conduire à
une diminuation de l'e�ectif de la population, on propose de maximiser la
population totale à la �n de l'intervalle de temps [0, T ], donc notre problème
de contrôle optimale est dé�ni par

min
U
{−y1(T )− y2(T )− y3(T )}, (2.3)

où le contrôle (u, v) appartient à l'ensemble

U = {(u, v) : [0, T ]→ R2, u, v mesurables,

0 ≤ u(t) ≤ 1, 0 ≤ v(t) ≤ 1, sur[0, T ]}.

Ce chapitre est organisé comme suit :
Dans la section 2, on montre l'éxistence d'une solution positive et bornée.

Dans la section 3, on applique le principe de maximum de Pontryagin pour
caractériser le le contrôle optimal. On conclut que le contrôle est bang bang
et que les valeurs de u et v dépendent respectivement de signe des fonctions
−b1p1 + b2p2 et c1p1− b3p3 où (p1, p2, p3) est la solution du système adjoint.

2.1.1 Existence des solutions

Théorème 2.1 Le problème de Cauchy (2.1)-(2.2) admet une solution po-

sitive et bornée sur [0, T ].

Preuve

Le théorème de Cauchy Lipschitz assure que le système (2.1)-(2.2) admet
une unique solution locale dénie sur un intervalle maximal [0, Tmax[ .
On intègre chaque équation du système (2.1)-(2.2) sur l'intervalle [0, t], on
obtient 

y1(t) = y1(0)e(
∫ t
0 (a1−b1y2u+c1y3v)dt)

y2(t) = y2(0)e(
∫ t
0 (−a2+b2y1u)dt)

y3(t) = y3(0)e(
∫ t
0 (a3−b3y1v)dt).

Comme y0
i > 0, i = 1, 2, 3, alors la solution (y1, y2, y3) est positive. On

montre maintenant que la solution est bornée. On a

y3(t) = y3(0)e(
∫ t
0 (a3−b3y1v)dt)

Comme (y1, y2, y3) est positive, alors

y′3 ≤ a3y3.

On intègre cette inégalité sur [0, t], on obtient

y3(t) ≤ y3(0) + a3

∫ t

0
y3(s)ds.
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De cela, l'inégalité de Gronwall implique que

y3(t) ≤ y3(0)ea3t.

On conclut que

y3(t) ≤ c,

où c une constante positive.
Comme

y′1 ≤ a1y1 + c1y3y1

et y3 est bornée, l'inégalité de Gronwall implique que

y1(t) ≤ c′.

Par la même méthode, on montre que y2 est bornée.
Conclusion
Comme (y1, y2, y3) est bornée sur [0, Tmax[, elle est dénie sur [0, T ] tout entier
(solution globale).

2.2 Conditions nécessaire d'optimalités

On considère le problème de contrôle optimal

inf
U
{J(y1, y2, y3)} (2.4)

avec
J(y1, y2, y3, u, v) = −y1(T )− y2(T )− y3(T ).

et

U = {(u, v) : [0, T ]→ R2, u, v mesurables,

0 ≤ u(t) ≤ 1, 0 ≤ v(t) ≤ 1, sur[0, T ]},

Puisque la solution (y1, y2, y3) est bornée, le théorème 1.2 page 43 dans ([4])
assure l'existence d'un contrôle optimal (u, v) qui appartient à U .

Pour caractériser ce contrôle, on utilise le principe de maximum de Pon-
tryagin .

On note

y =

y1

y2

y3

, p =

p1

p2

p3


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L'Hamiltonien du problème de contrôle (2.4) est dé�nie par

H(p, y, u, v) = p1y1(a1 − b1y2u+ c1y3v)+

p2y2(−a2 + b2y1u) + p3y3(a3 + b3y1v),

où le vecteur adjoint p véri�e le système di�érentiel
p′1 = −a1p1 − y2u(−b1p1 + b2p2)− y3v(c1p1 − b3p3)
p′2 = a2p2 − y1u(−b1p1 + b2p2)
p′3 = −a3p3 − y1v(c1p1 − b3p3). t ∈ [0, T ]

(2.5)

muni des conditions de transversalité

p1(T ) = 1, p2(T ) = 1, p3(T ) = 1. (2.6)

On réécrit L'Hamiltonien sous la forme

H(p, y, u, v) = (−p1y1b1y2 + p2y2b2y1)u+

(p1y1c1y3 − p3y3b3y1)v + p1y1a1 − p2y2a2 + p3y3a3,

Puisque H est linéaire en (u, v) et (y1, y2, y3) est positive, alors

u(t) = { 0 si− p1b1 + p2b2 < 0
1 si− p1b1 + p2b2 > 0,

(2.7)

et

v(t) = { 0 si p1c1 − p3b3 < 0
1 si p1c1 − p3b3 > 0.

(2.8)

2.3 La forme de contrôle optimal

On se restreint au cas ou a3 > a1.
Observant que{

y1u(−p1b1 + p2b2) ≥ 0, y2u(−p1b1 + p2b2) ≥ 0
y1v(p1c1 − p3b3) ≥ 0, y3v(p1c1 − p3b3) ≥ 0.

(2.9)

D'après (2.5)-(2.6), on a

p′1 + a1p1 = f(p1, p2, p3) (2.10)

avec
f(p1, p2, p3) = −y2u(−b1p1 + b2p2)− y3v(c1p1 − b3p3).

On multiplie (2.10) par e−a1(T−t) et on intègre sur [t, T ], on obtient∫ T

t
(p1(t)e−a1(T−t))′ =

∫ T

t
e−a1(T−t)f(p1, p2, p3)
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d' où

p1(t) = ea1(T−t){1+

∫ T

t
[−y2u(−b1p1+b2p2)−y3v(c1p1−b3p3)](s)e−a1(T−s)ds}.

Par la même méthode, on trouve

p2(t) = e−a2(T−t){1 +

∫ T

t
[y1u(−b1p1 + b2p2)](s)ea2(T−s)ds}.

p3(t) = ea3(T−t){1 +

∫ T

t
[y1v(c1p1 − b3p3)](s)ep−a3(T−s)ds}.

Par suite, on conclut que

p1(t) ≥ ea1(T−t) ≥ 1 , p2(t) ≥ 0, p3(t) ≥ ea3(T−t) ≥ 1, t ∈ (0, T ). (2.11)

Le Théorème suivant exprime le résultat principal de ce chapitre.

2.3.1 Théorème 1.

Soient a3, a1, a2, b1, b2, b3 et c1 des constantes positives, (u, v) un contrôle
optimal, (y1, y2, y3) la solution d'état associée et p1, p2, p3 les variables ad-
joints. On obtient donc les cas suivants :

1) Si −b1 + b2 ≤ 0, c1 − b3 ≤ 0, alors u = v = 0 sur [0, T ] et

y1(t) = y0
1e
a1t, y2(t) = y0

2e
−a2t, y3(t) = y0

3e
a3t , t ∈ [0, T ]

2) Si −b1 + b2 ≤ 0, c1 − b3 > 0, dans ce cas , u = 0 sur [0, T ] et v a au
plus une commutation θ ∈ (0, T ), où θ est un zéro de la fonction c1p1− b3p3.
Si v n'admet aucune commutation, alors v = 1 sur [0, T ], sinon, le contrôle
v est bang-bang avec

v(t) = { 0 sit ∈ [0, θ]
1 sit ∈ (θ, T ].

3) Si −b1 + b2 > 0, c1 − b3 < 0, alors u admet au plus une commutation
τ ∈ (0, T ), où τ est un zéro de la fonction −b1p1 + b2p2 et v a au plus un
nombre �ni de commutation θ0 < θ1 < ... < θn dans [0, T ), avec 0 ≤ θ0 < τ
et τ ≤ θ1 < ... < θn < T.
Si u n'admet pas de commutation, alors u = 1 sur [0, T ]. Sinon u est un
contrôle de bang-bang avec

u(t) = { 0, t ∈ [0, τ ]
1, t ∈ (τ, T ],

14



où τ est donné par (−b1p1 + b2p2)(τ) = 0.
Si v n'admet aucun point de commutation, alors v = 0 sur [0, T ]. Sinon, v
est un contrôle de bang-bang.
Il a une des formes

v(t) =


0, t ∈ [θn, T ]
1, t ∈ (θn−1, θn)
.........
0, t ∈ (θ1, θ2)
1, t ∈ [0, θ1].

si c1p1 − b3p3 < 0 sur (τ, θ1] et (c1p1 − b3p3)(τ) < 0.

v(t) =



0, t ∈ [θn, T ].
1, t ∈ (θn−1, θn).
.........
0, t ∈ (θ1, θ2).
1, t ∈ (θ0, θ1)
0, t ∈ [0, θ0]

si c1p1 − b3p3 > 0 sur (τ, θ1] et 0 < θ0 < τ .

v(t) =


0, t ∈ [θn, T ]
1, t ∈ (θn−1, θn)
.........
0, t ∈ (θ1, θ2)
1, t ∈ [0, θ0]

si c1p1 − b3p3 > 0 sur(τ, θ1) et θ0 = 0.
4) − b1 + b2 > 0, c1 − b3 > 0. Alors u a la même forme que le cas

3 et v admet au plus un nombre �ni de commutation dans (0, T ). Si il n'y a
pas de commutation, alors v = 1 sur [0, T ].
Si θ0 < θ1 < ... < θn sont les points de commutation( v est un contrôle
bang-bang , alors 0 ≤ θ0 < τ et τ ≤ θ1 < ... < θn < T . La fonction v est
donnée par

v(t) =


1, t ∈ [θn, T ]
0, t ∈ (θn−1, θn)
.........
1, t ∈ (θ1, θ2)
0, t ∈ [0, θ1],

si c1p1 − b3p3 < 0 sur (τ, θ1] et (c1p1 − b3p3)(τ) ≤ 0.
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v(t) =



1, t ∈ [θn, T ].
0, t ∈ (θn−1, θn).
.........
0, t ∈ (θ1, θ2).
1, t ∈ (θ0, θ1)
0, t ∈ [0, θ0],

si c1p1 − b3p3 > 0 sur (τ, θ1] et 0 < θ0 < τ

v(t) =


1, t ∈ [θn, T ]
0, t ∈ (θn−1, θn)
.........
0, t ∈ (θ1, θ2)
1, t ∈ [0, θ1],

si c1p1 − b3p3 > 0 sur (τ, θ1) et θ0 = 0.
5) − b1 + b2 > 0, c1 = b3. Alors le problème peut se réduire au cas

3 et 4, selon le signe de l = a3 − a1 − (−b1 + b2)y2(T ).

Preuve

Nous avons les cas suivants :

1) − b1 + b2 < 0, c1 − b3 < 0
Dans ce cas, on a
−b1p1(T ) + b2p2(T ) < 0 et c1p1(T )− b3p3(T ) < 0.
Par continuité, cela implique qu'il existe ε > 0 tel que −b1p1(t)+ b2p2(t) < 0
et c1p1(t)− b3p3(t) < 0. pour (T − ε, T ].
Selon (2.10)-(2.8), nous avons

u(t) = v(t) = 0,∀t ∈ (T − ε, T ],

et par conséquent, le système (2.5)-(2.6) devient
p′1 = −a1p1

p′2 = a2p2

p′3 = −a3p3 t ∈ (T − ε, T ]
pi(T ) = 1, i = 1, 2, 3.

(2.12)

Cela donne

p1(t) = ea1(T−t), p2(t) = e−a2(T−t), p3(t) = ea3(T−t), (2.13)

pour t ∈ (T − ε, T ].
Puisque (−b1p1+b2p2)′ = a1b1p1+a2b2p2 > 0 sur (T−ε, T ], donc−b1p1+b2p2

est croissante dans (T − ε, T ].
Par continuité, on conclut que −b1p1 + b2p2 < 0 sur [0, T ] et u(t) = 0,∀t ∈
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[0, T ].
De même , pour a3 > a1 et c1 < b3, nous avons
(c1p1 − b3p3)′ = −c1a1p1 + b3a3p3 > 0 sur (T − ε, T ] donc, c1p1 − b3p3 < 0
sur [0, T ] et v(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ].
Pour u(t) = v(t) = 0, le système (2.1)-(2.2) implique que la solution optimale
est donnée par

y1(t) = y0
1e
a1t, y2(t) = y0

2e
−a2t, y3(t) = y0

3e
a3t , t ∈ [0, T ] (2.14)

2) − b1 + b2 < 0, c1 = b3
Comme −b1p1(T ) + b2p2(T ) < 0, ∃ε1 > 0 tel que −b1p1(t) + b2p2(t) < 0 sur
(T − ε1, T ].
D'où u(t) = 0 sur (T − ε1, T ].
Dans ce cas le système adjoint (2.5) prend la forme

p′1 = −a1p1 − y3v(c1p1 − b3p3)
p′2 = a2p2

p′3 = −a3p3 − y1v(c1p1 − b3p3), t ∈ (T − ε1, T ]
(2.15)

On intégre les deux dernières équations sur (t, T ) et on utilise (2.6), on ob-
tient

(c1p1−b3p3)(t) = b3(p1−p3)(t) = −b3
∫ T

t
[a3p3−a1p1+b3v(y3−y1)(−p1+p3)](s)ds.

Quand t→ T , nous avons

−a3p3 + a1p1 + b3v(y3 − y1)(p3 − p1)→ −a3 + a1 < 0.

Par conséquent, il existe un voisinage (T−ε2, T ] tel que a3p3(t)−a1p1(t) < 0
sur (T − ε2, T ].
Si on prend ε = min(ε1, ε2), nous avons −b1p1 + b2p2 < 0 et c1p1 − b3p3 < 0
sur (T − ε, T ].
En suivant le même raisonnement du cas précédent, on trouve que u(t) =
v(t) = 0 sur [0, T ] et y1, y2, y3 sont données par (2.14).

3) − b1 + b2 < 0, c1 − b3 > 0
Donc, −b1p1(T ) + b2p2(T ) < 0 et c1p1(T )− b3p3(T ) > 0.
Par conséquent, il existent ε1 > 0, ε2 > 0 tels que −b1p1(t) + b2p2(t) < 0 sur
(T − ε1, T ] et c1p1(t)− b3p3(t) > 0 sur (T − ε2, T ].
Par suite, u = 0, v = 1 sur [T − ε, T ].
Le système adjoint (2.5) devient

p′1 = −a1p1 − y3(c1p1 − b3p3)
p′2 = a2p2

p′3 = −a3p3 − y1(c1p1 − b3p3), t ∈ (T − ε, T ]
(2.16)
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On pose

θ = inf{t ∈ [0, T ], (c1p1 − b3p3)(s) > 0,∀s ∈ [0, T ]}.

Si θ = 0, alors c1p1(t)− b3p3(t) > 0 sur [0, T ] et v = 1, ∀t ∈ [0, T ].
De plus (−b1p1 + b2p2)′ = −b1(−a1p1 − y3(c1p1 − b3p3) + b − 2(a2p2) > 0.
sur ]T − ε, T ]
Comme (−b1p1+b2p2) est croissante et négative sur (T−ε, T ], par continuité,
on conclut que −b1p1(t) + b2p2(t) < 0,∀t ∈ [0, T ] et u(t) = 0 sur [0, T ].
Si θ > 0, alors (c1p1 − b3p3)(t) > 0,∀t ∈ [θ, T ], v(t) = 1,∀t ∈ [θ, T ] et

c1p1(θ)− b3p3(θ) = 0. (2.17)

Puisque −b1p1 +b2p2 est négative et croissante sur (T − ε, T ], par continuité,
on conclut que −b1p1 + b2p2 < 0, ∀t ∈ (θ, T ].
Maintenant sur l'intervalle (θ, T ], nous avons u = 0, v = 1,−b1p1 + b2p2 <
0, c1p1 − b3p3 > 0. Donc, le système adjoint (2.17) est applicable sur ]θ, T ].
Puisque −b1p1 + b2p2 est négative et croissante sur (θ, T ] , par continuité,
on obtient, −b1p1 + b2p2 < 0 sur (θ − ε1, T ] .
D'où, −b1p1 + b2p2 < 0 sur ]θ − ε1, θ].
Par suite, u = 0 sur]θ − ε1, θ].
Pour trouver v sur ]θ − ε1, θ], on étudie la monotonie de c1p1 − b3p3.
Puisque u = 0, le système adjoint (2.5) peut être écrit sous la forme

p′1 = −a1p1 − y3v(c1p1 − b3p3)
p′2 = a2p2

p′3 = −a3p3 − y1v(c1p1 − b3p3),
(2.18)

pour t ∈ (θ − ε1, θ).
Donc
(c1p1 − b3p3)′ = −a1c1p1 + a3b3p3 + v(c1p1 − b3p3)(c1y3 − b3y1).
On utilise (2.17), on obtient

(c1p1− b3p3)(t) =
∫ θ
t (a1c1p1− a3b3p3)(s)ds+

∫ θ
t (v(s)(c1p1− b3p3)(s)(c1y3−

b3y1)(s).
Puisque
(c1p1 − b3p3)(s)→ 0, (a1c1p1 − a3b3p3)(s)→ b3(a1 − a3)p3(θ),
quand s → θ, il s'en suit que c1p1 − b3p3 < 0 sur (θ − ε1, θ). Ainsi, v = 0
sur(θ − ε1, θ) .
D'où, sur (θ−ε1, θ), nous avons u = 0 et v = 0 et le système adjoint prend la
forme (2.12). On peut appliquer le premier cas pour obtenir u(t) = v(t) = 0
sur [0, θ].
Par conséquent, u = 0 sur [0, T ] et v admet au plus une commutation θ ∈
[0, T ].

v(t) = { 0 si t ∈ [0, θ]
1 si t ∈ (θ, T ].

(2.19)
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4)b1 = b2, c1 − b3 < 0
Donc, ∃ε2 > 0 tel que (c1p1 − b3p3)(t) < 0,∀t ∈ [T − ε2, T ].
Dans ce cas, v = 0 sur [T − ε2, T ] et le système adjoint prend la forme

p′1 = −a1p1 − y2u(−b1p1 + b2p2)
p′2 = a2p2 − y1u(−b1p1 + b2p2)
p′3 = −a3p3,

(2.20)

pour t ∈ [T − ε2, T ]. Puisque
(−b1p1 + b2p2)′ = b1[(a1p1 + a2p2) + b1u(y2 − y1)(p2 − p1)],
on a donc
[−b1p1(t) + b2p2(t)] =

∫ T
t −b1[(a1p1 + a2p2)(s)ds −

∫ T
t b1u(y2 − y1)(p2 −

p1)(s)ds.
Puisque −b1(a1p1 + a2p2) < 0 et b1u(y2− y1)(p2− p1)(T ) = 0, on peut trou-
ver un voisinage (T − ε1, T ] tel que −b1p1(t) + b2p2(t) < 0 sur (T − ε1, T ].
Soit ε = min(ε1, ε2). Par suite, (c1p1 − b3p3)(t) < 0 et (−b1p1 + b2p2)(t) < 0
sur (T − ε, T ].
Par conséquent, u = v = 0 sur (T − ε, T ] et le système adjoint (2.20) prend
la forme (2.12).
On peut suivre le même raisonnement du premier cas pour conclure que
u = v = 0 sur [0, T ].

5)b1 = b2, c1 = b3.
On intègre le systéme (2.5)-(2.6), on trouve

(−b1p1 +b2p2)(t) = b1(−p1 +p2)(t) = b1
∫ T
t [−a1p1−a2p2 +b1u(y2−y1)(p1−

p2)− b3y3v(p1 − p3)](s)ds.
Puisque −a1p1−a2p2 → −a1−a2, p1−p2 → 0, et p1−p3 → 0 quand s→ T ,
il existe un ε1 tels que (−b1p1 + b2p2)(t) < 0 ∀t ∈ (T − ε1, T ]. Donc u(t) = 0
sur (T − ε1, T ].
Par la même méthode, on déduit qu'il existe un voisinage (T − ε2, T ] tel que
(c1p1 − b3p3)(t) < 0,∀t ∈ (T − ε, T ].
Par conséquent, v = 0 sur (T − ε2, T ].
Soit ε = min(ε1, ε2). On a donc u = v = 0,∀t ∈ (T − ε, T ].
On continue par le même raisonnement du premier cas pour conclure que
u = v = 0 sur [0, T ].

6)b1 = b2, c1 − b3 > 0.
il exist un ε2 tel que c1p1 − b3p3 > 0 sur (T − ε2, T ] .Soit

θ = inf{t ∈ [0, T ], (c1p1 − b3p3)(s) > 0∀s ∈ [0, T ]}.

Alors v(t) = 1, ∀t ∈ [θ, T ] et

(c1p1 − b3p3)(θ) > 0.
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En utilisant le systéme adjoint, on déduit que
(−b1p1 +b2p2)(t) = b1(−p1 +p2)(t) = −b1

∫ T
t [a1p1 +a2p2 +b1u(y1−y2)(p1−

p2) + y3(c1p1 − b3p3)](s)ds.
Donc, −b1p1 + b2p2 < 0 sur un voisinage (T − ε1, T ] et u = 0 sur (T − ε1, T ].
On répète le même raisonnement du 3me cas pour conclure que u = 0 sur
[0, T ] et v admet au plus une commutation θ. Si θ > 0, alors

v(t) = { 0 sit ∈ [0, θ]
1 sit ∈ (θ, T ].

Si θ = 0, alors v = 1 sur [0, T ].

7) − b1 + b2 > 0, c1 − b3 < 0.
Donc, il exist ε > 0 tel que −b1p1 +b2p2 > 0 et c1p1−b3p3 < 0 sur (T −ε, T ].
Dans ce cas u = 1, v = 0 sur (T − ε, T ].
On pose

τ = inf{t ∈ [0, T ], (−b1p1 + b2p2)(s) > 0, ∀s ∈ (t, T ]}

On a donc u(t) = 1 sur [τ, T ] et

(b1p1 + b2p2)(τ) = 0. (2.21)

On fait le même raisonnement que les cas précédants, on obtient
(−b1p1 +b2p2)′ = [a1b1p1 +a2b2p2 +u(b1y2−b2y1)(−b1p1b2p2)+b1vy3(c1p1−
b3p3)]∀t ∈ [0, T ].
On utilisant (2.9), (2.11)et (2.28), on obtient que −b1p1 + b2p2 est croissante
dans un voisinage de τ . Si t < τ avec t proche de τ , on a (−b1p1+b2p2)(t) < 0.

- Si (c1p1 − b3p3)(τ) < 0, c'est le 4eme cas on remplaçant T par τ , on dé-
duit que u = v = sur [0, τ ].

- Si (c1p1 − b3p3)(τ) = 0, c'est le 5eme cas (on remplaçant T par τ), cela
donne u = v = 0 sur [0, τ ].

- Si (c1p1− b3p3)(τ) > 0, c'est le 6eme cas, donc on conclue que u = 0 sur
[0, τ ] et v admet au plus une commutation θ0 ∈ [0, τ) tel que

v(t) = { 0, t ∈ [0, θ0)
1, t ∈ (θ0, T ].

(2.22)

Si v n'admet pas de commutation on a v = 1 sur [0, τ ]
Alors le contrôle u admet au plus une commutation τ ∈ [0, T ) donnée

par (2.28). Si τ > 0, u est donné par

u(t) = { 0, t ∈ [0, τ ]
1, t ∈ (τ, T ].

(2.23)

Si τ = 0, on a donc u = 1 sur [0, T ].
Maintenant, on doit montrer que v a un nombre �nis de commutations dans
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[τ, T ], pour cela, on pose z = −b1p1 + b2p2et w = c1p1− b3p3, avec (z, w, p1)
solution du système suivant :

z′ = [a2 + u(b1y2 − b2y1)]z + vb1y3w + (a1 + a2)b1p1

w′ = −c1y2uz + [−a3 + v(b3y1 − c1y3)]w + (a3 − a1)c1p1

p′1 = −y2uz − y3vw − a1p1.
(2.24)

On a c1p1 − b3p3 < 0 sur l'intervalle [τ, T ] où c1p1 − b3p3 a un nombre
�ni de zéros dans un sous intervalle [τ, T ], dans la première situation v = 0,
sur [τ, T ], on utilisant la discussion précédente on trouve v = 0 sur [0, T ],
si la deuxième situation est véri�ée, soient θ1 < θ2 < ... < θn les zéros de
c1p1− b3p3 dans [τ, T ], alors v est un contrôle de bang-bang et il a l'une des
formes suivantes
Si c1p1 − b3p3 < 0 sur (τ, θ1] et (c1p1 − b3p3)(τ) < 0, on a

v(t) =


0, t ∈ [θn, T ]
1, t ∈ (θn−1, θn)
.........
0, t ∈ (θ1, θ2)
1, t ∈ [0, θ1].

(2.25)

Si c1p1 − b3p3 > 0 sur (τ, θ1] et 0 < θ0 < τ , on a

v(t) =



0, t ∈ [θn, T ].
1, t ∈ (θn−1, θn).
.........
0, t ∈ (θ1, θ2).
1, t ∈ (θ0, θ1)
0, t ∈ [0, θ0]

(2.26)

Si c1p1 − b3p3 > 0 sur (τ, θ1) et θ0 = 0 on a

v(t) =


0, t ∈ [θn, T ]
1, t ∈ (θn−1, θn)
.........
0, t ∈ (θ1, θ2)
1, t ∈ [0, θ0].

(2.27)

8) − b1 + b2 > 0, c1 − b3 > 0.

Il existe ε > 0 tel que −b1p1 + b2p2 > 0 et c1p1 − b3p3 > 0 sur (T − ε, T ],
alors u = v = 1 sur (T − ε, T ].
On note

τ = inf{t ∈ [0, T ], (−b1p1 + b2p2)(s) > 0, ∀s ∈ (t, T ]}
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On a donc u(t) = 1 sur [τ, T ]et

(b1p1 + b2p2)(τ) = 0. (2.28)

Par la même méthode, on remarque que u a au plus une commutation
τ ∈ (0, T ), alors que v a au plus un nombre �ni de commutation, θ0 <
θ1 < ... < θn où θi sont des zéros de c1p1 − b3p3 dans [τ, T ] et θ0 ∈ [0, τ), Si
τ = 0, alors v = 1 sur [0, T ] et si τ ∈ (0, T ), alors u a la forme (2.25). La
fonction v a au plus une commutation θ0 ∈ [0, τ) qui est donnée par
Si c1p1 − b3p3 < 0, sur (τ, θ1] et (c1p1 − b3p3)(τ) ≤ 0 on a

v(t) =


1, t ∈ [θn, T ]
0, t ∈ (θn−1, θn)
.........
1, t ∈ (θ1, θ2)
0, t ∈ [0, θ1].

(2.29)

Si c1p1 − b3p3 > 0 sur (τ, θ1] et 0 < θ0 < τ , on a

v(t) =



1, t ∈ [θn, T ].
0, t ∈ (θn−1, θn).
.........
0, t ∈ (θ1, θ2).
1, t ∈ (θ0, θ1)
0, t ∈ [0, θ0].

(2.30)

Si c1p1 − b3p3 > 0 sur (τ, θ1) et θ0 = 0, on a

v(t) =


1, t ∈ [θn, T ]
0, t ∈ (θn−1, θn)
.........
0, t ∈ (θ1, θ2)
1, t ∈ [0, θ1].

(2.31)

9) − b1 + b2 > 0, c1 = b3

Il existe ε1 > 0 tel que −b1p1 + b2p2 > 0 sur (T − ε1, T ], alors u = 1 sur
(T − ε1, T ].
Comme
(c1p1−b3p3)′ = b3(a3p3−a1p1)−b3y2(−b1p1 +b2p2)+v(b3)2(y1−y2)(p1−p3)
sur (T − ε1, T ].
On fait tendre t vers T , on obtient

(c1p1 − b3p3)′(t)→ t→ Tb3(a3 − a1)− b3(−b1 + b2)y2(T ).
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La forme de v dépend du signe de cette limite. On note l le nombre réel
donné par

l = a3 − a1 − (−b1 + b2)y2(T ) (2.32)

-Si l > 0 , alors (c1p1 − b3p3) est croissante sur un voisinage de T, c'est
le 7eme cas.

-Si l < 0 , alors (c1p1− b3p3) est décroissante sur un voisinage de T, c'est
le 8eme cas. La preuve est terminée.

2.4 Conclusion

Si −b1 + b2 ≤ 0,c1 − b3 ≤ 0, alors le nombre maximal d'individus est
obtenue si les trois espèces sont complètement séparées.

Si −b1 + b2 ≤ 0, c1 − b3 > 0, alors le nombre maximal d'individus est ob-
tenue si les carnivores et les herbivores sont complètement séparés, alors que
les herbivores et les plantes ne sont pas séparés du tout , ou complètement
séparés dans le début ( sur l'intervalle [0, θ] et non séparer dans(θ, T ].)

Si −b1 + b2 > 0, alors les herbivores et les carnivores sont soit complè-
tement non séparés sur tout l'intervalle [0, T ], ou séparés sur [0, τ ] et non
séparés sur (θ, T ] ou (θ) est l'unique point de commutation pour u.

Les herbivores et les plantes sont simultanément complètement séparés
ou pas, sur un nombre �ni de sous intervalle de temps sur [0, T ] ou au moins
dans un voisinage gauche du temps �nal T . Si c1 > b3, alors les herbivores
et les plantes sont non séparés du tout que se soit sur l'intervalle [0, T ] ou
sur un voisinage de T .
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Chapitre 3

Contrôle optimal d'un système

proie-prédateur avec di�usion

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un problème de contrôle optimal lié au
système proie-prédateur suivant

∂y1

∂t
= α1∆y1 + ry1(1− y1

k
)− y2F (y1, y2) dans Q,

∂y2

∂t
= α2∆y2 + y2[−d+ cF (y1, y2)] dans Q,

∂y1

∂n
(t, x) =

∂y2

∂n
(t, x) = 0 sur∂Ω× (0, T ),

y1(0, x) = y0
1(x), y2(0, x) = y0

2(x), pour x ∈ Ω,

(3.1)

où Q = [0, T ]× Ω et Ω est un ouvert borné et régulier de RN .
Ici, y1 représente la densité des proies, y2 la densité des prédateurs et α1, α2, r, k, c
et d sont des paramètres positifs.
α1 et α2 sont respectivement les coe�cients de di�usion des proies et des
prédateurs, r est le taux de croissance des proies, c est le taux de croissance
des prédateurs, d le taux de mortalité des prédateurs et k est la capacité
limite de la population des proies.
La fonction f(y1) = ry1(1− y1

k ) est la croissance logistique des proies. La ré-
ponse fonctionnelle des prédateurs F (y1, y2) représente la densité des proies
consommées par un seul prédateur par unité de temps. Elle doit véri�er les
conditions suivantes :

(i) F (y1, y2) = y2F̃ (y1, y2), avec F̃ ∈ C1((0,∞)2) ;
(ii) F̃ et ses dérivées partielles sont bornées dans un ensemble borné ;
(iii) F (y1, y2) > 0, ∂F∂y1 (y1, y2) > 0 et F (y1, y2)+y2 + ∂F

∂y2
(y1, y2) > 0, pour

tout y1, y2 > 0.
La fonction F peut avoir plusieurs formes comme on a mentionné dans

l'introduction .
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la réponse numérique des prédateurs G(y1, y2) = −d+ cF (y1, y2) repré-
sente la croissance des prédateurs en fonction de celle des proies.

On sépare les proies des prédateurs à l'aide d'un contrôle u : Q→ R,
0 ≤ u(t, x) ≤ 1 sur Q, alors on multiplie le terme y2F (y1, y2) dans le système
par u. On introduit un autre contrôle v : Q → R, 0 < a ≤ v(t, x) ≤ 1 sur
Q, qui représente le coe�cient d'interaction des proies. Donc on multiplie
le deuxième terme de la croissance logistique des proies par v. La fonction
v est strictement positive, cela veut dire que les proies ne peuvent pas être
complètement séparées les unes des autres.
Le système contrôlé devient

∂y1

∂t
= α1∆y1 + ry1(1− y1

k
v)− uy2F (y1, y2) dans Q,

∂y2

∂t
= α2∆y2 + y2[−d+ cuF (y1, y2)] dans Q.

(3.2)

Notre but est de trouver un contrôle optimal (u, v) tel que la densité to-
tale des deux populations soit maximale, donc, notre problème de contrôle
optimal est dé�nie par

min
U
{−
∫

Ω
[l1y1(T, x) + l2y2(T, x)]dx−

∫ T

0

∫
Ω

[k1y1(t, x) + k2y2(t, x)]dtdx},

(3.3)
où le contrôle (u, v) appartient à l'ensemble

U = {(u, v) ∈ (L2(Q))2, 0 ≤ u(t, x) ≤ 1, 0 < a ≤ v(t, x) ≤ 1 dans Q},
(3.4)

et l1,l2,k1 et k2 sont des poids positifs.
Ce chapitre est organisé comme suit :
Dans la section 2, on montre l'existence d'un contrôle optimal. Dans la sec-
tion 3, on établit les conditions nécessaires d'optimalité.

3.2 L'existence d'un contrôle optimal

D'abord, on admet le théorème suivant qui assure l'existence et l'unicité
des solutions du système (3.2)

Théorème 3.1 soient α1, α2, r, k, b, c, d,m > 0 et y0 = (y0
1, y

0
2) ∈ H2(Ω)2

tels que y0
1, y

0
2 > 0 sur Ω et

∂y0
1

∂n
=

∂y0
2

∂n
= 0 sur ∂Ω. Si (u, v) ∈ U

et (i)-(iii) sont véri�ées, alors le problème (3.2) admet une unique solution

y = (y1, y2) ∈ H1([0, T ], L2(Ω)2), avec (y1, y2) ∈ L∞(Q)2, y1 > 0, y2 > 0
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dans Q et y = (y1, y2) ∈ L2([0, T ], H2(Ω)) ∩ L∞([0, T ], H1(Ω)). De plus, il

existe k > 0 indépendant de (u, v) tel que pour t ∈ [0, T ],

||∂y
∂t
||L2(([0,T ],L2(Ω))2 + ||y||L2([0,T ],H2(Ω))2 + ||y(t)||H1(Ω)2 + ||y||L∞(Q)2 ≤ k.

(3.5)

3.2.1 Preuve

Ce théorème peut être établi par la méthode des semi-groupes, (voir [9]).

L'existence du contrôle optimal est établie dans le théorème suivant

Théorème 3.2 Sous les hypothèses i)-iii), le problème (3.2)-(3.3) admet

une solution optimale (y∗1, y
∗
2, u
∗, v∗).

3.2.2 Preuve

On pose

J(u, v) = −
∫

Ω
[l1y1(T, x)+l2y2(T, x)]dx−

∫ T

0

∫
Ω

[k1y1(t, x)+k2y2(t, x)]dtdx.

(3.6)

Soit d = infU J(u, v). Puisque u, v, y1, y2 sont uniformément bornés,
d = infU J(u, v) <∞.
Il existe donc une suite minimisante (un, vn) ∈ U telle que

d ≤ J(un, vn) ≤ d+
1

n
, ∀n ≥ 1. (3.7)

Soit (y1n, y2n) la solution du système (3.8) correspondante au contrôle
(un, vn), elle satisfait donc



∂y1n

∂t
= α1∆y1n + ry1n(1− y1n

k
vn)− uny2nF (y1n, y2n)

, (t, x) ∈ Q,
∂y2n

∂t
= α2∆y2n + y2n[−d+ cunF (y1n, y2n)]

∂y1n

∂n
=
∂y2n

∂n
= 0, (t, x) ∈ Σ

y1n(0, x) = y0
1(x), y2n(0, x) = y0

2(x), x ∈ Ω.
(3.8)

De l'inégalité (3.5), on déduit les estimations suivantes
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||∂yin
∂t
||L2([0,T ],L2(Ω)) ≤ c, ||yin||L2([0,T ],H2(Ω)) ≤ c, ||yin(t)||H1(Ω) ≤ c, (3.9)

Comme (y1n, y2n) ∈W 1,2([0, T ], L2(Ω)), donc (y1n, y2n) ∈ C([0, T ], L2(Ω)).

||yin||C([0,T ],L2(Ω)) = sup ||yn||L2(Ω) ≤ c||yin||L∞(Q) ≤ K
donc y(in) est bornée dans C([0, T ], L2(Ω)).
L'inégalité (3.9) implique que (yin(t)) est bornée dans H1(Ω) et puisque l'in-
jection de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte, on déduit que la famille (yin(t))
est compacte dans L2(Ω).

De plus, l'inégalité (3.9) implique que (
∂yin
∂t

) est bornée dans L2(Q),

donc elle est uniformément équicontinue.
Par conséquent, le théorème d'Ascoli-Arzéla implique que la famille (yin) est
compacte dans C([0, T ], L2(Ω)).
D'où, yin → y∗i dans L2(Ω) uniformément par rapport à t, i = 1, 2.

Maintenant, montrons que ∆(yin) est borné dans L2(Q) pour i = 1, 2.
On utilisant (3.2), on peut écrire

||α1∆(y1n)||L2(Q) = ||∂y1

∂t
− [ry1(1− y1

k
vn)− y2unF (y1, y2)]||L2(Q),

d'où

||α1∆(y1n)||L2(Q) ≤ ||
∂y1n

∂t
||L2(Q)+||ry1n(1−y1n

k
vn)||L2(Q)+||uny2nF (y1n, y2n)]||L2(Q),

Comme
∂y1n

∂t
et y1n sont bornées dans L2(Q), on peut écrire∫

Q
(ry1n(1− y1n

k
vn))2dtdx ≤ ||y1n||l∞(Q)

∫
Q

(1− y1n

k
vn)2dtdx,

comme vn ≤ 1, on a

||1− y1n

k
vn||L2(Q) ≤ k.

De plus, on utilisant (ii) et le fait que un ≤ 1, on a∫
Q

(uny2nF (y1n, y2n))2 ≤
∫
Q

(uny2nc
′)2 ≤

∫
Ω
c′(y2n)2 ≤ c2,
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avec c′ et c2 des constantes positives.

On montre par la même méthode que ∆(y2n) est borné dans L2(Q).
Comme ∆(yin) est borné , i = 1, 2, on peut avoir une sous suite qui converge
faiblement car L2(Q) est un espace ré�exif.
Soit φ ∈ C∞0 (Q), on obtient le résultat suivant en e�ectuant une intégration
par partie et en utilisant le fait que yin ⇀ y∗i dans L2(Q)∫

Q
φ∆yindtdx =

∫
Q

∆φyindtdx→
∫
Q
y∗i ∆φdtdx =

∫
Q
φ∆y∗i dtdx.

Cela implique que ∆yin ⇀ ∆y∗i dans L2(Q). D'un autre coté, l'inégalité
(2.11) donne

yin ⇀ y∗i dans L2([0, T ], H1(Ω)),

yin ⇀ y∗i dans L2([0, T ], H2(Ω)).

Maintenant, on montre que

y2nF (y1n, y2n)→ y∗2F (y∗1, y
∗
2) dans L2([0, T ], L2(Ω)). (3.10)

On a

y2nF (y1n, y2n)−y∗2F (y∗1, y
∗
2) = y2nF (y1n, y2n)−y∗2F (y∗1, y

∗
2)−y2nF (y∗1, y

∗
2)+y2nF (y∗1, y

∗
2),

q'on peut l'écrire sous la forme

y2nF (y1n, y2n)−y∗2F (y∗1, y
∗
2) = y2n[F (y1n, y2n)−F (y∗1, y

∗
2)]+(y2n−y∗2)F (y∗1, y

∗
2),

Comme on a yin → y∗i fortement dans L2([0, T ], L2(Ω)), (yin) est bornée
dans L∞(Q) et F est continue, alors

y2nF (y1n, y2n)− y∗2F (y∗1, y
∗
2)→ 0 dans L2([0, T ], L2(Ω)).

Par la même méthode, on montre que (yin)2 → (y∗i )
2.

Puisque (un, vn) est bornée, alors un ⇀ u∗, vn → v∗ dans L2(Q).
L'ensemble U est convexe et fermé, il est donc faiblement fermé.
Par conséquent, (u∗, v∗) ∈ U .
On conclut que
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uny2nF (y1n, y2n) ⇀ u∗y∗2F (y∗1, y
∗
2)

et
vn(yin)2 ⇀ v∗(y∗i )

2 dans L2([0, T ], L2(Ω)).
Maintenant, on doit prouver que (y∗1, y

∗
2, u∗, v∗) véri�e le problème

(3.8)
on a∫
Q

∂y1n

∂t
φdtdx =

∫
Q
α1∆y1nφ+ry1n(1−y1n

k
vn)φdtdx−

∫
Q
uny2nF (y1n, y2n)φdtdx,

avec φ ∈ C∞0 (Q).
On fait tendre n vers ∞, on obtient∫
Q

∂y∗1
∂t

φdtdx =

∫
Q
α1∆y∗1φ+ ry∗1(1− y∗1

k
v∗)φdtdx−

∫
Q
u∗y∗2F (y∗1, y

∗
2)φdtdx.

De même pour la deuxième équation∫
Q

∂y2n

∂t
φdtdx =

∫
Q
α2∆y2nφdtdx+

∫
Q
y2n[−d+ cunF (y1n, y2n)]φdtdx,

avec φ ∈ C∞0 (Q).
On fait tendre n vers ∞, on obtient

∫
Q

∂y∗2
∂t

φdtdx =

∫
Q
α2∆y∗2φdtdx+

∫
Q
y∗2[−d+ cu∗F (y∗1, y

∗
2)]φdtdx,

avec φ ∈ C∞0 (Q).

On sait que

d = inf
U
J(u, v) = lim

n→∞
J(un, vn),

J(un, vn) = −
∫

Ω
[l1y1n(T, x)+l2y2n(T, x)]dx−

∫ T

0

∫
Ω

[k1y1n(t, x)+k2y2n(t, x)]dtdx,

On fait tendre n vers ∞, on trouve

lim
n→∞

J(un, vn) = −
∫

Ω
[l1y
∗
1(T, x)+l2y

∗
2(T, x)]dx−

∫ T

0

∫
Ω

[k1y
∗
1(t, x)+k2y

∗
2(t, x)]dtdx.

D'où limn→∞ J(un, vn) = J(u∗, v∗) = d.
On conclut que (u∗, v∗) est un contrôle optimal correspondant a la solution
d'état (y∗1, y

∗
2).
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3.3 Les conditions nécessaires d'optimalité

Soit y∗ = (y∗1, y
∗
2) solution de (3.2) correspondant au contrôle optimal

(u∗, v∗). Pour obtenir les conditions d'optimalité, on dérive la solution d'état
par rapport au contrôle puis on dérive la fonctionnelle objective par rapport
au contrôle.
Soit J la fonctionnelle objective et L et ψ les fonctions{

L(y) = −k1y1 − k2y2

ψ(y)(T, .) = (−l1y1 − l2y2)(T, .),

alors, J(y) =
∫

Ω ψ(y)(T, x)dx+
∫
Q L(y)(t, x)dtdx.

On réécrit le système (3.2)-(3.3) sous la forme
y′(t)−Ay(t) = F (y, u, v)

y(0, x) =

(
y0

1

y0
2

)
∂y

∂n
= 0

A

(
y1

y2

)
=

(
α1∆y1

α2∆y2

)
, (3.11)

D(A) = { y =

(
y1

y2

)
∈ H2(Ω)2,

∂y1

∂n
=
∂y2

∂n
= 0 dans ∂Ω}, (3.12)

Le système adjoint est de la forme (voir[1]){
p′(t) +A∗p(t) = −F ∗y (y∗, u∗, v∗)p+ Ly(y

∗),

p(T ) = −∇ψ(y∗)(T ).
(3.13)

A∗ est l'opérateur adjoint de A et F ∗y = (
∂f

∂y
)t, où t représente la transposée.

On remplace dans (3.13), on obtient

∂p1

∂t
= −α1∆p1 + rp1 + 2

rv∗

k
y∗1p1 − k1 + u∗y∗2

∂F

∂y1
(y∗1, y

∗
2)(p1 − cp2) dans Q,

∂p2

∂t
= −α2∆p2 + dp2 − k2 + u∗(p1 − cp2)[F (y∗1, y

∗
2) + y∗2

∂F

∂y2
(y∗1, y

∗
2)] dans Q,

∂p1
∂n (t, x) = ∂p2

∂n (t, x) = 0, sur (0, T )× ∂Ω,
p1(T, x) = l1, p2(T, x) = l2 pour x ∈ Ω.

(3.14)

Commençons par monter l'existence des solutions de ce problème.
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Proposition 3.3.1 Si (y∗1, y
∗
2, u
∗, v∗) est la solution optimal du problème

(3.2)-(3.6), alors le système adjoint(3.22) admet une unique solution p =
(p1, p2) ∈ H1([0, T ], H), avec p1, p2 ∈ L∞([0, T ], H1(Ω)) ∪ L2([0, T ], H2(Ω))
et p1, p2 ∈ L∞(Q).

Preuve.

On fait un changement de variable, on pose s = T − t et q = (q1, q2) tel
que qi(s, x) = pi(T − s, x) = pi(t, x), (t, x) ∈ Q, i = 1, 2. Le problème (3.22)
devient

∂q1

∂s
=
∂q1

∂s
(T − s, x) = α1∆q1 − rq1 − 2

rv∗

k
y∗1q1 + k1 − u∗y∗2

∂F

∂y1
(y∗1, y

∗
2)(q1 − cq2)

∂q2

∂s
=
∂q2

∂s
(T − s, x) = α2∆q2 − dq2 + k2 − u∗(q1 − cq2)[F (y∗1, y

∗
2) + y∗2

∂F

∂y2
(y∗1, y

∗
2)]

∂q1
∂n = ∂q2

∂n (t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω = Σ
q1(0, x) = l1, q2(0, x) = l2.

(3.15)
Montrons que f = (f1, f2) est Lipschitz continue de [0, T ] × L2(Ω)2 →

L2(Ω)2,
où

f1(t, q) = −rq1 − 2
rv∗

k
y∗1q1 + k1 − u∗y∗2

∂F

∂y1
(y∗1, y

∗
2)(q1 − cq2),

f2(t, q) = dq2 − k2 + u∗(q1 − cq2)[F (y∗1, y
∗
2) + y∗2

∂F

∂y2
(y∗1, y

∗
2)].

Soient q = (q1, q2) et q′ = (q′1, q
′
2),

||f1(q1, q2)− f1(q′1, q
′
2)||L2(Ω) = ||r(q1 − q′1)− 2

rv∗

k
y∗1(q1 − q′1)−

u∗y∗2
∂F

∂y1
(y∗1, y

∗
2)[(q1 − cq2)− (q′1 − cq′2)]||L2(Ω).

En utilisant (ii) et comme (y∗1, y
∗
2) ∈ L∞(Ω)2 et (u∗, v∗) ∈ U , on trouve

||f1(q1, q2)− f1(q′1, q
′
2)||L2(Ω) ≤ k(||q1 − q′1||L2(Ω) + ||q2 − q′2||L2(Ω)).

Par la même méthode, on obtient

||f2(q1, q2)− f2(q′1, q
′
2)||L2(Ω) =≤ k1(||q1 − q′1||L2(Ω) + ||q2 − q′2||L2(Ω)),

donc f = (f1, f2) est lipschitzienne et comme A : D(A)×D(A)→ L2(Ω)×
L2(Ω) est le générateur d'un C0 semi-groupe, le théorème 1 implique que le
problème (3.15) admet une unique solution q ∈ L2([0, T ], D(A)).La preuve
est terminée.
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Soit y∗ = (y∗1, y
∗
2) la solution d'état correspondante au contrôle (u∗, v∗)

et yε = (yε1, y
ε
2) la solution correspondante au contrôle (uε, vε) où

uε = u∗ + ε + u0, v
ε = v∗ + ε + v0 pour (u0, v0) ∈ L2(Q)2 choisi tel que

(uε, vε) ∈ U .
On pose zεi = (yεi , y

∗
i )/ε, on obtient



∂zε1
∂t

= α1∆zε1 + (r − r

k
v∗(yε1 + y∗1)− u∗y∗2

F (yε1, y
ε
2)− F (y∗1, y

∗
2)

yε1 − y∗1
)zε1−

−u∗[F (yε1, y
ε
2) + y∗2

F (y∗1, y
ε
2)− F (y∗1, y

∗
2)

yε1 − y∗1
]zε2 −

r

k
v0(yε1)2 − u0y

ε
2F (yε1, y

ε
2)

∂zε2
∂t

= α2∆zε2 + cu∗y∗2
F (yε1, y

ε
2)− F (y∗1, y

∗
2)

yε1 − y∗1
zε1 + [−d+ cu∗F (yε1, y

ε
2)+

+cu∗y∗2
F (yε1, y

ε
2)− F (y∗1, y

∗
2)

yε2 − y∗2
]zε2 + cu0y2εF (yε1, y

ε
2)pour (t, x) ∈ Q,

∂zε1
∂n

(t, x) =
∂zε2
∂n

(t, x) = 0, (t, x) ∈ Σ,

zε1(0, x) = zε2(0, x) = 0, x ∈ Ω.
(3.16)

Par le même raisonnement précédent, on trouve que ce problème admet
une unique solution (zε1, z

ε
2) qui est bornée dans Q.

Proposition 3.3.2 . les limites de zi = limε→0
yεi − y∗i

ε
existent dans L2(Q),

i = 1, 2, de plus, elles véri�ent le problème suivant :

∂z1

∂t
= α1∆z1 + [r − 2

r

k
v∗y∗1 − u∗y∗2

∂F

∂y1
z1−

−u∗[F (y∗1, y
∗
2) + y∗2

∂F

∂y2
]z2 −

r

k
v0(y∗1)2 − u0y

∗
2F (yε1, y

ε
2)

∂z2

∂t
= α2∆z2 + cu∗y∗2

∂F

∂y1
z1 + [−d+ cu∗F (y∗1, y

∗
2)+

+cu∗y∗2
∂F

∂y2
]z2 + cu0y

∗
2F (y∗1, y

∗
2) pour (t, x) ∈ Q,

∂z1
∂n (t, x) = ∂z2

∂n (t, x) = 0, (t, x) ∈ Σ,
z1(0, x) = z2(0, x) = 0, x ∈ Ω.

(3.17)

De plus, z1, z2 ∈ L2([0, T ], H2(Ω))∪L∞([0, T ], H1(Ω)) et z1, z2 ∈ L∞(Q).

Preuve

Soient A l'opérateur dé�nie par (3.11)-(3.12), Zε = (zε1, z
ε
2)T ,

M ε =

(
M11 M12

M21 M22

)
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N ε =

(− r
k
v0(yε1)2 − u0y

ε
2F (yε1, y

ε
2)

cu0y2εF (yε1, y
ε
2)

)

avec 

M11 = r − r

k
v∗(yε1 + y∗1)− u∗y∗2

F (yε1, y
ε
2)− F (y∗1, y

∗
2)

yε1 − y∗1
M12 = −u∗F (yε1, y

ε
2) + y∗2u

∗F (y∗1, y
ε
2)− F (y∗1, y

∗
2)

yε1 − y∗1
M21 = u∗y∗2

F (yε1, y
ε
2)− F (y∗1, y

∗
2)

yε1 − y∗1
M22 = −d+ cu∗F (yε1, y

ε
2) + cu∗y∗2

F (yε1, y
ε
2)− F (y∗1, y

∗
2)

yε2 − y∗2
.

Alors le problème (3.16) peut s'écrire sous la forme du problème de Cauchy
suivant

∂Zε

∂t
= A(Zε) +M εZε +N ε, t ∈ (0, T ), Zε(0) = 0. (3.18)

On a 

∂yε1
∂t

= α1∆yε1 + ryε1(1− yε1
k
vn)− unyε2F (yε1, y

ε
2),

≤ α1∆y1ε1 + ryε1,
∂yε1
∂n

= 0, (t, x) ∈ Σ,

yε1(0, x) = y0
1(x), x ∈ Ω.

∂yε2
∂t

= α2∆yε2 + yε2[−d+ cunF (yε1, y
ε
2)],

≤ α1∆y1ε1 + dm1y
ε
1,

∂yε2
∂n

= 0, (t, x) ∈ Σ,

y2ε(0, x) = y0
1(x), x ∈ Ω.

On applique le principe de comparaison, on déduit que 0 ≤ yε1 ≤ Y1(t, x),
0 ≤ yε2 ≤ Y2(t, x), ∀(t, x) ∈ Q, où Y1 et Y2 véri�ent les problèmes



∂Y1

∂t
= α1∆Y1 + rY1,

∂Y1

∂n
= 0, (t, x) ∈ Σ,

Y1(0, x) = Y 0
1 (x), x ∈ Ω.
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

∂Y2

∂t
= α1∆Y2 + dm1Y1,

∂Y2

∂n
= 0, (t, x) ∈ Σ,

Y2(0, x) = Y 0
1 (x), x ∈ Ω.

Cela implique que yε1, y
ε
2 sont bornées dans Q. On remarque aussi queM ε

, N ε sont aussi bornées uniformément par rapport a ε.
Soit {S(t), t ≥ 0} le C0- semi groupe généré par A, comme S(t)(0) = 0,

la solution de (3.18) est donnée par

Zε(t) =

∫ t

0
S(t− s)M ε(s)Zε(s)ds+

∫ t

0
S(t− s)N ε(s)ds. (3.19)

D'où

||Zε||L2(Ω) = ||
∫ t

0
S(t− s)M ε(s)Zε(s)ds+

∫ t

0
S(t− s)N ε(s)ds||L2(Ω)

≤
∫ t

0
||S(t− s)M ε(s)Zε(s)||L2(Ω)ds+

∫ t

0
||S(t− s)N ε(s)||L2(Ω)ds.

Comme S(t) est linéaire et continue et S(t − s) ≤ Mem(t−s) ( voir prélimi-
naire), on obtient

||Zε||L2(Ω)2 ≤ c(
∫ t

0
||M εZε||L2(Ω)2ds+

∫ t

0
||N ε||L2(Ω)2ds).

Comme M ε ∈ L∞(Q) et N ε est bornée, on trouve

||Zε||L2(Ω)2 ≤ c1

∫ t

0
||Zε||L2(Ω)2ds+ c2.

Par l'inégalité de Gronwall, on trouve

||Zε||L2(Ω)2 ≤ c.

On intègre entre 0 et T, on obtient

||Zε||L2(Q)2 ≤ c.

Donc, on a prouvé que zε1 et zε2 sont bornées dans L2(Q) uniformément par

rapport a ε.On a alors ||yεi − y∗i ||L2(Q)2 = ε||zεi ||L2(Q)2
ε→0−−→ 0, on déduit que
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yεi → y∗i dans L2(Q), pour i = 1, 2.
On peut écrire le système (3.17) sous la forme suivante :

∂Z

∂t
= A(Z) +MZ +N, t ∈ (0, T ), Z(0) = 0,

avec

M =

r −
r

k
v∗y∗1 − u∗y∗2

∂F (y∗1, y
∗
2)

∂y1
−u∗F (y∗1, y

∗
2) + y∗2u

∗∂F (y∗1, y
∗
2)

∂y1

u∗y∗2
∂F (y∗1, y

∗
2)

∂y1

−d+ cu∗F (y∗1, y
∗
2) + cu∗y∗2

∂F (y∗1, y
∗
2)

∂y1


et

N =

(− r
k
v0(y∗1)2 − u0y

∗
2F (y∗1, y

∗
2)

cu0y∗2F (y∗1, y
∗
2)

)
La solution de ce système est donnée par

Z(t) =

∫ t

0
S(t− s)M(s)Z(s)ds+

∫ t

0
S(t− s)N(s)ds. (3.20)

De (3.20) de (3.18), on trouve

Zε(t)− Z(t) =

∫ t

0
S(t− s)M ε(s)[Zε(t)− Z(t)]ds+

+

∫ t

0
S(t− s)N ε(s)−N(s) + [M ε(s)−M(s)]Z(s)ds.

Comme S(t) est linéaire, on trouve

||Zε(t)− Z(t)||L2(Ω)2 ≤
∫ t

0
||S(t− s)||L2(Ω)2 ||M ε(s)[Zε(t)− Z(t)]||L2(Ω)2)ds+

+

∫ t

0
||S(t− s)||L2(Ω)) ||{N

ε(s)−N(s) + [M ε(s)−M(s)]Z(s)}||L2(Ω)2)ds.

Par la même méthode précédente, on obtient

||Zε(t)− Z(t)||L2(Ω)2 ≤ c
∫ t

0
||M ε(s)||L∞(Q)||Zε(t)− Z(t)||L2(Ω)2 +

∫ t

0
||N ε(s)−N(s)||L2(Ω)2+

+||M ε(s)−M(s)||L∞(Ω)2 ||Z(S)||L2(Ω)2 .

Puisque ||M ε −M ||L2(Q) → 0 et ||N ε −N ||L2(Q) → 0, on trouve

||Zε(t)− Z(t)||L2(Ω)2 ≤ c
∫ t

0
||Zε(t)− Z(t)||L2(Ω)2ds+ c1.
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L'inégalité de Gronwall implique

||Zε(t)− Z(t)||L2(Q)2 ≤ c.

Conclusion
zεi −−→ε→0

zi dans L
2(Q)2, i = 1, 2.

Théorème 3.3 Si (y∗1, y
∗
2, u
∗, v∗) est une solution optimal de (3.2)-(3.6),

alors il existe p = (p1, p2) ∈ H1([0, T ], H) tel que le système optimal (y∗1, y
∗
2, u
∗, v∗, p1, p2)

satisfait le système d'optimalité suivant :

∂y∗1
∂t

= α1∆y∗1 + ry∗1(1− y∗1
k
v)− uy∗2F (y∗1, y

∗
2),

∂y∗2
∂t

= α2∆y∗2 + y∗2[−d+ cuF (y∗1, y
∗
2)],

∂y∗1
∂n

(t, x) =
∂y∗2
∂n

(t, x) = 0, (t, x) ∈ Σ,

y1(0, x) = y0
1(x), y2(0, x) = y0

2(x), x ∈ Ω.

(3.21)



∂p1

∂t
= −α1∆p1 + rp1 + 2

rv∗

k
y∗1p1 − k1 + u∗y∗2

∂F

∂y1
(y∗1, y

∗
2)(p1 − cp2),

∂p2

∂t
= −α2∆p2 + dp2 − k2 + u∗(p1 − cp2)[F (y∗1, y

∗
2) + y∗2

∂F

∂y2
(y∗1, y

∗
2)],

∂p1
∂n (t, x) = ∂p2

∂n (t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω = Σ,
p1(T, x) = l1, p2(T, x) = l2 dans Ω.

(3.22)

u∗(t, x) = { 0 sip1 − cp2 > 0,
1 sip1 − cp2 < 0.

, v∗(t, x) = { 0 sip1 > 0,
1 sip1 < 0.

(3.23)

Preuve

On prend uε = u∗ + εu0, v
ε = v∗ + εv0 avec (u0, v0) ∈ L2(Q)2 tel que

0 ≤ u∗ + εu0 ≤ 1, 0 < v∗ + εv0 ≤ 1 sur [0, T ]. Soit y∗ = (y∗1, y
∗
2) la solution

d'état correspondante au contrôle (u∗, v∗) et yε = (yε1, y
ε
2) la solution corres-

pondante au contrôle (uε, vε) choisi tel que (uε, vε) ∈ U . Par dé�nition du
contrôle optimal, on a

J(u∗, v∗) ≤ J(uε, vε), ∀ε > 0.
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On divise par ε et passant a la limite quand ε→ 0, on obtient

1/ε[−
∫

Ω
[l1y
∗
1(T, x) + l2y

∗
2(T, x)]dx−

∫ T

0

∫
Ω

[k1y
∗
1(t, x) + k2y

∗
2(t, x)]dtdx+

+

∫
Ω

[l1y
ε
1(T, x) + l2y

ε
2(T, x)]dx+

∫ T

0

∫
Ω

[k1y
ε
1(t, x) + k2y

ε
2(t, x)]dtdx] ≥ 0.

D'où ∫
Q

[l1z1(T, x) + l2z2(T, x)]dx+

∫
Q

(k1z1 + k2z2)dtdx ≤ 0. (3.24)

On utilise p1 et p2 comme fonctions testes dans le système (3.17) et z1 zt z2

comme fonctions testes dans le système (3.22), on combine les deux équa-
tions, on obtient

∫
Q

(p1z1)′ + (p2z2)′dtdx = α1

∫
∂Ω

(p1
∂z1

∂n
− z1

∂p1

∂n
) + α2dtdx

∫
∂Ω

(p2
∂z2

∂n
− z2

∂p2

∂n
)dtdx−

− r
k

∫
Q
v0(y∗1)2dtdx+

∫
Q
u0y
∗
2F (y∗1, y

∗
2)(cp2 − p1)dtdx−

∫
Q

(k1z1 + k2z2)dtdx.

On utilise la formule de Green et (3.17)-(3.22), on trouve

∫
Ω

(l1z1 + l2z2)(T, x)dx+

∫
Q

(k1z1 + k2z2)(t, x)dtdx =

− r
k

∫
Q
v0(y∗1)2dtdx+

∫
Q
u0y
∗
2F (y∗1, y

∗
2)(cp2 − p1)dtdx.

D'après (3.24), on a

− r
k

∫
Q
v0(y∗1)2dtdx+

∫
Q
u0y
∗
2F (y∗1, y

∗
2)(cp2 − p1)dtdx ≤ 0. (3.25)

On prend u0, v0 tels que u0 = −u∗+ ũ0, v0 = −v∗+ ṽ0 avec (ũ0, ṽ0) ∈ U ,on
a par suite

〈−u∗ + ũ0, w1〉L2(Q) + 〈−v∗ + ṽ0, w2〉L2(Q) ≥ 0,

où 〈., .〉L2(Q) est le produit scalaire dans L
2(Q) et

w1(t, x) = y∗2F (y∗1, y
∗
2)(p1 − cp2), w2(t, x) =

r

k
p1(y∗1)2.
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On a donc ∫
Q

(−u∗ + ũ0)w1dtdx+

∫
Q

(−v∗ + ṽ0)w2dtdx ≥ 0.

Si on choisit ũ0 = 0, ṽ0 = v∗, on a alors
∫
Q−u

∗w1 ≥ 0, c'est a dire∫
Q u
∗y∗2F (y∗1, y

∗
2)(p1 − cp2) ≤ 0,

D'après (iii), si (p1− cp2) > 0, alors u∗ = 0 et si (p1− cp2) < 0, alors u∗ = 1.
Maintenant, on prend ũ0 = u∗ et ṽ0 = 0, on obtient∫
Q(−v∗ + a)

r

k
p1(y∗1)2dtdx ≤ 0.

Si p1 > 0, alors v∗ = a.
Si p1 < 0, alors v∗ = 1.
On conclut que (3.23) est véri�é.
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