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Abréviations & Notations

P(A) : La probabilité de l’évènement A.

E(X) : L’espérance mathématique de la variable aléatoire X.

I(A) : La fonction indicatrice de l’ensemble A.

Var(X) : La variance de la variable aléatoire X.

cov(X,Y) : La covariance entre les variables aléatoires X et Y .

|x| : Valeur absolue de la variable x.

[x] : Partie entière de x.

max(A) : Maximum de l’ensemble A.

min(A) : Minimum de l’ensemble A.

x+ : max(x,0).

x− : min(x,0).

Sn : La somme partielle des Xn pour n ≥ 1.

v.a : Variable aléatoire.

i.i.d : Indépendantes et identiquement distribuées.

p.s : Presque sûrement.

L.F.G.N : La loi forte des grands nombres.



Mots et phrases clés : Variables aléatoires indépendantes et deux à deux in-
dépendantes, sommes pondérées de variables aléatoires, intégrabilité uniforme, conver-
gence en probabilité, convergence presque sure.



Introduction

L’étude de la convergence en moyenne des sommes pondérées de variables aléa-
toires réelles porte une importance cruciale dans la théorie des probabilités et des
statistiques. Cette problématique s’inscrit au cœur de nombreuses applications pra-
tiques, allant de l’analyse des performances des systèmes complexes à la modélisation
des phénomènes aléatoires.

Le premier chapitre est consacré au rappel des principaux modes de convergences,
ainsi que la comparaison entre ces modes. Les deux lois fondamentales sont aussi
exposées dans cette partie du mémoire.

Dans le second chapitre, nous présentons d’abord les résultats du Pyke et Root,
ensuite nous exposons le théorème de Chatterji. Cette partie contient également les
résultats de Chow, ou la condition de l’uniforme intégrabilité est utilisée.

Nous terminerons ce chapitre par les résultats de Dharmadhikari et Sreehari,
où les variables aléatoires sont supposées former une suite de différence de martin-
gale.

La dernière partie de ce mémoire est consacrée aux principaux résultats de l’ar-
ticle Wang et Rao, où le problème de la convergence en probabilité des sommes
pondérées des variables aléatoires a été traitée sous des conditions convenables sur la
suite des poids.
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Chapitre 1

Convergence de suites de variables
aléatoires réelles

1.1 Introduction
Dans ce chapitre, on rappelle les principaux modes de convergence de suites

de variables aléatoires : convergence en loi, en probabilité, presque sûre et dans Lp,
en donnant les définitions, les propriétés, les plus importants théorèmes et quelques
applications . On s’intéresse aussi aux liens qui peuvent exister entre ces quatre modes
de convergence.

Notre deux principaux références pour ce chapitre est le livre A. Gut [1] et le
polycopié Boukhari [2].

1.2 Convergence presque sure :

Définition 1.2.1 : On dit qu’une suite de variables aléatoires {Xn, n ≥ 1}
converge presque sûrement vers une variable aléatoire X, si

P
{

ω ∈ Ω : lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)
}

= 1,

on note Xn
p.s→ X.

On montre souvent la convergence presque sûre en utilisant le lemme de Borel-
Cantelli suivant :
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Proposition 1.2.1 :(lemme de Borel-Cantelli )

Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires, si pour tout ε > 0
On a ∑

n≥1
P (|Xn − X| > ε) < ∞,

alors Xn converge presque sûrement vers X.

Exemple 1.2.1 : Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires réelles de loi
définies par :

P (Xn = 0) = 1 − 1
n2 et P (Xn = 1) = 1

n2 , n ≥ 1.

La suite {Xn, n ≥ 1} converge presque sûrement vers la variable aléatoire réelle
égale à 0. En effet si ε > 0, alors on peut considérer les deux cas suivants :

Premier cas : ε > 1.
Il est clair que dans ce cas, on a pour tout n ≥ 1.

P (|Xn − 0| ≥ ε) = P (Xn > ε) = 0.

Deuxième cas : 0 < ε ≤ 1.
Dans ce cas, on a

P (|Xn − 0| ≥ ε) = P (Xn ≥ ε) = P (Xn = 1) = 1
n2 ,

comme ∑n≥1
1

n2 < ∞ ou bien
∑
n≥1

P (|Xn − X| > ε) < ∞,

d’où Xn → 0 p.s d’après la proposition précédente.

Nous montrons aussi la convergence presque sure en utilisant la loi forte des
grands nombres.

Théorème 1.2.1 : Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes de même loi telle que E(X1) < ∞ alors on a

lim
n→∞

Sn

n

p.s→ E (X1) ,
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c.à.dire

P
(

lim
n→∞

Sn

n
= E (X1)

)
= 1.

1.3 Convergence en probabilité :

Définition 1.3.1 : On dit qu’une suite de variables aléatoires {Xn, n ≥ 1}
converge en probabilité vers une variable aléatoire X, si

∀ε > 0, lim
n→+∞

P (|Xn − X| ≥ ε) = 0,

on note Xn
P→ X.

Afin de déterminer la convergence en probabilité, nous employons la loi faible
des grands nombres.

Théorème 1.3.1 : Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires réelles i.i.d
telle que E (X1 ) < ∞.

Alors pour tout ε > 0

lim
n→∞

Sn

n
P→ E (X1) ,

c.à.dire :

lim
n→∞

P
{∣∣∣∣Sn

n
− E (X1 )

∣∣∣∣ ⩾ ε
}

= 0.

Exemple 1.3.1 : Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires réelles de loi
définies par :

P (Xn = 0) = 1 − 1
n

et P (Xn = n) = 1
n

, n ≥ 1.

On a la suite {Xn, n ≥ 1} converge en probabilité vers la variable aléatoire réelle
0.
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En effet, soit ε > 0 :

P (|Xn| ≥ ε) =


1
n

si ε ≥ n,

0 si ε < n.

D’où :
P (|Xn| ≥ ε) ≤ 1

n
et lim

n→∞
P (|Xn| ≥ ε) = 0,

ce qui établit la convergence en probabilité de la suite {Xn, n ≥ 1} vers la variable
aléatoire réelle X égale à 0.

Proposition 1.3.1 : Soient {Xn, n ≥ 1} et {Yn, n ≥ 1} deux suites de variables
aléatoires réelles qui convergent en probabilité respectivement vers les variables X et
Y alors

1. Xn + Yn
P→ X + Y .

2. Xn − Yn
P→ X − Y .

3. XnYn
P→ XY .

4. Xn

Yn

P→ X
Y

à condition que Yn ̸= 0 et Y ̸= 0 p.s.

5. La limite en probabilité si elle existe est unique.

6. Continuité et convergence en probabilité,

(a) Soit f : R → R une fonction continue , alors on

Xn
P→ X ⇒ f (Xn) P→ f(X).

(b) Soit f : R→R une fonction bornée continue, alors on a

Xn
P→ X ⇒ E (f (Xn)) P→ E(f(X)).

1.4 Convergence des moments :

Définition 1.4.1 : Soit X une variable aléatoire réelle.

On dit que X est intégrable si E(|X|) < ∞.

On dit que X est de carré intégrable si E (|X|2) < ∞.

Si p ≥ 1, on dit que X est dans Lp(Ω) si E (|X|p) < ∞.
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Définition 1.4.2 : Soit la suite de variables aléatoires réelles {Xn, n ≥ 1} converge
vers X dans Lp.

On dit que :
1. Pour p = 1, (Xn) converge dans L1 (en moyenne) vers une variable aléatoire réelle
X si :

lim
n→∞

E (|Xn − X|) = 0,

et on note Xn
L1
→ X.

2. Pour p = 2, (Xn) converge dans L2 (en moyenne quadratique) vers une variable
aléatoire réelle X si :

lim
n→∞

E
(
|Xn − X|2

)
= 0,

et on note Xn
L2
→ X.

3. Pour p > 2, (Xn) converge dans LP (en moyenne d’ordre p ) vers une variable
aléatoire réelle X si :

lim
n→∞

E
(
|Xn − X|P

)
= 0,

et on note Xn
Lp

→ X.

Exemple 1.4.1 : Considérons la suite de variables aléatoires {Xn, n ≥ 1} où
chaque variable Xn prends les valeurs 0 et 1 avec les probabilités respectives 1 − e−n

et e−n, alors la suite {Xn, n ≥ 1} converge vers 0 en moyenne.
En effet si n ≥ 1, alors Dans ce cas, il est clair que pour tout n ≥ 1,

E (|Xn − 0|) = E (Xn) = e−n −→ 0,

lorsque n → +∞.

1.5 L’uniforme intégrabilité

Définition 1.5.1 : Soit T un ensemble non vide. la famille {Xt, t ∈ R} de va-
riables aléatoires réelles, est dite uniformément intégrable si

lim
α→∞

sup
t∈T

∫
{|Xt|>α}

|Xt| dP = 0.
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Parfois il peut être difficile de vérifier directement l’uniforme integrabilité. Voici
quelques théorèmes.

Théorème 1.5.1 : Soient X1, X2, . . . des variables aléatoires et supposons que

sup
n

E |Xn|p < ∞ pour p > 1,

alors {Xn, n ≥ 1} est U.I. Preuve : On a pour tout p > 1.

E|Xn|I{|Xn| > α} ≤ α1−pE|Xn|pI{|Xn| > α} ≤ α1−pE|Xn|p

≤ α1−p sup
n

E |Xn|p → 0 quand α → ∞.

Donc {|Xn|p , n ≥ 1} est U.I. pour p > 1.

Théorème 1.5.2 : Soient X1, X2, . . . des variables aléatoires et supposons que

|Xn| ≤ Y p.s, ∀n ≥ 1,

où Y est une variable aléatoire positive et intégrable. Alors {Xn, n ≥ 1} est U.I.

Théorème 1.5.3 : Soient X1, X2, . . . des variables aléatoires, sachant que

|Xn| ≤ Yn p.s, ∀n ≥ 1,

où Y1, Y2, . . . sont des variables aléatoires positives intégrables. Si {Yn, n ≥ 1} est U.I,
alors {Xn, n ≥ 1} l’est aussi.

Théorème 1.5.4 : Si {Xn, n ≥ 1} et {Yn, n ≥ 1} sont U.I, alors {Xn + Yn n ≥ 1
est U.I.
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La relation entre l’uniforme intégrabilité et les différents modes de
convergence.

Théorème 1.5.5 : Soit {Xn, n ≥ n} une suite de variables aléatoires. On sup-
pose que Xn

P→ X lorsque n −→ ∞ et soit p > 0, on a l’équivalence entre :

1. {|Xn|p , n ≥ 1} est U.I.

2. Xn
Lp

→ X lorsque n −→ ∞.

3. E |Xn|p −→ E|X|p lorsque n −→ ∞.

Théorème 1.5.6 : Supposons que {Xn, n ≥ n} convergence vers X en probabi-
lité, alors on a l’équivalence entre :

1. {Xn, n ≥ 1} converge vers X dans L1.

2. {Xn, n ≥ 1} est uniformément intégrable.

3. {Xn, n ≥ 1} est une suit dans L1, et X ∈ L1, et E |Xn| −→ E|X|.

Théorème 1.5.7 : Pour p ≥ 1 et {Xn, n ≥ 1} une suite de variable aléatoire
dans Lp, on a l’équivalence entre :

1. {Xn, n ≥ 1} converge dans Lp.

2. {Xn, n ≥ 1} est une suite de Cauchy dans Lp, c’est à dire

E |Xm − Xn|pn,m→∞ −→ 0.

3. {Xn, n ≥ 1} converge en probabilité et {Xp
n} est uniformément intégrable.

1.6 Liens entre les différents modes de conver-
gence :

Liens entre convergence presque sûre et convergence en probabilité

Proposition 1.6.1 : Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires réelles,
alors
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1. Si {Xn, n ≥ 1} converge presque sûrement vers X alors elle converge en pro-
babilité vers X.

2. Il existe une suite {Xn, n ≥ 1} qui converge en probabilité mais qui ne converge
pas presque sûrement.

3. Si {Xn, n ≥ 1} converge en probabilité vers X alors il existe une suite de
nombres naturels positifs {mn, n ≥ 1} strictement croissante, telle que la sous-suite
{Xmn , n ≥ 1} converge presque sûrement vers X.

Remarque 1.6.1 : la convergence en probabilité seule n’implique pas la conver-
gence presque sûre.

Exemple 1.6.1 :

Soit la suite de variables aléatoires indépendantes {Xn, n ≥ 1} où chaque variable
Xn prend les valeurs 0 et 1 avec les probabilités respectives 1 − 1

n
et 1

n
.

On a vu dans l’exemple (1.3.1) que cette suite converge en probabilité vers 0,
cependant si 0 < ε < 1, alors

∑
n≥1

P (|Xn − 0| ≥ ε) < ∞ =
∑
n≥1

P(Xn = 1) =
∑
n≥1

1
n

= +∞,

la suite {Xn, n ≥ 1} ne peut pas converger vers 0 presque sûrement.

Liens entre convergence dans Lp et convergence en probabilité

Proposition 1.6.2 : Soient p, q ∈ [1, +∞ [ tels que q ≥ p .

1. Si une suite {Xn, n ≥ 1} converge vers X dans Lq alors elle converge vers X

dans Lp .

2. Si la suite {Xn, n ≥ 1} converge vers X dans Lq , alors {Xn, n ≥ 1} converge
en probabilité vers X.

Théorème 1.6.1 : Si la suite {Xn, n ≥ 1} convergence vers X en probabilité et
U.I. , alors (Xn) converge dans L1.

Remarque 1.6.2 : La réciproque est fausse :la convergence en probabilité seule
n’implique pas la convergence. En effet :
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Exemple 1.6.2 : Soit {Xn, n ≥ 1} la suite de variables aléatoires où chaque
variable Xn prend les valeurs 0 et n avec les probabilité respectives 1 − 1

n
et 1

n
.

Il n’est pas difficile de vérifier que cette suite converge en probabilité vers 0.
D’autre part

E (|Xn − 0|) = E (Xn) = 1,

ainsi la suite {Xn, n ≥ 1} ne converge pas en moyenne.

Pour récapituler , on a :

La convergence p.s. ⇒ la convergence en probabilité.
La convergence en moyenne ⇒ la convergence en probabilité.
La convergence en probabilité ⇒ la convergence p.s. pour une sous-suite.
La convergence en probabilité ⇒ la convergence dans L1 si la suite est U.I.
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Chapitre 2

La convergence des sommes
partielles dans Lp

2.1 Introduction :
Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires, on pose Sn = ∑n

1 Xk pour
n ≥ 1, et n ≤ k ≤ 1

Pyke et Root [10], Chatterji [3]et Chow [4] ont prouvé que E |Sn − bn|r = o(n),
quand 0 < r < 2 et {bn} est correctement choisi, sous des hypothèses de plus en plus
faibles.

2.2 Le résultat de Pyke et Root :

Théorème de Marcinkiewicz 2.2.1 : Soient 0 < r < 2, et {Xn, n ≥ 1} est
une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. avec E |X1|r < ∞,

supposons aussi que EX1 = 0 lorsque 1 ≤ r < 2. Alors

Sn

n1/r

p.s→ 0 quand n → ∞.

Inversement, si Sn

n1/r

p.s→ 0 quand n → ∞, alors E |X1|r < ∞, et EX1 = 0 si
r ≥ 1.
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Pyke et Root ont renforcé théorème de Marcinkiewicz en Lr prouvant que si les
Xn sont i.i.d. avec E |X1|r < ∞, alors E |Sn − bn|r = o(n), où bn = 0 ou E (Sn) selon
r < 1 ou r ⩾ 1.

Théoreme 2.2.2 : Soient X1, X2, · · · , Xn des variables indépendantes et iden-
tiquement distribuées.

Pour chaque r ∈ (0, 2) les assertions suivantes sont équivalentes :

E |X1|r < ∞, avec (EX1 = 0 si r ≥ 1 ).
Sn

n1/r

p.s→ 0.

E |Sn|r = o(n).
Sn

n1/r

Lr

→ 0.

2.3 Le résultat de Chatterji :
Chatterji a prouvé une version renforcée de la même manière pour les martingales

qui est une généralisation du Théorème de Marcinkiewicz.

Il a supposé que les Xn sont stochastiquement dominés par une variable aléatoire
X avec E|X|r < ∞ et où {bn} est convenablement modifié lorsque r ⩾ 1.

Le théorème de Chatterji contient celui de Pyke et Root et est prouvé en utilisant
une forme raffinée de l’inégalité de Minkowski due à Esseen et Von Bahr[7] qui est
énoncée comme Théorème (2.3.1).

L’inégalité de Minkowski

Théoreme 2.2.1 :

Si E (Xk | X1 + · · · + Xk−1) = 0 (en particulier si Xk est une suite de différence
de martingale) pour 2 ≤ k ≤ n et Xk ∈ Lr, 1 ≤ r ≤ 2 alors :

E
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
r

≤ α
n∑

k=1
E |Xk|r .

où α ≤ 22−r < 2.
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Lemme 2.3.1 : Soit 1 < r < 2.

On a l’inégalité élémentaire

|a + b|r ≤ |a|r + r|a|r−1 · s(a)b + α|b|r

pour les nombres réels a, b(s(a) = signe de a).

Cette inégalité découle du fait que

α = sup
x

{|1 + x|r − 1 − rx} /|x|r

est définitif.

Preuve de l’inégalité :

(a) pour r = 1 : E |X1 + X2| ⩽ E |X1| + αE |X2|.

(b) pour r = 2 : E |X1 + X2|2 ⩽ E |X1|2 + αE |X2|2.

(c) pour 1 < r < 2 : d’après l’inégalité précédente

E |X1 + X2|r ⩽ E |X1|r + rE |X2|r−1 s(E(X1))E(X2) + αE |X2|r .

On a
E(|X2|r−1 s(E(X1)X2) = EE(|X2|r−1 s(E(X1))X2/F1)

= E((|X2|r−1 s(E(X1))E(X2/F1))

on sait que E(X2/F1) = 0 donc

E |X1 + X2|r ⩽ E |X1|r + αE |X2|r

.

Théorème 2.3.2 : Soient {Xn, n ≥ 1} et X des variables réelles telles que :

X ∈ Lr, 0 < r < 2, r ̸= 1 et P (|Xn| ≥ x) ≤ P(|X| ≥ x), 0 ≤ x < ∞ ou

X ∈ L1 et P (|Xn| ≥ x | X1 · · · Xn−1) ≤ P (|X| ≥ x | X1 · · · Xn−1) p.s.
Alors

lim
n

n−1/r
n∑

k−1
(Xk − bk) = 0 p.s. et dans Lr,

où bk = 0 si 0 < r < 1 et bk = E (Xk | X1 · · · Xk−1) si 1 ≤ r < 2.
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Preuve :

La condition P (|Xn| ≥ x) ≤ P(|X| ≥ x) avec X ∈ Lr implique que
Xn ∈ Lr, supn E |Xn|r ≤ E|X|r et

(a)
∞∑

n=1
P (An) < ∞,

où An =
{
|Xn| ≥ n1/r

}
,

(b)
∑

n

n−1/rE |Xn| IBn < ∞ pour 0 < r < 1, Bn =
{
|Xn| < n1/r

}
,

∑
n

n−1/rE |Xn| IAn < ∞ pour 1 < r < 2,

lim
n→∞

E |Xn| IAn = 0 pour r = 1,

(c)
∑

n

n−2/rE |Xn|2 IBn < ∞.

La preuve de (a)-(c) est standard et dépend uniquement de la domination de |X|
sur |Xn|. Nous mettons gn = Xn · IBn , hn = Xn − gn. Dans le cas 0 < r < 1.

Dans l’identité
∑

n−1/rXn =
∑

n−1/r (gn − βn) +
∑

n−1/rhn +
∑

n−1/rβn

quand βn = E (gn | X1 · · · Xn−1), le premier terme du côté droit converge p.s. et
dans L2 (et donc dans Lr, r < 2 ) à cause de (c) et le théorème de martingale

Le deuxième terme converge p.s. puisque par (a) hn = 0 pour n .

Le troisième terme converge p.s, et dans L1 (et donc dans Lr, r < 1 ) car

∑
n−1/rE |βn| ≤

∑
n−1/rE |gn| =

∑
n−1/rE |Xn| IBn < ∞ par (b).

Utilisons maintenant l’identité

n−1/r
n∑
1

Xk = n−1/r
n∑
1

(gk − βk) + n−1/r
n∑
1

hk + n−1/r
n∑
1

βk
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Nous voyons que la preuve sera complète si nous pouvons montrer que le deuxième
terme à droite converge dans Lr c’est-à-dire

n−1E
∣∣∣∣∣

n∑
1

hk

∣∣∣∣∣
r

→ 0 qunad n → ∞.

pour 0 < r < 1

n−1E
∣∣∣∣∣

n∑
1

hk

∣∣∣∣∣
r

≤ n−1
n∑
1
E |hk|r → 0 quand n → ∞

comme

lim
k→∞

E |hk|r = lim
k→∞

E |Xk|r IAk
≤ lim

k→∞
E |X|r I|X|≥k1/r = 0

.

Considérons maintenant le cas 1 < r < 2.
Dans l’identité

∑
n−1/r (Xn − αn) =

∑
n−1/r (gn − βn) +

∑
n−1/r (hn + βn − αn)

le premier terme à droite converge p.s et dans L2 comme avant et le second
converge p.s et dans L1 puisque βn − αn = E (−hn | X1 · · · Xn−1) et

∑
n−1/rE |hn + βn − αn| ≤ 2

∑
n−1/rE |hn| = 2

∑
n−1/rE |Xn| IAn < ∞

par (b). En argumentant comme précédemment, la preuve sera complétée en
montrant que

n−1/r
n∑
1

(hk + βk − αk) → 0 dans Lr

i.e. n−1E
∣∣∣∣∣

n∑
1

(hk + βk − αk)
∣∣∣∣∣
r

→ 0 qand n → ∞.

on utilisons le lemme précédant

hk + βk − αk est une suite de différence de martingale
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n−1E
∣∣∣∣∣

n∑
1

(hk + βk − αk)
∣∣∣∣∣
r

≤ 2n−1
n∑
1
E |hk + βk − αk|r

≤ 2rn−1
n∑
1

{E |hk|r + E |βk − αk|r}

≤ 2r+1n−1
n∑
1
E |hk|r → 0

quand n → ∞, limk→∞ E |hk|r ≤ limk→∞ E|X|rI|X| ≥ k1/r=0.

La preuve pour r = 1 est la même que précédemment à un petit détail . Dans
l’identité

n−1
n∑
1

(Xk − αk) = n−1
n∑
1

(gk − βk) + n−1
n∑
1

(hk + βk − αk)

Le premier terme à droite converge p.s. et dans L2 vers 0 comme avant et le
second converge vers 0 dans L1 puisque E |hk + βk − αk| ≤ 2E |hk| → 0 par (b)

Nous devons simplement garantir la convergence p.s du deuxième terme. Puisque
hk → 0 p.s. par (a), il suffira de montrer que lim (βk − αk) = 0 p.s.

Nous utilisons l’hypothèse la plus forte formulée pour le cas r = 1.

Nous montrerons que si

δk = E (|hk| | X1 · · · Xk−1)

puis δk → 0 p.s. ce qui est certainement suffisant. Un simple calcul montre
que

δk ≤ 2E (Xk | X1 · · · Xk−1)

où Xk = |X| · 1{|X|≧k}. En utilisant le fait que Xn+1 ≤ Xn on voit que

E (Xk | X1 · · · Xk−1) est une martingale positive. En effet

E (Xn | X1 · · · Xn−1) ≥ E (Xn+1 | X1 · · · Xn−1)
= E (E (Xn+1 | X1 · · · Xn) | X1 · · · Xn−1)

Puisque toute martingale positive converge p.s. limk→∞ E (Xk | X1 · · · Xk−1) = X

existe



17

Mais EX ≤ limk→∞ EXk = limk→∞ E|X|I|X|≥k} = 0 de sorte que X étant non
négatif doit être nul p.s.

D’où lim δk = 0 p.s. Le théorème est donc complètement prouvé.

2.4 Le résultat de Chow :
Chow a prouvé le résultat de Chatterji sous l’hypothèse {|Xn|r , n ≥ 1} est uni-

formément intégrable, le résultat suivant affaiblit la condition de domination de [3] à
l’uniformement integrabilité.

Théoreme 2.4.1 : Soit {|Xn|r , n ≥ 1} est une suite de variables aléatoires U.I.
pour certains 0 < r < 2.

E |Sn − bn|r = o(n),

pour n → ∞, où bn = 0 si 0 < r < 1, et bn = ∑n
1 E (Xk | X1, · · · , Xk−1) si

1 ≤ r < 2.

Preuve :

Définissons Yk = Xk si 0 < r < 1 et Yk = Xk − E (Xk | X1, · · · , Xk−1) pour
1 ≤ r < 2.

nous remarquons que si {|Xn|r , n ≥ 1} est uniformément intégrable,
(E (|Xn|r | X1, · · · , Xk−1) , n ≥ 1). Par conséquent {|Yn|r , n ≥ 1} est uniformément
intégrable.

Pour ε > 0, soit M > 0 pour que
∫

[|Yn|>M ] |Yn|r < ε pour tous n ≥ 1.
On pose

Yn
′ = YnI[|Yn|≤M ], Y ′′

n = Yn − Y ′
n.

(a) Si 0 < r < 1 :

E |Sn|r = E
∣∣∣∣∣

n∑
1

(Y ′
k + Y ′′

k )
∣∣∣∣∣
r

≤ E
(

n∑
1

|Y ′
k|
)r

+ E
(

n∑
1

|Yk
′′|
)r

≤ E
(

n∑
1

|Yk
′|
)r

+
n∑
1
E |Y ′′

k |r ≤ (nM)r + nε,

et donc E |Sn|r = o(n) quand n → ∞.
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(b) Si 1 < r < 2 :

Par inégalité de Burkholder , il existe une constante Ar > 0 satisfaisant

ArE
∣∣∣∣∣

n∑
1

Yk

∣∣∣∣∣
r

≤ E
(

n∑
1

Y 2
k

)r/2

, n ≥ 1.

Ainsi

ArE |Sn − an|r = ArE
∣∣∣∣∣

n∑
1

Yk

∣∣∣∣∣
r

≤ E
(

n∑
1

Y 2
k

)r/2

= E
{

n∑
1

(
Y ′2

k + Y ′′2
k

)}r/2

≤ E
(

n∑
1

Y ′2
k

)r/2

+ E
(

n∑
1

Y ′′2
k

)r/2

≤ E
(

n∑
1

Y ′2
k

)r/2

+ E
n∑
1

|Y ′′
k |r ≤

(
nM2

)r/2
+ nε.

Par conséquent E |Sn − bn|r = o(n) quand n → ∞.

2.5 Le résultat de Dharmadhikari et Sreehari :
Le but de Dharmadhikari et Sreehari est de donner une preuve assez élémentaire

du résultat de Chow dans des conditions plus faibles.

La preuve est une modification [6] de convergence moyenne dans la loi des grands
nombres pour les variables aléatoires i.i.d.

Théorème 2.5.1 : Soit 0 < r < 2. Soit {Xn, n ≥ 1} est une suite de variables
aléatoires vérifiant supn E |Xn|r < ∞.

Pour une suite {an} de constantes positives, on pose An = [|Xn| ≥ an] et on
suppose E (|Xn|r IAn) → 0, si

— 0 < r < 1 et ∑n
1 a1−r

k = o
(
n1/r

)
, ou

— 1 ≤ r < 2, {Xn} est une suite de différence de martingale et ∑n
1 a2−r

k =
o
(
n2/r

)
, alors E |Sn|r = o(n).

Preuve :

Soit M = supn E |Xn|r , Vn = XnIAn et Un = Xn − Vn. Notons Bn la tribu.

Tel que αn = E (Un | Bn−1) ou 0 selon r ≥ 1 ou r < 1.
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Soit Yn = Un − αn, Zn = Vn + αn, Tn = ∑n
1 Yk et Wn = ∑n

1 Zk.

Alors Sn = Tn + Wn, et nous aurions E |Sn|r = o(n) dès que nous prouvons que
E |Tn|r = o(n) et E |Wn|r = o(n).

Supposons d’abord que 1 ≤ r < 2, ∑n
1 a2−r

k = o
(
n2/r

)
et que {Xn} est une suite

de différence martingale . Alors

αn = E (Un | Bn−1) = −E (Vn | Bn−1)

Donc par l’inégalité de Jensen,

|αn|r ≤ E (|Un|r | Bn−1) p.s.

et
|αn|r ≤ E (|Vn|r | Bn−1) p.s.

ainsi
(1)E |αn|r ≤ E |Un|r ≤ E |Xn|r ≤ M

et
(2)E |αn|r ≤ E |Vn|r = E (|Xn|r IAn) → 0.

D’après (2), E |Zn|r ≤ 2rE |Vn|r → 0 et de plus {Zn} est une suite de différence
martingale . Donc, par le lemme, E |Wn|r ≤ 22−r ∑n

1 E |Zk|r = o(n).

Maintenant {Yn} est aussi une suite de différence martingale avec |Yn| ≤ 2an p.s.
et (1) montre que E |Yn|r ≤ 2rM .

Par conséquent, les Yn n’étant pas corrélés, nous avons

E
(
Tn

2
)

=
n∑
1
E
(
Yk

2
)

≤
n∑
1

(2ak)2−r E |Yk|r

≤ 4M
n∑
1

ak
2−r = o

(
n2/r

)
.

Donc E |Tn|r ≤ [E (T 2
n)]r/2 = o(n), ceci prouve l’assertion pour le cas r ≥ 1.

Supposons maintenant que 0 < r < 1 et ∑n
1 a1−r

k = o
(
n1/r

)
.
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Nous définissons αn = 0, Yn = Un et Zn = Vn, par hypothèse

E |Vn|r = E (|Xn|r IAn) → 0.

Donc E |Wn|r ≤ ∑n
1 E |Vk|r = o(n), de plus E |Un|r ≤ E |Xn|r ≤ M .

Ainsi

E |Tn| ≤
n∑
1
E |Uk| ≤

n∑
1

a1−r
k E |Uk|r ≤ M

n∑
1

a1−r
k = o

(
n1/r

)
Donc E |Tn|r ≤ [E |Tn|]r = o(n)

Ceci prouve l’assertion pour le cas r < 1.
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Chapitre 3

La convergence en probabilité de
sommes pondérées de variables
aléatoires

3.1 Introduction :
Soient {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires réelles définies sur un es-

pace de probabilité (Ω, B, P ) et {ank, n ≥ 1, k ≥ 1} un double tableau de nombres
réels.

Des théorèmes limites ont été étudiés dans la littérature pour la suite{∑
k≥1 ankXk, n ≥ 1, k ≥ 1} de sommes pondérées de la suite {Xn} sous certaines

conditions sur le double tableau de nombres et sur la distribution de la suite {Xn, n ≥ 1}.

Jamison, Orey et Pruitt (1965) [8] ont étudié la convergence presque sûre des
sommes pondérées sous l’hypothèse que la suite {Xn, n ≥ 1} soit indépendante et
identiquement distribuée avec E |X1| < ∞.

Wang et Rao ont étendu le résultat de Jamison, Orey et Pruitt [8] sur la conver-
gence presque sûre pour couvrir le cas de suites deux à deux indépendantes et iden-
tiquement distribuées {Xn, n ≥ 1} avec E |X1| < ∞.

Etemadi a montré que la Loi Forte des Grands Nombres est valable pour des
suites {Xn, n ≥ 1} deux à deux indépendantes et identiquement distribuées avec
E |X1| < ∞.

Concernant la convergence en probabilité de la suite de sommes pondérées , elle
a été étudiée sous la condition suivante :
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(A) Il existe une variable aléatoire X telle que E|X|s < ∞ pour s ≥ 1 et
P {|Xn| ≥ x} ≤ P{|X| ≥ x}.

Pour tout x ≥ 0 et n ≥ 1. Rohatgi[11]. Wei et Taylor ont montré que si

(B) supn≥1 E |Xn|r < ∞ pour r > 0 , alors (A) est vrai pour tout 0 ≤ s < r

Wang et Rao ont étudié la convergence en probabilité pour des suites de sommes
pondérées en supposant que {Xn, n ≥ 1} est uniformément intégrable.

3.2 Convergence en probabilité :
Wang et Rao ont présenté quelques résultats sur la convergence des sommes

pondérées à partir desquels la loi faible des grands nombres est dérivable , le Théorème
3.2.1 généralise certains résultats de la littérature dans ce domaine.

Théorème 3.2.1 :

Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires deux à deux indépendantes
telle que {Xn} est uniformément intégrable, et soit {ank, n ≥ 1, k ≥ 1} un double
tableau de nombres réels satisfaisant :

(i)∑k≥1 |ank| ≤ C pour tout n ≥ 1 et C > 0.

(ii) maxk≥1 |ank| → 0 , lorsque n → ∞.

Alors ∑k≥1 ank (Xk − EXk) , n ≥ 1 converge vers 0 en moyenne.

Preuve :

Il est clair que la série ∑k≥1 ank (Xk − EXk) converge absolument p.s.

pour tout n ≥ 1 puisque supk≥1 E |Xk| < ∞ et ∑k≥1 |ank| est convergente.

Soit t > 0.

On montre d’abord la convergence en probabilité ,i.e

lim
n→∞

P


∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1

ank (Xk − EXk)

∣∣∣∣∣∣ > t

 = 0.

Soit ε > 0. Puisque {Xk, k ≥ 1} est uniformément intégrable, il existe δ > 0 tel
que
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sup
k≥1

∫
A

|Xk| dP < εt/8C (3.1)

chaque fois que A ∈ B et P(A) < δ.

De plus, par l’inégalité de Chebychev, pour tout m > 0 et k ≥ 1,

P {|Xk| > m} ≤ E |Xk|
m

≤
supk≥1 E |Xk|

m
.

Il existe a > 0 tel que

sup
k≥1

P {|Xk| > a} < δ. (3.2)

Définissons pour tout k ≥ 1,

Xk si |Xk| ≤ a

0 autrement,

et Zk = Xk − Yk

Notez que Yk, k ≥ 1 est une suite de variables aléatoires deux à deux indépen-
dantes satisfaisant |Yk − EYk| ≤ 2a pour chaque k ≥ 1.

Par (3.1) et (3.2), on a pour tout k ≥ 1,

E |Zk| =
∫

{|Xk|≥a}
|Xk| dP < εt/8C

Par conséquent, pour tout n ≥ 1

E

∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1

ank (Zk − EZk)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
k≥1

|ank|E |Zk − EZk| ≤ 2
∑
k≥1

|ank|E |Zk| < εt/4.

Par conséquent, par l’inégalité de Chebychev, pour tout n ≥ 1,

P


∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1

ank (Zk − EZk)

∣∣∣∣∣∣ > t/2

 < ε/2. (3.3)
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Ensuite, on choisit N ≥ 1 tel que pour tout n ≥ N , on ait

max
k≥1

|ank| < εt2/32a2C.

On observe que pour tout n ≥ N ,

P


∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1

ank (Yk − EYk)

∣∣∣∣∣∣ > t/2

 ≤
(
4/t2

)
var

∑
k≥1

ank (Yk − EYk)


=
(
4/t2

)∑
k≥1

a2
nkE (Yk − EYk)2

≤
(
4/t2

) (
max
k≥1

|ank|
)∑

k≥1
|ank|E (Yk − EYk)2

< ε/2

(3.4)

Enfin, (3.3) et (3.4) donnent

P


∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1

ank (Xk − EXk)

∣∣∣∣∣∣ > t

 ≤P


∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1

ank (Yk − EYk)

∣∣∣∣∣∣ > t/2


+ P


∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1

ank (Zk − EZk)

∣∣∣∣∣∣ > t/2


< ε.

pour tout n ≥ N , donc
{∑

k≥1 ank (Xk − EXk) , n ≥ 1
}

converge vers 0 en pro-
babilité.

Il suffit de montrer que
{∑

k≥1 ank (Xk − EXk) , n ≥ 1
}

est uniformément inté-
grable, pour établir la convergence en moyenne.

Comme {Xk, k ≥ 1} est uniformément intégrable et ∑k≥1 |ank| ≤ C pour tout
n ≥ 1, alors

{∑
k≥1 ank (Xk − EXk) , n ≥ 1

}
est uniformément intégrable.

Donc d’après le théorème précèdent
{∑

k≥1 ank (Xk − EXk) , n ≥ 1
}

converge vers
0 en moyenne.

Théorème 3.2.2 :Voir Chung [[5], Théorème 4.5.4, p.97]

Soit 0 < r < ∞ , Xn ∈ Lr et Xn converge vers X en probabilité . Alors les trois
propositions suivantes sont équivalentes :
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{| Xn|r , n ≥ 1} est uniformément intégrable.

Xn −→ X en Lr.

E(| Xn|r) −→ E(| Xn|).

Remarques 3.2.1 :

Rohatgi [[11], Théorème 1, p. 305] a montré que
{∑

k≥1 ank (Xk − EXk) , n ≥ 1
}

converge vers 0 en probabilité sous les conditions suivantes :

(i) {Xn, n ≥ 1} sont indépendantes.

(ii) Il existe une variable aléatoire X telle que E|X| < ∞ et P {|Xn| ≥ x} ≤
P{|X| ≥ x}.

(iii) Le double tableau {ank, n ≥ 1, k ≥ 1} de nombres réels satisfait (i) et (ii) de
Théorème 3.2.1

Le résultat de Rohatgi est une généralisation d’un résultat de Pruitt[6, Théo-
rème 1, p. 770] qui partait de l’hypothèse que {Xn, n ≥ 1} est une suite de variables
aléatoires indépendntes et identiquement distribuées avec E|X1| < ∞.

Le Théorème 3.2.1 généralise le résultat de Rohatgi. De plus, la preuve est plus
simple que celle présentée par Rohatgi.

La différence essentielle dans les preuves réside dans le fait que l’on tronque
chaque Xn en un point fixe a, alors que Rohatgi a tronqué Xn en an avec n variant.

Pour illustrer la puissance du Théorème 3.2.1 sur le théorème de Rohatgi, consi-
dérons l’exemple suivant.

Exemple :

Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires deux à deux indépendantes
avec Xn ayant la loi suivante.

P {Xn = n} = P{Xn = −n} = 1/2n log(n + 1).
P {Xn = 0} = 1 − (1/n log(n + 1)).
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La suite {Xn, n ≥ 1} est uniformément intégrable. Mais (A) n’est pas valable
pour la suite {Xn, n ≥ 1} avec s = 1

Le théorème de Rohatgi n’est pas applicable pour déterminer la convergence

de
{
(1/n)∑k≥1 Xk, n ≥ 1

}
vers 0 en probabilité .

Mais d’après le Théorème 3.2.1, la suite
{
(1/n)∑k≥1 Xk, n ≥ 1

}
converge effec-

tivement vers 0 en probabilité.

Chung [[5], Théorème 5.2.2, p. 109] a prouvé (attribué à Khintchine) le ré-
sultat que {(1/n)(X1 + X2 + ... + Xn), n ≥ 1} converge vers EX1 en probabilité si
{Xn, n ≥ 1} est une suite de variable aléatoires deux à deux indépendantes distri-
buées de manière identique avec E|X1| < ∞.

Le Théorème 3.2.1 généralise ce résultat. De plus, la preuve présentée ici est
beaucoup plus simple que celle présentée par Chung.

Wang et Rao ont imposé une condition plus forte sur le double tableau, pour
établir une loi faible des grands nombres pour les sommes pondérées sans l’hypo-
thèse d’indépendance des variables aléatoires mais en présence d’une intégrabilité
uniforme.

Théorème 3.2.3 :

Soit {Xn, n ≥ 1} une suite de variables aléatoires réelles deux à deux indépen-
dantes définies sur un espace de probabilité (Ω, B, P ) telle que {|Xn|r, n ≥ 1} est
uniformément intégrable pour 0 < r < 1.

Soit {ank, n ≥ 1, k ≥ 1} un double tableau de nombres réels satisfaisant.

(i) ∑
k≥1 |ank|r ≤ C pour tout n ≥ 1 pour une constante C > 0.

(ii) maxk≥1 |ank| , n ≥ 1 converge vers 0.

Alors
{∑

k≥1 ankXk, n ≥ 1
}

converge vers 0 en moyenne.

Preuve :

Cela peut être prouvé par une simple modification de la preuve du Théorème
3.2.1.

La série
{∑

k≥1 ankXk, n ≥ 1
}

converge absolument p.s pour chaque n ≥ 1 puisque∑
k≥1 |ank|r |Xk|r converge p.s et 0 < r < 1.
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L’inégalité (3.1) prend la forme

sup
k≥1

∫
A

|Xk|r dP < εt/8C

et l’inégalité (3.2) reste intacte telle que les suites {Yk, k ≥ 1} et {Zk, k ≥ 1} sont
définis exactement de la même manière que dans la preuve ci-dessus.

La probabilité P
{∣∣∣∑k≥1 ankZk

∣∣∣ > t/2
}

est estimé par
{∑

k≥1 |ank|r E |Zk|r
}

Maintenant le point de départ dans la preuve du Théorème 3.2.1, nous avons
montré que

{∑
k≥1 ank (Yk − EYk)

}
converge vers 0 en probabilité

Dans les conditions du Théorème 3.2.2, nous pouvons faire mieux que cela. la
suite

{∑
k≥1 ankYk, n ≥ 1

}
converge bien vers 0 p.s.

Cela découle de la chaîne d’inégalités suivante. Pour chaque n ≥ 1

∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1

ankYk

∣∣∣∣∣∣ ≤ a
∑
k≥1

|ank| ≤ a(max
k≥1

|ank|)1−r
∑
k≥1

|ank|r

Il s’ensuit maintenant que
{∑

k≥1 ankXk, n ≥ 1
}

converge vers 0 en probabi-
lité.

Pour établir la convergence dans Lr, il suffit de montrer que
{∣∣∣∑k≥1 ankXk

∣∣∣r , n ≥ 1
}

est uniformément intégrable.

Remarques 3.2.2 :

Rohatgi [7, Théorème 1, p.305] a établi une conclusion plus faible que celle don-
née ci-dessus dans des conditions plus fortes que la suite {Xn, n ≥ 1} est distribuée
indépendamment et que (A) est valable pour la suite {Xn, n ≥ 1} avec s = r.

L’amélioration majeure apportée par le Théorème 3.2.2 par rapport au théorème
de Rohatgi est l’abandon de l’hypothèse d’indépendance.



Conclusion

Comme expliqué dans les chapitres de cet ouvrage, les deux notions impor-
tantes de convergence en moyenne sont la convergence en probabilité et la conver-
gence presque sûre. La première se distingue à la convergence de la distribution des
moyennes pondérées, tandis que la seconde se réfère à la convergence presque partout
des valeurs elles-mêmes.

En conclusion, la convergence en moyenne de sommes pondérées de variables
aléatoires réelles offre un cadre mathématique pertinent, ce qui nous facilite la com-
préhension du comportement des données aléatoires à grande échelle, cela reste in-
dispensable pour de nombreuses applications tels que le domaine de la science, de
l’ingénierie, de la recherche, de l’économie et de la finance.

Cela nous permet également de faire des prédictions fiables, afin de prendre des
décisions claires, en se basant sur des données empiriques. Cette convergence permet
notamment, de comprendre comment les moyennes pondérées de variables aléatoires
tendent vers une valeur limite lorsque le nombre d’observations augmente.
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