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Résumé

Dans cette thése, nous étudions une classe de problemes elliptiques frac-
tionnaires impliquant un second membre qui varie en terme singulier de
diffusion, d’absorption ou d’une discontinuité nonlinéaire qui change de
signe et aussi dans le cas ou ce second membre est une combinaison de
ces termes précédents. Avec différentes hypothéses, nous obtenons divers
résultats d’existence et de multiplicité en utilisant des méthodes variation-
nelles, la théorie des points critiques ainsi que la technique d’approximation.

Mots-clés: Probleme singulier, nonlinéarités discontinues, frontieres libres,
p-Laplacien fractionnaire, inégalité de Hardy fractionnaire, point critique,
méthode variationnelle, approche par approximation.
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Notations

N
R
RN

x:(x17x27-~-7‘r]\/)

ol

|z[ = (21 + 23+ +2%)
o(A) = 4], = 4]
B(z,r) ou bien B,(x)

Q

Ayu = div (|VulP~2Vu)
(—A)u

(=A)su

do

Q' ccn
Ce()
CHQ)

Cx ()
Lr(Q)
L=(Q)
Lie(€)
W=r(Q)

Ensemble des nombres naturels.
Ensemble des nombres réels.
Espace euclidien de dimension N € N.

Elément de RY.

Norme Euclidienne (canonique) de RV,

Mesure de Lebesgue de A C RV,

Boule ouvert de centre z et rayon r > 0.

Domaine borné dans RY & frontiére réguliére O5).
p-Laplacien de .

Laplacien fractionnaire de .

p-Laplacien fractionnaire de u.

Norme dans I'espace X.

Espace dual de X.

Produit ou Crochet de dualité entre X* et X dans R".
Différence d’ensemble.

Presque partout.

Mesure de Dirac centrée en 0.

Q' sous ensemble ouvert de €.

Espace des fonctions continues sur §2 a support compact.

Espace des fonctions k-fois contintiment différentiables
(ou fonctions de classe k) sur €.

Espace des fonctions de C*(Q) avec k = oo a support compact.

{u:Q — R;mesurable et [, |u(z)]” dr < oo}, 1 <p < 0.

{u:  — R; mesurable et 3C' > 0 telle que |u(z)| < C p.p. sur Q}.

{u: Q — R;mesurable et u(z)xx € LF(2), VK C Q compact}, 1 < p < cc.

Espace de Sobolev fractionnaire.



Introduction générale

Les problémes elliptiques fractionnaires impliquant un opérateur non local modé-
lisent beaucoup de phénomenes naturels. Ils apparaissent dans de nombreux domaines
scientifiques notamment la géométrie, la physique, I'ingénierie et les sciences de vie.

Au cours de ces 20 derniéres années, un avancement considérable a été fait surtout
apres le remarquable travail de Caffarelli et Silvestre [23] ol les auteurs ont montré
qu’un opérateur fractionnaire particulier est relié a des problemes d’extension au demi-
espace via des équations aux dérivées partielles. Cette idée ingénieuse permettra de
traiter ce type de probleme (avec un caractére non local) par des notions locales des
EDP.

Plus précisément dans cette these, on s’'intéresse a un opérateur non local de type
p-Laplacien fractionnaire défini par

So(a) e O Ju(z) — u(y)["~*(u(z) — uly)) N
(=A)yu(z) = 2lim o iz — g dy, = eRY,

ouse (0,1),p>1let N >3.

Le cas p = 2 correspond au Laplacien fractionnaire noté par (—A)*® qui apparait na-
turellement dans beaucoup de disciplines comme les modeles de la biomathématique,
propagation des flammes, dynamique des fluides et les options américaines en finance.
Pour plus de détails sur l'origine et la motivation de cet opérateur, nous invitons le lec-
teur a voir [21,22,28].

D’une maniere générale, nous nous intéressons a ’étude de certains problemes ellip-
tiques de la forme suivante :

(—=A)u = f(z,u)  dans Q

N M
u=20 sur RV \

ol ) est un domaine borné de R (N > 3) et f une fonction donnée qui vérifie certaines

conditions.

Pour p = 2 avec une nonlinéarité f réguliere par rapport a u, le probleme (1) ad-
met une structure variationnelle dont les solutions peuvent étre construites comme les
points critiques d’'une fonctionnelle d’énergie.

Une série de papiers remarquables a été fait par Servadei et Validonci dans les tra-
vaux suivants [62—-64].
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Pour p # 2, il existe une littérature abondante sur le sujet et beaucoup d’auteurs ont
étudié I'existence et la régularité des solutions du probleme (1) pour des nonlinéarités
réguliéres. Pour un bref panorama, nous envoyons le lecteur a regarder [8, 22,42, 49,
53,54,57,58,67].

Dans ce travail, nous essayons de généraliser quelques résultats connus pour les
nonlinéarités régulieres a des nonlinéarités discontinues. Une des raisons de considérer
des problemes elliptiques avec un second membre discontinue est dii a de nombreux
problémes de frontieres libre qui peuvent étre ramener a un probléme aux limites avec
une nonlinéarité discontinue. Notons qu’une frontiere libre est une courbe ou surface
inconnue qui sépare deux régions différentes générées par la discontinuité du probléme.
Une des difficulté rencontrée est liée a la fonctionnelle d’énérgie qui n’est pas Fréchet
différentiable ainsi les méthodes classiques ne peuvent pas étres appliquées.

Dans un premier temps, nous nous intéressons a I'éxistence et la multiplicité des
solutions du probleme suivant

(—A)u =m(z) i H(u—p;)  dans
’ = (2)

u=0 sur RV \ Q,
ou H est la fonction de Héaviside donnée par

1 sit>0
0 sit <0,

H(t) = {

la fonction m € L*>°()) qui change de signe et p; > 0, ¢ = 1, n vérifiant
p < pg < -+ < pp, pourn > 1.

Pour le cas local (s = 1,p # 2) avec m = 1 et une seule nonlinéarité discontinue, le
probleme (1) a été étudié par Arcoya et Calahorrano [9].

Par contre, pour le cas (s = 1,p = 2), ’étude a été faite par Ambrosetti et Badiale
dans [6]. La généralisation pour le cas non locale est initié dans [11] ou l'auteur a
considéré le probleme suivant

(—A)Yu= f(u)H(u—p)  dans Q

(3)
u=0 sur RV \ Q,

ol f est une fonction donnée vérifiant quelques hypotheses.

Beaucoup de travaux et généralisation ont été effectué ces derniéres années et nous
invitons le lecteur a consulter les articles suivant pour plus de détails. Voir [31,47,61,
66]. D’autres part, les problemes elliptiques avec un terme singulier sont trés peu étu-
diés surtout en les combinant avec des nonlinéarités discontinues. Ce type de problemes
apparait dans beaucoup de modeles telles que la théorie des fluides magnétiques et non-
newtoniens. Voir [29, 30, 55].

Le caractere singulier dans ce type de problémes pose beaucoup de difficultés liées
au manque de régularité et de compacité des solutions pour pouvoir appliquer les
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méthodes classiques de I'analyse nonlinéaire. Les résultats obtenus dans cette these
concernent les deux problemes suivant

JulP*u

FE = Af(z,u)  dans
u=0 sur RV \ Q,

(A= 4

ou 2 est un domaine borné contenant l'origine et de frontiére réguliere et A > 0.

Le cas local (s = 1) a été traité par Khodabakhshi et Hadjian [46] en étudiant le
probléme suivant
JulP"*u
—Ayu + T = Af(z,u) + pg(z,u)  dans Q
u=>0 sur 0f),

()

ot Ayu = div (|Vul[P72Vu), A, u > 0 et f, g sont des fonctions données. Les auteurs ont
montré I'existence de trois solutions par 'argument variationnel.

D’autre part, Ferrara et Bisci [32] ont étudié le probléme suivant

jufPu

FE + Af(z,u)  dans Q
u=20 sur 0f).

—hpu =g ©)

Ils ont montré I’existence d’au moins une solution.

Finalement, la généralisation de 1’étude pour des nonlinéarité discontinues a été
réalisé on supposant le probléme suivant
ulP~u
(—A)Su = 6||||Sp +Af(u)  dans Q
T

u=0 sur RV \ Q,

(7)

ol 0 < 8 < 1/cy avec cy est la constante de Hardy (fractionnaire).

Nous remarquons que le probleme (7) est inconnu dans la littérature méme pour le
cas local et nous conjecturons que les résultats obtenus dans cette thése restent vraies
pour le cas s = 1.

Description de la these

La thése est repartie en cinq chapitres qui sont organisé selon le plan suivant :

Le chapitre 1 intitulé "Préliminaires" contient un ensemble de définitions et résul-
tats qui nous seront utiles dans la suite de cette étude. Ce chapitre est partagé en cing
sections :

La section 1.1 présente un rappel de certaines définitions et résultats élémentaires
des espaces fonctionnels L? pour la bonne compréhension de ce manuscrit.

La section 1.2 est consacrée aux notions et résultats importants concernant la théorie
des dérivées et des points critiques.
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La section 1.3 est consacrée pour rappeler la méthode variationnelle et les principaux
résultats utilisés dans cette these.

La section 1.4 est réservée a 'introduction de I'espace de Sobolev fractionnaire et de
certains de ses résultats importants.

La section 1.5 fournit une introduction de 'opérateur p-Laplacien fractionnaire et
quelques-unes de ses propriétés essentielles.

Dans le chapitre 2 intitulé "Résultats d’existence pour un probléeme elliptique
singulier impliquant le p-Laplacien fractionnaire avec terme de diffusion", on étudie
I'existence de solutions faibles du probleme elliptique suivant

Jul"~u

(—A)u—p B = Af(z,u)  dans
u=0 sur RV \ Q,

ol \ est un paramétre positif,  est un domaine borné dans RV, p > 1, s € (0,1),
(N > ps) contenant l'origine et de frontiere réguliere, 0 < 5 < 1/cy ou cy est la
constante de I'inégalité (1.15) de Hardy fractionnaire, f est une fonction de Carathéo-
dory satisfaisant la condition de croissance sous-critique (H1). Ces résultats ont fait
I'objet d’'une partie de I'article soumis suivant :

H. Achour and S. Bensid, Existence results for singular elliptic problem involving a
fractional p-Laplacian. arXiv preprint arXiv :2201.12651, 2022.

Dans le chapitre 3 intitulé "Résultats d’existence pour un probleme elliptique sin-
gulier impliquant le p-Laplacien fractionnaire avec terme d’absorption”, on obtient
'existence de solutions faibles du probleme elliptique suivant

p—2
(—A)su + “TLP}D“ — Mf(z,u) dans Q

u=0 sur RV \ Q,

ou A est un parameétre positif,  est un domaine borné dans RY, p > 1, s € (0,1),
(N > ps) contenant l'origine et de frontiere réguliere, f est une fonction de Carathéo-
dory satisfaisant la condition de croissance sous-critique (H1). Ces résultats ont fait
I'objet d’une partie de 'article soumis suivant :

H. Achour and S. Bensid, Existence results for singular elliptic problem involving a
fractional p-Laplacian. arXiv preprint arXiv :2201.12651, 2022.

Dans le chapitre 4 intitulé "Sur un probleme p-Laplacien fractionnaire avec des non-
linéarités discontinues", on s’'intéresse a I'existence et de la multiplicité des solutions
du probleme suivant

n

(-Aju=m() 3 Hlu=-p) dans O ®

u=0 sur RV \ Q.

ot  est un domaine borné dans RY, p € (1,00),s € (0,1), (N > ps) de frontiere
réguliere 0F), p; > 0 vérifiant la condition 1y < ps < -+ < pin, m € L>®(Q2) change de
signe et H est la fonction de Héaviside. Ces résultats ont fait 'objet de I'article publié
suivant :
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H. Achour and S. Bensid, On a Fractional p-Laplacian Problem with Discontinuous
Nonlinearities. Mediterranean Journal of Mathematics, 18(6), 1-17, 2021.

Dans le chapitre 5 intitulé "Probleme elliptique singulier impliquant le p-Laplacien
fractionnaire avec une nonlinéarité discontinue", on donne l’existence de solutions
du probleme suivant :

Juf"u

(=A)u=p P + Af(u)  dans Q
uw=0 sur RV \ Q,

)

ou 2 est un domaine régulier borné dans RY(N > 2) contenant lorigine, p > 1,
s € (0,1), (N > ps), 0 < 8 < 1/cy ol cy est la constante de I'inégalité (1.15) de
Hardy fractionnaire, A > 0 et f est une fonction nonlinéaire discontinue par rapport a
u. Ces résultats ont fait 'objet de I’article publié suivant :

H. Achour and S. Bensid, Singular elliptic problem involving a fractional p-Laplacian with
discontinuous nonlinearity. Journal of Pseudo-Differential Operators and Applications,
13(3), 1-25, 2022.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et nous rappelons les
résultats nécessaires a la suite de ce travail. En particulier, nous citons certains notions
élémentaires des espaces fonctionnels, et d’intégration, nous présentons également
une introduction a la théorie des points critiques.

1.1 EspacesFonctionnels ... .............c00iitooen.. 7

1.1.1 Lesespaces IP . . . . . . . . i i i i e 7

1.2 Dérivéesetpointscritiques . . . . . . . . o vttt e e e 9

1.2.1 Théorieréguliere . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2.2 Théorie nonréguliere . ... .. ... .. ... ... ... .... 13

1.3 Méthode variationnelle . . . . .. .. ... ... ... .o.... 23

1.4 Espace de Sobolev fractionnaire . . . .. ... .............. 25

1.4.1 Injections continus et cOompacts . . . . . . . . . . o v ot 26
1.4.2 Le principe de concentration-compacité pour 'espace de Sobolev

fractionnaire . . .. ... ... ... ... 30

1.5 Opérateur p-Laplacien fractionnaire . . . . . ... ... ... ...... 31
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1.1 Espaces Fonctionnels

1.1.1 Les espaces L”

Dans la suite, 2 désigne un ouvert de R" muni de la mesure de Lebesgue dzx.

Définition et propriétés élémentaires des espaces L”

Définition 1.1.1 ( [19]). Soit p € R, alors :
» Pour 1 < p < oo, on pose
LP(Q) = {f : Q@ — R; mesurable et / |f(2)]P dx < oo},
Q

qui est un espace vectoriel normé sur R, muni de la norme suivante

1
P

F ey = | [, 1@ do
» Pour p = oo, on pose
L>(Q) ={f : Q — R; mesurable et 3C' > 0 telle que |f(z)| < C p.p. sur Q},
qui est un espace vectoriel normé sur R, muni de la norme suivante
£l oo () = inf {C' > 0 telle que |f(x)| < C p.p. sur Q}.
» Pour 1 < p < oo, on pose

LP

loc

() ={f : Q@ — R; mesurable et f(x)xx € LF(S2), pour tout compact K C 1},
ol xk est la fonction caractéristique de sous-ensemble K, i.e :

lsize K
Xk () =

Osiz ¢ K

Théoreme 1.1.1 (Inégalité de Holder [19]). Soient f € LP(Q) et g € L9(Q)) avec
p € [1,+o0]; on désigne par q Uexposant conjugué de p, i.e. % + é = 1. Alors

L1 @9@)| < 1f1lr(0) 19l o (L)

Théoréme 1.1.2 ( [19]).

(i) Pour tout 1 < p < oo, lespace LP(2) est de Banach.
(i) Pour tout 1 < p < oo, lespace L*((2) est séparable.

(iii) Pour tout 1 < p < oo, lespace LP(S2) est uniformément convexe et réflexif.
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Quelques résultats d’intégration
Lemme 1.1.1 (Lemme de Fatou [19]). Soit (f,,)nen une suite de fonctions de L'(f2). On
suppose que
(i) Pour chaque n, f,(x) > 0 presque partout sur ).
(i) sup [q fn(x) dx < 4o0.
Pour chaque x € ), on pose
f(w) = lim inf f, ().

Alors, f € L}(Q) et
/Qf(x) dr <lim inf/Q fn(x) dx.

n—-400

Théoréme 1.1.3 (Convergence dominée de Lebesgue [19]). Soit (f,).en une suite des
fonctions de L*(§)). On suppose que

(1) f.(x) — f(x) presque partout sur Q.

(ii) Il existe une fonction g € L' () telle que pour chaque n, on a
| fn(2)] < g(z), p.p.sur Q.

Alors,
fel Q) et |fo— flipq — 0

Théoréme 1.1.4 (Fubini [19]). Soient ; et €y deux ouverts de RY. On suppose que
F € LY(Q x Q). Alors, pour presque tout x € €, on a

F(z,y) € L;(Qg) et /Q F(z,y) dy € LL(Q).

2

De méme, pour presque tout y € )y, on a
Fla,y) € Ly(@) et [ Fla.y)dy € Ly().
1

De plus, on a

/ dx/ F(z,y) dy:/ dy | F(z,y) dac:/ / F(z,y) dxdy.
(951 Qo Qo Q1 Q1 JQo

Définition 1.1.1 ( [46,48]). On dit que f : Q2 xR — R est une fonction de Carathéodory,
st

(i) la fonction x — f(x,t) est mesurable pour chaque t € R;
(i) la fonction t — f(x,t) est continue presque partout x € ).

Définition 1.1.2 (Produit de convolution [19]). Soient f et g deux fonctions mesurables
sur RY, la convolution de f et g comme

fro@) = [ fla—ygly) dy, Vo e R

Définition 1.1.3 ( [19]). Pour tout a € R, toute fonction f : RN — R, on définit la
translation de f par
7.(f)(z) = f(z +a), Vo € RY.
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Intégration en coordonnées polaires

Notation 1.1.1 ( [37]). Soient N € Net || : RY — R la norme Euclidienne (canonique)

sur RY, définie par
1
N 2
ol = (32)
=1

1. B(xz,r) ou bien B,(x) la boule ouvert de centre x et rayon r > 0, i.e.

B(z,r) = {yERN e =y <r}.

On dénote par;

2. S(z,r) ou bien S,(x) la Sphére de centre x et rayon r > 0 (le bord de la Boule), i.e.
S(x,r) = {y eRY : |z —y|= 7“} = 0B(z,r).
En particulier, on note la Boule et la Sphére unitaire de dimension (N — 1) dans R par
BN = By(0) = {z € RY : |a < 1}.
et
SN = 51(0) = {x cRY . |z| = 1}.

Corollaire 1.1.1 ( [36]). Soit N € N, si f est une fonction mesurable sur RY, non négatif
(f > 0) ou intégrable (i.e. f € L), tel que f(x) = g (|x|) pour une fonction g sur |0, |,
alors - -

f(x) dx = O'(SN_l)/O g(r)r”_l dr = Na(N)/U g(r)TN_l dr,

N
oll o noté aussi par |-|  est la mesure de Lebesgue et a(N) = =5~ — le volume de la boule

L(5+1)
unitaire (i.e. |BN7!|, = N7 SN1,).

Remarque 1.1.1. Si z € R™\ {0}, les coordonnées polaires de x sont

JRN

/ / 8 X
= ol r = et x = — = e SN
x rx, r ”xHQ Z ax (Hxl|2) HxHQ

1.2 Dérivées et points critiques

Dans cette section, nous fournissons une bréve introduction a la théorie des dérivées
et des points critiques dans le cas régulier et non régulier, qui est fondamentale pour
notre étude.

1.2.1 Théorie réguliere

On commence par introduire le concept de la dérivées de Gateaux (faible).

Définition 1.2.1 (Dérivée au sens de Gateaux [44]). Soient X un espace de Banach et
une fonction f : X — R. On dit que f est différentiable au sens de Gdteaux (ou Gdteaux
différentiable) en u € X, s’il existe { € X* tel que

o f o) = f(w)

t—0 t

= (l(u),v) = L(u;v).

C’est a dire, f a une dérivée directionnelle dans chaque direction v € X. La fonction ¢ est
appelée la dérivée de Gdteaux de f en u et on la note par f}, = /.
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Dans ce qui suit, on introduit la dérivée classique ou la dérivé de Fréchet (forte).

Définition 1.2.2 (Dérivée au sens de Fréchet [44]). Soient X un espace de Banach et
une fonction f : X — R. On dit que f est différentiable au sens de Fréchet (ou Fréchet
différentiable) en u € X, s’il existe { € X* tel que

flutv) = fu) = {((u),v)

lim =0
ol x—0 vl x

ou bien, en utilisant le symbole de Landau o, on a

Flu+v) — f(u) — (€(u),v) = o(||v||l) avec lim ollvlle) _

lollx=0 [|v]l
Ainsi, si f est différentiable, alors ¢ est unique et on la note [’ = /.

Proposition 1.2.1 ( [44]). Soient X un espace de Banach et ) un ouvert de X. Si
f: X — R est Fréchet différentiable en un point u € ). Alors f est continue au point u.

Preuve. Comme u € ), il existe ¢; > 0 tel que (u +v) € Q et ||[v|| < 1. Ainsi, puisque f
est Fréchet différentiable en un point u € 2, donc pour tout ¢ > 0, il existe £5 > 0 tel que

[f(w+v) = f(u) = (f(w), )] <elvlx, s [lv] < e
Par linégalité triangulaire, on a
[f(u+v) = fu)] = (f'(w), v) + {f'(u),v)|

f
< [flu+v) = fu) = (f'(w), 0)] + [{f'(u), v)|
< |f(utv) = fu) = (f' (@), )] + 11 ol

Soit 0 = min(ey, &5). Alors pour tout € > 0, on a

[f(u+v) = flu)] < (e +f]

Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0 tel que

=

+

=
I

—

—~

£
I

x) vl st ol <6

[f(utv) = flu)] <cllly, st o] <o

D’ott découle la continuité de f en u. O

Proposition 1.2.2 ( [44]). Soient X un espace de Banach et une fonction f : X — R est
Gdteaux différentiable en u € X et on suppose que Uapplication u — f/,(u) est continue
au voisinage de u. Alors, f est Fréchet différentiable et sa dérivée (classique) f’(u) coincide

fa(u)
Preuve. Soit v un point au voisinage de u € X. En défini Uapplication

g: R — R,
t = g(t) = fluttv) = fu) =t (fe(u),v).

Puisque g est différentiable, d’apreés le Théoréme des accroissements finis, on a

g(l) - g(O) = g/G(t)v vt € [07 ”'
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Ainsi, comme
96(t) = (fo(u+ tv),v) = (f(u), v).
Donc,
flutv) = fu) = {fe(w),v) = {folu+tv) — fG(u),v).
Etant donné que, Uapplication w — fi,(w) est continue au voisinage de u, alors pour tout
e > 0, il existe § > 0 tel que
lw = ully <0 = |lfo(w) = fa(W)llx- <e.

Par conséquent, si ||v||y <6, ona

[ (u+v) = f(u) = {fo(u), )| <l fo(u+tv) = fo(w)] x- llvllx

<e ||U||X .

Alors,
|f(utv) = fu) = (fGw),v)| < evlly avec |v]ly <4,
ce qui nous permet de conclure que

flutv) = fu) = {fa(w),v)

o]l x 0 vl x

=0

et
fo(u) = f'(u).
U

Remarque 1.2.1. En général, il est plus facile de calculer la dérivée au sens de Gdteaux et
ensuite de verifier qu’elle est continue, au lieu de prouver directement la différentiabilité au
sens de Fréchet.

Définition 1.2.3 ( [44]). Soit X un espace de Banach. On note lensemble des fonction
continiment différentiable de X dans R par C1(X,R). Si f : X — R est différen-
tiable en tout u € X et sa dérivée f' est continue. Alors, f est dit de classe C'(X,R)
(ou f € CY(X,R)) dans X.

Définition 1.2.4 ( [19]). Soient 2 un ouvert de RN, k € Net f : 9 — R. Alors, On
dénote par :

» C*(Q) lespace des fonctions f k-fois continiment différentiables sur ).

» C.(Q) Uespace des fonctions f continues a support compact dans ).

On mentionne également que
CH(Q) = CHQ) N C(Q)

En particulier, si k = oo alors C°(2) est Uespace des fonctions infiniment différentiables
sur §Q et ont un support compact contenu dans .

Maintenant, on peut introduire la notion de point et de valeur critique via les défi-
nitions suivantes.
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Définition 1.2.5 (Point critique et régulier [44]). Soient X un espace de Banach et
f € CHX,R). On dit que u € X est un point critique de f, si f'(u) = 0. Par ailleurs,
si u n’est pas un point critique, on dit que u est un point régulier de f.

Définition 1.2.6 (Valeur critique et régulier [44]). Soient X un espace de Banach et
f € CYX,R). On dit que ¢ € R est une valeur critique de f, s’il existe u € X tel que
f(u) = cet f'(u) = 0. Autrement, si c n’est pas une valeur critique, on dit que c est une
valeur régulier de f.

Lemme 1.2.1. Soit g : R — R une fonction de C*(R) définie par
gty =[t|PoV =|V()|P, VteRetp>1.
Alors, sa dérivée est donner par

g () =pV OIVEOP2V()

Preuve. On commence par poser

op(t) =P, VieRetp>1. (1.2)
d’'ott
tP st t>0
‘bp(t) = .
(=1)Ptr si t <0,
Donc, pour p > 1ona
) pt? ! si t>0
?,(t) =
g p(—1PPt it <.
Plus précisément, on a
) ptr—3t si t>0
?p(t) =
. (=122 i t <0,
Ce qui implique que
) ptP 2t sit>0
b (1) =
? p(—t)P~2%  sit <0,
Par conséquent,
¢p(t) = pltl"~*t,  pour p> 1. (1.3)

Maintenant, par (1.2) on a
g(t) =[P oV = (¢p o V)(t).
Ainsi, d’apres (1.3) on obtient
g (t) = (¢po V) (1)
= V' (£)o,(V(1))
= V') (VO 2V (@)

Alors,
g (t)=pV O)VOIPV(H).
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Nous introduisons quelques conditions de compacité nécessaires a la recherche des
points critiques d’une fonctionnelle, initialement présentées par Palais et Smale [56].

Définition 1.2.7 ( [59]). Soient X un espace de Banach et f € C*(X,R). On dit que f
vérifie la condition de Palais-Smale (dénoter par (PS)), si tout suite (uy),, .y de X telle que

(D) {f(u,)} est bornée, i.e. f(u,) <d:=sup{f(u,)}
D) |1 f (un)]

posséde une sous suite convergente.

x+ —> 0asn — +oo,

Remarque 1.2.2. Dans un cas plus faible, on peut prendre [ une fonction Gdteaux diffé-
rentiable.

Brézis, Coron et Nirenberg ont introduit une condition plus faible dans [20], appelée
conditions de Palais-Smale locales

Définition 1.2.8 ( [20]). Soient X un espace de Banach et f € C'(X,R). On dit que
f vérifie la condition de Palais-Smale au niveau ¢ € R (dénoter par (PS).), si tout suite
(tn),en de X telle que

@ f(u,) — casn — +oo,
G | f (un)|

posséde une sous suite convergente.

x» — 0asn — 4o0o,

Remarques 1.2.1. On remarque que :

1. Selon cette définition, toute suite de Palais-Smale posséde une sous-suite (fortement)
convergente.

2. Evidemment, la condition (PS) est équivalente a la condition (PS), pour tout ¢ € R.

3. La condition (PS). implique que Uensemble K. des points critiques de f au niveau
ceR, ie;
K. ={ueX; f(u)=c et f'(u)=0}

est compact.

1.2.2 Théorie non réguliere

Dans cette section, X désigne un espace de Banach muni par la norme || - || x, X*
désigne l'espace dual de X et (-,-) est le produit de dualité entre X* et X. Nous intro-
duisons les définitions bien connue suivantes.

Théoreme 1.2.1 (Théoréme de Hahn-Banach [19]). Soient X un espace de Banach et
I : X — R une application homogeéne, sous-additif, i.e :

(homogene) I(Au) = M (u), Yu € X,V >0,
(sous-additif) I(u-+v)= M (u)+ I(v), Yu,v € X.

D’autre part, soient Y C X un sous espace de X et g : Y — R une application linéaire,
telle que
g(u) < I(u), Yue X.

Alors, il existe une forme linéaire g : Y — R qui prolonge g, i.e.

g(u) = f(u), pourtoutu € Y et f(u) < I(u), pourtout u € X.
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Définition 1.2.9 (semi-continuité [19]). Soit X un espace de Banach. Une fonctionnelle
I : X — R est dite semi continue supérieurement (respectivement faiblement semi conti-
nue supérieurement) en u, si pour toute suite (u,,) convergeant fortement (respectivement
convergeant faiblement) vers u on a

limsup 1 (u,) < I(u)

n——+0oo
et dite fonction semi continue inférieurement (respectivement faiblement semi continue
inférieurement), si

I(u) < liminf I (u,).

n—-+00

Notez qu’une fonction semi-continue supérieurement et inférieurement est continue.

Définition 1.2.10 ( [38]). Soit X un espace de Banach. Une fonctionnelle I : X — R
est dite coercive, si
I(u) — oo quand ||ul|y — oo.

Définition 1.2.11 (Convexité [19]). Soit X un espace de Banach. Une fonctionnelle
I : X — R est dite convexe, si

I(tu+ (1 —t)v) < tl(u) + (1 —t)I(v), Yu,v € X, Vt€[0,1].

Définition 1.2.12 ( [24, 33]). On dit qu’une fonctionnelle I : X — R est localement
Lipschitzienne, si pour tout u € X, il existe un voisinage V de u dans X et une constante
K > 0 telle que

|[I(v) — [(w)| < K|v—w|x, Yv,welV.

Gradient généralisé

La théorie classique de la dérivabilité ne fonctionne pas dans le cas des fonctions
localement Lipschitzienne. Cependant, une approche de calcul sous-différentiel appro-
priée a été développée par Clarke et Chang [26,27]. Nous allons introduire une notion
plus générale de dérivée directionnelle, qui nous permettra également d’étudier des
fonctions non différentiables.

Définition 1.2.13 ( [24,33]). Soient I : X — R une fonctionnelle localement Lipschit-
gienne et pour x,v € X. La dérivée directionnelle généralisée de I en x dans la direction v
est dénoter par [° et défini comme suit

I tv) —1
I°(z;v) = limsup y+t) (y)
y—z t
tl0

Remarque 1.2.3. Notons que cette définition ne présuppose pas Uexistence d’aucune limite,
I°(x,v) est un nombre fini pour tout v dans X.

Proposition 1.2.3 ( [24,33]). Si I,J : X — R sont des fonctionnelles localement Lip-
schitziennes, alors les propriétés suivantes sont vérifiées

(1) La fonctionnelle I°(x,-) : X — R est sous-additif, positivement homogéne et satisfait
Uinégalité suivante
[I°(x;0)| < Kljv|lx, WveX,

olt K > 0 est la constante de Lipschitz de I prés de z € X.
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(i) La fonctionnelle v € X — [°(z;v) € R est Lipschitzienne de rang K.

(iii)) La fonctionnelle (z,v) € X x X —— [°(x;v) € R est semi continue supérieurement.
(iv) Pour toutv € X, I°(x; —v) = (—1°)(z,v).

(v) Pour tout x,v € X, (I +J)° (z;v) = I°(x;v) + J°(x;0).

Preuve. (i) D’aprés la définition, il est évident que f est positivement homogene, pour A > 0
ets=Atona

I(y + Mv) — 1(y)

I°(z; Av) = lim sup

y— t
tl0
I -1
= lim sup (v + sz )
Yy—T A ls
sl0
I -1
= Alim sup (v + Sv) (y)
y—x S
sl0
= \°(z;v).

Pour démontrer la sous-additivité de I°(x,-), il faut montrer que
IF(x,u+v) < I°(z,u) + I°(x,v), Yu,veX.
Observons que

I°(z;u + v) = limsup Ly +tlu+ ) = I(y)

y— t
10

:hmsup](y+tu+tv)—I(y+tv)+](y+tv)—](y)

y—z t
10

Iy +tv+tu) — I(y + tv) I(y—l—tv)—](y).

< lim sup + lim sup
Yy—T t Yy—T 4
tl0 tl0

Par le changement de variable z = y + tv et z — x quand y — x et t | 0, on obtient

I(z + tu) — I(z) I(y + tv) — I(y)

I°(x;u 4+ v) < limsup + lim sup
2w t Y= t
t10 10

= [°(z;u) + I°(z;0).
Finalement, puisque [ est localement lipschitzienne, on a

1 tv) — 1
(0] < tiwsup 010 = )

y—a t
£40

Ky +tv—
< limsup ly + tv — vyl x

y—x t
£10

= K|v]|x.
(i) Soient v,u € X. Si (y + tv), (y + tu) € B(x,¢), alors

I(y +tv) = I(y + tu) < Ktllv — ul x,
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et donc
I tv) — 1 I tu) — 1
limsup| (y +tv) — I(y)| _hmsupl (y +tu) — 1(y)] < Kljv—ulx,
y— t y—x t
tl0 tl0
d’ott

[O(;E,’ZJ) o [O(x7u) < KHU - UHX
En inversant les roles de v et v on obtient
P(a,u) = I°(z,v) < Klo - ul .

Par conséquent
‘[O(xvu) o [O(Qj,'lj)l < KHU o uHX

Alors, I° est lipschitzienne.

(iii) On définit une famille de fonctions, une pour chaque i € N, par

I(z + sv;) — I(2)

hi(Z, 8) =

et sa limite supérieure par;

I ) —1
I°(z50;) = lirznﬁsxup (2 + SUS) (2) = lirZILSpr hi(z, s).
sl0 sl0

Par définition de la limite supérieure, il existe au moins une suite (z;,s;) qui tends vers

(x;,0) quand j — +o0, faisant approcher h;(z;, s;) de I°(xz;;v;), c’est a dire, on a
li (5 5:) = I°(q: v
j_g_noo hz(zﬁ SJ) (w55 v5)
En particulier; on pose y; := zj, et t; = s, tel que
1
I°(x505) — = < hi(yi, t)
i
et
1
lyi —zillx +t: < T

Maintenant, on a

1 1
I°(zi;0;) — < = limsup hy(y, t) — -
1

1 Y—T;
10
< hi(yi, t;)
Iy F tvy) — Iy + o) + Iy + tv) — 1(ys)
— -
~ I(yi + ;) — I(y; + tiv) N I(y; + tw) — 1(y:)
N t; t; '

Puisque I est localement lipschitzienne, pourvu que (y; + t;v;), (y; + t;v) € B(z,€), ona

|1 (y; + tivi) — 1 (y; + tv)] < K |[tiv; — tv] &
t; - t;

= K|lvi =vllx ;7 0,
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On applique la limite supérieure, on obtient

lim sup I°(z4; v;) < limsup (yi +tiv) — 1(y:)

i—+00 i—+00 t;

< I°(x;0),

ce qui implique la semi continuité supérieure.

(iv) En effet, Par le changement de variable = = y —tv et z — x quand y — x et t | 0, on
obtient

I°(x; —v) = limsup Iy —tv) = Iy)

Y= t
10

Iy —tv) — Iy —tv+t
i sup LY ) Iy — ot t)

y—x t
sl0

— lmsup Iy —tv+tv) — I(y — tv)
y—T t

ey EDE D) — (D))

z—T t
sl0

= (~D°(x;).

(v) Par définition de la dérivée directionnelle généraliser, on a

(I 4+ J)° (2:0) = limsup LW F =T+ ) )

y—a t
£10

I(y+tv) + J(y +tv) — I(y) — J(y)

= lim sup
y—x t
tl0
Iy+tv)—1 Jy+tv)—J
ﬂmw@ ><wﬂmww ) — J(y)
y—x t y—x t
tl0 t10

= [°(z;0) + J°(z;0).

Définition 1.2.14 ( [24,33]). Le gradient généralisé d’une fonctionnelle localement Lip-
schitz I en x € X, noté 0I(x) est un sous-ensemble de X* défini par

ol(z) ={Ce X" : (¢,v) <I°(x;v), Yve X}.
Remarque 1.2.4. On remarque que, si I : X — R est de classe C'(X,R), alors
ol(x) ={I'(x), Yve X}.

Proposition 1.2.4 ( [24,33]). Soient I, J : X — R des fonctionnelles localement Lipschit-
giennes. Alors, pour toute x € X, les propriétés suivantes sont vérifier

() 0I(x) est non vide, convexe et faible*-compact tel que
ICllx- < K, V¢ € 0I(x),

o K > 0 est la constante de Lipschitz de I prés de x € X.
(i) Pour tout v € X, I°(z;v) = max {((,v) : ¢ € 0I(x)}.



1.2. DERIVEES ET POINTS CRITIQUES 18

(iii) La multifonction x — OI(x) est semi continue supérieurement.

) L tion Mz) — i
(iv) La fonction \(z) gé%}l(lz)nd

Azp) < xlglgclo A(z)).

X+ existe et A\(x) est semi continue inférieurement (i.e.

Preuve. (i) D’aprés Proposition 1.2.3(i), La fonctionnelle I°(z,-) : X — R est sous-
additif et positivement homogene. Alors, selon le Théoréeme 1.2.1 de Hahn-Banach, il existe
un élément ¢ € X* tel que

(Cv) < I°(x50), Yo € X,
ce qui signifie par Définition 1.2.14 que OI(x) n’est pas vide. Concernant la convexité,
Soient (1, (s € 0I(z) et A € [0, 1]. alors

(AL + (1= A, v) = A (G, v) + (1= A) (G2, 0)
< AN°(z;v) + (1 = N)I°(z;v)
= I°(;0),

dott (A(1 + (1 — A\)(2) € 9I(x), donc OI(x) est convexe. Ensuite, pour démontrer la com-
pacité, il suffit de montrer que OI(x) est bornée et fermée. Par Proposition 1.2.3(i), pour
v=_ona

I = (¢, O < 113 Q)] < K¢

X*'
Ainsi,
I¢llx < K, V(¢ € 0l(x).

Cela signifie que, 0I(x) est bornée. Maintenant, soit ((;);en C 01(x) un suite tel que ¢; — C.
Alors
(C,v) = lim (¢,v) < lim I°(z;v) = I°(x;0).

1——400 i——+00

Ce qui implique que ¢ € 0I(x) et donc OI(x) est fermé.

(ii) D’apres la Définition 1.2.14, on obtient
I°(z;v) > max {(C,v) : (€ dl(x)}, Vve X.

Siv, € X, tel que
I°(x;v1) > max {(C,v1) : (€ 0I(x)},

alors par le Théoréme de Hahn-Banach, il existe (; € X* tel que

I°(z;v) > ((1,v), pourtout ve X et I°(zx;v1) = ((1,v1).
Il s’ensuit que (; € 0I(x) et

I*(z;v1) > max {(C,v1) : ¢ €0I(x)} = (Cr,v1) = I°(x;01),
ce qui est impossible. Ainsi

I°(xz;v) =max {((,v) : (€ dl(x)}, YveX.

(iii) Soient (y;)ien C X et ((;)ien C 0I(x), tel que y; — y et (; — (. Alors, on a

(¢,v) = lim {(¢,v) < lim I°(y;v), Yo e X.

i——+00 i——+00
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D’apres Proposition 1.2.3 (i), I°(y; -) est semi-continue supérieurement, donc
(C,v) < I°(y;v), YveX.
Par suite, ( € 0I(x) et OI(x) est semi-continue supérieurement.

(iv) D’aprés (i) et le fait que la fonction ( — ||C|| . est semi-continue inférieurement et
bornée, alors pour tout zo € X, il existe (, € 0I(x) tel que

1Goll x+ = Alzo)-

Pour montrer que \(x) est semi-continue inférieurement, supposons qu’il existe une suite
T, — xg et (, € 0l(x,) tel que

lm A(z,) < Mzo) et ||Gall e = A(@).

n—-+00

Alors, par (iii) on peut choisir une sous suite (,, — (o € 0I(xy), mais,

x+ 2 [1Gol

lim inf [|G, x+ = M),
ce qui est impossible. O

Proposition 1.2.5 ( [24,33]). Soient I,J : X — R des fonctionnelles localement Lipschit-
giennes. Alors, pour toute x € X, les propriétés suivantes sont vérifiées

() Pourtout x € X, (I + J)(x) C 9I(x) + 0J(x).
(i) Pour tout A\ € R, O(AI)(x) = NI (x).

Preuve.
(i) D’apres la proposition 1.2.3 (v), on obtient

Cedl+ J)(z) <= (C,v) < (I+ J)°(z;v) = I°(x;v) + J°(z;0), Yve X. (1.4)
Par absurde, on suppose que ¢ ¢ 0I(x) + 0J(z). Alors, par (ii) et pour tout u € X on

(C,u) > max {(C,u) : (€ dl(x)+0J(x)}
=max {((1,u) : ¢ € 0I(x)} + max {({,u) : &€ dJ(x)}
= I°(z;v) + J*(z;v),

qui contredit (1.4), ce qui prouve la proposition.
(ii) Si A = 0, la propriété est évidente. Ainsi, si A > 0, on a
€ IN)(z) = (¢,v) < (N])°(z;v) = A°(z;v), Yve X
= <i\(,v> < l)\Io(w;v) =I1°(z;v), Yve X
= i{ € 0l(x)
< ( € NI (x).
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Si A < 0, d’apres Proposition 1.2.3 (iv) on a

¢ €M) (x) == ((v) <

(AD)°(x;v) = M°(z;v), Yo e X

1 1 1 1
— <)\C7v> =3 (¢, —v) < —XAIO(:E; —v) = —X)\(—I)O(a:;v), Yo e X

1

= <i§,v> < (—) (=N I°(x;v) = I°(x;0), YweX

— ig € 01(z)
< (€ \0I(x).

A

Alors, pour tout A > 0, O(A\)(x) = \OI(x).

Gradient généralisé des fonctionnelles intégrales

Lemme 1.2.2 ( [26]). Soient Q un ouvert bornée de RY, u: X — Ret f: QxR — R
une fonction mesurable localement bornée (i.e. f € Li<.(Q2)) satisfaisant la condition de

croissance suivante

|f(z, 1) < a+Bt|°, Ya,f>0 et Yo > 0.

On d¢éfinit la fonctionnel suivante par

g(u) = /QF(x,u) dz,

ol F(z,u) = / f(x,s) ds. Alors, g est localement Lipschitzienne sur L7 (Q).
0

Preuve. Par la définition (1.6) de g, on calcule

9(w) = 9(0)| = | || Fla.u(@)) dz — [ Fla,o(@)) do
/Q[F(x,u(:z:)) — F(z,v(z))] de

< [ ssyds = [ fla,s) ds| da
Q|J0 0
= /U(x)f(l’s)dS—l—/o f(x,s) ds| dx
~Jallo ’ o(z) ’
= /s /U(x) f(z,s) ds| dx.
Par la condition (1.5), on a
u(z)
— < e
|g(u) — g(v)] _/Q /v@) la+ 3s|7] ds| dz
_/ a|s|+6’8|0+1 u(x) dx
e 7+ 1w
Ju(@) — v()|""
< _
</ alu(x) —v(x)| + 5 ] dx
g

<a | Ju@) = v(@)] do+

oc+1Ja

(1.5)

(1.6)
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D’aprés le Théoréme 1.1.1 de l'inégalité de Holder; pour P = 2 et ) = o + 1, on obtient

9(w) = glv)] < e (/ dx>ail (/ lu(x) —v(x)|” dx)c"1H
+6(/ ) el dx) (/ [u(x) — o)™ da:)dil

— (Oé |Q|U+1 —|— /6 ||U — U||LG+1(Q)) ||'LL — U||Lg+1(Q) .

Il existe un voisinage U de u, tel que

9() = 9(0)] < (@ 1207 + B [0l ) 0= ol e
=K |u— UHLU‘”(Q) .
Pour K = (a Q|7 + S max,ep |]w||za+l(m) > 0, la constante le Lipschitz, alors g est
localement Lipschitzienne. O

Remarque 1.2.5. On observe le calcul de gradient généralisé d’une forme plus simple sui-
vante :

F(t) :/Otf(s) ds, Vf € L2(Q).

Pour o > 0, on note

f(t) = liry_}ipff(s) et f(t) =limsup f(s).

n—-+00
Alors,
F°(t;v) = lim sup Fls+ 5? = F(s)
s(sjgt
s+ov(z) s
[ [ reae- [ df]
= lim sup 0 0
s&ﬁ)t 5
) 1 pst+ov(z)
= lim sup - f(&) dé.
Donc, B
. B f(t)v(z) si v(x) >0
Fo(t0) = { Fwle)  si o(z) <0,
d’out

Of(t) C |f(), T ()]
En particulier, on suppose que f(t + 0) existe pour tout t € R, alors
J(t) = min{f(t—0), f(t+0)}

et

f(t) = max {f(t —0), f(t+0)}
d’ou

f(t+0) < F°(t;v), pour tout v.

Puisque OF (t) est un intervalle,
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Théoreme 1.2.2 ( [26]). Soient f : 2 x R — R une fonction mesurable localement bornée
(ie. f € L2(Q)) satisfaisant la condition (1.5). Alors, la fonctionnelle g : L° () — R,
définie par (1.6) localement Lipschitzienne et sont gradient généralisé est donné par

dg(u) C OF (z,u) C {¢ € L7 () : ((x) € [f(z,u), f(z,u)] pp. z € Q}.

Preuve. Par la définition 1.2.13 de la dérivée directionnelle généraliser, ils existent w — u
et 6, . 0 quand n tend vers +o0, telle que

g(w + 0yv) — g(w)

¢°(u;v) = lim

n—00 5n
Flx,w—+d,v)dr— | F(z,w)dx
o R ) do— [ F(o,w) di]
n—oo On
w+onv w
[/0 fla.§) ds— [ fla.)d
= M 5 ~do

1 w+onv

— lim 7/ F(x,€) d da.

n—oo Jo (Sn w

On suppose w — u et 9, | 0 quand n tend vers +oo, d’apres le Lemme 1.1.1 de Fatou, on
conclue que

g°(wv) < | F(a,u(a);oe) do
= | max {(¢(@). v(@)) : ¢ € Df(w.u(z))} do

= fo(e)<0) Sz, u(z))v(z) do + ()20} flz,u(x))v(z) de. (1.7)

Pour ¢ € dg(u), nous voulons prouver que
(@) € [f(z,u(@)), F(z,u(z)] p.p.z € Q.
Supposons qu'il existe un ensemble positif E C ), tel que
C(z) < f(z,u(x)), Vo e L. (1.8)

Soit v(x) = —xg(x) dans (1.7), la fonction caractéristique de E, en utilisant la définition
du gradient généralisé on obtient

/ d:v—/C dr < — /fxu YxEe(x /fxu

Cela contredit (1.8). Par conséquent nous avons
f(z,u(z)) < ((z), p.p. v € Q.

De méme, on a ((z) < f(x,u(x)), p.p. x € Q. Alors, si ((z) € dg(u), on a

(@) € [ (o, u@)), Tz, u(@)] pp. v € Q.
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Définition 1.2.15 ( [26]). Soit f une fonction localement Lipschitzienne dans un espace
de Banach X, un point u € X est dit un point critique de f, si 0 € 0f(u).

Nous introduisons maintenant la condition de Palais-Smale étendue aux fonctions
localement de Lipschitzienne

Définition 1.2.16 ( [26]). Soient X un espace de Banach et f : X — R une fonction
localement Lipschitzienne. On dit que f satisfait la condition de Palais-Smale au niveau

c € R (dénoter par (PS).), si pour tout suite (uy),, .y de X, tel que

@ f(u,) — casn — +oo,

(i) AMu,) = min |[|¢||x+ — 0asn — +o0,
Ceal(un)

posséde une sous suite convergente.

1.3 Meéthode variationnelle

Dans cette section, tout en s’inspirant des cours de Chabrowski [25] et B. Yan [68]
sur le sujet, nous introduisons quelques méthodes et résultats pour résoudre le probleme
aux limites pour nos équations aux dérivées partielles non linéaires. Tous ces problemes
peuvent s’écrire sous la forme abstraite suivante

Alul =0  in Q,
Blu] =0 on 0f.

(1.9)

Oou
* A désigne une équation aux dérivées partielles donnée, éventuellement nonli-
néaire et nonlocale pour un inconnu u.

* 3 est une condition aux limites donnée.

Les méthodes variationnelles classiques identifient une classe importante de pro-
blémes qui peuvent étre résolues a 'aide de techniques d’analyse fonctionnelle non
linéaire tres simples; Il s’agit de la classe de problemes variationnels, a savoir que,
I’équations aux dérivées partielles (EDP) de la forme (1.9) peut étre formulée de telle
sorte que

Alu) = E'(u),
ol l'opérateur A est la dérivée d’une fonctionnelle énergétique appropriée £ également
appelée fonction d’Euler-Lagrange, qui est au moins Fréchet différentiable sur un espace
de Banach X. Plus précisément, puisque A : X — X*, alors le probleme (1.9) peut
étre formulé faiblement comme suit

<El(u),v> =0, Yve X.

L’intérét de cette nouvelle formulation est de résoudre (au moins faiblement) le pro-
bleme (1.9) revient a trouver les points critiques de E sur X. Ces points peuvent étre
relativement faciles a trouver, par exemple en utilisant la méthode de minimisation ot
nous résolvons le probleme variationnel (1.9) en trouvant les minimiseurs de sa fonc-
tionnelle d’énergie associée.

Une version importante du théoréme d’Ambrosetti et Rabinowitz pour les fonction-
nelles localement Lipschitzienne est donnée par le résultat suivant
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Théoreme 1.3.1 (Théoréme du col d’Ambrosetti-Rabinowitz [26]). Soient X un espace
de Banach et I/ : X — R une fonctionnelle localement Lipschitzienne satisfaisant la condi-
tion de (PS).. On suppose que E(0) =0 et

() Il existe p,o > 0 tel que |u||x =p et E(u) > «, pourtout u € X.
(i) Ilexiste e € X tel que ||e|]|x > p et E(e) <O0.
Alors, E posséde une valeur critique ¢ > «. De plus c peut étre caractérisé comme

¢ = Inf max E(y(1)),

ol
['={yeC([0,1,X) : v(0) =0, y(1) =e}.

Alors, c est une valeur critique de E et ¢ > «
D’autres résultats qu’on va utilisé par la suite.

Théoreme 1.3.2 ( [26]). Soient X un espace de Banach et E : X — R une fonction
localement Lipschitzienne vérifiant la condition de (PS).. Si E est borné inférieurement,
alors ¢ = 1£1)f( E(u) est une valeur critique de F.

Théoréme 1.3.3 (Bonanno [18]). Soient X un espace de Banach réel et &, ¥ : X — R
deux fonctionnelles contintiment Gdteaux différentiables tel que ® est borné inférieurement
et ®(0) = ¥(0) = 0. Fixons r > 0 tel que

sup ¥(u) < 400
{@(u)<r}

et supposons que pour chaque

r

SUD{g(u)<r} V(1) |

A e |0,

la fonctionnelle E, = ® — \V satisfait la condition de (PS) et elle est non bornée inférieu-

rement. Alors, pour chaque \ €0, [, la fonctionnelle E, admet deux points

SUP{®(u)<r} v (U)
critiques distincts.

Théoréme 1.3.4 (Ricceri [60]). Soient X un espace de Banach réel et &,V : X — R deux
fonctionnelles continiiment Gdteaux différentiables telles que  est fortement continue, fai-
blement semi-continue inférieurement et coercive. De plus, supposons que V est faiblement
semi-continue supérieurement. Pour chaque r > infx ®, posons

()= inf (suPguca-10-corpy Y(v)) — V()
P e i (moor) r—®(u) '

Alors, pour chaque r > infxy ® et chaque A\ € ]0,1/p(r)|, la restriction de E) = & — AV a
®~1(] — oo, r[) admet un minimum global, qui est un point critique ( minima locaux) de
E\ dans X.
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1.4 Espace de Sobolev fractionnaire

Définition 1.4.1 ( [16,28]). Soient Q un ouvert de R™ et l'exposant fractionnaire s €]0, 1].
Pour tout p € [1,+00), on définit Uespace de Sobolev fractionnaire W*?(§2) par

WHP(Q) = {u e LP(Q) : M € LP(Q x Q)} :

o — y| 7

muni de la norme

B =

lllwes@ = (Il + [Wieng)” -

ol le terme suivant

est la semi-norme de Gagliardo de u.

Théoréme 1.4.1 ( [16,28]). Soient Q un ouvert de RY et l'exposant fractionnaire s €0, 1].
Alors, on a

(1) Pour tout 1 < p < oo, Uespace W*P((2) est de Banach.
(i) Pour tout 1 < p < oo, Uespace W*P((2) est séparable.

(iii) Pour tout 1 < p < oo, lespace W*P((2) est uniformément convexe et réflexif.

On définit le sous espace suivant qui est notre espace principal, le plus utilisé dans
les travaux a venir.

Définition 1.4.2 ( [42]). Soient Q un ouvert de RY et s €]0, 1|. Pour tout p € [1,+00),
on définit le sous espace linéaire fermé, noté W, par

Wy = {u c W*P(R™) : u(z) =0 p.p. dans R™\ Q},
qui est normé de manieére équivalente par
[ullwo = [y @y -

Théoréme 1.4.2 ( [42]). Soient Q) un ouvert de RY et s €]0, 1|. Alors, Uespace W, est de
Banach et uniformément convexe pour tout 1 < p < oc.

Proposition 1.4.1. Soient 0 < s < s’ < 1, p € [1,00) et Q un ouvert de R Alors, il existe
une constante C' = C'(N,s,p) > 1 tel que

[ullwen@) < Cllully sy Yu € WP(Q).

En particulier;
WP(Q) C W*P(Q).

Proposition 1.4.2. Soient s €]0,1[ et p € [1,00) et Q un ouvert de R continument
lipschitzien avec frontiére borné. Alors, il existe une constante C = C'(N, s,p) > 1 tel que

HUHW&P(Q) <C ||U||W1,p(ﬂ) , Yu € WHP(Q).

En particulier;
WP (Q) C WP(Q).
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Théoréme 1.4.3. Soient s €]0, 1] et p € [1,00), Uespace C*=(RY) des fonctions infiniment
différentiables est dense dans W*P(R™Y).

Théoréme 1.4.4 ( [4,28]). Soient s €]0,1[ et p € [1,00), Uespace C°(RY) des fonctions
infiniment différentiables avec un support compact contenu est dense dans W*?(RY).

La preuve du Théoreme 1.4.4 est établie dans [35, Theorem 6.]

Définition 1.4.3 ( [28]). Soit Q un ouvert de RY, on désigne par D*?() la fermeture de
C°(Q2) dans la norme || - ||wsnr(q), L.e.

Ds,p(Q) - WH'HWW(Q)
Remarque 1.4.1. On remarque que, d’aprés le Théoréme 1.4.4, on a
D*P(RY) = W*(RY),

ce qui n’est pas vrai en général, pour 2 C RY, i.e. C>(Q) n’est pas dense dans W*?((Q).

1.4.1 Injections continus et compacts

Cette partie est consacrée aux injections continus et compacts des espaces de Sobo-
lev fractionnaires W*? dans les espaces de Lebesgue classiques L?. Ces résultats sont
déja traités de maniere exhaustive dans [28].

Nous commencons par rappeler quelques résultats essentiel pour les preuves

Lemme 1.4.1 ( [28]). Soient s €]0,1[ et p € [1,+oo[ tel que sp < N. On fixe T' > 1;
Soient n € 7Z et (ay); une suite bornée, non négative et décroissante avec a;, = 0 pour tout
k > n. Alors,

N—sp —sp
ZakTTk <C D apnay "
kEZ kEZ
ap# 0
pour une constante C' = C(N, p,s,T) > 0 indépendante de n.
Lemme 1.4.2 ( [28]). Soient s €]0,1[ et p € [1, +oc[ tel que sp < N. Soit u € L>=(RY) a
support compact. Pour tout k € 7, on pose

Ay = {|u| > 2k} et ap = |Ax|.

Alors,
e " —sp
/]RN /RN | N+SZJ dl'dy Z C Z ak_,’_lakN 22]97

keZ
ap# 0

pour une constante C' = C(N, p,s) > 0.

Lemme 1.4.3 ( [28]). Soient ¢ € [1,+oo[ et u : RY — R une fonction mesurable. Pour
tout n € N, on pose

Uy, () == max {min {u(x),n}, —n}, Vo € R,
Alors,

nl_l)gl ||un||Lq(]RN) HUHLq (RN) -
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Prenant en considération ces Lemmes précédents, nous pouvons donner la preuve

élémentaire des Théorémes suivants

Théoréme 1.4.5 ( [28]). Soient s €]0,1[ et p € [1,+o0] tel que sp < N. Alors, il existe
une constante positive C = C(N, p, s) tel que, pour toute fonction u : RY — R mesurable

a support compact, on a
u(r) )l
lall e ey <€ [ /R . M, dudy,

W (RN) < 175 (RY)
ol Uexposant critique fractionnaire

o Nl i N> ps
B 00 if N <ps.

ie.

Preuve. Tout d’abord, remarquons que si le membre de droite

P
w(x
/RN/1RN| N+52J dxdy > +oo

alors Uaffirmation du théoréme s’ensuit clairement. Donc, on peut supposer que

/[RN /RN [ulz N+Sz)|pdwdy < +00.
Cas 1 :siu € L*(R"), alors on peut poser

ap = |A| avec A = {|u| > 2"5}.
On aura,

Ps dy

p
il vy = 3 /.,

keZ k\AkH

= Z /Ak\Ak+1 (2k+1>p; o

keZ
A\ Ap].

— Z 9(k+1)p;

keZ

Puisque, A\Ari1 C Ag, ona

< Z o (k+1)p; Ayl

keZ

— Z 2(k+1)P§ak‘
kEZ

HunHLP RN)

Dot

L
I

H,U’TL”LPg IRN — (Z 2]€Pg2p )

kEZ

Comme L = N=sp <1, donc

N—sp
||un||ip§(RN) < 2 Z 2kpak N

kEZ

(1.10)

(1.11)
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Si nous choisissons T' = 2P et appliquons le Lemme 1.4.1, on obtient

gy < C Y g™ 2,
keZ
ap# 0

Finalement, d’apreés le Lemme 1.4.2, on obtient le résultat attendu, pour la constante
C =C(N,p,s).

Cas 2 : siu ¢ L®(RY), donc on peut prendre (u,)ncn une suite borné, tel que
U, () = max {min {u(x),n}, —n}, Vo € R,

et
lim HunHLQ(RN) = HuHLQ(RN)u Vg € [1, +ocl.

n—-+o0o

Alors, d’apres le premier cas, on a

p |un(z) — un(y)[”
HunHLP;‘(RN — /]RN /]RN y|N+5p d dy

Ainsi,
nl_lgl ||un||LP3 (RN) = ||U||LP§(RN)‘

De plus,d’apreés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on aura que

. [un (2 \u u(y)”
n1—1>I-‘,r-loo /RN /]RN y‘N+Sp dZL'dy - /RN /]RN NJFSP de‘dy,

ce qui implique que

) —u(y)?
Il 0y < € foy fon Nm dudy,

ot C'=C(N,p,s). O

Corollaire 1.4.1 ( [28]). Soient s €]0,1] et p € [1,+o0[ tel que sp < N. Alors, il existe
une constante positive C' = C'(N, p, s) tel que, pour toute fonction u € W*P (RN), ona

[ull pogry < Cllullysp@ry > Ya € [p,pel;
i.e. linjection W*P (RN ) — L1 (RN ) est continue pour tout q € [p, pZ].
Preuve. Onal <p<p* < coetq € [p,pi], soit « € [0,1] alors

16[1 1] g Ll_a (1-a)

q |p'p

Puisque f € W*? (]RN ), donc u € L4 (RN ) N LPs (RN ) et d’apres l'inégalité d’interpolation
[19, Remarque 2.], on a

ue LY (]RN) et ||u||Lq RNy < ||u||Lp RN) ||u||LpS(RN)
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On applique Uinégalité de Young, pour P = L et P' = -1, on obtient

1 P
ol ey < 5 ll3ieamy + 5 Il

= & HUHLP(]RN) + (1 — ) ||U||LPZ(RN) :

D’aprés le Théoréme 1.4.5 et o < 1, on aura
ju(a g
ey < @ lullpgam, + (1= @) ( [ /RN . M iy

1 |u(x lu(x
— ol + 5 ( [, [, 152 dedg —ack ([, = ey

1
D-ub, )
<Ml + € ( [, [ M2 o)

Ce qui implique que

S =

HUHLQ(RN) S C HuHWs,p(]RN) ;
avec C' = C(N,p,s). 0

Pour étendre une fonction u € W*P(Q)) a une fonction @ € W*P(RY), il faut établir
d’autres hypotheses de régularité sur 2 (voir [28, Section 5]).

Remarque 1.4.2. Un ouvert 2 de RY est dite domaine d’extension pour W*P(Q), s’il
est continument lipschitzien avec frontiere borné. En effet, <) satisfait les hypothéses de
régularités de telle sorte, on peut prolonger les fonctions de W*? (Q2) vers les fonctions de
WeP(RN).

Théoréme 1.4.6 ( [28]). Soient s €]0, 1], p € [1, +oo[ tel que sp < N et 2 C RY domaine
d’extension pour W*P(Q)). Alors, il existe un constant positive C' = C(N,p, s,2) tel que,
pour tout u € W*P(2), on a

HuHLq(Q) S C ||U’||W57P(Q) ) Vq € [p,p:]; (112)

i.e. Uinjection W*? (Q) — L9(Q) est continue pour tout q € [p, p%].
En particulier, si ) est bornée, alors Uinjection W*P (Q) — L1
tout g € [1, p].

() est continue pour

Preuve. Soit u € W (Q), puisque Q C RY est un domaine d’extension pour W*?(1Q).
Alors, il existe un constant C, = C1(N, p,s,) > 0 tel que

Hﬂ’HWSaP(RN) S Cl HuHWs,p(Q) 9 (1.13)

avec u(x) = u(x) pour p.p. x € €.
D’autre part, d’aprés le Corollaire 1.4.1, on a linjection W*P(RY) — LY(RY) est
continue pour tout q € [p, pt]. i.e. il existe une constante Cy = Co(N,p, s) > 0 tel que

HaHLQ(RN) < Gy ||a||ws,p(RN) : (1.14)
D’apreés (1.13) avec (1.14), on obtient
lull oy = Nl ooy < Nl pagny < Coll@llen@ry < C2C1 [[ullyenq) »

en choisissant C' = CyC1, on a l'inégalité recherchée.
En particulier, dans le cas ot € est borné, Uinjection pour q € [1, p%] découle directement
de (1.12), en utilisant le Théoréme 1.1.1 de linégalité de Holder. O
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Théoreme 1.4.7 ( [28]). Soient s €]0, 1[ et p € [1,+o0] tel que sp < N. Soient q € [p, pi],
Q) C RY domaine d’extension pour W#P(Q) et .7 sous espace borné de L (§)). Supposons
que

|u(z) — u(y)l”
su — 2 drdy < +o0.
ueg/Q /Q |z — y| VTP Y

Alors, .7 est pré-compact dans L7 (£2).

Théoreme 1.4.8 (L'inégalité de Hardy fractionnaire [39]). Soient s €0, 1] et p € [1, +00]
tel que sp < N. Alors, il existe une constante positive cy tel que

P _ p
[ @ 4 / [u@) =w@)l o e ws, (1.15)
R R2N

N ’mlsp ’m_y’NJrsP

La version classique de cette inégalité peut étre trouvée dans [10, Lemma 2.1.].

Définition 1.4.4 ([17,34,43]). Soient 0 < a < spetpi(a) = p(N—a)/(N—sp) < pi(0) = p,
on définit la meilleure constante de Hardy-Sobolev fractionnaire H,, par

p
U s,p (RN
H,= inf iy B (1.16)
ueDs,P(RN) / |U(I) ps(a)
uF#0 N dI
RN [z]*

En particulier; pour a = 0 et pi(0) = p%, Hy est la meilleure constante de l'inégalité de
Sobolev (1.10), tel que
) [u]ﬁvs,p(m)
Hy = inf ——
ueDsP(RN) HUHLP’S ®Y)
et pour o = sp < N et p¥(sp) = p < pi(0) = pi, Hy, est la meilleure constante de l'inégalité
de Hardy fractionnaire (1.15), tel que

) [u]};vs,p(RN)
Hy,=1/cyg = ueDIS%f(RN) ()P (1.17)
u#0
RN |x|5p

1.4.2 Le principe de concentration-compacité pour I’espace de So-
bolev fractionnaire

Dans cette sous-section, nous introduisons le théoreme suivant qui fournit un va-
riant du principe de concentration-compacité (voir [52]) dans I'espace de Sobolev frac-
tionnaire. Ce résultat est utile pour la preuve de la propriété de semi-continuité des
fonctionnelles.

Théoréme 1.4.9. Soient 2 un sous ensemble ouvert et borné de RY, a € (0,sp] et
pi(a) € [p,pi]. Soit {u,}nen C Wy une suite faiblement convergente de limite faible w.
Alors, il existe deux mesures positives finies u et v dans R”, telles que la convergence sui-
vante tient faiblement au sens des mesures,

’un(x) - un(y)|p N
/RN e e (1.18)
et ()
pi(o
@ (1.19)
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De plus, il existe deux nombres non négatifs p, vy tels que

_ Ju(@)

ps(a)

v = wa + 19y, (1.20)
xTle
|u(x) — uly)”
et i
0 < Ho /% < pi, (1.22)

olt H, est la constante de Hardy-Sobolev fractionnaire donnée par (1.16) et 6, désigne la
masse de Dirac a 0.

La preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [34, Theorem 1.1.].

1.5 Opérateur p-Laplacien fractionnaire

Dans cette partie, on introduit I'opérateur p-Laplacien fractionnaire et certaines de
ses propriétés importantes.

Définition 1.5.1 ( [22,42]). Soient s €]0,1[ et p € [1,+oo] tel que sp < N. L’opérateur
p-Laplacien fractionnaire, noté (—A); qui jusqu’a une certaine constante de normalisation
dépendant de N, p et s, est définit par

. u(x) — u(p)" (u(x) — uly)
(_A)p ’LL(Z’) - Ql—ﬂ) RN\ B. () |.1' _ y|N+sp dy
opy [ 80 )P )~ utw)
RV |z — y|VEep

ol B.(z) est la boule ouverte ¢ de centre x € R” et de rayon ¢ et P.V. est une abréviation
couramment utilisée pour dire "dans le sens de la valeur principale".

Remarques 1.5.1 ( [42]). On remarque que :
1. Pour p # 2, Uopérateur p-Laplacien fractionnaire est non linéaire.

2. L’opérateur p-Laplacien fractionnaire est non local, c’est-a-dire sa valeur u(x) dépend
non seulement des valeurs x sur tout Uensemble Q C RY, mais en fait sur tout
lensemble RY.

3. Lorsque p = 2, Uopérateur p-Laplacien fractionnaire représente une généralisation de
lopérateur Laplacien fractionnaire noté (—A)°, défini par

(—AYu(x) = 20(N, )PV, [ D =u®) (o gy

RN ’J} _ y’NJrsp

ott C'(N,s) > 0 est la constante de normalisation.

4. Pour s = 1, Uopérateur p-Laplacien fractionnaire est exactement le p-Laplacien noté
(—=A),, défini par

(=A), u(@) = div (|Vu(z)]" > Vu(z)), Vo € Q

et

Vu(a)P = [Z o
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Proposition 1.5.1. Soient s €]0,1] et p € [1,4o0[ tel que sp < N. Alors, Uopérateur
(—A), : Wy — Wy est bien défini, vérifiant les propriétés suivante :

(i) Pour tous u,v € Wy, on a

() = [ 1O 1O 00 ) (00) =000

|z — y|Ntsp

(ii) Pour tous u,v € Wy, on a

(=) u,v) < [ullfy, ol

et
—1
|20 ul,. < Dl

Preuve.
() Soit u € W,, par définition de Uopérateur p-Laplacien fractionnaire, on a

Ay a2 [ 1) W () ) (1.93)

p RN |aj_y|N+Sp

Pour tous u,v € Wy et d’apres le Théoréme 1.1.4 de Fubini, on obtient

<(—A); U,U> —9 |u(x) - u(y)|p* (U(ZL‘) - u(y)) dy U(l’) dx

R2N |[E _ y|N+sp
_ Ju(z) — u(y)]”* (u(z) — u(y))
- 2/sz [z — gV v(x) dxdy.

D’autre part, on a

[, U ) ),y gy [ 1) O ) ) ) ) gy

_ | N+sp 2N — | N+sp
|z —yl R E]

) = uly) P (u(x) — ()
o pgp 0

On inverse le role de x et y dans la deuxiéme intégrale, on aura

/RQN |u(z) — uly)|" (u(r) - U(y))v(x) dudy :/ Ju(z) —u(y)]” (u(z) — uly)) (v(z) — v(y)) dady

_ N+sp oON _ N+sp
|z -yl R |z =yl

L[ O ) ) g,

|z —y[VHer

ce qui implique que

Ju(z) —u(y)|”* (u(z) —uly))

R2N |z — y[NFep

Alors,

Ju(z) —uly)|”* (u(z) — uly))

2 v(x) dedy = /RQN 5 — g (v(z) —v(y)) dzdy.

() = [ MO0 06 ) (00 = o) g,

|z — y| Nt

(ii) Selon (i), on a

(g = [ 10 u<y>|?’—2’<;<_x>y s EC PR
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D’aprés le Théoréme 1.1.1 de l'inégalité de Holder, on a

(g < [, MO 00 0

p o — g P (57)
p—1 1
u(z) — u(y)l” B |v(z) —v(y)l” ’
= ( fo T — g W Lo o=y B

(=) u ) < Julliy ol -

Alors,

O

Proposition 1.5.2. Soient s €]0,1[ et p € [1,+o0| tel que sp < N. Alors, Uopérateur
(=A), : Wy — Wy est continue.

Preuve. Pour montrer que Uopérateur p-Laplacien fractionnaire est continue, il faut mon-
trer que
(=A), un — (=A), u dans Wy, quand u, — u dans Wy

D’apreés Proposition 1.5.1, on a

| (=2; (= w)|

-1
s < lun = ully

Puisque u,, — u dans Wy, donc pour une sous suite u,, il existe une fonction g € LP(RY)
telle que
U (1) — u(z) p.p. sur RY.

et
|un(2)| < g(x), p.p. sur RY.

Par conséquent, d’apres le Théoréeme 1.1.3 de convergence dominée de Lebesgue, on constate
que
—1
[t — ullfy, — 0, quand n — oo,

ce qui implique que, (—A); u, converge vers (—A)’ u dans Wy. O

Pour plus de détails sur les propriétés de I'opérateur du type p-Laplacien fraction-
naire, nous invitions le lecteur a consulter [22,42].

Introduisons maintenant le probleme des valeurs propres associé a 'opérateur p-
Laplacien fractionnaire qui est important pour la preuve de notre résultat principal

Probleme de valeur propre.
On considere le probléme des valeurs propres non linéaire

{ (=A)su = Mu[P"?u dans Q

1.2
u=0 sur RV \ Q, (1.24)

ou le parametre \ € R.
Plus précisément, nous considérons la formulation faible de (4.20), qui inclut le pro-
bléme des valeurs propres suivant

= p—2
{ (Au,v) /\/Q]u| wodr, YveW, (1.25)

UGWO.
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Définition 1.5.2. [40,51] Soit s € (0,1), p € (1,00). On dit que A\ € R est une p-valeur
propre fractionnaire a condition qu’il existe une solution faible non triviale u € Wy de
(1.25). La fonction u est la p-fonction propre correspondante.

Proposition 1.5.3. [63] Soient s € (0,1), p € (1,00) avec N > ps et Q) est un ensemble
ouvert borné de RY. Alors, le probléme (1.25) admet une valeur propre )\, positive et qui
peut étre caractérisée comme suit

L |u(z) — u(y)l”
llullpp()=1

ou, de maniére équivalente

u(z) — u(y)l”
/Rmv |x — y|N+8p drdy

A1 = min

ueWo\{0} [ (@) da
Q

Proposition 1.5.4. [42] On dénote par o(s, p) le spectre de (—A); dans Wy. Alors, les
valeurs propres et les fonctions propres de (1.25) ont les propriétés suivantes :

i) A\ = mino(s,p) est un point isolé de o (s, p),

ii) toutes les fonctions \;-propre sont proportionnelles et si u est une fonction \,-propre,
alors soit u(x) > 0 p.p. dans 2 ou u(x) < 0 p.p. dans 2,

ii)) si A € o(s,p)\ {\1} et u est une fonction A\-propre, alors u change de signe dans (2,
iv) toutes les fonctions propres sont dans L>(f2),
v) o(s,p) est un ensemble fermé.
Remarque 1.5.1. De maniere similaire au cas classique du p-Laplacien, la structure de

o(s,p) n'est pas encore entierement connue, mais plusieurs propriétés ont été identifiées
par divers auteurs. Voir par exemple les références [40, 51].
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'étude de l'existence de solutions faibles pour le
probléme suivant

JulP"?u

(=A)yu—p B = Af(x,u)  dans
u=0 sur RV \ Q,

(2.1)

ol \ est un parametre positif, 2 est un domaine borné dans RY, p > 1, s € (0,1),
(N > ps) contenant l'origine et de frontiere réguliere, 0 < 5 < 1/cy ou cy est la
constante de I'inégalité (1.15) de Hardy fractionnaire, f : 2 x R — R est une fonction
de Carathéodory satisfaisant la condition de croissance sous-critique suivante

(H1) |f(z,t)] <+ aoft]”h,  V(z,t) € AxR

pour une constante non négative oy, sy et ¢ €|1, p[, ol p¥ est 'exposant critique frac-
tionnaire défini dans (1.11).

Dans le cas local (s = 1), Ferrara et Bisci [32] ont montré I'existence d’au moins une
solution non triviale du probleme elliptique suivant

[uf~*u
|7

u=>0 sur 0f),

—Ayu=p + Af(z,u)  dans Q

(2.2)

ot —A,u = div (|VulP~?Vu) désigne le p-Laplacien, A, x> 0.

Par conséquent, nous considérons I’équivalent non local du probleme (2.2). En uti-
lisant une structure variationnelle de notre probléme et basée sur une version du théo-
reme du point critique contenue dans [60] (Voir Théoreme 1.3.4), on montre que le
probléme (2.1) admet au moins une solution non triviale.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2.2, nous établissons quelques
résultats nécessaires a la preuve de nos résultats. La section 2.3, concerne la preuve
du Théoreme 2.3.1 principal et finalement quelques remarques utiles liées a notre pro-
bléeme (2.1).
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2.2 Résultats préliminaires

Tout au long de ce chapitre, nous notons (Wy, || - [|w;) I'espace dual de (W, | - [lw,)
et nous définissons 'opérateur non linéaire A : Wy — WJ par

(A(u),v> _ /RQN ]u(:c) —u(y)|”_2(u(x) _u(y))<v($) ( d d 6/ ’u ’p ? (:L‘)’U(ZL‘) dl‘,

|:B_y|N+sp |$|sp

ou (-,-) désigne le produit scalaire sur W

Avant d’introduire la fonctionnelle d’énergie associée a notre probléme, nous dé-
montrons le lemme essentiel suivant

Lemme 2.2.1. Pour u,v € W), Uopérateur non linéaire A est bien défini et vérifie

(Au),v) < [lullig 1ollw,
et
Al < llully,

Preuve. Pour tout u,v € Wy, on a

_ Ju(@) — ()P~ (u(z) — u(y))(v(z) —v(y)) Ju(@)P~?
(A(u),v) = /RQN 7 — g dxdy — B/Q —————u(zr)v(z) dx

o [ @) —u@)lPu@) —u()llv(z) —v(y)l
|z — y|(N+sp)(p%m)

< u(z) —u()P~" Jo(x) —v(y)]

, dud
= e g () |y () T

- JR2N

Alors, par l'inégalité de Holder (1.1), on obtient

o) —u)P N7 ([ @) =@l
<A(u)’v>§</RQN |z — y|NHep ! dy) </R” |z — y|NHep ! dy)
= Nl el
< 400.

3 =

De plus, on a
1A lwy < llullf,
O

Maintenant, on définit la fonctionnelle d’énergie associée a notre probleme et ses
propriétés importantes

Définition 2.2.1. La fonctionnelle d’Euler-Lagrange E) : Wy — R associée au probléme
(2.1) est définie par
E\(u) = ®(u) — AV (u), Vue Wy,

o= 1 ([ L gy [ )

U(u) = /QF(x,u(m)) dx,
ot F(x,t) = [J f(x,s) ds, pour chaque (v,t) € Q x R.

ol

et
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Lemme 2.2.2. Pour tous u € Wy, la fonctionnelle ® est bien définie et coercive, telle que

<1 —5CH
p

1
Mw&s¢wspw%@

Preuve. Selon linégalité de Hardy fractionnaire (1.15), on a

P g R PR U

p |z — y|N+sp pJa |x|®
1 BCH

>l = =y,
1-— ﬁCH

z( - )w%.

De méme,

sy = [ MO D,

p |z —y|Nrep pla |z
1
< ];HUH’GVO-
Il s’ensuit que,
1-— BCH 1
(222503 gy, < #(0) < Ll
Ainsi, ®(u) est bien définie et coercive dans W. O

Lemme 2.2.3. La fonctionnelle d’énergie E\ est bien défini, de classe C! et sa dérivée est
donnée par

’ ’

(B\(u),v) = (@' (u),v) = M (u),v), Yu,ve W,

ou
<q)/<u),1)> _ /RQN |U<I> - U|(;U)_|pz;|§li(sf) - U(y)) (U(l’)—’l)(@/)) dxdy—ﬁ/Q Wv(x> dx
et

(U (u), ) = /Qf(x,u(x))v(x) da.

Preuve. Tout d’abord, nous montrons que E, est bien définie;

Soit u € Wy et par Lemme 2.2.2, on a
1 p
@) <[y, < oo
De plus, d’aprés (H1), on a
t
Ft) =| [ f.s) ds
0

¢
/ds
0

= O{1|t| + g —.
q

<o + o

t
/ 5|97t ds
0




2.2. RESULTATS PRELIMINAIRES 39

Ainsi,
|uf®
|F(z,u)| < aqlu| + 0627.
Puisque Wy — L(Q)) pour chaque q € [1,p*), on obtient
a
()| < [ 1P| dr < il + 2 (Cllullw)” < +oe.

et en déduire que
F(x,u) € L'(Q).

Alors, E, est bien définie.

Il ne reste qu’a prouver que E) est de classe C'(Wy, R) et sa dérivée est

/ !

(E\(u),v) = (@ (u),v) — M (u),v), Yve W

Nous rappelons que

O (u) ::]1?</RQNWCZ dy —B/ ‘|37’ x) et U(u) ::/QF(x,u) dx.

» On commence par démontrer que ¥ € C*(W,, R).

D’aprés Définition 1.2.1, on montre que sa dérivée U existe en calculant

) . Y(u+tv) — U(u)

t—0 t
i Jo F(z,u+tv) de — [ F(x,u) dr
B t
F _
lim (x,u+tv) — F(x,u) i,
t—0 JQ t

On pose
G : [0,1]] — R
y +— Gy) = F(x,u+ ytv)
G est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1]. Ainsi, en utilisant le Théoréme des accroisse-
ments finis, 30 € (0.1) tel que

¢ (=10

ce qui signifie
toF (x,u+ 0tv) = F(x,u+ tv) — F(x, u).
Puisque F'(z,t) = f(x,t), alors

F(z,u+tv) — F(z,u)

flz,u+ 0tv)y = ; ,

ce qui implique que
(U (u),v) = hm/ f(x,u+ 6tv)v de.
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Par ailleurs, on sait que [ est continue, alors
lim f(x,u+ 0tv)v doe = f(z,u)v.
t—0

Ainsi, pour tout u,v € W, et en utilisant (H1) on a

| f(z,u+ Otv)y| < ‘(al + ao|u + 9tv|q’1) v(:c)‘
< ayfv(@)| + aslu + 0tv|Tu(z)|.

Pour chaque q € [1,p*) et a,b > 0, utilisant Uinégalité suivante
Ja+b|" < 277 (Jal* + [B]7).
En posant a = u, b = v et comme 6t € [0, 1], on déduit que

[, u+ 1)l < aafo(o)] +au2" (Ju(@)|" + (@) fo()]
= anfo(a)| + 0922 (Ju(@)|*Jo(@)] + fo(2)]7)

Ensuite, on applique le Théoréme 1.1.3 de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

%1_1;%/9 flx,u+ 0tv)v do = /Qf(:v,u)v dz,

d’ou

(W' (), ) = [ S, u(@)o(a) da.
De plus, pour u,v € W, on montre que U est continue
(0 (w0 < [ If@u@)o@) do
< [ (@) + aolu(@)|*o(a)]) do
_ q—1
. /Q lo(2)| de + a2/9 ()| Yo(z)| de.
Par inégalité de Holder (1.1), on a

/

(' (w),0)| < aillvllnie) + aallullfaioy 0] o).
Puisque Wy — L%(§2) pour chaque q € [1,p*), alors

/ -1
(W (), v)| < a1 Calfollw, + aoCollullf o lw,

= (nCy + aaCollull%)) [0l
Par conséquent, W' € Wi et U € C*(Wp, R).

» Ensuite, nous prouvons que ® € C''(1;, R).
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En effet, on montre que sa dérivée ®" existe par Définition 1.2.1, on calcule

/ . D(u+tv) — D(u)

t—0 t

1 1 t — t p t p
S 0 o R R 1 P CR AL G

pt=0t | Jrew |z — y[NVrep Q |zl

- mwrw@vww+5/m@ww}
P Q

x|*P

|
[ [(u + t0)(2) — (u+ 1) ()PP dxdy_/ [u(@) = w4

R2N |z — y[ Ve
u+ to)(
g [ )@ _/!
ST Ix\sp

K :[0,1] — R

On pose

|u(x) + yto ()|
]

y +— K(y)=

K est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1. Ainsi, en utilisant le Théoréme des accrois-
sements finis, 30 € (0.1) tel que

Ainsi, d'aprés Lemme 1.2.1 on a

lu(z) + Otv(z)|P~2(u(z) + Otv(x)) u(z) + to()]P — |u(a:)|p

] N | [+

ptu(z)

Alors,
1 u(z) + to(@) P — |u(@)P_ Ju(@) + 0tu(z) [P~ (u(z) + Otu(x))

pt |[*® N ||

v(x), (2.3)

De méme, on définit

Q : [01] — R

y Q(y):I(U(w)+ytv(|§)z;|gvu+(i)+ytv(y))l”

() est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1]. Ainsi, en utilisant le Théoréme des accroisse-
ments finis, 30 € (0.1) tel que

Donc, d’aprés Lemme 1.2.1 on a

|(u(z) + Otv(z)) — (u(y) + Oto(y))I"~*(u(z) + btv(z)) — (u(y) + Otv(y))

pt(v(x) _U(y)) |l._y|N+sp

|(u2) + tv(z)) = (u(y) + o) [(u(@) + uy))P

|$_y|N+sp ‘x_y‘NJrsP
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Alors,
1 ((u(@) + to(@)) — (uly) + )" [(ul@) + u(y))
pt , w_y’NJrsp ) s x_:’é’NJrSp ;
_ Mo+ Otfe)) — {ul)-+ vV ule)+ it~ al)+ 005 ) _ o
(2.4)

Par (3.7) et (3.8), on obtient

(@ (), v) = lim {—B/Q lu(x) + Otv(x)|P~2(u(z) + Qtv(x))v(x) i

t—0 |Q;‘sz>

N /RQN |(u(z) 4+ Otv(x)) — (u(y) + 9tv|(xy)_)]:|;(ii:v) + Otv(x)) — (u(y) + Otv(y)) (v(2) — () dxdy} '

Ensuite, on applique le Théoréme 1.1.3 de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

<CI),(U),U> :/RQN |u(x)—u(y)]p_Q(u(x)—u(y))(v( ) ( ) d{L‘dy 6/ ‘u ’p ? (x)?](x) dr.

|z — y[ Vo ]+

/ .
De plus, pour u,v € W, on montre que ¢ est continue, nous constatons que

D’aprés le lemme 2.2.1 nous avons

’

(@ (w), ) < ullig Ivllwe-
On en déduit que ' € Wi et ® € C*(Wy, R). Ce qui conclut la preuve. O
Les solutions de notre probléme sont introduites par la définition suivante

Définition 2.2.2. En fixant le paramétre réel \, une fonction u : 2 — R est dite solution
faible du probléeme (2.1), si u € Wy et

’

(D (u),v) = (A(u),v) = XMV (u),v), ve W,
ol

Ju(z) — u(y)[P*(u(z) — u(y)) Ju(z) [P~
/]RQN |z — y[V+sp (v(z) — v(y)) dady — 5/ ————u(z)v(x) dz

= )\/Qf(x,u(x))v(x) dx

pour chaque v € W,. Ainsi, les points critiques de F\ sont exactement les solutions faibles
du probléme (2.1).

2.3 Résultat principal

Dans cette section, nous établissons le résultat principal de ce chapitre qui est le
théoréme suivant
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Théoreme 2.3.1. Soit f : Q2 x R — R une fonction avec f(x,0) # 0 dans §2 satisfaisant la
condition (H1). Alors, il existe un nombre positif A donné par

A = ¢q sup T pp—l 7
5 s () ot (i

Y

ol 5, av, aw, €1, ¢4 et cy sont des constantes positives. Tel que, pour tout A\ €]0,A], le
probléme elliptique de Dirichlet (2.1) suivant

[ufP~*u

(=A)yu—p B = Af(z,u)  dans Q
u=0 sur RV \ Q,

admet au moins une solution faible non triviale u, € Wy. De plus,
lim ||uy =0
Tim s,

et la fonction g(\) := E\(u,) est négative et strictement décroissante en |0, A|.
Pour accomplir la preuve de ce résultat, nous devons montrer les lemmes suivants :

Lemme 2.3.1. Soit s € (0,1) et N > ps. Alors, la fonctionnelle ® est coercive et faiblement
semi continue inférieurement sur W, i.e :

®(u) < liminf ®(u,) si w, — u faiblement dans Wj.

n—-+00

Preuve. D’aprés Lemme 2.2.2, on a que pour tout u € W,

1 —
o(0) > (22 fulfy,

Nous concluons que
®(u) — +o00, quand HuH%,O — +00,

ce qui signifie que ®(u) est coercive sur W,.

Maintenant, via le Théoréme 1.4.4 on sait que C°(2) est un sous-ensemble dense de
Wo. Donc, pour prouver que ® est faiblement semi continue inférieurement sur Wy, il suffit
de montrer que la fonctionnelle

O est faiblement semi continue inférieurement sur C2°(£2). (2.5)
Alors, soit {u, },en une suite dans C2°(€) telle que
u, — u faiblement dans Wy, quand n — +oo, (2.6)
Ainsi, on appliquant le Théoréme 1.4.9 pour a = sp et pi(sp) = p < pi(0) = pf, donc il

existe deux mesures positives finies ;1 et v dans R”, et deux nombres positifs 1, vy tel que
la convergence suivante soit faible au sens des mesures,

|un(z) — un(y)[? / u(@) — u(y)[?
/RN |z — y|NFsp dyde = 12 [ |z — y| Nt dydz + + 1000, 2.7)
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U ()P u(x)|?

et d’apres la Définition 1.4.4, on sait que la meilleure constante de l'inégalité de Hardy
fractionnaire H,, est donnée par (1.17), tel que

0 <wvy < cy po, (2.9)

oll ¢y est la constante de linégalité de Hardy fractionnaire (1.15) et 6, désigne la masse de
Dirac au point 0.

De la continuité d’injection Wy — LP(S2), pour tout p € [1,p*], on a que
u, — u fortement dans LP(f2), quand n — +oc. (2.10)
Par (2.7), (2.8), (2.9) et (2.10) on obtient

\w—y\N“” pla |l

lim inf ®(u,,) = lim inf [1/
R2N

n—-+0o0o n——+oo p

L[ u@) — )l B ([ lut@)P
> = = 2 ded - = d
b </ o — gl T 2 o Jafr ST

1 u(z) —uly)l” 1 A
_p</RQN |:E— |N+sp )—f‘p,uo_pl/o

JRCCL

> P(u) + 10— Benpo
P p

— ®(u) + (1 — Bex) ’;

> (u),

puisque 3 < 1/cy, Ceci nous améne a déduire Uaffirmation énoncée dans (2.5).

En outre, soit {u, },en une suite dans W, satisfaisant la méme condition (2.6). Alors,
en utilisant les arguments de densité, on a pour tout n € N il existe {u/,} ey € C°(2) tel
que

u) —> u, fortement dans Wy, quand j — +oo. (2.1D

A partir de (2.6) et (2.11), on a que pour tout ¢ € Wy
(), — w, ) = (W, — up, ) + (u, — u, ) — 0, quand n, j — +oc.

Alors,
uw) — u faiblement dans Wy, quand n,j — +oo. (2.12)
Puisque {u }jen € C°(Q) et Uaffirmation (2.5) est vérifie, on peut déduire que

lim inf ®(u/) > ®(u). (2.13)

n,j——+o00
De plus, par (2.11) il est évident que pour tout n € N on a

lim ®(u!) = ®(uy,),

Jj—+o0o
de sorte qu’en passant a lim inf, on obtient

liminf ®(u/) = liminf lim ®(u/) = liminf ®(u,,). (2.14)

n,j——+o00 n—+oo j—-+o0 n—-+00
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D’apres (2.13) et (2.14) on obtient que

lim inf ®(u,,) > ®(u).

n—-+00
Par conséquent, ® est faiblement semi continue inférieurement sur W, O
Lemme 2.3.2. Soit (H1) satisfaite. Alors, la fonctionnelle VU est faiblement semi continue.

Preuve. Soit {u, },cn est borné dans W, qui est un espace réflexif. Alors, pour une sous
suite notée de méme par u,, il existe u € W, tel que

Uy — U faiblement dans W,
Up —> U fortement dans LP(X2),
up(z) — u(x) p.p. dans €,

Ainsi, par hypothése (H1) on a que

B =| [ 7ws) ds
+ Qi

t
/ ds
0
t]7

= Oél|t| + ag—.
q

IN

t
/ 5|97 ds
0

(651

De plus, selon linjection compact Wy < L%(2) pour tout ¢ € [1,p*), on obtient
«
W (un)| < /Q |F' (2, un)| do < ane[|unllw, + f (cqllunllwy)* < +o00,
Ensuite, on applique le théoréeme 1.1.3 de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim [ W(u,)dr = / U(u) de.

n—0 /)0 o)

Alors, la fonctionnelle V¥ est faiblement semi continue. O

Preuve de Théorem 2.3.1. Pour démontrer ce résultat, on applique le Théoreme 1.3.4
au probléme (2.1) avec I'espace X = W, et les fonctionnelles ®, ¥ introduites dans la
Définition 2.2.1.

D’aprés Lemme 2.2.1 et Lemme 2.3.1, ¢ est continue, coercive et faiblement semi
continue inférieurement, ainsi que son uienmf/0 ®(u) = 0. De plus, ¥ est continue, a une

dérivée compacte et faiblement semi continue selon Lemme 2.3.2.
Nous prouvons le théoréme dans les étapes suivantes.

Etape 1. On commence par prouver que le probléme (2.1) admet au moins une solution
faible non triviale u, € W.
Par '’hypothese (H1), on a

ta
|F(x,t)| < anlt| + qu, V(z,t) € Q@ x R. (2.15)
q
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En utilisant 'inégalité ci-dessus, on obtient
V() = [ |F(,u(@)lds
q
g/ [&1’u(x)’+Q2W<x”] dx
2 4q
</ a1|u<x>yda:+%/ lu(2)]? do
—Je q Jo

&%)
= ai|ull 1) + ?HUH(}A(Q)

Et d’apres I'injection compact W, — L%(f2), pour tout ¢ € [1,p*), on a

(8%
U(u) < arcrlfuflwg + n (cqllullwy)? -

D’autre part, on déduit de Lemme 2.2.2 que
(2.16)

1
T P
Julhw, < (1 _pch> Vu € Wo, Du) <1

D’ou, par (2.16) on a

q
P

pr P cd pr
U(u) < - :
() alcl(l—ﬁcH> ey (1—5cH>

3=

Alors,

P 1 < p )Z’ 2
sup U(u) < ajeg rr 4+ qo— TP,
{ued—1(]—o0,r])} () (1 - 56H> p \1— fBcu

Ainsi, pour tout r €]0, +-00[ nous obtenons

‘I’ 1 q
(SUP fuca-1 (oo ¥ (w)) e L B SR e
r =1 = Ben 4 '

&S}

En particulier, pour r = p” on a

(5P (uea1(—oeprpy ¥(1) P\ o Al p \* .
< — p i P (2.17
o =T O e AP
En outre, posant la fonction uy € W, définie comme suit

up(x) = 0 pour tout x € €, tel que uy € ®(] — oo, p]). (2.18)
Aussi, on observons que
p
B(uo) = Sluall, + 5 [ O a0 —o (2.19)
(2.20)

et
U(ug) = /QF(Z-,UO(I)) dz = 0,
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Donc, d’apres (2.18), (2.19) et (2.20), on obtient que

(Sup{v€¢_1(]foo,pp[)} ‘I’(U)) — W(u)

p(p") = inf

ued—1(]—00,p7|) pP — D(u)
< (Sup{veﬁ_l(}foo,pp[)} ‘I’(U)) — W(uo)
- pP — P(uo)

_ (suPuea—1(-somp) ¥(0))
pr ‘

Ainsi, par (2.17) on a

p(pF) < arc P PP+ a G b Zﬂ“’
>~ G101 ].—BCH 2q 1—BCH .

Par ailleurs, puisque 0 < A < A

3=

1 a
) = e (1 —p5€H> p P OQCC_? <1 —pBCH> p e A(l/)) < i
D’ou
0< A< A(p) = _ap”” B
qonc (1fch); + apcd (17ch)E pi-1 e(p?)
Alors,

En conclusion, d’aprées le théoreme 1.3.4, il existe un point critique

uy € (] — oo, p?[) pour E\ dans W, qui est un minimum global de la restriction £ a

&~ 1(] — oo, pP[). De plus, la fonction uy # 0 puisque f(z,0) # 0 dans Q.

Etape 2. On montre que lim,_,o+ |[u|lw, = 0 et que la fonctionnelle g()\) := Ej(u,) est

négatif et strictement décroissante dans |0, A(p)|.

Comme & est coercive, alors uy € ®71(] — oo, p?[) est bornée dans W, c’est a dire

lluallw, < K, pour K > 0.

Ainsi, du fait de la compacité de I'opérateur ¥, il existe une constante C' > 0 telle que

(W (wn), )| < 1 () g luallwy < CK?, WA €0, A(p)].
D’autre part, puisque u, est un point critique de £, alors
(E\(ur), un) =0,
ce qui implique que
(D (uy) — AU (uy), uy) = 0, YA €10, A(p)[.

Alors,

’

pP(un) = (D' (un), un) = MW (), ), VA €10, Ap)[.

(2.21)

(2.22)
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Par suite, par (2.21) et (2.22), on obtient

/\li>r(r)1+ p®P(uy) = ,\11>I51+ AU (uy),up) =0, Vp < 1. (2.23)

De plus, d’apres Lemme 2.2.2 on a

pP(uy)
H

Ensuite, on déduit des conditions (2.23) et (2.24) que

VA €10, A(p)[. (2.24)

i {|uaffw, = 0.
Des lors, puisque la restriction Ey a ®~!(] — oo, p?|) admet un minimum global, qui est
un minimum local de F dans W, la fonction g(\) := E\(u,) est négative dans |0, A(p)],
car uy # 0 et E(0) = 0.
Enfin, on démontre que la fonction g(\) := FE)(u,) est négative et strictement dé-
croissante en |0, A[, en observant que

Ex(u) = \ (q}&“) - \I/(u)> .

Ensuite, on suppose que uy,,uy, € Wy sont des points critiques de £\, pour chaque
A1, A2 €10, A(p)[, avec Ay < Aq. De plus, nous posons

I, = o) _ m(@) _ ;Eki(u&,), i=1,2.

we®—1(] o0 7] ( A ;

Evidemment, comme étant donné précédemment que I A, < 0 pouri = 1,2, et depuis
Al < Ay,0ona
Iy, < 1y,.

Par conséquent,
E)\Q(U)\Q) = >\2[)\2 < )\2])\1 < )\1[)\1 = E)\l(U)\l).

En conclusion, comme \ € |0, A est arbitraire, les résultats ci-dessus sont toujours vraies
dans ]0, A[. La preuve est donc terminée. O

Remarque 2.3.1. Pour obtenir le maximum de A, nous devons calculer sa premieére dérivée

5 q >

e ( P > (1=p)p?+ a2 ( P ) (q—p)pr !
1— Ben qg \1—Bey

A(p) =~ -

1 q 2
p ’ 1-p ig P ’ q—p
(04161 (1_5CH> ’ +a2q 1—fen) "

En particulier, on pose A'(p) égal a zéro et on obtient

g

a101< ) )p<1—p)p‘p+azcg( i )p(Q—p)pq""l=0-
1 — Ben g \1—fcn

_1 _1
. p Ploae (1=p\ |t
Pmax =\ T2 Bey Taaci \p—q '

Alors,
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Ce qui nous ameéne a conclure que A est défini comme suit

+00 st 1<qg<p
1-Becy ; _
e st q=p
Ap) = ¢ _
(v) e 2 st q €lp,p*[.

T
, P P og—1
qoicy (ﬁ) +aac] (ﬁ) Plhax

Remarquons d’apreés ce dernier que, si f satisfait Uhypothése (H1) a Uinfini, avec q €]1, p|.
Alors, d’apres le théoréme 2.3.1 nous confirmons que pour chaque A > 0, notre probléme
(2.1) admet au moins une solution faible non triviale.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'étude de l'existence de solutions faibles pour le
probléme de type suivant

|uP"?u

(=A)su+ B = Af(z,u) dans Q
u=0 sur RV \ Q,

(3.1)

ol \ est un parametre positif, 2 est un domaine borné dans RY, p > 1, s € (0,1),
(N > ps) contenant l'origine et de frontiere réguliere, f : 2 x R — R est une fonction
de Carathéodory satisfaisant la condition de croissance sous-critique (H1).

De toute évidence, le probléeme (3.1) représente une version similaire du probléme
(2.1) précédemment introduit dans chapitre 1.5, la seule différence cruciale entre les
deux problémes est le changement de signe qui précéde notre terme singulier.

Dans le cadre local (s = 1), M. Khodabakhshi et al. [45] ont étudié I'existence de
solutions au probleme (3.1) qui était motivé par le travail de Ferrara et Bisci [32]. On
Mentionne également la publication de Khodabakhshi et Hadjian dans [46] lorsque les
auteurs prouvent l'existence de trois solutions faibles au probléme suivant

[ufP*u
|7

u=>0 sur 0f),

—Ayu+ = A(z,u) + pg(x,u)  dans Q

(3.2)

ou f et g sont des fonctions Carathéodory.

Par conséquent, dans ce chapitre, nous considérons ’équivalent non local du pro-
bleme (3.2) lorsque x = 0. En utilisant une structure variationnelle de notre probleme
et basée sur une version du théoréme du point critique contenue dans [18] (Voir Théo-
réeme 1.3.3), On prouve I'existence de deux solutions faibles au probleme (3.1).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, nous introduisons les prin-
cipaux opérateurs de notre probleme ainsi que la preuve de certains lemmes essentiels
et propriétés importantes. La section 3.3, est consacrée a introduire et prouver notre
résultat principal et enfin quelques remarques utiles liées a notre probleme (3.1).
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3.2 Résultats préliminaires

De méme, comme dans chapitre 1, notre probléme se pose dans '’espace noté (W, ||-||w,)

de dual (Wg, || - lw; ). On introduit 'opérateur non linéaire A : Wy — W par
_ [ Ju() = u(y) P (ule) - u(y) () = v(y) Ju(z) P~
(A(u),v) = /R N e drdy+ / (@) de.

Dans un premier temps, pour introduire la fonctionnelle d’Euler Lagrange associée
au probléme (3.1), on démontre les lemmes suivant qui est essentiels pour la caractéri-
sation de sa nature

Lemme 3.2.1. Pour u,v € Wj et il existe une constante k > 1, alors Uopérateur non
linéaire A est bien défini et vérifier

(Au),v) < kllullf Tvllw,

et
—1
[AC)l[wg < Elullfy,

Preuve. Pour tout u,v € Wy, on a

Ay = [ 1) MO0 D) D) gy [P g

o — g o
) ~ u(w) P u(z) — o) ~ ()] @

<[, e oy + [ e o)
ua) = w() o(e) ~ v(v) )P~ (o)

< Ntop dxd dz

S o o T e

Alors, par l'inégalité de Holder (1.1), on obtient
|u(z) —u(y)” g v(z) —v(y)l ’
< -~ 7z @@ 7 -~ 7 @B s
(A(u),v) (/R2 | JIV+ep dxdy /2N iz dxdy

(L) (L)

Pour tout $ € (0,1) et a, b, c,d > 0, on utilise l'inégalité suivante

hSA

a’c' P+ 0Pd" < (a+b)(c+d)' P

en posant 3 = p;% et

ju(@) — ()l

U e o — g
p [ @)
| [
— p
oo [ @) =P

RN |z — y|Ntsp

@)l

]

Y
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Alors, d’'apres Uinégalité de Hardy fractionnaire (1.15) nous obtenons

(A(u),v) < (/RQN W dzxdy + cy /RQN W d:}:dy) v

x (AQNdedy+ / ded>”

< (ear + Dllullfyg 1ol
< kllullf, o llw,
< +00.

Ouk =cy+1letk > 1. Deplus, ona
A |lwg < Kllulby
O

Maintenant, on présentant la fonctionnelle d’énergie associée a notre probleme et
ses propriétés importantes

Définition 3.2.1. La fonctionnelle d’Euler-Lagrange E) : W, — R associée au probléme
(3.1) est définie par
E\(u) = ®(u) — A\V(u), Yue W,

([ B

U(u) = /QF(w,u(a:)) dx,
ot F(z,t) =[5 f(w,s) ds, pour chaque (z,t) € Q x R.

ol

et

Lemme 3.2.2. Pour tous u € W, la fonctionnelle ® est bien définie et coercive, telle que

1 CH+1
Hw%s¢ws< )nn

Preuve. Selon l'inégalité de Hardy fractionnaire (1.15), on a

L ) )l u
V0= fon =g = daty + 4

De méme,

1 1 [ |u(x)]P 1
®(u) = EHUH% o T 2 ];HUH%O (3.3)

Il s’ensuit que,

1 cyg +1
HM%§®MS< )HH

Ainsi, ®(u) est bien défini et coercive dans W,. O
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Proposition 3.2.1. L’opérateur non linéaire A vérifie les propriétés suivantes :

1) A: Wy — W{ est un opérateur continu, borné et strictement monotone, i.e : si
(A(u) — A(v),u —v) >0, Vu # v.

2) A est une application de type (S.), i.e : si u, — u faiblement dans W)
et limsup(A(u,) — A(u), u, —u) <0, alors u,, — u fortement dans W.
n—oo

3) A: Wy — W{ est un homomorphisme.

Preuve.
1) En utilisant le Lemme 3.2.1, il existe une constante k > 1 telle que

(A (), 0)| < Kllullfy, lollw,, Y, v € Wo.
De cette inégalité, il est évident que A est continu et borné.
Ainsi, par un calcul direct, on a

(A(w) = A(w),u = 0) = (A(u),u ~ ) = (A(v),u —v)
() — (@) 2(ula) — ul))(w = 0)(@) = (= 0)) ,

e Py
+ u(‘iy)l:_Qu(x)(u —0)(2) de
_ /R N v(x) = v(y) P> (v(z) |;U_(Z)|2V(—$-up_ 0)(z) — (u—v)(y)) Loy
-/ ‘“("28‘:_2@(@(“ o)) do

e e (ORI R R
- [, =t D =00 4 0) — )~ (o(0) = o))
N /Q {Iu(ac)| sziU(x) Jv(=) Zkzv(z)} (o) — va)] do

=L +1,

- & — y| Ve | — y| Ve
et

I :/Q [|u(x)|p2u(x) - |U(x)|p2v(x)] [u(x) — v(x)] dx.

] ]

D’aprés lUinégalités algébriques de Simon (voir [65, formule (2.2)]) qui dit que; pour tout
&,m € RY, pour p > 1 il existe une constante positive C,, telle que

prg_n’p I:fp227

-2 -2
e == = { T e e, G

Alors, en appliquant Uinégalité (3.4) sur I, et I, telle que

Pour I, on prend £ = u(z) — u(y) et n = v(z) — v(y).
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et
Pour I, on prend & = u(z) et n = v(x).
Pour tout u,v € Wy avecu # v, sip > 2ona

L [, ) = ) )y,
) (u(z) — o(a))”
LG, [ e dady
Donc,
(A(u) — A(v),u —v)y =1, + I
|(u(z) = u(y)) — (v(z) — ()"
= Cp /]R2N |:L‘ — y|N+SP drdy
|(u
—|—/ |x|8p dxdy
p®(u —v).
Alors, d’apres Lemme 3.2.2 on aura
(A(u) = A(v),u —v) > Cpllu — 0|}y, >0, p=>2. (3.5)
Ainsi, sil <p<2ona
he [ 01— 06 _”@f;’?_(m‘?; u)l’ + @) — o),

et

L2, [ @GP (Il £ )

||
Pour tout 1 < p < oo et a,b € R, on utilise l'inégalité suivante
o — 0" < (la] +[0)" < 2°7 (|al” + [b]") .
Pour I, on pose a = u(z) — u(y) et b = v(x) — v(y), on obtient que

I 2<1 p)(p— 2>C |(u(z) —u(y)) — (v(x) — v(y))|2 |(u(z) —uly)) — (v(z) — U(y))|p—2 Loy

R2N |z — y|VEp

De méme, pour I, on pose a = u(x) et b = v( ) on aura

s ot [ ) o fula) o)

]

Donc,

<A(U) — A(U), u — ’U) = Il —_‘r [2

n / | (u |II|S7:( z) =@ dy]
—C /Rmv |(u(z) — Tx)i;ﬁw(i)_v(y))' dmw/ |5p()|pda:dy

= C’p_CI)(u — ).
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\ 1-p)(p—2)
ouC =2 7 (C,> 0 est une constante.

Par conséquent, d’aprés Lemme 3.2.2 on aura
p
(A(u) = A(v),u —v) > Cllu —v|j, >0, 1<p<2 (3.6)
Ce qui nous ameéne a conclure que A est strictement monotone.

2) Comme W, est un espace de Banach réflexif et uniformément convexe selon Théoréme
1.4.2. Ainsi, on sait que la convergence faible et convergence de norme impliquent une
convergence forte. Il nous suffit donc de montrer que ||u,||w, — ||w||w,-

De plus, on a que si u,, — u faiblement dans W, et

limsup(A(u,) — A(u), u, —u) < 0.

n—oo

Alors,

lim (A(u,) — A(u),u, —u) = lim ((A(up), un —u) — (A(w), u, —u)) = 0.

n—+00 n—-+o0o

En combinant (3.5) avec (3.6) de 1), on obtient que u,, — u fortement dans W, quand
n — 400 et ceci nous améne a conclure que A est une application de type (S ).

3) Par 1), on sait que A est strictement monotone, ce qui implique que A est injective.
puis, d’apres le Lemme 3.2.1, on a

) [ P
(M) _ (1t + , )

lullwo—+o00  |Jullwy — llullwy—+oo ]

P
= lim w5+ lim ullgh [u(2)] dx.
i el - il f o

Par l'inégalité de Hardy fractionnaire (1.15), il existe une constante cy > 0 tel que

u(@)[”

Q |zf*

dz < exllullfy, < +oo,

ce qui implique que

: _ u(z)[P
1 ! / | dz =0
||u||W10r£l>+ooHu||W0 Q ’$|8p Z )
d’otl
(Au),u) I lull7
lullwg—+oo  |lullwy — lullwg—too ' VO

= +OO7
puisque 1 < p < % et A est continue et bornée selon 1), donc A est coercive sur W,. Alors,
d’aprés le Théoréme de Minty-Browder (voir [69, Théoréme 26.A]), on conclut que A est
surjective.
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Ainsi, A a une application inverse A~' : W; — W,. Par conséquent, la continuité de
A~ est suffisante pour garantir que A est une homéomorphisme.

Supposons que g,,g € Wy avec g, — g dans W,. Soit u, = A7'(g,) et u = A~ (g).
Alors A(u,) = gn et A(u) = g. Evidemment, {u,} est borné dans Wj. Donc, il existe
uy € Wy et une sous suite de {u, } encore notée {u,} telle que u,, — u, et puisque

gn — g dans Wy,

ona

nLHPoo<A(u”> — A(ug), up — ug) = nETw<gn7 Up, — ug) = 0.
Etant donné que A satisfait la condition (S.,) par 2), nous obtenons que u, — uo dans W,
En outre, u = ug p.p. dans §2. Donc,

u, — u dans Wy,

de sorte que A~! est continu. 0J

Lemme 3.2.3. La fonctionnelle d’énergie E) est bien défini, de classe C' et sa dérivé est
donné par

i /7

(E\(u),v) = (& (u),v) — MU' (u),v), Yu,ve W

Ot
@) =, P =8O o)) a0y
et

(W' (w).v) = [ flau@)o() da.
Preuve. Initialement, on montre que F est bien défini;

Soit u € Wy et par Lemme 3.2.2, on a

cg +1
p

M@g(

> [|||fy, < +oo.

De plus, d’aprés (H1), on a

Pz, 1) = ‘/Otf(a:,s) ds
+ a9

t
/ ds
0

|t]7

= O{1|t| + g —.
q

IN

aq

t
/ 5|97t ds
0

Ainsi,
q
|F(z,u)| < aq|ul + 042|1;|.
Puisque Wy — L4(Q2) pour chaque q € [1,p*), on obtient

(67
)| < [ 1P )] de < aneallulwg, + 5 (egllullw,)* < +oo
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et en déduire que
F(x,u) € L'(Q).

Alors, E, est bien défini.

Il ne reste qu’a prouver que E) est de classe C*(Wy, R) et sa dérivée est

/ ’

(B (u),v) = (& (u),v) — ¥ (u),v), Yve W

Nous rappelons que

O (u) = ; (/]R2N |u|:(10 )_ y|N+Sp|p xdy +/ |u x) et U(u):= /QF(ac,u) dx.

» On commence par démontrer que ¥ € C' (1, R).

D’aprés Définition 1.2.1, on montre que sa dérivée U existe en calculant

(W (), v) = Jim U(u+ tv) — ¥(u)

t—0 t
i Jo F(z,u+tv) de — [o F(x,u) dx
— % t
F - F
— lim (x,u+ tv) (x,u) .
t—0 JQ t

On pose
G : [0,1]] — R
y +— Gy) = F(x,u+ ytv)
G est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1]. Ainsi, en utilisant le Théoréme des accroisse-
ments finis, 30 € (0.1) tel que

¢ = D=0

ce qui signifie
toF (z,u+ 0tv) = F(z,u+ tv) — F(x,u).
Puisque F'(x,t) = f(x,t), alors

F(z,u+tv) — F(x,u)

flx,u+ Otv)v = ; ,

ce qui implique que
(U (u),v) = 11_1)7%/ f(z,u+ 0tv)v dx.
Par ailleurs, on sait que f continu, alors
%1_{% flz,u+0tv)v de = f(x,u)v.

Ainsi, pour tout u,v € W, et en utilisant (H1) on a

| f(x,u+ Otv)v| < ‘(al + aglu + 9tv|q_1> v(x)‘
< ayfv(z)| + azlu + 0tv|T Hu(z)|.
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Pour chaque q € [1,p*) et a,b > 0, utilisant Uinégalité suivante
la+ b7 < 277 (Jal? + [B]7).
En posant a = u, b = v et comme 0t € [0, 1], on déduit que

[f (@ u+ 0tv)o| < anfo(@)] + 2277 (u()]*" + o)) o(@)|
= ano(@)] + 222 (Ju(@)| " o(@)] + [o(2)|7).

Ensuite, on applique le Théoréme 1.1.3 de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

hm/fxu—i—&tvvdx—/f:cuvdx

= /Q f(z,u(z))v(x) d.
De plus, pour u,v € W, on montre que V' est continue
/ |f(z,u(z))v(z)| do
g/ﬂ aq|v(z)] +a2|u(x)\q’1\v(x)|) dx
:al/g\v(x)\ d:c+a2/ﬂyu(x)\q*1\v(x)y dz.

d’ou

Par inégalité de Holder (1.1), on a

(0 (), v)| < anllollzey + aallull oo V]| aco)-

Puisque Wy — L4(Q2) pour chaque g € [1,p*), alors

’

(0 (u), v)| < aner[vllwy + ancallullly o]lw,

= (04101 + asco|ulliy, ) [0l
Par conséquent, ¥’ € Wi et U € C*(Wy, R).
» Ensuite, nous prouvons que ® € C'(WW;, R).

En effet, on montre que sa dérivée @ existe par Définition 1.2.1, on calcule

(@' (u),v) = lim Ou+tv) = ¢ (u)

t—0 t

:1mg{@uw+wx><wwmw g [ TGP,

pt=01 |x—y|N+5p

@ =l |wm|¢%

way o= gV 0 [afr

]

RN |z — y[ N

(w+ )@ rmmwm}_

|z — y|Ntsp

Q |z Q |zf*®

[ M) = e 0P ) )P

dxdy
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On pose
K :[0,1] — R
|u(z) + yto(z)|P
[P

y +— K(y)=

K est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1. Ainsi, en utilisant le Théoréme des accrois-
sements finis, 30 € (0.1) tel que

Ainsi, d'aprés Lemme 1.2.1 on a

[u(@) + Oto() P> (u(@) + Otv(x)) _ Julz) + to(@)]” — Ju(@)”

] N ]

ptv(z)

Alors,
1 fu(z) +to(@) P — |u(@)P _ |u(z) + Otv(z)[P~2(u(z) + Otv(x))

pt | [P N ||

v(x), (3.7)

De méme, on définit
Q : [01] — R

s Ofy) = @) +yte@) — (uly) + )P

|z — y| Nt

() est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1|. Ainsi, en utilisant le Théoréme des accroisse-
ments finis, 30 € (0.1) tel que

Q=200

Donc, d’aprés Lemme 1.2.1 on a

|(u(x) + Otv(x)) — (u(y) + Otv(y)) [P~ (u(z) + Otv(x)) — (uly) + Otv(y))

pt(v(z) —v(y)) |z — y|N+sp

_ (u(@) +to(z)) = (uly) + to(y) " [(ux) + uly))]”

|$_y|N+sp |x_y|N+sP

Alors,
1 (\(U(aﬁ) +tv(z)) — (uly) + o) [(u@) + u(y))P

o A L oyl )
_ [(ul@) + 6to(@) = (uly) + Bto(m)P>(ulx) + Btv(@) = (uly) +60(®)) (1 oy

|z — y|Nt+sp
(3.8)

Par (3.7) et (3. 8) on obtient
p 2
{/ lu(z) + Otv(z) [P~ (u(x )—l—@tv(:r))v(x) g
EAR

+/ |(u(z) + Otv () — (uy) + Oto(y)) P> (u(z) + Otv(x)) — (uly) + Otv(y))

|z — y|N+sp

= lim
t—0

<v<x>——zmy>>dxdy}.

Ensuite, on applique le Théoréme 1.1.3 de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

<(I),(U),U> _ /R2N |’LL<£L'> — u(y)]p_2(u(x) — U(y))(v(l') ( ) dxdy+/ |u ‘p ? (m)v($) dr.

o — gV EE
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’ .
De plus, pour u,v € W, on montre que ¢ est continue, nous constatons que

D’aprés le lemme 3.2.1 nous avons
(@'(u), v) < Kllullfy, [1ollwe-
On en déduit que " € Wi et ® € C*(Wy, R). Ce qui conclut la preuve. O

Les solutions de notre probléme sont introduites par la définition suivante

Définition 3.2.2. En fixant le paramétre réel )\, une fonction u : 2 — R est dite solution
faible du probléme (3.1), si u € Wy et

ol

/RQN u(z) — u(y) P2 (u(z) — uly)) (v(z) — v(y)) dady + /Q Wu(x)v(x) d

T — N+sp x|sp
|z =y |

= [ f,u(@))e(x) dr,

pour chaque v € W,. Ainsi, les points critiques de E) sont exactement les solutions faibles
du probléme (3.1).

3.3 Résultat principal

Dans cette section, nous établissons le résultat principal de ce travail qui est le théo-
réme suivant

Théoréme 3.3.1. Soit f : 2 x R — R une fonction de Carathéodory satisfaisant la condi-
tion (H1). De plus, on suppose que

(H2) il existe 0 > p et M > 0 de telle sorte que
0 <O0F(x,t) <tf(x,t),
pour tout x € Qet |t| > M.
Alors, pour chaque )\ €]0, \|, le probléme elliptique de Dirichlet (3.1) suivant

JulP"u

(=A)su + ] = Af(z,u) dans Q
uw=0 sur RV \ Q,

admet au moins deux solutions faibles distinctes, ol

N = 4

T q
qoqcipr + aacipr

avec oy, ao, ¢ et ¢, sont des constantes positives.
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Pour obtenir la preuve de ce résultat, on décompose la preuve du théoréme 3.3.1 en
une séquence de propositions :

Proposition 3.3.1. Pour chaque A > 0 et les hypothéses (H1), (H2) sont vérifiées. Alors,
E\ = & — \V satisfait la condition de Palais-Smale.

Preuve. Pour démontrer que E) satisfait la condition de Palais-Smale pour tout A > 0. en
effet, montrer que toute suite de Palais-Smale est bornée dans W, et admet une sous-suite
convergente. Nous procédons par étapes.

Etape 1. La suite {u, }nen est bornée dans W,

Pour n assez grand, d’apreés (i) dans la Définition 1.2.7, on a

Ex(uy) = ®(un) — AV (uy)
_ 1 |un () — un(y)[? | () |P
_p<@N T R A “J‘*@”%%@”M

<d.

D’autre part, par (H2) on a

Ba() 2 i, - 2 [ 5 @)z

1 1
> —lunlliv, /f , Un (7)) un (1) d + 5 ||un|| = gllunlli,

p
> (5= ) ol + 5 (Il = [ 160 (e)nto) o)
1,
> (5= 5) ol + {3,

Grdce a (ii) dans la Définition 1.2.7,ona 6 > p > l et ¢ — 0 tel que
[EX(un)llwy <&
et

unHWo

‘ E/\ Up )y Up) < || (Epl) (Un)HWa‘

< ellunwy-

-l

Donc,

0

Il résulte de cette inégalité que {u,} est borné dans W,,.

1 1 1 ’
(5= 5) Tl < B2 (00) = G{BR b < -+ el

Etape 2. la suite {u,, },en posséde une sous-suite convergente.

D’apres le théoréme d’Eberlian-Smulyan (voir [70, Theorem 21.D.]), en passant a une
sous-séquence si nécessaire, on peut supposer que u, — u. Alors, par la compacité de ¥’
grdce a la condition (H1) et du a linjection compact Wy — L4(2), pour tout q € [1,p*)
nous avons

/7

U (u,) — \Ill(u),
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Puisque
B\ (tn) = @ (un) — AV (u,) — 0,
alors
D' (up) = Ey\(un) + AU (1) — 0+ AT ().

De plus, comme @' est un homéomorphisme selon Lemme 3.2.1, alors u,, — u dans W, et
donc FE), satisfait la condition (PS). O

Lemme 3.3.1. Supposons que [ vérifie (H2). Alors, il existe une constante c positive telle
que
F(x,t) > c|t]’, VaeQ, |t|> M. (3.9)

Preuve. On commence par poser a(z) = |mm F(z,€6) et

©i(s) == F(x,st), Vs>0. (3.10)

Par Uhypothése (H2), on a pour tout z € Q et |t| > M que

' M
0 < Opy(s) = OF (x,st) < stf(x,st) = sp,(s), Vs> Tk
Par conséquent,
Opi(s) < spy(s).
Ainsi,
1 1 4
fir S A oy(s)
On voit que,
1 0 ’ 1
./%(1ﬂ|8|) A < [, (b)) ds
1
mlsl’],, < Ml
ek M
| <m%m|m¢{ﬂ.
2] ]
Alors,
M MY
1 — In <1
n@Ot(lﬂ) |t|9_ np(1).
Ona . "
M 0 0 0 0 _ t
D’otl ;
M t
In ¢y <|t|) +In Me < lng(1),
6
elnvt(%)+ln ';I‘e _ eln[@t(%)%} < (D)
Donc,

o (7)< w0
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En tenant compte de (3.10), on obtient

1’ 1’
C|t|9 S CL( >M9 S F mt ﬁ < F(:C,t),

oll ¢ > 0 est une constante. Alors, (3.9) est prouve. O

Ensuite, on prouve la proposition 3.3.2 suivante en utilisant le lemme 3.3.1 prouvé
précédent.

Proposition 3.3.2. Pour tout A > 0 et Uhypothése (H2) est vérifiée. Alors, E, est non
bornée inférieurement.

Preuve. On pose uy € Wy\{0} et pour chaque t > 1, on a

E)\(tU0> = @(t’lj/()) — )\\I/(t'LLO)
tr |uo(z) — uo(y)[” Juo(z)[”
= dxd /\/
P (/Rzzv |$_y|N+sp Tay + Q | |sp t uo

Donc, d’apres Lemme 3.3.1 et de l'inégalité de Hardy Fractionnaire (1.15) on a

tP(cg + 1
By(tue) < DD e )\/Qc|tu0(x)|9 dz
tP(cyg +1
< MHUQH%&) — )\cte/ |u0(x)|9 dz
D Q
<0

L’hypothése (H2) assure que 6 > p, ce qui garantit que
E\(tuy) — —oo, quand t — +oo,

Alors, on déduit que E\ est non bornée inférieurement. O

Preuve de Théorém 3.3.1. Fixant )\ €]0, \|, on essaie d’appliquer le théoréme 1.3.3 au
probléme (3.1) dans le cas » = 1 a 'espace X := W, et aux fonctionnelles &, ¥ présen-
ter dans la Définition 3.2.1.

La fonctionnelle ® est continue et ® : W, — W; est un homéomorphisme selon la
proposition 3.2.1. De plus, grace a la condition (H1) et I'injection compact Wy — L%((2),
pour tout ¢ € [1,p*). Alors, ¥ est continue d’'une dérivée compacte.

Via la proposition 3.3.1 et la proposition 3.3.2, on a établi que F) est non bornée
inférieurement et satisfait la condition de Palais-Smale. Par conséquent, nous pouvons
appliquer notre outil principal, le théoréeme 1.3.3 et il ne reste plus qu’a prouver que
AEJ0AC]0, oo gpylot A = 4

) 1 q -
SUP{a(u)<1) ¥ qo1c1pP +aocip?

A partir de (3.3),on a

1
~|lulffy, < ®(u) <r, tel que u € (] — oo, r|).
p
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Pour r = 1, on obtient
p
[ully, <p-
Alors, pour chaque u € W,

lullw, < p, tel que, u € d!(] = oo, 1]). (3.11)
De plus, d’apres (H1), on a

B =| [ 7ws) ds
+ Qi

t
/ ds
0
|¢]7

= aq|t] + ag—.
q

< o

t
/ |s|77 ds
0

Alors
W(u) = /Q F(z, u(z))|dz

§/Q[a1|u(:r)|+oz2
< a1/Q|u(x)| da:—|—0;2/9|u(:v)|q d

D)
= a|ul| 1) + ?”uH%q(m

\u(;cw] "

En utilisant I'injection compact W, — L%(f2) pour tout ¢ € [1,p*) et pour chaque
ue d (] —o0,1[),ona

&)
U(u) < arerlfuflw, + n (cqllullng)?-
Et par (3.11), on obtient
%)

U(u) < alclp% + —cgp%
q

1 q
1 8
_ qaapr + aacepr

q

Puisque ) €]0, A[, on obtient

1 q
a1c1pP + aocipr 1 1
sup \I/(u)<q 1ap 26D = =< -,
{u€d—1(]—00,1])} q AA
de ce dernier, on a
_ 1
O< A<= . a - < .
qoncipr + apcipr  SWP{a(<1y ¥ (W)
Donc,
— 1
A €]0,A[C |0

’ SUP{&(u)<1} W(u) |

Maintenant que toutes les hypotheses du théoreme 1.3.3 sont vérifiées. Nous concluons
que pour chaque ) €]0, \[, la fonctionnelle E) admet deux points critiques distincts qui
sont des solutions faibles du probleme (3.1). O

Remarque 3.3.1. Remarquez que le théoréeme 3.3.1 confirme Uexistence de deux solutions
faibles positives pour le probléme (3.1), si la fonction f est positive et f(z,0) # 0 dans €.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude de I'existence et de la multiplicité des solu-
tions du probléme suivant

p

{ (—A)u= f(x,u)  dans €
(4.1)

u=0 sur RV \ Q,

ot  est un domaine borné dans RY, p € (1,00),s € (0,1), (N > ps) de frontiere
réguliére 0S) et f est une fonction discontinue par rapport a u, donné par

n

flo,u) =m(x) Y H(u— p), (4.2)

=1

pour telles x; > 0 vérifiant la condition

P < plg <0< flp

et m € L>(Q2) change de signe. La fonction H est la fonction de Héaviside i.e.
1 sit>0

H(t) = .
0 si ¢t <O0.

Le probleme (4.1) avec la non-linéarité (4.2) peut étre considéré comme un probleme
de frontiere libre avec une région inconnue a caractériser.

Peu de travaux considére un probléme avec le p-Laplacien fractionnaire impliquant
une nonlinéarité discontinue. L'une des raisons de considérer les discontinuités est due
a de nombreux problemes aux frontiéres libres qui peuvent étre réduits a un probleme
aux limites avec une discontinuité au second terme. Pour un bref panorama des travaux
traitant des nonlinéarités discontinues, voir [5-7,9,12,13,26,41].

Plus précisément, notre probleme peut étre reformulé comme suit

(=A)su = nm(x) dans u > p,

(=Apu=(n—1m(z) dans p, 1 <u < py,

(=A)ju = im(x) dans p; < u < g1 (4.3)
(=A)u=0 dans u <

u=0 sur RV \ Q.

Nous voulons trouver (u, 2,,,) tel que le probleme (4.3) soit vérifi€ ou (2, = {x € Q : u(z) > u;}
et 09, = I'; sont les fronti¢res libres a4 déterminer. Nous pouvons remarquer que notre
discontinuité génere n frontieres libres qui ne sont pas données explicitement et de-
mande plus d’attention surtout la régularité de 'ensemble T';.

Dans le cadre local (s = 1,p # 2) sans la fonction m et lorsque f n’a qu'une seule

discontinuité, le probléme (4.1) a été étudié par D. Arcoya et M. Calahorrano dans [9].
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Pour le Laplacien classique (s = 1,p = 2), le probléme (4.1) a été analysé dans [6]
par A. Ambrosetti et M. Badiale. Apres ces travaux remarquables, de nombreuses géné-
ralisations sont obtenues dans la littérature. Par exemple, voir [5-7,9,12-14].

Récemment, un probleme non local fractionnaire avec des nonlinéarités discontinues
a été étudié dans [11], ot 'auteur prouve I'existence de solutions du probléme suivant

{ (—A)u= f(u)H(u—pu)  dans

(4.4)
u=0 sur RV \ Q,

ou (—A)® est le laplacien fractionnaire (p = 2) et f est une fonction donnée qui satisfait

des conditions appropriées.

Dans ce chapitre, nous étudierons la généralisation du probleme (4.4) pour le p-
Laplacien fractionnaire avec des nonlinéarités qui change de signe et n discontinuités.
Cette étude a été motivée par des résultats récents étendant les résultats classiques de
I'opérateur p-Laplacien. Une autre motivation est 'impact de notre terme nonlinéaire
dans plusieurs applications comme la théorie des réactions chimiques, les réseaux de
neurones et la théorie du climat. nous citons [15] pour plus de détails.

Ainsi, on considere le probleme suivant

(=A)su=m(z)Y H(u—yp;)  dans Q
i=1
u=0 sur RV \ Q.

(4.5)

En utilisant 'approche variationnelle, nous définissons la fonctionnelle d’Euler-Lagrange
associée au probleme (4.5) par

L Ju(@) — ()P
Bw) = [ o oy [ mi@)Gu()) da.

ou G : [0,400[— R est G(¢) Z/ (s — pi) ds.

On remarque que la fonct1onnelle E n’est pas Fréchet différentiable ce qui signifie
que les méthodes variationnelles classiques ne sont pas applicables. Par conséquent, en
posant des hypotheses appropriées sur les fonctions m et GG et en utilisant la théorie
de Chang [26] pour les fonctions non différentiables due a Clarke [27], nous prouvons
que la fonctionnelle £ n’est que localement Lipschitzienne continue. Par conséquent,
selon la version non réguliere de théoréme du col, nous pouvons montrer ’existence de
solutions du probleme (4.5).

On a organisé ce chapitre comme suit. Dans la section 4.2, nous rappelons quelques
définitions et résultats préliminaires. Dans la section 4.3, nous énoncons et démontrons
notre résultat principal.
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4.2 Résultats préliminaires

Tout au long de ce chapitre, notons (W, || - [|w; ) l'espace dual de (W, || - [|lw,) et nous
définissons 'opérateur non linéaire A : Wy, — W par

_ L Ju@) —u(y) P (@) —u(y))(v(z) —oly) ;
(Au),v) = p/R?N P—LE dxdy, Vv € Wy,

ou (-, -) désigne le produit scalaire sur Wj.

Posant

et on considere le probleme suivant

{ (=A)u(z) =m(x)g(u(r))  p.p. v €Q
u(z) =0 z e RN\ Q.

(4.6)

Considérant la structure variationnelle de probleme (4.6), on présente sa fonctionnelle
énergétique correspondante ainsi que ses propriétés importantes

Définition 4.2.1. La fonctionnelle d’Euler-Lagrange E : W, — R associée au probléme
(4.6) est définie par
E(u) = ®(u) — J(u), Yue Wy,

oll

1 u(x) —u(y)”

et .
J(w) = [ m(@)Gu()) dr,

n

ou G(t) = /Otg(s) dsetg(s)=> H(s— )

i=1

On présente quelque propriétés essentielles de E ainsi que son gradient généralisé a
travers le lemme suivant

Lemme 4.2.1. La fonctionnelle d’énergie E est bien défini et localement Lipschitzienne
dans W,. Le gradient généralisé de E est donné par

(OE(u),v) = <<I>/(u),v> —(0J(u),v), Yu,ve W,
ol

et
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Preuve. Principalement, on montre que E est bien défini;

Soit u € Wy et par définition de ®, on a
1 p
O(u) = BHUHW@ < +00.

Ainsi, on a
:/ZHS—/LZ ds<n/ ds,

ce qui implique que
G(u(x)) < nu(x). (4.7)

Donc,

Puisque Wy — L7(Q2) pour chaque q € [1,p*), on obtient
w)| < [ [m(@)Glu())] dr < nCillm e lulw, < +oo.
ce qui permet de déduire que

J(u) € LY(9).
Alors, E est bien défini.

D’autre part, on démontre que F est localement Lipschitzienne dans W), et son gradient
généralisé est donné par

/

(OE(u),v) = (@ (u),v) = (9J (u),v),

» On commence par démontrer que J localement Lipschitzienne dans Wy et si ( € 0.J(u),
Alors ((z) € m(x)0g(u(z)). on a

| J(u) = J(v)] =

m(x)Gu(z)) do — /Q m(2)G(v(z)) dz
Qm@HGW®D—G@@»MM

S/Q|m(x)|‘/ ZHS—M ds—/vzzn;Hs—uz

§/|m(:c)|‘n/ ds—n " ds
Q 0 o
0 U

g/n\m(xﬂ’/ ds—i—/ ds
Q v 0

g/n\mx|’/ ds| dz

= nllmlee) [ fu(x) = v@)] da.

dx

dx

dz
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En utilisant Uinjection Wy < L7(Q2) pour chaque q € [1,p*), on obtient
|/ (u) = J (V)] < nllml| L@ Crllul@) = v(@)]lwy, Yu,v € Wo.
D’aprés la Définition 1.2.12, la fonctionnel J est localement Lipschitzienne dans W.

De plus, d’apres la Définition 1.2.13 de la dérivée directionnelle généralisée, ils existes
w — u et d, | 0 quand n tend vers +oc, telle que

J(w + d,v) — J(w)

Jo(uv) = lim 5
- [ /Q m(z)Gw + 6,0) ;Jlx— /Q m(z)G(w) da:}
w+0nv ! w
m(a) [ JERGE SIS dﬁ]
- nhl& 5 dz
= lim [ m(x /M”U (€) de da.

On suppose w — wu et §,, | 0 quand n tend vers +oo, d’apreés le Lemme 1.1.1 de Fatou, on
conclue que

T (u; v) </ m(2)G° (z, u(x); v(x)) dz
—-/' 1) max {{((x), v()) : ¢ € dglu(x))} du

oy @@ e [ m(gu)) e @8)

Pour ¢ € 0.J(u), nous voulons prouver que
m(@)g(u(z)) < (@) < m@)g(u(@)), pp. Q.
Supposons qu'il existe un ensemble positif £ C ), tel que
C(x) <m(x)g(u(x)), Yo el. (4.9)

Soit v(x) = —xe(x) dans (4.8), la fonction caractéristique de &, en utilisant la définition
du gradient généralisé on obtient

= [¢@)do = [ claxxe(@) do <~ [ m@)g(ul)xe(w) do =~ [ m@)g(ulz)) do.
Cela contredit (4.9). Par conséquent nous avons
m(z)g(u(z)) < ¢(x), p.p. € £2.
De méme, on a ((z) < m(x)g(u(x)), p.p. © € £2. Alors, si ((x) € 0J(u), on a
C(w) € [m(x)g(u(x)), m(z)g(u(x))| p.p. z € Q
Alors, VU est localement lipschitzien W et si ¢ € 0.J(u), Alors ((x) € m(z)dg(u(x)).
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» Ensuite, nous prouvons que ® € C''(1;, R).

En effet, on montre que sa dérivée &' existe par Définition 1.2.1, on calcule

) () —
 lim (u+ tv) — O(u)
t—0 t

R2N ’x_y’N—i-sp |x_y|N+5p

On pose

|(u(x) + ytv(z)) — (uly) + ytv(y))?
|z —y| Ve

y — Qy) =

() est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1]. Ainsi, en utilisant le Théoréme des accroisse-
ments finis, 30 € (0.1) tel que

Donc, d’apres Lemme 1.2.1 on a

|(u(z) + Otv(z)) = (uly) + Otv(y))"~*(u(z) + Otv(z)) — (uly) + 0tv(y))
|z — y|Ntsp

_ () +to(x) = (uly) +to(y)” _ [(u(@) + uly))l”

pi(v(z) = v(y))

|z — y|N+sp |z — y|Ntsp
Alors,
1 ((u(@) +tu(z)) = (uly) +to) P |(u(z) +uly))
pt o |$ _ y|N+sp " o |$ _ %LNJrSP "
_ Vo) + (e (uy) + )P te) ot — ) 0005 o
(4.10)
Par (4.10), on obtient /
(© (u),v) =
jim [ |(u(z) + Oto(z)) — (uly) + 9tv|(j)_)|’;|N(+usiw) + Oto(z)) — (u(y) + 6tv(y)) (v(2)—0(y)) dady.

Ensuite, on applique le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

@ (. = [, O 00D ) i) vy

|z — y|Ntsp

’ .
De plus, pour u,v € W, on montre que ¢ est continue, nous constatons que

et d’apres Proposition 1.5.1 on a

’

(@' (u), v) < iy, [v]w-

On en déduit que " € Wi et ® € C*(W,, R). Ce qui conclut la preuve. O
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Définition 4.2.2. Une solution faible du probléme (4.6) est une fonction u € W, telle que

/

(O (u),v) =(0J(u),v), Vu,ve Wy,

Le.
(Au,v) = /Q ((x)v(x) dx, ve W,

ol

-

C(z) e | J[(i —1)m(x), im(x)] ae. z €

=1

4.3 Résultats principaux

Dans cette section, nous établissons le résultat principal de ce chapitre. Avant d’énon-
cer le résultat, nous introduisons les hypothéses importantes suivantes :

(H1) La fonction m € L*>°(Q2) et change de signe en (.
(H2) L’ensemble Ot = {z € Q : m(z) > 0} est un domaine de classe C" tel que Q" CC Q.
(H3) Pour p' = I%, p>1

¥ () 5
AT / le1ller@ny |77
——— > p [m" [ pe @) |7
fin @ Jor m(z)er(z) do
ot m*(x) = max{m(x),0}, |-| estla mesure de Lebesgue et ¢, est la premiere

fonction propre du probléme suivant

— A = A1 |P2 dans Q*
( )p<P1 1P~ 01 . (4.11)
01 =0 sur RV \ Q.
Remarque 4.3.1. On sait que, si u est un point critique de F, alors u résout le probléme
(4.6) dans le sens suivant

n

(=A)u(z) € (@ — 1)m(z),im(x)] p.pdans Q.

p
i=1
Les points critiques de E résolvent le probléme aux limites dans un sens multivalué, si les

frontiéres libres I'; = {z € Q : wu(x) = p;} ont une mesure nulle. Ainsi, il est possible
d’obtenir que les points critiques seront solutions presque partout dans 2.

L’énoncé de notre théoreme principal est le suivant

Théoréme 4.3.1. Supposons que Uhypothese (H1), (H2) et (H3) sont vérifiée, alors pour
s€ (0,1)etp e (1,00), le probléme multivalué associé a (4.6)

(~A)yu(z) € m(z)g(u(z))  pp. v €Q .
u(x):O IG]RN\Q7 .
admet au moins 2n solutions non nulles distinctes dans Wy ot g est la fonction multivaluée

obtenue en remplissant les sauts a u = i1, -+ ,u = i, et défini par
B UG
[(i—=1), 1 st s=p

Comme mentionné précédemment, si les frontiéres libres I'; = {x € Q : u(x) = p;} ont
une mesure |I';| = 0, alors les solutions de (4.12) sont les solutions du probléme (4.5).

Vi=1,n,
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L’idée principale de la preuve du théoreme 4.3.1 est 'application de la théorie irrégu-
liers des points critiques combinée a ’estimation appropriée concernant le p—Laplacien
fractionnaire.

Remarque 4.3.2. D’aprés Lemme 4.2.1 et 4.2.2, on a conclut que E est localement lip-
schitzienne et son gradient généraliser est donner par

0E(u) = A(u) — 0J (u).

Alors, par Définition 1.2.15 u est un point critique de E (i.e. 0 € 0E(u)), si et seulement
s’il existe .
¢edJ(u U (i — D)ym(z), im(z)],

tel que Au(x) = ((z) € m(x)g(u(x)) p.p. dans Q.

Pour assurer I'existence de points critiques de la fonctionnelle £. nous devons prou-
ver que E vérifie les hypotheses du Théoréme 1.3.1 et du Théoreme 1.3.2.

Par conséquent, on repartie la preuve du théoreme 4.3.1 en une suite de propositions

Proposition 4.3.1. Supposons que (H1) est vérifie. Alors il existe un minimum global
u # 0.

La preuve de la proposition 4.3.1 consistera a prouver que £ est borné inférieure-
ment et vérifie la condition de Palais-Smale.

On a d’abord le lemme suivant

Lemme 4.3.1. Soient N > ps, s € (0,1), p € (1, 00) et les hypothéses (H1) vérifiées. Alors,
la fonctionnelle localement Lipschitzienne E est bornée inférieurement.

Preuve. On a pour u € W,

_ L Ju(@) —uy)l?
E(u) = p/RZN s ’Nﬂp dedy — [ m(a ) da.

On remarque que
:/ZHS—/LZ ds<n/ ds.

Donc,
G(t) < nt. (4.13)

Ainsi, en utilisant Uhypothése (H1) et Uestimation (4.13), on a
1
B(w) > [l = nlpmlls~e [ u(z) da.

Comme Wy — L*(Q), for all p € [1,p*), On aura

—_

E(u) 2 ~lullty, = nllm] @ Cullullw,

— 3

> —lulliy, — Crllullw,,

S
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ou () est une constante donnée.

Alors, la fonctionnelle E est bornée inférieurement et coercive. O

Ensuite, on vérifie la validité de la condition de Palais-Smale a travers le Lemme
suivant

Lemme 4.3.2. Soient N > ps, s € (0,1), p € (1,00) et les hypothéses (H1) vérifiées. Alors
la fonctionnelle E vérifie la condition de Palais-Smale, si (u;),en est une suite dans W, telle
que

E(u;) est bornée. (4.14)
et
) = ain wlwg =20 (4.15)

Alors, il existe u € Wy, tel que, jusqu’a une sous-suite, ||u; — u|lw, — 0 as j — +oc.

Preuve. Pour vérifier que F satisfait la condition de Palais-Smale, il suffit de montrer que
toute suite de Palais-Smale est bornée dans W, et admet une sous-suite convergente. Nous
procédons par étapes.

Etape 1. La séquence (u;) e est bornée dans W,
D’aprés Uhypothése (4.15), il existe w € 0E(u;) = A(u;) — 0J(u;), tel que

Aas) = llwlhw; 0.
Dong, il existe v; € 0J(u;) C CJ (i — 1)m(z), im(z)], tel que
=1
AMuy) = [|[Auj — vjllwy = [(Au; — vj, 0)] o0 Ve e W
En particulier; pour ¢ = u; € Wy, on a

[(Auj — v, uy)| Pl

ie. Ve >0, AN. €N, Vj € N et Vj > N, on obtient que

1 |uj(x) — u;(y) |
[(Auj — vy, u5)| = ’_ p/RQN ]|x _y|NJ+sp dxdy+/gvj(x)uj(x) de| < e
Par conséquent,
1 |uj (@) — u; (y)[”
) /RQN P +/ij(fv)uj(rc) dr <e. (4.16)

De plus, par hypothése (4.14) on a une constante M > 0 telle que

1 |uj( ) — U] y)| /
Ainsi, pour k > 0, on a
koo Jui(z) —u()lP
p e o =g dody = [ bml@)Glu(z) do < kM. (4.17)
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En gjoutant (4.16) et (4.17), on obtient

E—1\, .
(2l + [ ostohsto) — bm(e)Glas(a))] o < Kt 42

D’autre part, nous avons

+...+/t S™H(s — i) ds > nlt — i) > (¢ — ). (4.18)
n

=1

Maintenant, en utilisant Uestimation (4.18), nous obtenons

k —
() bl + f stoho) = bmlo)us(o) = )] o < KA+ =

Puisque k > 1, 0 < v;(z) < nm(z) et m vérifie (H1), on obtient

k1 .,

i, +/Q (0 = &) [l =@y (2) + kllm | seaypen] do < kM +e.
Alors,

E—1\, .

— [wslliv, < EM + & = Ellml| e n[Q] + (k= n) [lm| =« /Quj(ﬂf) dax

<C)+ Cg/ uj(x) de,
Q
olt Cy = kM + ¢ — k||m| o ypn|] et Cs = (k —n) |m| r(0)
Puisque, Wy — LP(2), pour tout p € [1,p*), on aura
E—1 ~
(552 i < €1+ Calule

ot Cy est une constante donnée.

Par conséquent, nous concluons que la suite (u;),cn est bornée dans W,

Etape 2. la suite (u;) ey posséde une sous-suite convergente.

Puisque (u;) ;cn est borné dans W, et W, est un espace réflexif. Alors, jusqu’a une sous-suite
7)J€

notée de méme u,;, il existe une u € Wy, tel que

u; — u faiblement dans W,
u; — u fortement dans LP((Q2),

By (H1), m est borné dans L*({2). (4.19)

De plus, on observe que
0FE(uj) = Au; — 0J (uy),

ol, 8J(u;) C U [(i — Vm(z), im(z)].

i=1
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L’hypothése (4.15) implique qu’il existe une suite p; € 0.J(u;), telle que

(Auj — pj, o) fawd 0, VoeW,.

Par (4.19), (p;) est borné dans LP(X), en utilisant le fait que W, — LP(£)) est compact, on
a
p;j — p € Wy (fortement).

Jj—+oo
Donc,
<Auj - P 90> jjoo 07 v p e WO-

Puisque A est un opérateur monotone et continu, on déduit que p = Au et

(Auj — Au,u) — 0, Yo =ueW,.

j—+oo
Ainsi,
1 1
(A ) = s, 7, (Aw ) =l

de sorte que
[ —

Alors,
p
Uj — U — = 0.
O
Par conséquent, on obtient que u; converge vers u dans Wj. O

Remarque 4.3.3. Remarquons qu’a partir du lemme 4.3.1, la fonctionnelle E est bornée
inférieurement et coercive, alors on peut conclure immédiatement que la suite (u;) est bor-
née dans W,. D’oil Uétape 1 de la preuve du lemme 4.3.2 concerne le cas ou E non borné
inférieurement.

Preuve de Proposition 4.3.1.

D’apres le lemme 4.3.1 et le lemme 4.3.2 , on confirme que la fonctionnelle £ satisfait
les conditions du théoréeme 1.3.2, ce qui nous amene a conclure que £ a un minimum
u # 0 dans W,. O

Pour montrer I'existence d’'un second point critique, nous utilisons le théoréme du
cols irrégulier. on a

Proposition 4.3.2. Supposons que (H1), (H2) et (H3) vérifiée. Alors, il existe un point
critique du col v # 0.

Pour prouver la proposition 4.3.2, nous devons vérifier que la fonctionnelle £ a une
structure géométrique comme indiqué dans le théoreme du col 1.3.1. Nous commengons
par vérifier ces caractéristiques géométriques a travers ces Lemmes :

Lemme 4.3.3. Soient N > ps, s € (0,1), p € (1,00) et 'hypothése (H1) vérifiée. Alors, il
existe p,a > 0 tel que pour tout u € Wy avec ||u|lw, = p, ona E(u) > a.



4.3. RESULTATS PRINCIPAUX 78

Preuve. Comme dans la preuve précédente, en utilisant Uestimation (4.13), Uhypothése
(H1) et le fait que Wy — LP(Q2), pour tout p dans[1, p*), on obtient ce qui suit

1 ~
E(u) > ];IIUII%O — Chlfullws,

Ainsi,
1 P o 1-p
B(u) 2 Sl (1= Cupllulliy?)
1 _
>l (1= Fallulliv?) .
ol 1{31 = élp

Soit u € Wy avec |lullw, = p. On voit qu’il existe p qui vérifie pP~! > k,. Alors, il existe
a > 0 tel que

E(u) > ;pp (1 - klpl_p) = a.
O

Lemme 4.3.4. Supposons que les hypotheéses (H1), (H2) et (H3) vérifiée. Alors, il existe
to € Ret g1 € W, tels que E(typ1) < 0.

Preuve. Rappelons que ¢, est la premiére fonction propre du probléme de Dirichlet suivant

{ (—A)Z% :X1|<,01|p_2901 dans QF

4.20
©1=0 sur RV \ QF, e

S

otr 'on note A\; = \ym* (z) et Ay la valeur propre principale de (—A)s,

Donc, on pose $, Uextension nulle de oy sur Q7. Grdce a (4.18), on obtient pour t > 0
G(to@1) > toP1 — fin.

Par conséquent, on obtient

~ t0 [ ~ ~
E(topy) = @il — [ m(r)Ctopa(x) da

toA

< 2 [ Aade = [ m@)(togr(r) — ) dr
tgxl p + +
A —to [ m@eu()de + gl e |27

Prenant

— fQ+ m<$)§01($) d(L‘)pll y
to ( A Jor 5 (x)dx , Vp>1.
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On aura

Bitng,) < ar m@)e@ dx){*l P U m(@)pn (@) dw)é eyl O]
p (M Jor A@)dz)™ p (N for Ph(x)da) ™

- <1 —p> (fQj m(z)p1 () dx)iF T [l e a2
Pl (N o 90’1’( >dx)

m dxF
( )fﬂ* @V ENTL L o el 2.

| /\

M Jor el )dl’)

En prenant p = < on obtient

N 1 m(x ) dz)7 1
Bltopr) < — Yo m@erl@) a0 ey o0

b (Xl Jo+ QOZl)(I)df) "

Donc, par Uhypothése (H3), on a

p—1

Jor m(z)er (z) do

E(t()@l) < — 1
A el ey

1
Z? +,UnHm+HLoo(Q+)’Q+‘ < 0.

Preuve de Proposition 4.3.2.

En tenant compte du fait que le Lemme 4.3.1, le Lemme 4.3.3 et le Lemme 4.3.4 sont
vrais. Par conséquent, nous pouvons appliquer le théoréme du Col (voir Théoréme
1.3.1), et nous confirmons 'existence d’'un autre point critique v # 0 de la fonction-
nelle F. O

Preuve de Théoréem 4.3.1.

En combinant la proposition 4.3.1 et la proposition 4.3.2, nous concluons I'existence
de deux solutions a savoir u et v. Pour chaque solution, il existe n frontieres libres
correspondantes. Ceci conduit a conclure qu’il existe 2n solutions.

La condition fondamentale j; < ps < -+ < pu, garantit que notre non-linéarité est non
décroissante et donc 'équation u(x) = y; est vérifiée. Evidemment, pour i = 1,...,n,
on suppose au moins l'existence d’unique x; vérifiant u(z;) = p; (v(x;) = ;). O
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5.1 Introduction
Dans ce chapitre, notre objectif principal est d’obtenir de nouveaux résultats d’exis-
tence pour le probleme suivant

|ufP"u

(=A)u=p B + Af(u)  dans Q
uw=0 sur RV \ Q,

(5.1)

ot 2 est un domaine régulier borné dans RY(N > 2) contenant lorigine, p > 1,
s € (0,1), (N > ps), 0 < 8 < 1/cy ou cy est la constante de l'inégalité (1.15) de
Hardy fractionnaire, A > 0 et f : ) x R — R est une fonction nonlinéaire discontinue
par rapport a u. En particulier, f est donné par

fu) = H(u—p),
ou p > 0 et H est la fonction de Héaviside, i.e.

1 si t>0,

H(t) = { 0 sit<o. (5-2)

Remarquez que le probleme (5.1) peut étre formulé par le probleme de frontiére libre
suivant

N P L S
( )pu - /8 ’x‘sp + ans {U > :u}
p—2
apu=pttlt s s 53
u=0 sur RV \ Q.

On s’intéresse a trouver (u, €2,,) tel que le probleme (5.3) soit vérifié ol
Q,={zeQ : ux)>pu}

et 00}, .= I est la frontiere libre a déterminer.

En utilisant 'approche variationnelle, nous définissons la fonctionnelle d’énergie as-
sociée pour le probleme (5.1) par

By o ! ( [, LU g P

P [ — gV E

dx) - )\/Q F(u(z)) dx,

ol F : [0,+o0o[— R est F(t) = [3 f(s) ds et f(t) = H(t — u). Notez que E n’est pas
de classe C'! en raison de la présence de discontinuité, alors les méthodes classiques ne
peuvent pas étre appliquées.

Dans ce travail, nous utilisons une technique d’approximation pour résoudre ce pro-
bléme. A notre connaissance, c’est la premiere fois dans la littérature que le probleme
(5.1) est considéré lorsque f est une nonlinéarité discontinue (ainsi que dans le cas
ol s = 1) et lorsque la méthode d’approximation est utilisée pour donner un résultat
d’existence. Plus précisément, on considere le probléme d’approximation suivant
luy [P~ 2u

(—A)jure — P A° — AH.(uy.) dans Q
Ure =0 sur RV \ Q,

(5.4)
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ou H.(uy.) est une approximation réguliere de la fonction de Héaviside H (voir la
construction de H. ci-dessous).

Dans un premier temps, nous donnons I'existence de la solution u, . du probleme
(5.4) en utilisant le principe variationnel de Ricceri (voir [60]). Deuxiémement, nous
prouvons que u,. converge vers uy, solution du probleme (5.1) quand ¢ — 0 dans
I'espace approprié.

Remarquons que, lorsque s = 1, le probleme (5.1) devient

JulP"u

—Aju=p P
u=20 sur o).

+AH(u—p)  dans 5.5)

Nous conjecturons que dans le cas local (s = 1), le méme résultat de notre article est
vrai.

Dans ce chapitre, nous procédons comme suit. Dans la section 5.2, nous énoncons
et démontrons nos principaux résultats en utilisant les méme propositions préliminaire
présentées chapitre 1.5.

5.2 Résultat principal

Considérant la structure du probléme variationnel (5.1), on rappelle la définition de
sa fonctionnelle énergétique correspondante

Définition 5.2.1. La fonctionnelle d’Euler-Lagrange E, : W, — R associée au probléme
(5.1) est définie par
E\(u) = ®(u) — A\V(u), Yue W,

ou
O (u) = ; (/]R?N W dxdy — B/Q |1|LiTS)p|p dx) (5.6)

et
U (u) ::/QF(u(:L’)) dz, (5.7)

ol F: [0,4+o00[— Rest F(t) = [; f(s) dset f(s) = H(s — p).
Lemme 5.2.1. Pour tous u € W, la fonction ® est bien définie et coercive, telle que

<1 —5CH
p

1
) folf, < @) < Ll

Preuve. Selon l'inégalité de Hardy fractionnaire (1.16), on a

PO g R PR UG

p |z — y|NTsp pJa |x|P
1 Bew
> lulfi, + =l

1 _
> (2220 i, 5:8)
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De méme,
B u(=)P

pJa |zl

1 1
®(u) = ];IIUHIGVO dr < EIIUH%

Il s’ensuit que,

1— CH 1

(1) Bl < 200 < Sl
Ainsi, ®(u) est bien défini et coercive dans W. O
Définition 5.2.2. Une solution faible du probléme (5.1) est une fonction u € W, telle que

(@' (w),v) = (9¥(u),v), Vu,v €W,

ie.

(Au,v) = /Qg(x)v(x) dx, ve W,
ol

((z) €10, 1] p.p. €.

Remarque 5.2.1. On sait que, si u est un point critique de F, alors u résout le probléeme
(5.1) dans le sens suivant; on consideére son probléeme multivalué

o~

{ (—A)u(z) € AMf(u(z))  pp. z€Q
u(z) =0 reRV\Q,

(5.9

ott f est la fonction multivaluée défini par

e sis
fe) = { 0, 1] si s =p,

Les points critiques de E résolvent le probléme aux limites dans un sens multivalué (5.9),
si les frontiéres libres I'; = {z € Q : u(x) = p;} ont une mesure nulle. Ainsi, il est possible
d’obtenir que les points critiques seront solutions presque partout dans 2.

Notre objectif principal est de montrer I'existence de solutions du probléeme (5.1)
par une procédure d’approximation. Pour cela, on considere que u, . est la solution de

o
(—A)sur. — 5‘“*7%@““ = M.(uy.) in Q (5.10)
Uye = on RV \ Q,
ou H. est donné par
1 Si t>p+e,
H.(t) = gj si p<t<p+te, (5.11)
0 si t<p.

La fonction H. est une approximation continue et réguliére de la fonction de Héaviside
H. En effet, on peut facilement obtenir que H.(u) — h(u) quand € — 0 avec h(u) = 0 si
u<p,h(u)y=1siu>pet0<h(u)<ldansD'={x € Q : u(z) =pu}.Si || =0, alors
u = pu p.p. dans I'. Par conséquent, h(u) = H(u — pu).

Maintenant, on peut présenter la fonctionnelle énergétique associée au probléme
approximé (5.10) ainsi que ses propriétés importantes
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Définition 5.2.3. La fonctionnelle d’Euler-Lagrange E, . : Wy — R associée au probléme
(5.10) est définie par

E)\,E(“’)\,E) = cD(“A,s) - >\‘Il<u/\,€); vu}\,s S WO;

ou
1 [ure () — ure(y)]? |ure ()P
Dluy.) = - / * * dzd / " 5.12
(une) P ( RN |z — y|N+sp y—p5 |$|5p X ( )
et
U(uy,) = L/’zv ure(z)) d, (5.13)

ot F. : [0, +oo[— Rest F.(t) = [¢ H.(s) d

Définition 5.2.4. Pour A\ > 0, la fonction u, . est dite solution faible du probléme (5.10),
st {unc}..o C Woet

!

(D (ure),ve) = (Aure),ve) = /\<\I//(u)\’6),va>, ve € W

oll

L, iz e Sl =00l 0) — ) dady
[ (@)

—f A ] uye(x)ve(x) do = )\/QHE(U,\’E(I))UE(ZE) dz,
pour chaque v. € Wy. Donc, les points critiques de E) . sont exactement les solutions faibles

du probléme (5.10).

Dans cette section, nous établissons le résultat principal de ce travail qui est la pro-
position suivante

Proposition 5.2.1. Pour les constantes positives 3, co, c1 et cy, il existe un nombre positif
A donné par

A = sup pi’ ,
{p>0} c (l_zc )p p‘i‘Co’Q’
tel que, pour tout A\ €]0, A, le probléme suivant
U [P Uy . .
(—Aﬁmﬁzﬁ’*&w’“+xﬂgmg in Q
uy. =0 on RV\ Q,

admet au moins une solution faible non triviale uy . € W,. Ainsi,

e flw, = 0

et la fonction g(\) .= E, .(uy.) est négative et strictement décroissante dans |0, A|.

Pour parvenir a la preuve de ce résultat, nous devons démontrer les lemmes sui-
vants :

Lemme 5.2.2. Soient s € (0,1), N > pset 8 € [0,H). Alors, la fonctionnelle ¢ est
coercive et faiblement semicontinue inférieureurement sur W, i.e :

P(upe) < liminf @(uf ) si ul, 7 Whe faiblement dans Wj.

n—+400
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Preuve. En utilisant lUinégalité de Hardy fractionnaire (1.15), on obtient que pour tout
uye € Wy,

D(uy.) = 1 </R2N [ure () — ure(y)|P dndy — Q M dx)

p |z —y| NP ]

1 _
> <56H> [
b

Puisque Scy < 1, nous concluons que

p
W()'

D(up.) — +00, as Hu,\fﬂ{jvo — +00,

which means that ®(u, ) is coercive on W,

Maintenant, par le Théoréme 1.4.4 nous savons que C°(£2) est un sous-ensemble dense
de W,. Ainsi, en utilisant des arguments de densité, pour prouver que ¥ est faiblement
semicontinue inférieurement sur Wy, il suffit de montrer que la fonctionnelle

O est faiblement semicontinue inférieurement sur C°(€). (5.14)
Dong, soit {u} . fnen une suite dans C°() tel que
uy . — uy. faiblement dans W, quand n — +oo. (5.15)

Ainsi, on appliquant le Théoréme 1.4.9 pour o = sp et pi(sp) = p < pi(0) = pf, donc il
existe deux mesures positives finies ;1 et v dans R”, et deux nombres positifs 1, vy tel que
la convergence suivante soit faible au sens des mesures,

’ug\l,s (ZL’) - ug\l,s (y)lp |u>\,6 (Qf) — Ure (y)|p
L. oy Qe =z [ R SE dyde + ol (516)
u ()P p
MR Ly @ s (5.17)
| [P | [P

et selon la Définition 1.4.4, on sait que la meilleure constante de l'inégalité de Hardy
fractionnaire H,), est donnée par (1.17), tel que

0 < vy < chpo, (5.18)

ol cy est la constante de linégalité de Hardy fractionnaire (1.15) et d, désigne la masse de
Dirac au point 0.
De la continuité de linjection W, — LP(S2), pour tout p € [1,p*], on a que

uy . — ux. fortement dans LP(S)), asn — +oo. (5.19)
Par (5.16)—(5.18) et (5.19) on obtient

1 n _n P n p
lim inf (u? ) = lim inf | - / @) = B, B[ @
n—+o0 ’ n—+oo | p JR2N |x—y|N+5p pJa |g;|5p
1 [ure(®) — ure(y)[? B[ lus()P
> 1 , Sl _v / Sl
TP </R2N |z — y|Ntep v ) Ty o e 0T
1 5 - 5 P 15 P 1
RN g C OV PR (VS P R
p \Jr2v |z —y[NeP Q |z p p
> <I>(u,\,€) I Ho Bem o
p p
= (I)(U)\7a) + (1 — 50[{) /;0
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Pourvu que § < 1/cy, on déduit Uaffirmation énoncé dans (5.14).

Ainsi, soit {u} _}nen une suite dans Wy satisfaisant la méme condition (5.15). Alors, en
utilisant les arguments de densité, on a pour tout n € N il existe {uy! }jen € C2°(Q) tel que
uﬁg — ul . fortement dans Wy, as j — +oo. (5.20)
De (5.15) et (5.20), on a cela pour tout ¢ € W,
(Ua? = wre, ) = (U3 — Ul ) + (Wl — wne, ) = 0, quand n, j — +oo.

Alors, 4
uy? — uy. weakly in Wy, asn,j — +oc. (5.21)

Puisque {u’;jg}jeN € C°(92) et que lassértion (5.14) est satisfaite, on en déduit que

liminf ®(uy?) > ®(ua.). (5.22)

n,j——+o00
De plus, par (5.20) il est facile de voir que pour tout n € N on a

. n7j _ n
]Einoo (I)(u/\,a) - (D(uk,a)’

de sorte qu’en passant a lim inf on obtient

lim inf @(uzg) = liminf lim @(uzg) = lim inf ®(u} ). (5.23)

n,j—>+00 n—+00 j—+o00 n—-+00

Par (5.22) et (5.23) on obtient que

lim inf ®(uY ) > ®(uxe).

n—-+00
Par conséquent, ® est faiblement semicontinue inférieurement sur W, O

Lemme 5.2.3. Soient t € R et € € N. Alors, il existe une constante positive c, telle que
[Fe(t)] < [t] + co.
Preuve. Par définition des fonctionnelles F. et H., on a

10)] = | [ Hels) ds
[ 1Gs) ds+/“+€H€(s) ds+/t H.(s) ds

0 M pte
Donc,
pte g — t
E@l =] 2=l as+ [ ds
% — K pte
1 pte pte t
= / sds— ds} +/ ds
€=M Up ju pte
2
<|lt|l+p+e+-—v-.
2 e — pl
Alors,
[Fe(t)] < [t] + co,
&2
ollcy =p+e+-——. O

2 e — pf
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Lemme 5.2.4. Soit uy. € W,. Alors, la fonctionnelle V est faiblement semicontinue sur
Wh.

Preuve. Soit {u}_ }nen borné dans Wy et Wy est un espace réflexif . Alors, a une sous-suite
notée uj _, il existe uy. € W, tel que

uf . —> uxe faiblement dans W,
uy . — Une fortement dans LP(S2),
ug‘,e(x) —> upre(x) p.p.dans Q,

= lluXcllzr@) + ol €.
De plus, selon linjection compact Wy — L%(£2) pour tout q € [1, p*), on obtient
(W (uy )l < erlluf cllwy + col€2 < +o0,

Donc, on applique le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, et nous obtenons

lim [ U(uy,)dr = / U(uy,.) do.
’ Q

n—-+oo JO

Alors, la fonctionel V¥ est faiblement semicontinue sur W. O

Preuve de Proposition 5.2.1. Pour démontrer ce résultat, on applique le Théoreme
1.3.4 au probleme approximé (5.10) du probleme (5.1) avec 'espace X = W, et aux
fonctionnelles ® et ¥ défini dans la Définition 5.2.1 et 5.2.3 par (5.12) et (5.13) res-
pectivement.

D’aprés Lemme 2.2.1 et le Lemme 5.2.2, la fonction ® est continue, coercitive et

faiblement semi-continue inférieurement, ainsi que sa ian ®(uy.) = 0. De plus, la
ux,e€EWo

fonctionnelle ¥ est continue, a une dérivée compacte et faiblement semicontinue selon
le lemme 5.2.4. Nous prouvons le théoreme dans les étapes suivantes :

Etape 1. On commence par prouver que le probléme (5.10) admet au moins une solu-
tion faible non triviale u, . € W.

D’apres le Lemme 5.2.3, on a
Vo) < [ [Fa(une)| de

S/Q[\u,\,g(x)\—i-c[)] dx

= [[UxellL1(Q) T Col3¢]-
[urellLr ) + ol
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Et d’apres l'injection compact W, — L%({2), pour tout g € [1,p*), on a
(W (ure)l < erllunellw, + ol < +oo.

D’autre part, on déduit de (5.8) que

3 =

pr
foncliv < (125-)" o € W, B <
- H

Maintenant, par (5.24), on a

=

T P
T(upe) < e (1 _p50H> +col9,

pour tout uy . € W tel que ®(u, ) < r. Alors,

|—

sup U(ure) < <1 —pBCH> rv + Beol€).

{U)\@G@*l (]70077'[)}

Donc, pour tout r €]0, +oo[ on a

(SUPfuy o1 0oy Pltre)) -, p\7 1w
r = 1— Bey

|=

En particulier, pour r = p” on a

SUP{y_ca—1(]—copr)} P (U, »
LRIy N L]
pp 1-— /BCH
Maintenant, en définissant la fonction 1, € W, définie comme suit
up(x) = 0 pour tout x € ), tel que up € ®'(] — o0, p[).

Ainsi, on observe que

1 B[ |uo(z)
®(uo) = ~||uollly. + f/ dr =0
(UO) pHuOHWo pJo |l‘|5p Z

et
U(ug) = /QFE(UO(:U)) dr = 0,

Donc, par (5.26), (5.27) et (5.28), on obtient que

rr 4 CfO|Q|
r

(SUP oy eo-1(-sorpy T(0r2)) = Wlune)

p(p?) = inf

un €01 (|—00,07]) pr — P(uxe)
< (Sup{vkﬁse@*l(]—oo,pp[)} \I]<U)\,€)) - \If<’U,0)
B pP — D(uo)
(sup{%@,l(]_oo,pp[)} ‘1’(%)>
pr '

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)
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Par conséquent, par (5.25) on a

=

p Py _
e(p") <a (1—6cH> PP+ cop |-

De plus, puisque 0 < A < A

1

A <a (1) ool = g <
Donc,
0< A< Ap) = pp1 < ! :
p \7 (o)
C1 (1 —5CH> P‘*’CO‘Q‘
Alors,

Ae}o,A(p)[g]L@l.

En conclusion, d’apres le théoréme 1.3.4, il existe un point critique uy . € ®~!(] — oo, p*[)
pour E) . dans W, qui est un minimum global de la restriction E, . a ®!(] — oo, p*[).

Step 2. On montre que limy o+ ||uy<||lw, = 0 et que la fonctionnelle g(\) == E) (uy.)
est négatif et strictement décroissant en |0, A(p)].

Comme ¢ est coercive, alors uy . € (] — oo, p?[) est borné dans W, c’est-a-dire
llurellw, < K, pour K > 0. (5.29)

Ainsi, du fait de la compacité de I'opérateur ¥, il existe une constante C' > 0 telle que

(0 (unc), )

< pr’(m,g)uw(T Urellw, < CK? VYA €]0,A(p)[. (5.30)

D’autre part, puisque u, . est un point critique de E) ., alors

<E:\,e(u>\,a)7 uye) =0,
ce qui implique que

(@ (upe) — AV (upe), ure) = 0, YA €10, A(p)[.

Donc,
pPP(une) = (P (ure),une) = M (ure), ure), YA €]0,A(p)]. (5.31)

Par conséquent, par (5.30) et (5.31), on obtient

lim p® = i A = 1. .32
Jm p@(uye) = lim AU (uye), une) = 0, Vp < (5.32)

De plus, par (5.8) on a

pP(uy,
lunellly, < P2(2)

Wo —= 1 — BCH’ VA e ]OaA(p>[ (533)
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Alors, on conclut par les conditions (5.32) et (5.33) que

Jim e, =0

De plus, puisque la restriction F) . a &~!(] — oo, p?[) admet un minimum global, qui est
un minimum local de E,. dans W, l'application ¢g(\) := FE).(u,.) est négative dans
10, A(p)[, car uy. # 0 et Ey.(0) = 0.

Enfin, on démontre que la fonction g(\) = E,.(u,.) est négative et strictement
décroissante en ]0, A[, observant que

E)\,a(u/\,e) = (q)(ij\’a) — \I/(UA7€)> .

Ainsi, on suppose que uy, ., uyr, . € Wy sont les points critiques de E, ., pour chaque
lambday, Ay € 10, A(p)[, avec A\; < Ay. De plus, on pose

D(uy,
inf 7(%\“5)
UA,EE¢71(}_W77P[) AZ

Evidemment, comme mentionné précédemment [, < 0 pour ¢ = 1,2, et depuis \; < A,
ona I, < I,,. Par conséquent,

1 .
])\l. = — \I/(U)mg)> = XE)%E(U)\Z.,&), 1= 1,2

E)\Q,S(u)\g,e) = AQI)\Q S A2]/\1 < )‘1]>\1 = E)\l,e(u)\l,a)'
Nous concluons que, comme ) € |0, A[ est arbitraire, les conclusions ci-dessus sont tou-
jours vraies dans |0, A[. O
Dans ce qui suit, On énonce et prouve l’existence résultat du probleme (5.1).

Théoreme 5.2.1. Il existe une constante positive A (donnée dans la proposition 5.2.1)
telle que pour tout A € (0, ), le probléme (5.1) admet au moins une non triviale solution
faible uy € Wy ott uy = lim._,o uy . dans Wj,.

Preuve de Théorém 5.2.1. Pour démontrer ce théoreme, il suffit de montrer que
lim. o uy. = uy) dans W, ot u, . est la solution du probléme approché (5.10).

Pour v € W, en multipliant notre équation du probléme (5.1) par v(x) et en l'inté-
grant par rapport a x dans 2, on obtient par le théoreme de Fubini

o [ @ Zv@PPE@ —vw) g R@P A/ H(v (z) da.

QxQ |z — y[NVeP o |z]

Dans l'autre partie, on a

[ W) =) ), gy [P 0,

’w_y|N+Sp QOx0 |x_y|N+Sp
v(z) — v(y)P*(v(@) —v(y))
dxd
* axQ |z — y|NFsp vly) dedy

Dans la seconde intégrale, on inverse le réle de x et y, on obtient

[ D) o) gy [,

|z — y|NEop axq |z —y|Nrep

[ o)

|z —y|Ner
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Alors,

v(x) — o) "2 (v(z) — v(y)) _ o(z) = v(y)”
2 e P v(z) dedy = /QXQ o= g dxdy,

ce qui implique que

[ e

x|z —y| N o |z

dx = )\/ H(v(x) — p)v(z) de.
Q
Maintenant, en fixant v = u, . — u, et par l'inégalité de Hardy fractionnaire, on obtient

<1 —BCH
p

) [ure — ualliy, < )\/QH((UA,a —ux)(z) — p)(ure —ur)(z) do
=\ [ (e = w)(@) = ) (e 1) (@) do
— 2 [ He((une = u)(@) = ) (wr = w)(x) d

+ )\/Q_Hg((u,\6 —up)(x) — p)(ure —uy)(x) de.

Donc,
<1 _pBCH> June =l <A [ T ((ure = 0) (&) = ) = B — un)(@) — )] (r — ) )
+A /Q Ho((wne — un)(@) — 1) (une — up) (@) da.
Comme
[ HA(nr e = ) (@) = ) (e = w2)(x) da = 0
Q
t
) 0 if v(z) > p+e,
H(v(z) = p) = He(v(z) —p) = § 1=2E0 si i <o(e) < p+e,
0 si v(z) <p
on a,
1-— ﬁCH P ((u)\,s - U)\)(l‘) — :u)
( p ) ne = walli, < )\/Qﬂ{0<((m,s—m)(w)—u)<€} [1 N e—p } (e = 2)(w) do

{0< (i« (2)—ux (2)—p) <e} E—
<A Une —UN) () — p+ p) do
{0< (i« (2)—ux (2)—p) <e} [(une )(@) |

= Ae+ 1) {0 < (uns() —ur(z) — p) <e}f — 0.

e—0

<A

] (ure — ur)(x) do

Par conséquent,
lure = ualli, —3 0,

ce qui nous amene a conclure que u, . converge vers uy dans W. O



Conclusion et perspectives

In this thesis, we investigate a class of fractional elliptic problems involving a se-
cond member that varies from a singular term of diffusion, absorption or a nonlinear
discontinuity which changes sign and also in the case where this second member is a
combination of these previous terms, under different assumptions, we obtain the exis-
tence and multiplicity results using variational methods, critical point theory and an
approximation technique.

L’originalité de notre recherche provient du traitement des problemes elliptiques
impliquant le p-Laplacien fractionnaire lorsque la nonlinéarité f est discontinue, elle
est souvent accompagnée d’un terme singulier, ce qui est difficile, complexe et rarement
exploré dans la littérature en raison de I'apparition de nombreux défis tels que : les
problémes aux frontieres libres, le manque de compacité et en général la non-régularité
de 'ensemble des opérateurs et des estimations qui sont indispensables au processus de
résolution de ces problémes. Ceci dit, d’autres travaux restent a explorer. Voici quelques
uns :

1) Nous conjecturons que le résultat principal du chapitre 4 est aussi vrai pour (—A)? 4
défini par

A ey py [ 108~ W0 — uly)
R = Y o T

)

avec0 < B <22 1 <p< N,s€(0,1) et N > ps.

2) Le résultat du théoréme 5.2.1 du chapitre 5 est vérifié dans le cas local (s = 1)
avec des modifications mineures.

3) II est tres intéressant de caractériser la frontiere libre I' = {z € Q : u(x) = pu}
du probléme (5.1). Dans le cas de p-Laplacien (s = 1), en général, on utilise le
Théoréme de Stampacchia (Théoréme 6.19 de [50]) pour conclure que |[I'| = 0
(voir aussi [9]). Une version fractionnaire du théoréme de Stampacchia reste un
probléme ouvert.

4) Dans le probléme principal (4.1) du chapitre 4, lorsque m(x) = A > 0, le phéno-
mene de bifurcation par rapport a A peut apparaitre. Il est intéressant de dériver
un diagramme de bifurcation donnant des informations importantes sur les solu-
tions.

5) Un probléme plus général peut étre étudié avec n frontieres libres et m singula-
rités. Nous conjecturons que le résultat de notre travail est toujours vrai pour le
probleme suivant (avec les modifications appropriées)

n ‘ u’p—Qu n
R s — - J— .
(=A)u B; @ — ol +)\; H(u—p;)  dans 2

u=0 B sur RV \ Q,

ou g, g > 0.
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Résumé

Dans cette theése, nous étudions une classe de problemes elliptiques frac-
tionnaires impliquant un second membre qui varie en terme singulier de dif-
fusion, d’absorption ou d’une discontinuité nonlinéaire qui change de signe
et aussi dans le cas ou ce second membre est une combinaison de ces termes
précédents, sous différentes hypothéses, nous obtenons les résultats d’exis-
tence et de multiplicité en utilisant des méthodes variationnelles, la théorie
du point critique et une technique d’approximation.

Mots-clés: Probléme singulier, nonlinéarités discontinues, frontieres libres,
p-Laplacien fractionnaire, inégalité de Hardy fractionnaire, point critique,
méthode variationnelle, approche par approximation.

Abstract

In this thesis, we investigate a class of fractional elliptic problems involv-
ing a second member that varies from a singular term of diffusion, absorp-
tion or a nonlinear discontinuity which changes sign and also in the case
where this second member is a combination of these previous terms, under
different assumptions, we obtain the existence and multiplicity results using
variational methods, critical point theory and an approximation technique.

Keywords: Singular problem, discontinuous nonlinearities, free boundaries,
fractional p-Laplacian, fractional Hardy inequality, critical point,
variational method, approximation approach.
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