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Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un do-
maine intéressant a explorer ces dernieres années. Notons que cette théorie a de
nombreuses applications dans la description de nombreux évenements dans le
monde réel. Par exemple, les équations différentielles fractionnaires sont souvent
applicables dans l'ingénierie, la physique, la chimie, la biologie, ...etc [19, 22, 20].

Dans ce mémoire, nous allons nous inspirer des articles de [1, 3, 7, 10, 12, 11]
pour faire le point sur toutes ces études en donnant plusieurs résultats d’existence
des solutions pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre fraction-
naire, moyennant la dérivée fractionnaire de Caputo dans des espaces de Banach
de dimension infini. Cette étude se fera principalement a ’aide de théoreme de
point fixe de Mdnch combiné avec la technique de la mesure de non compacité
de Kuratowsksi.

Ce mémoire comprend sept chapitres.

Le premier chapitre intitulé “Préliminaires”, contient un ensemble de dé-
finitions et résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude. Il est

divisé comme suit :

— Dans la section 1, nous donnons en quelques lignes 1’Histoire de la dérivation
d’ordre non entier.

— La section 2, sera consacrée aux différentes définitions de base .

— La section 3, nous donnons quelques définitions et outils sur les applications
multivoques.

— La section 4, sera réservée a un petit rappel sur la mesure de non compacité

au sens de Kuratowski.
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— Dans la section 5, sous le titre Dérivée et Intégrales fractionnaires, sera
consacrée aux définitions et résultas (lemmes) importants concernant la
théorie du calcul fractionnaires.

— La section 6, nous donnons quelques théoremes de point fixe, et le Lemme
d’Ascoli-Arzéla.

Le deuxiéme chapitre intitulé “Probléme auz limites pour des équations frac-
tionnaires”, on traitera 'existence des solutions pour les équations différentielles

d’ordre fractionnaire de type Caputo suivantes :
‘D%(t) = f(t,y(t), teJ=[0,T], 1 <a<2, (1)

y(0) = yo, y(T) = yr- (2)

ou ‘D% la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J x E — FE est
une fonction donnée vérifiant certaines hypothéses qui seront précisées plus tard,

Yo, yr € E et E est un espace de Banach avec la norme ||.||.

Le troisiéme chapitre intitulé “Probleme aux limites avec des conditions
intégrales”, on s’intéresse a l'existence des solutions pour les équations différen-

tielles d’ordre fractionnaire toujours de type Caputo suivantes :

Doy(t) = flty (), teT=[0,T] , 1<a<?2 (3)
ymw—yww=A g (s, () ds, (4)

yav—yavzzgh@yw»m, (5)

ou °D* la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f, g, eth: J X E — FE
sont des fonctions données vérifiants certaines hypothéses qui seront précisées
plus tard, et E est un espace de Banach avec la norme ||.|.

Finalement, on donnera un exemple pour voir I'utilité du notre résultat.

Le quatriéme chapitre intitulé “Problemes aux limites pour les inclusions
differentielles d’ordre fractionnaire”, sera consacré a l’existence des solutions pour

le probleme aux limites suivant :



Table des matiéres

‘D%(t) € F(t,y(t)), te J=[0,T], 1<a<?2, (6)

y(0) =yo, y(T) = yr, (7)
ou D% est dérivée au sens de Caputo F' : J x E — P (FE) est une application

multivoque, yo, yr € E et (E, ||.||) désigne un espace de Banach.

Le cinquiéme chapitre intitulé “Equations différentielles fractionnaires im-

pulsives”, sera consacré a l’existence des solutions pour le probleme suivant :
‘D%(t) = f(t,y(t), te J=1[0,T],t#tg, k=1,...m, 0<a<l1l (8)

Ay | 1=, = I (y (t;)), kE=1,..,m, (9)
y(0) = o, (10)

ou f:J x E — FE est une fonction donnée, I}, : F — E k=1,... mety, € F,

_ _ _ +) _ - +) 1
0=ty <trtm <tmr=TAy |, =y (t5) —y(ts), v (ti) = lim y (1 + 1)
et y (t,:) = hh%l y (tx + h) représentent les limites & droite et a gauche de y(t) au
e
t = tk ,k‘ = 1,...,m.

Puis, nous présenterons un résultat d’existence pour le probléme non local

suivant :
Dy(t) = ft,y (1), t€ J=[0,T),t £ty, k=1,...m, 0<a <l (11)

Ay | 1=, = I (y (t,;)) L k=1,...,m, (12)
y(0) + 9 (¥) = vo, (13)
ou f, I,k =1,...,m sont comme le probléme (8)-(10), et g : PC(J,E) — E est

une fonction continue.

Le sixiéme chapitre intitulé “Probléme de Darbouz”, on s’intéresse a 1’exis-

tence des solutions pour les problemes a valeur initial suivant :

(“Diu) (t.y) = f (L. u(t.w). (ty) €T, (14)

u(t,0) =@ (t), u(0,y) = (y), t€[0,a], y €[0,0], (15)
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ou D% est la dérivée fractionnaire de type Caputo d’ordre oo = (v, arp) € (0, 1] X
(0,1], f : J x E — E, est une fonction donnée, ¢ : [0,a] — E et ¢ : [0,0] — FE
sont des fonctions absolument continues, ¢ (0) = v (0).

Puis, nous examinons le probleme non local suivant :

(D) (t,y) = f (ty,u(ty), (ty) €, (16)

u(t,0) +Q(u) =@ (t), u(0,y) + K (u) =9 (y), t €[0,a], y €[0,0],  (17)

ou f,p, 1, sont comme dans le probléme (6.1)-(6.2) et Q, K : C' (J, E) — E sont

des fonctions continues.

Le septiéme chapitre intitulé “Probleme de Darbouxr avec impulsions”,
nous présentons un résultat d’existence des solutions pour les problémes a valeur

initial suivantes :

(“Dgu) (t,y) = f(tyu(t,y), (tby) €S t#tk=1,.,m,  (I8)

u(ti,y) = u(ty,y) + I (u(t,;,y)) siy €[0,0],k=1,...,m, (19)

u(t,0) = ¢ (t),u(0,y) =¢(y), t €[0,a],y €100, (20)

ou J = [0,a] x [0,b],a,b > 0, °D* est la dérivée fractionnaire de type Caputo
dordre o = (a1, 0) € (0,1] x (0,1],0 =ty < t1 < -+ < ty, < tppy1 < @,
f :Jx E — E, est une fonction donnée, ¢ : [0,a] — F et ¢ : [0,b] — E sont des
fonctions absolument continues ,¢ (0) = v (0) et E est un espace de Banach avec

la norme ||-|| .

Puis, nous examinons le probleme non locale suivant :

(cDgzu> (tay) :f(t7y7u<t7y))’ (tay> € J> t#tkak: 1a-"7ma (21)

u(ti,y) = u(ty,y) + Iy <u(t,:,y)) , y€[0,0]0,k=1,...,m, (22)
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u(t70)+Q(u) :Qp(t)’u(oﬁy)_{—K(u):w(y)’ te [O,G],yE [O’b]a (23)

ou f,¢, 0, I;k = 1,...,m, sont comme dans le probleme (18)-(20) et @, K :
PC (J,E) — E sont des fonctions continues.

Puis on donne une conclusion du travail effectué. On termine ce mémoire par

une bibliographie riche.

Phrases et mots clés : Equations différentielles, fractionnaires, existence
de solutions, dérivée fractionnaire de type Caputo, intégral fractionnaire, point

fixe, espaces de Banach, mesure de non compacité.

Classifications A.M.S : 26A33, 34A37, 34A60, 34B15, 34G20.



CHAPITRE UN

Préliminaire

1.1 Un apercu historique sur la dérivation
fractionnaire

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire
a la généralisation de la dérivation a un ordre quelconque, entier ou non entier,
réel ou complexe. Les concepts de dérivation et d’intégration fractionnaire sont
souvent associés aux noms de Riemann et de Liouville, alors que l'interrogation
sur la généralisation de la notion de dérivée a des ordres fractionnaires est plus
ancienne. En effet, I’histoire du calcul fractionnaire commenca par une question
clé de Leibniz, a qui on doit I'idée de la dérivation fractionnaire. Il introduisit le
symbole de dérivation d’ordre n, %D”y, ou n est un entier positif. Ce fut peut
étre un jeu naif des symboles qui poussa ['Hospital a s’interroger sur la possibilité
d’avoir n dans Q. Il posa la question : et si n = %? En 1695, dans une lettre a
I’Hospital, Leibniz écrivit prophétiquement : « Ainsi il s’ensuit que d2x sera égal
a xv/dx : x, un paradoxe apparent dont ’on tirera un jour d’utiles conséquences
».

Sur ces questions, nous retrouvons les contributions de grands mathématiciens
tels qu’Euler ou Lagrange au XV III¢ siecle, Laplace, Fourier, Liouville (1832;
1837) ou Riemann (1847) au X 1X¢ siecle, ainsi que Grinwald (1867) et Letnikov
(1868) dans la seconde moitié¢ du méme siecle. Il semble qu’une contradiction dans
les définitions ait empéché un succes plus grand de la théorie, qui n’est certes pas
encore unifiée; de plus, 'absence au début d’une interprétation géométrique ou
physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a largement contribué a
ce que des champs de recherche passionnants restent dans I’ombre. Le paradoxe
des définitions distinctes fut résolu par la compréhension du caractere non local
de 'opérateur de dérivation non entiere. Pendant ces trois dernieres décennies,
plus d’intéréts ont été prétés au calcul fractionnaire et les champs d’applications
se sont diversifiés. (voir[25, 18])

Dans ce qui suit, nous allons donner d’abord quelque notions, des définitions

10
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et des lemmes utilisées.

1.2 Notations et définitions

Dans la suite de ce chapitre, nous introduisons les notations, définitions, pré-
liminaires et théorémes nécessaires pour cette étude.
Soit J:=1[0,7],T > 0 et E est un espace de Banach, muni de la norme]||| .
Notons C(J, ) l'espace de Banach des fonctions continues y : J — F, muni de

la norme
[Ylloo == sup {|ly(®)||,t € J} .

Définition 1.2.1. [31] Une fonction f : J — E est intégrable au sens de Bochner
si il existe une suite {y,} de fonctions en escalier qui converge versy p.p. et telle

que
T

lim [ lyn (s) =y (s)[| ds = 0.
0

n—o0

>Si y est Bochner intégrable, on a alors

T

T
/ y(s)ds = dim [y, (s)ds.
0 0

>On note par L'(J, E) I'espace de Banach des fonctions mesurables y : J — F

qui sont Bochner intégrable, muni de la norme

T
ol = / ly ().

>Soit L™ (J, E') 'espace de Banach des fonctions mesurables y : J — E qui sont
essentiellement bornées, muni de la norme

1Yl poe = mf{e>0:(ly(@)]| <c,pp.tel}.

Proposition :[31] Soit y : [0,7] — E une fonction mesurable. y est Boch-
ner integrable si et seulment si la fonctions scalaire ¢ — ||y(t)|| est Lebesgue
integrable.

Définition 1.2.2. [31] Une fonction f : J — E est dite absolument continue
si pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour toute partition finie [a;,b;]"_,
vérifiant

(bl — CLZ‘) < (5,

1

p
1=
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alors

Sy (b0~ y (@)l < =

> On note par AC' (J, E) I'espace de Banach des fonctions dérivables y :
J — E dont la premiere dérivée est absolument continue.

Définition 1.2.3. [31] Soit E un espace de Banach muni de la norme ||| et
T : E — FE une application. Un élément x de E est dit point fixe de T si
Tr ==x.

Définition 1.2.4. On appelle fonction Gamma eulérienne (ou intégrale eulé-
rienne de seconde espéce) la fonction notée I définie par

['(z)= /e_ttr_ldt,
0

ou x est un nombre complexe quelconque tel que Re (x) > 0.

Définition 1.2.5. La fonction B (p,q)est la fonction Béta (ou intégrale eule-
rienne de premiére espéce), défini par :

1
B(p,Q)—/ (1—z) "2 dz p>0,q>0.
0

On a une égalité exprimant le lien entre l’intégrale eulerienne de premiere et
seconde espece :

I'(p)T (q)

B@AFZF@+®'

Définition 1.2.6. [31] L’application f: Jx E — E est dite Carathéodory si
(i) t = f(t,u) est mesurable pour tout u € E,
(1) uw — f(t,u) est continue presque par toust € J.
De plus, si
(iii) pour tout r > 0, il existe une fonction ¢, € L' (J,R") telle que pour tout

u € R avec ||ul| < r;

£l <¢r(t) pp. teJ;
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alors lapplication f est dite L*- Carathéodory.

1.3 Quelques définitions et propriétés

d’analyse multivoque

Soient X,Y deux ensembles, N : X — 2¥ une application A C Y. Nous
définissons le graphe de N par

graph (N) ={(z,y) :z € X,y e N (X)}.

> On note :
P(E)={Y CE:Y # 0},
Pa(E) ={Y C P(E):Y fermé},
Py (E) ={Y C P(E):Y borné},
P (E)={Y C P(F):Y convexe},
Pep (E) = {Y C P (F):Y compact},
Pase (E) = Poy (E) N Py (B).

Pour plus de détails sur 'analyse multivoque voir les livres de Deimling [16]
et Hu et Papageorgiou[23].
Soient R > 0,

B={x € E:|z| <R},

et
U={zxeC(JE):|z| < R}.

Il est clair que U = C'(J, B).

Définition 1.3.1. Une fonction F': X — FE est dit semi-continue superieurement
(s.c.s.) si pour tout zg € X et tout ouvert W de E tel que F' (z) C W, il existe
un voisinage V' (zg)de xo dans X tel que :F (V (z0)) C W.



1.4. Intégrale, Dérivée fractionnaire

14

Définition 1.3.2. Une application multivoque F' : J x E — P (FE) est dite de
Carathéodory si

(i) t — F (t,u) est mesurable pour chaque u € E,

(1) u — F (t,u) est semi-continue supérieurement pour presque tout ¢ € J.

De plus, si

(ii7)pour tout ¢ > 0, il existe une fonction ¢, € L' (J,R™) telle que pour tout
u € E avec ||lul| < q;

IE @)l = vl :ve Fu)} <e () pp ted;

alors I'application f est dite L'- Caratheodory.
Pour chaque y € C (J, E), on définit ’ensemble des sélections de F' par

Spy = {f c L' (J,E): f(t) € F(t,y(t)) pour p.p.t € J}.

Lemme 1.3.3. [2//Soit J un intervalle réel compact. Soit F': J X E — Py op (E)
est une application multivoque de type Carathéodory et soit © une application
linéaire continue de L' (J,E) — C (J, E), alors

© o Sky C(JE)— Pev,ep (C(J, E)) Yy —+ (@0 SF,y) (y) =0 (SF,y)

est un opérateur a graphe fermé dans C (J,E) x C (J, E).

1.4 Intégrale, Dérivée fractionnaire

Dans cette Section, nous donnons quelques définitions et résultats concernant
le calcul Intégrale et Dérivée fractionnaire de type Caputo.

Définition 1.4.1. [29, 28] L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h €
L' [a,b] d’ordre r € Ry; est définie par

a _ 1 ! h (S)
B0 = 55 | o gt

ou I est la fonction Gamma. Lorsque a = 0 nous écrivons I¢h (t) = h (t) * pq (1)

oﬁgpm(t):%pourt>0, Yo (1) =0pour t <0 , et ¢, — § quand a« — 0.
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Exemple 1.4.2. Soit h(t) = (t — a)" ou p > —1.
t
) = o [
F (O[) a (t - S)

1 Lt —a) .
_F(a)/a (t—s)lfad.

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement s = a + (¢t — a)x, on obtient,

ISh(t) = (t;(ag)/ (1—2)* ' atdr = (t;?a))B (a.p+1)

(-t (@)T ()
- T(a) T(u+1l+a)

D’ou I 0
:u+ +a
I(t—a)' = —————(t —a)""™.
a(t=a) F(,u—l—l—i—oc)( @)

Proposition 1.4.3. Nous avons les propriétés suivantes :
i JIgh (t) = 1ah (t) = 1 (1),
i JISISh (t) = I8P h (1),

iii ) Uoperateur integral 1§ est linéaire.

Définition 1.4.4. [29] Pour une fonction donnée h sur U'intervalle [a, b] la dérivée
d’ordre fractionnaire Caputo de h, d’ordre r» > 0 est définie par

Do) = — L —5)" " A (s) ds
D) = s [ (=) (),

ici n = [a] + 1 et [ désignent la partie entiere de a.
Par exemple, pour 0 < oo < 1 et h : [a,b] — E une fonction absolument continue
alors la dérivée d’ordre fractionnaire o de h existe.

Lemme 1.4.5. [30, 32] Soit a > 0, alors "équation différentielle
°D*h(t) =0
a les solutions

h(t)=co+cat+ct’ +.. +cept" e Ei=0,1,..n—1,n=|a]+1.
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Lemme 1.4.6. [30, 32] Soit a > 0, alors
I*°D*h(t) = h(t) + co + 1t + cot® + ...+ cpit"
avec c; € E,i€0,1,...,n—1,n=[a]+ 1.

Définition 1.4.7. [30, 32] Soit J = [0,a]x[0,b] a; € [0,a], 2" = (a1,0) € J, J, =
l[ai,a] x [0,0];a1,a0 > 0 et a = (g, ) pour f € L' (J,, E), l'intégrale mixte
Riemann-Liouville d’ordre v de f est définie par :

(12 £) (t,y) = W / / (= ™ (g — ) f (s,0) dde,

ouI'(.) est la fonctlon Euler gamma .
Notons D2 = 8t8 la dérivée partielle mixte de deuxieme ordre.

Pour une fonctlon h € L'(J) ou D} h est Lebesgue intégrable sur .J la dérivée
d’ordre fractionnaire Caputo de h d’ ordre a est définie par

(°D2h) (t,y) = (1% Dih) (ty).

1.5 La mesure de non compacité au sens de
Kuratowski

Nous présentons dans cette section quelques propriétés fondamentales de la
mesure de non compacité au sens de Kuratowski.

Définition 1.5.1. [5, 6] La mesure de non compacité au sens de Kuratowski est

Uapplication v : Py (E) — RT définie par

v(B) = 1nf{5>0 BCUB diam (B;) < } BePy(E).

=1

Propriétés : La mesure de non compacité au sens de Kuratowski satisfait les
propriétés suivants :[5, 6]

(a) v(B) = 0 < B est compacte (B est relativement compacte) .

(b) ¥(B) =7 (B).

(¢) AC B=~v(A) <~v(B).

(d) y(A+B) <7 (A)+~(B).

(e) v(cA) =|c|v(B);ceR.

(f) v (convB) =~ (B).

Puis on a cette résultat suivante
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Théoréme 1.5.2. [21] Soit C C L' (J, E) un ensemble dénombrable avec ||u (t)|| <
h(t) pour p.p. t € J et tout u € C; ot h € L*(J) : alors la fonction ¢ : t —
v (C (t)) appartient a L' (J) et satisfait

fy({/OTu(s)ds:ueC}) <2/0T7(C(8))d5-

1.6 Théoremes de point fixe

Pour les applications ultérieures, nous avons besoin de des théoremes de point

fixe suivants :

Théoréme 1.6.1. (Ménch,[4, 26]) Soit D un sous-ensemble fermé, borné et
convexe d’un espace de Banach tel que O € D et soit N une application continue

dans D sur lui-méme. St l'implication
V =conuN(V)ouV = N(V)U{0} = (V) =0
est valide pour chaque sous-ensemble V' de D alors N a un point fize.

Théoréme 1.6.2. [27] Soit K un sous-ensemble fermé, convexe d’un espace de
Banach E; U un sous-ensemble relativement ouvert de K et N : U — P, (K )Supposons
que le graph(N) est fermé, N est un application d’ensemble compact dans des en-
sembles relativement compacts, et que pour certains xo € U; les deux conditions

suivantes sont satisfaites :

M CcU,M C conv(zgUN (M))

. = M compacte,
et M = CavecC C M

v ¢ (1—XNazg+ AN (z) pour tout € U\U, A€ (0,1).
Alors il existe v € Uavec x € N (z).

Lemme 1.6.3. (Ascoli-Arzela) Soit A un sous ensemble de C' (J, E), A est rela-
tivement compact dans C (J, E) si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées :

i) I'ensemble A est borné. i.e. il existe une constante K > 0 Tel que :

If ()| <K  pourtout x € Jettoutf € A,
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ii) ensemble A est équicontinu. i.e Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

lth —ta| <o = ||f (t1) — f(ta)]| < e pourtous ty,ty € Jettout f € A,

iii) pour tout x € J lensemble {f (z), f € A} C E est relativement com-

pacte.



CHAPITRE DEUX

Probleme aux limites pour des
équations fractionnaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse au résultat d’existence des solutions pour le
probleme aux limites :

‘DY%(t) = f(t,y(t), teJ=[0,T], 1<a<?2, (2.1)

y(0) =vo,  y(T)=yr. (2.2)

ou ‘D% la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J x EF — FE est
une fonction donnée vérifiant certaines hypotheéses qui seront précisées plus tard,
Yo, yr € E et E est un espace de Banach avec la norme ||.||. Le résultat de ce
chapitre est basé sur le Théoreme de point fixe de Mdnch 1.6.1 combiné avec la
mesure de non compacité de Kuratowskz.

2.1 Existence des solutions

Tout d’abord, nous définissons ce que nous exprimons étre une solution du
probléme aux limites (2.1)-(2.2).

Définition 2.1.1. Une fonction y € AC*(J, E) est dite une solution du probléme
(2.1)-(2.2) si y satisfait I’équation (2.1), et les conditions (2.2).

Lemme 2.1.2. Soit 1 < a <2 eth:J— E une fonction continue. Le probléme

auz limites linéaire

Dy(t) = h(t), teJ (2.3)

y(0) = yo, y(T) = yr. (2.4)

19
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a une solution unique donnée par

y(7f):g(t)+/0 G (t,s)h(s)ds, (2.5)
g(t)=<1—;>yo+;y;r,
et
1 (t—s)*" = E(T—9)"" si0<s<t
G (t,s) [ () { —% (T )O‘_l sit<s<T }

Preuve. Supposons que y le probleme (2.3)-(2.4), d’aprés le lemme (1.4.6), on
obtient :

y(t) = ISh(t)+co+at
1 o
— 11(04)/0 (t —s) 1h(s)ds+co+01t7

pour certaines constantes cg,c; € E. les conditions (2.4) donnent

€ = Yo
et
c1 = ;yT — ;yo — TFl(a)/O (t—s)* " h(s)ds.
Ensuite, la solution de (2.3)-(2.4)est
y(t) = r(loo /0 (t— )" h(s) ds — Tpl(a> /0 (T — 5)° " b (s) ds
+(1—;>y0+;,y:r
_ F(loz) VO [(t—s)a_l _;(T_s)a—l} h(s)ds — ;/t (t — )" R (s) ds
+ (1 - ;) Yo + ;?JT-

Ainsi nous obtenons (2.5).



2.1. Existence des solutions 21

Lemme 2.1.3. Le probléme auz limites (2.1)-(2.2) a une solution y, si et seule-

ment si y satisfait [’équation intégral

y () =g(t)+ / G (t.5) f (s, () ds. (2.6)
g(t) = <1 - ;) Yo + jt—,yTa
et

Gt.s) 1 (t—s) """ = E(T—5)"" si0<s<t
,8) = = N .
[(a) —%(T—s)o‘1 sit<s<T

Il est évident que G(t, s) est continue sur [0,77] x [0, 7.
Notons
G* =sup{||G(t, 9)|l, (t,s) € J x J}.

La fonction g est continue sur .J, donc il existe gx = sup ||g(¢)|| . Pour établir notre
résultat principal concernant 1’existence de solutions de (2.1)-(2.2), nous donnons
des conditions appropriées sur les fonctions impliquées dans ce probleme.

Nous supposons que :

(H1) f: J x E — E satisfait aux conditions de Carathéodory.

(H2) Tl existe p € L'(J, R, ) , de telle sorte que

1f &)l <p @)yl pourt € Jet chaquey € E.

(H3) Pour chaque t € J et chaque borné B C E nous avons

v(f(t,B)) <p(t)y(B).

Théoréme 2.1.4. Supposons que les hypothéses (H1) - (H3) sont vérifiées. Si

o /Tp(s) ds < 1, (2.7)

alors le probléme aux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution.
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Preuve. Transformons le probléme (2.1)-(2.2) en un probléme de point fixe. Consi-
dérons lopérateur N : C(J, E) — C(J, E) défini par

N(y)(t) = g(t) + / Gt 5)f (5. y(s))ds.

d’apés le lemme 2.1.3, les points fixes de I'opérateur N sont des solutions du
probleme (2.1)-(2.2). Soit

*

9

R > 7
1—-G~ [, p(s)ds

(2.8)

et 'ensemble
Dr={yeC(JE): |yl <R}
Dp est un sous-ensemble fermé, borné et convexe. Nous allons montrer que N

satisfait les hypotheses du Théoreme 1.6.1 La preuve sera donnée en trois étapes.

Etape 1 : N est continue.
Soit {y,} une suite telle que y,, — y dans C(J, E)) alors pour chaque t € J

IN(yn) (@) = N(y) DI = |/0 G (t,8)[f (s,4n(s)) = S (s,y(s))]ds

< / 1G (&) 1S (5,9 (5)) — (5,9 (5))] ds

< @ / 1 (519 (5)) — £ (5, ()] ds.

Comme f est de type Carathéodory, alors par le Théoreme de convergence domi-
née de Lebesgue, nous avons

IN(yn) — N(y)|l., = 0quandn — oo.

Etape 2 : N est un application de Dy dans lui-méme.
Pour chaque y € Dg d’aprés (H2) et (2.8) nous avons pour chaque t € J

IN@ O < ||9(1t)||+/O |G (&, )L (5,9 (s)]] ds

N

lo ()]l + / IG (6, )1 p (5) lly (s)]] ds

/N

T

g* —I—G’*R/ p(s)ds
0

R.

N
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L’étape 3 : N(Dg) est bornée et équicontinue.

D’apres l'étape 2 nous avons N(Dg) = {N(y) :y € Dr} C Dg. Ainsi, pour
chaque y € Dgnous avons ||N(y)||, < R ce qui signifie que N(Dg) est bornée.
Pour I'équicontinuité de N(Dg). Soit t1,ts € J,t; <ty et y € Dg. Alors

IN@() — N@)E) < llg(t) — g (@)l
A G (tr.8) — G (ta, )] f (5. (5)) ds

+ ‘

<l —g el + 8| [ (609 -G sl o) s

Comme t; — to, le second membre droit de 'inégalité ci-dessus tend ver zéro.

Maintenant soit V' un sous-ensemble de Dy tel que V' C conuo(N(V) U {0}).
V est bornée et équicontinue et donc la fonction v — v(t) = y(V(t)) est continue
sur J. Puisque la fonction g est continue sur J, 'ensemble {g(¢),t € J} C E est
compact. En utilisant ce fait, (H3) et les propriétés de la mesure v, nous avons
pour chaque t € J

v(t) < A(V(V) (@) u{0})
TN (V) (1))

A\W@ﬁﬂﬂ&VW@»%

VAN/AN

N

N

@[fﬂ@w@w
< lollo6 [ pe)as

Ceci signifie que
T
Joll < ol G” [ p(s)as.
0

D’abres la condition (2.7) nous obtenons |[v||,, = 0, c’est a dire v (t) = 0 pour
chaque t € J, et ensuite V(¢) est relativement compact dans E. En vue du
lemme d’Ascoli — Arzela, V est relativement compact dans Dg. En appliquant
maintenant le Théoreme 1.6.1, nous concluons que N a un point fixe qui est une
solution du probleme (2.1)-(2.2).

O
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2.2 Exemple :

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer 1'utilité de nos

principaux résultats. Considérons le probleme aux limites fractionnaire suivant :

2
‘D%,(t) = —— |y, (t)|, t =10,1],1 2,
hlt) = 1 O], t€ T =[0,1],1<a <
Yn <O> =0, yn (1) =1, (2'9)
oun €N
Posons

n=1

avec la norme

1Yl =D yal-
n=1
Y= (y17y27 7yn7> et f - (fl)f27 ”'7fn7 )

2

n(lTn) = ———%n, (LT, JXFE
o) = gy (6.22) €
Il est clair que les conditions (HI) et (H2) sont vérifiées avec
2
t) = ——.
p(®) 3+et
De (3.7) la fonction G est donnée par
(t=9)*"" _ t(1—s)*""
Gits)={ T@ —T@ o USESh
’ t(1—s)*"
—W y t < S < 1.
Un calcul simple donne
G* < !
[ (a)

La condition (2.7) est satisfaite avec T'= 1. En effet
T 1
1 1
G~ s)ds < ds
/0 p(s) I'(a) /0 1+et

1 |
— | Zd
< F(a)/o ok
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est satisfait pour chaque o € (1,2). Alors d’apres le Théoreme 2.1.4, le probleme

(2.9) a une solution sur [0, 1] .



CHAPITRE TROIS

Probleme aux limites avec des
conditions intégrales

Ce chapitre est consacré a létude de lexistence des solutions du probleme aux
limites avec des conditions intégrales suivant :

Doy(t) = flt,y(t), te J=1[0,T] , 1 <a<2 (3.1)

g (0) — ¢/ (0) = / 9 (5,/(s)) ds, (3.2)
y(T) — o/ (T) = / (s, () ds, (3.3)

ou °D?% la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f, geth : J x E — E
sont des fonctions données vérifiants certaines hypotheses qui seront précisées
plus tard et E est un espace de Banach avec la norme [|.||. Nous consacrons la
premiere section a ’éxistence des solutions du probleme (3.1)-(3.3) qui est basé
sur le Théoreme du point fixe de Monch 1.6.1 et la deuxiéme section sera réservée
a un exemple illustrant ’applicabilité des conditions imposées.

3.1 Existence des Solutions.

Nous commencons par donner la définition de ce que nous exprimons comme
solution du probleme (3.1)-(3.3).

Définition 3.1.1. Une fonction y € AC*(J, E) est dite une solution de (3.1)-(3.3)
si elle satisfait I’équation (3.1) sur J, et les conditions (3.2)-(3.3).

Lemme 3.1.2. [8/Soit 1 < a < 2 et o, p1, p2 : J — E des fonctions continues.
Le probleme aux limites linéaire

‘D%(t)=o0(t), te J=1[0,T], 1<a<2 (3.4)

26
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y(0) — o/ (0) = / o1 (s) ds, (3.5)

y(T) — o (T) = / pa (s) ds. (3.6)

a une solution unique donnée par

avec

P =T [ 155 [ is)as

et

(t—s)®~1 (14)(T—s)*"1 (14)(T—s)*2 0
’ , (3.7)

G (t, S) = { () o (T+2)I' (@) - (T+2)T(a—1) sj;

NN

A4D)(T=9)*"" _ (140)(T—5)* >

(T+2)T(@) (T1+2)(a—1) ’ N

Lemme 3.1.3. Le probléme auz limites (3.1)-(3.3)a une solution y, si et seule-

ment siy € C (J, E) satisfait ’équation intégrale

y(t) = P, (1) + / G(t, 5)f(s,y (s))ds.

avec

(T+1—t)/T t+1 [T
Py(t) T—2 0 g(S) S+T_2 0 (5) S’

et

(t=5)*"! _ Q0(T-5)*"! _ Qn(T-9)>"2

G(t,s) = Ta) (IfH)F(a) - (T2+2)F(a—1) ) < (3.8)
’ (14+)(T—5)>""  (1+8)(T—5)"~
 (T+2)T(a)  (T+2)T(a-1) ) t<s<T

Remarque 3.1.4. 11 est clair que la fonction ¢ — fOT |G (t,s)|ds est continue sur

J, et est donc bornée. Soit

T
@:sup{/ |G (t,s)|ds,t € J}.
0
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Nous introduisons les hypotheses suivantes :
(H1) Les fonctions f, g, h : J x E — E satisfont aux conditions de Carathéodory.
(H2) Lls existent py, pg, pr € L (J,RT) tel que

Wf &l <ps@)llyll pptel; yek,
lg &)l <pg @)yl ppted yek,

1B (Il < pu () lyll pp-ted yek.
(H3) Pour p.p. t € J et chaque ensemble borné B C F nous avons

v (f (8 B)) < py(t)v(B),
7(9(t, B)) <pg(t)7(B),

v (h(t,B)) <pn(t)y(B).
Théoréme 3.1.5. Supposons que les hypothéses (H1) - (H3) sont vérifiées.Si

T(T +1)

75 gll + ol ] + G llpsll e < 1, (3.9)

alors le probléme aux limites (3.1)-(3.3) a au moins une solution.

Preuve. On transforme le probléme(3.1)-(3.3) en un probléme de point fixe. Consi-
derons loperateur N : C(J, E) — C(J, E') défini par :

(Ny)(t) = Py(t) + / G(t, 5) (5. y(s))ds

ou

T+1—t (T t+1 [T
e LI B A d
P, (t) T+ 3 /0 g(s,y(S))d8+T+2 i (5,9 (s))ds

et la fonction G (t, s) est donnée par (3.8).
D’apres le Lemme 3.1.3 les points fixes de 'opérateur N sont les solutions du

probleéme (3.2). Soit R > 0 et considérer I'ensemble
Dr={y € C(J.E) : lyllx < R}.

Il est clair que le sous-ensemble Dpg est fermé, borné, et convexe. Nous allons

montrer que N satisfait les hypotheses du Théoréme 1.6.1. La preuve sera donnée
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en trois étapes.
Etape 1: N est continu
Soit {y,} une suite telle que y,, — y dans C(J, E). Alors, pour chaque ¢t € J :

N0 = NOI < g [ o 6) = g su )l ds
i | I () = sy () s

* / (G (. 8)] 11f (5,9 (5)) — [ (5.9 (5))]| ds.

Soit p > 0 tel que

Par (H2) nous avons
20pg (s) =01 (s); o1 € L' (J,Ry),

ppn(s) =02 (s); o2 € L' (L Ry),
plG (. 8)ps(s) =03(s); o3 € L' (L Ry).

lg (s, 5n (5)) = g (5,9 (s))l
15 (s, yn (5)) = D (5,9 (s))]
G Cos)l NS (s ym () = f (s, (5))]

NN N
o IO

Puisque f,g et h sont des fonctions Carathéodory, le théoreme de convergence

dominée de Lebesgue implique que
|N (yn) = N (v)|l ., — 0quandn — oo.

Etape 2 : N est un opérteur de Dy dans lui-méme.

Pour chaque y € Dy par (H2) et (3.9) nous avons pour chaque t € J

T+1 [T T+1 [T
73 ), Mol + 705 [ Insy )] ds

T+2 ),
T
=[G sl ds
0
R[T(T+1) T(T +1)
N l T+2 T+2
< R

I(Ny) O] <

pyll o + ol + G ||pf||m]

Etape 3 : N(Dg) est bornée et équicontinue.
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Par I'étape 2, il est évident que N(Dg) C C(J, E) est bornée.
Pour I'équicontinuité de N(Dg). Soit t1,ts € J, t1 < ty et y € Dg. Alors

I ) - el = |55 [Caaenas 228 [y a
+ [ 160 =Gl f (s (s) ds
to — 1

N

2 TRyl + 91l + G ]

T
—I—RprHLw/ |G (tg, ) — G (t1, 5)| ds.
0

Comme t; — t5 le membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.

Maintenant, soit V un sous-ensemble de Dy, telles que V' C conv(N (y)U {0}).
V' est borné et équicontinu, et donc la fonction v — v(t) = y(V (¢)) est continue.
Par (H3), et les propriétés de la mesure v nous avons pour chaque t € J :

ot < AN U0
< AV
< [ oo [T merw e
+ [ 169 (7 (7 ) s
< T gl v 9) 4+ TE D il 0 (5) 4 € sl w9
< Woloe TEEED (Il + il + sl

Ceci signifie que

T(T +1)
ol (1= [ F052 I + Inle + ] ) <0

Par(3.9) il s’ensuit que ||v||,, = 0, c’est-a-dire v (¢) = 0 pour chaque t € J et
V (t) est relativement compact dans E. selon le Lemme d’Ascoli — Arzela, V' est
relativement compact dans Dp.
Appliquons maintenant le Théoreme 1.6.1, nous concluons que N a un point fixe
qui est une solution du probleme (3.1)- (3.3).

O
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3.2 Exemple :

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer 'utilité de nos
principaux résultats. Considérons le probleme fractionnaire aux limites suivant :

1
2

w0 = [ =
/

yn (1) =y, (1) =

lyn(s)| ds, (3.10)

ou n € N. Posons

E:ll — {y:(y17y27"')yn7"‘) . Z|yn| <OO},
n=1
avec la norme

lyllg =D ynl-
n=1

Yy = (ylvaa o5 Yn, ) et f = (fl?f?a "'7fn7 )7

2
f(t,xn) = ml’n , (t,$n) e J x E,

1
g(t,z,) = mxn , (t,x,) € J X B,

h(t,x,) = 3 gt (t,x,) € J X E.

Il est clair que les conditions (H1) et (H2) sont vérifiées avec

0= 15 0=+ =5
P =Toe » PoWW =5 e o PP = g
De (3.7) la fonction G est donnée par
(t=9)*"" _ (4pA=9)*""  (1+p(1-5)*"? 0<s<t
G(t S) _ I'(«) 3T () 3T (a—1) T
’ _ )=o)t (4 (1—s)* 73 t<s<1

3T () Al (a—1)
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Donc nous avons

1 1
/G(t,s)ds = / tsds+/Gtsds
0 ¢

o I+ (1= (141
Tla+1) ' 3T(at1) 3T (at])
A+0(1—0*" (1+1)

3l (a) 3l ()
1+6)(1—0)" A+ 1—-20)°
3T (a+1) 30 (w)
Un calcul simple donne
2

G < .
T(a+l)  T(a)
La condition (3.9) est satisfaite avec T = 1. En effet

P ol + il +psle] < 2[4 3]+ somos + 1op
) 3 2
T0+10F(a+1)+1or(a)

< 1

est satisfaite pour chaque « € (1,2]. Alors d’apres le Théoréme 3.1.5, le probleme
(3.10) a une solution sur [0, 1].



CHAPITRE QUATRE

Problemes aux limites pour des
inclusions differentielles d’ordre
fractionnaire

Dans ce chapitre, nous allons donner un résultat d’existence pour le probleme
aux limites pour des inclusions differentielles d’ordre fractionnaire suivant :

Dy(t) € F(t,yt), teJ=[0,T],1<a<?2, (4.1)

y(0)=w, y(T)=uyr (4.2)

ou D est dérivée au sens de Caputo F' : Jx E — P (F) est une application mul-
tivoque, yo, yr € E et (E,]|.||) désigne un espace de Banach. Nous introduisons
quelques conditions suffisantes pour montrer 1’éxistence de solutions du probleme
aux limites (4.1)-(4.2). Notre aproche est basée sur le Théoreme de point fixe de
Monch 1.6.2.

4.1 Existence des solutions

Définition 4.1.1. Une fonction y € AC' (J, E) est dite une solution de (4.1)-
(4.2), 8’il existe une fonction f € L' (J, E) avec f (t) € F (t,y (t)) pour p.p. t € J,
telle que

D%(t)y=f(t), ted, l1<a<?2,

et la fonction y satisfait les conditions (4.2).

Pour l'existence de solution pour le probléme (4.1)-(4.2), nous avons besoin
du lemme auxiliaire suivant :

33
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Lemme 4.1.2. [9] Soit f : J — E une fonction intégrable. L unique solution y
du probleme linéaire

DYy(t)=f(@), tel

y(0) = w0, y(T) = yr.

est donnée par

00 = i [ s s [ s
- (; - 1) Yo + ;yT-

Soient les hypotheses suivantes :
(H1) F : J X E — Py ep (E) est un application multivoque de type Carathéodory.
(H2) Pour chaque R > 0, il existe une fonction p € L' (J,Ry) telle que

1 (& y)l » = sup {Jv] : v (t) € F(t,y)} <p (1)
et pour chaque (t,y) € J x E avec |[y| < R , et

Sy p(t)dt
R

lim inf =4 < oo.

R—+o00
(H3) Il existe une fonction de Carathéodory ¢ : J x [0,2R] — R telle que
a(F (M) <y(t,y(M)), p.pteJetchaque M C B,

et 'unique solution ¢ € C'(J,[0,2R]) de l'inégalité

1 t a1 t 4 a—1
e <2|pi [ - vt enas - s [T e i)

te Jest p=0.

Théoréme 4.1.3. Supposons que (H1) - (H3) sont satisfaites. Alors le probléeme

(4.1)-(4.2) a au moins une solution sur C' (J, B), da condition que

I'(«)

0 <
2T

(4.3)
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Preuve. . Considérons l'opérateur multivoque N : C' (J, E) — P (C (J, E)) défini

par

N(y) = {hEC'(J,E):h(t):F(la)/O(t—s)o‘_lv(s)ds

t r o1 t t
_TF(a)/O (T —s) v(s)ds—(T—1>yo—|—TyT,UESRy}.

Les points fixes de N sont des solutions de (4.1)-(4.2). Nous allons montrer que N

satisfait les hypotheses du Théoreme 1.6.2. La preuve sera donnée en cinqg étapes.

Etape 1 : N (y) est convexe pour chaque y € C (J, E) .
Si hy, hy appartiennent a N (y), alors il existe fi, fo € Sk, telles que pour p.p.
t € J, nous avons
hi(t) = 1/t (t— )21 fi (5) ds — — /T (T — ) £, (s) ds
I' (@) Jo TT (a) Jo

t t
(L L i=1.2.
Qﬂ >%+TW’Z ’

Soit 0 < A < 1, pour chaque t € J nous avons

(s (1= M\ o) (1) = P(la) / (t— 8™ (A + (1= N) o) (5) ds
t T a1
—rr [ T T O ) ) ()

<t 1) n t
T Yo TyT-
Depuis S, est convexe(car F' a des valeurs convexes), nous avons

M+ (1= A hs € N (y).

Etape 2 : N (M) est relativement compacte pour chaque compact M C U.

Pour le prouver, soit M C U un ensemble compact et (h,) est une suite d’élé-
ments de N (M). Nous montrons que (h,,)est une suite convergente (en utilisant
le Lemme d’Ascoli-Arzeld) dans C (J, E). Puisque (h,) € N (M), alors il existe
(yn) € M et (f,) € Sry,telles que

ho () = r(la) /0 (t— 5)*! fn(s)ds—TFt(a> /O (T — )27 £ (5) ds

A P
T Yo T?JT-
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Utilisons le Théoreme 4.3.1 et les propriétés de la mesure de Kuratowski, on

obtient que

7 (D)) < 2 lr(laﬂ ({/Dt R (s)}> ds
_Trt(a) /OT'Y (T =9 ha9)}) ds} L (4

D’autre part, puisque M (s) est compact dans E, 'ensemble {f, (s); n > 1} est

compact. Par conséquent, v ({f, (s); n > 1}) = 0 pour p.p.s € J . De plus

Y{T =9 fuls)in2 1)) = (T =) v ({fu(s)in 2 1) =0,

et

v ({(t — )" (s)in > 1}) = (t—5)"""y{fn(s);n>1}) =0 pour p.p. t,s € J.

Maintenant (4.4) implique que {h,(t);n > 1} est relativement compact dans E,

pour chaque t € J. En outre, pour chaque t; et t5 de J, t; < 9, nous avons

|hn (tQ) - hn (t1)|

to — 14

=)+ g [ (= = = (o) s

1 tQ—tl

—l—m /tl (to — )™ fn(s)ds+ T (a) /0 (T — )" fu(s)ds

< yr —yol (2 — 1) + ‘F(Z)/O 1 {(t2 — )" = (i — S)Oé_l} fn(s)ds

tlz (_at)l /t 2p(s) ds

(ts = )" = (= 5)" | p(s) ds

g [ o he |+

t1

| L
< lyr — %o (752—t1)‘|‘/
F(a) 0

1 b2 a—1 t2 - tl T
%T@AMMﬂ)M@%+H®£p@% (45)

Le membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro quand t; — 5. Cela
montre que {h,;n > 1} est équicontinue. Par conséquent, {h,;n > 1} est relati-
vement compacte dans C (J, E).

Etape 3 : N a un graphe fermé.
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Soit (Yn, hy) € graph (N),n = 1 avec ||y, — y||, [|hn — h|| = 0 quant n — oc.
Nous devons montrer que (y,h) € graph (N).

(Yn, hn) € graph (N) signifie que h, € N (y,) ce qui signifie qu’il existe f, €
Sry,, telle que pour chaque t € J,

ho () = F(la) /0 (=)' f, (s)ds—TFt(a) /0 (T — ) £, (s) ds
t

t
(Lt L.
<T )y°+TyT

Considérons 'opérateur linéaire continu

©:L'(JE) = C(J,E),

=00 =gy [ 0= ) s = s [y as

On a

— 0,n — 0.

[+ (1)~ ] o (51

Du Lemme 4.3.1, il s’ensuit que © o Sg est un opérateur a graphe fermé. Par

ailleurs, nous avons

t t
hn (t) + (T — 1) Yo — TyT €0 (SEyn) .

Puisque y,, — v, le lemme 4.4.1 implique que

h (t)+<; - 1) yo_;yT _ F(1(1) /Ot (t— )" f(s) dS_TFt(a) /OT (T — 5)°7" £ (5) ds

pour certains f € Spy,.
Etape 4 : Supposons M C U, M C conv ({0} UN (M)) et M = C pour certains
ensembles dénombrables C' C M . En utilisant une estimation du type (4.5), nous
voyons que N (M) est équicontinue. Puis, & partir de M C conv ({0} UN (M)),
on déduit que M est aussi équicontinu . Afin d’appliquer le théoreme d’Ascoli-

Arzela, il reste a& montrer que M (t)) est relativement compact dans E pour
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chaque t € E. Puisque C C M C conv ({0} UN (M)) et Cest dénombrable,
nous pouvons trouver un ensemble dénombrable H = {h,, : n > 1} C N (M) avec
C C conv ({0} U H). Alors, il existe y, € M et f, € Sp,, telles que

) = | €= s = s [T s

I ()
<t 1) n t
T Yo T?JT.
a partir de M € C, M C conv ({0} U H)), et selon le Théoréme 4.3.1, nous avons

(M () < (v(C®)) <y H®) =7 {ha(t)in>1})

En utilisant (4.4), nous obtenons

1 t ol
V(M () < 2 F(a)/o ({9 f () in > 1)) ds
e ol ARG A AT ESPA

Maintenant, puisquef, (s) € M (s) nous avons

({9 ()i 1)) = (@ =9 a (M (s)
et

Y ({E =9 fu ()i 2 1)) = (= 9"y (M (s).

Il s’ensuit que

TME) < 2 r(la)/o Y({(t =)y (M ()10 > 1}) ds
t T a1
+TF(@)/() r({(T =) ’Y(M(S))WZl})ds]
1 t ol
< 2 [ (e e a0 @) s 1)) as
¢ r -
+TF(a)/O Y({(T =9 (5.7 (M (s))) 10 > 1}) ds]
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(4.7)

En outre, la fonction donnée ¢ par ¢ (t) = v (M (t)) appartient a C (J, [0,2R]).
En conséquence, par (H3), ¢ = 0, alors v (M (¢)) = 0 pour tout ¢t € J.
Maintenant, par le Lemme d’Ascoli-Arzela, M est relativement compacte dans
C(JE).

Etape 5 : Soit h € N (y) avec y € U. Depuis |y (s)] < R et (H2), nous avons
N (ﬁ) C U, car si ce n’est pas vrai, il existe une fonction y € U, mais || N (y)||, >
R et

ht) = F(la) /Ot (t — s)a*I f(s) ds—TFt(a) /OT (T — 3)0‘*1 f(s)ds— <; — 1) yﬁ—;yT,

Pour une certaine f € Sp,. D’autre part, nous avons

R <IN
<l bl + gy [ =9 @lds = g [ @ = 1) as

< |y0|+|yT"+F(1a)/0 p(S)ds—Tth)/o p(s)ds

or [T
< ryo|+1yT.r+)/ p(s) ds.
0

['(«
En divisant les deux membres par R et en prenant la limite inférieure de R — oo,
nous concluons que %6 > 1 ce qui contredit (4.3). Donc N (U) cU.
En conséquence des étapes 1 - 5 avec Théoreme 1.6.2, nous pouvons conclure que
N a un point fixe y € C (J, B) qui est une solution du probleme (4.1)-(4.2).
O



CHAPITRE CINQ

Equations différentielles

fractionnaires impulsives

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de I'existence des solutions du problemes a
valeur initiale d’équations différentielles d’ordre fractionnaire avec impulsion.
Premierement on va étudier le probléeme avec condition locale suivant :

ou “D* est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : Jx E — E est une

fonction donnée, I, : E - E.k=1,..metyy € E,0=1tg <t1..tp, <tpm1=T,,
_ +) _ — +) — 1 -\ _

Ay | i=tx =y (tk) y(tk) y (tk> = lim y (t, +h) et y(tk) = limy (t + h)

représentent les limites & droite et & gauche de y(t) at =1t ,k=1,...,m.

Deuxiémement on va donner une résultat pour le probléeme avec condition non
locale suivant :

Do(t) = fty (1), teJ=[0,T], t £t k=1,...m 0<a<l, (5.4)

Ay | 1=y, = I (y (t,;)) Ck=1,...,m, (5.5)

y(0) + g (y) = vo, (5.6)

ou f,I,k = 1,...,m sont comme a la section 5. Soit g : PC(J,E) — E est
une fonction continue. Les conditions non locales ont été initiées par Byszewski

40
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[13] quand il a prouvé 'existence des solutions faibles et classiques de problemes
de Cauchy non local. Comme il est mentionné par Byszewsk [14, 15] que état
non local ne peut étre plus utile que la condition initiale standard pour décrire
certains phénomenes physiques. Par exemple [17]

g (y) = Zy () (5.7)

ou Cj,v = 1,...,p, sont des constantes données et 0 < 7, < ... < 7, < T pour
décrire le phénomene de diffusion d’'une petite quantité de gaz dans un tube

transparent. (5.16). Dans les deux resultats on va utiliser le Théoréme de point
fixe de Moénch 1.6.1.

5.2 Probleme aux limites avec impulsions et

conditions locales

Dans tout ce chapitre, PC(J, E') designe 'espace de Banach défini par

PC(J,E) = {y J = E:yeC((th,tgna], E), 0,....,m+1, et il existey (t,:)

k—
et y(t,j), kE=1,..,m avecy(t,;) :y(t,j)}

avec la norme

lyllpc = suplly(t)]]
teJ

Notons J' = [0, T] \ {t1,....tm} -

De plus, pour un ensemble donné V' des fonctions v : J — E | on note
V(it) = {vt),veV} teld
V(J) = {vt),veV, teJ}.

Définition 5.2.1. Une fonction y € PC(J, E) est dite une solution de (5.2) si y
satisfait I’équation (5.2) et les conditions (5.1)-(5.3)

Lemme 5.2.2. Soit h : J — E continue. L unique solution y de probleme linéaire
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°D(t) = h(t) pour toutt € J', (5.8)
Ay | e, = ag, k=1,...,m, (5.9)
y(0) = yo (5.10)
est donnée par
Yo + oy fo h(s)ds sit € [0, ]
y(t) = Yo+ X f (t—s)* " h(s)ds (5.11)
F(a ft ) Ph(s)ds+ X% a; sit € (teytep] k=1,...,m

Preuve. Supposons y satisfait (5.8), (5.9) et (5.10), si ¢ € [0, ¢1] alors
“D¥(t) = h(t).
Lemme 1.4.6 implique
0=+ g [ 9 R ()
y(t)=yo+ =—— — s s)ds
T (@) Jo

Sit € (t1,1s] alors d’apres le Lemme (1.4.6)

y(t) = y“l*“r(la) / (t— )" h(s)ds
/(t—s)a_lh(s)ds

1
= A - ty —
y‘t—tl—i_y(l)—i_r(a) "
1 h )
a; +vy +/ t—8)"" " h(s)ds
1 0 F(Oé) o ( ) ()

1 [ -
—|—F(&)/t1 (t—5)"""h(s)ds.
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Sit € (tq, 3] alors encore Lemme 1.4.6 implique

y(t) = W?”p(la) / (t — )" h(s) ds

_ Ay|tt2+y<t;>+r(1a) / (t — )" h(s) ds

to

1 b a—1
= a2+a1+yO+F(a)/0 (t1—5)"  h(s)ds
1 t2 a—1 1 ! a—1
Fi ), T RO [ (- o s

t1 to

Sit € (tg,trs1] alors encore le lemme 1.4.6 implique (5.11).

]

Lemme 5.2.3. y est solution de probléme (5.1)-(5.2)-(5.3), si et seulement si

y € PC(J, E) et satisfait

Yo + ﬁ fg (t - s)ail f (S,y(S)) dS, te [Oatl]

y() = w0t g Si =) f (s, y(9) ds + oy fy (= 5) 7 (5.12)

<fsy(s)ds+ X5, L (y (), t € (trtia] b =1,..,m.

Nous donnons quelque conditions sur les fonctions associées a (5.2), on sup-

pose que :
(H1) f : J x E — FE satisfait les conditions de Carathéodory.
(H2) 1l existe p € C(J,R,), telle que

lfE )l <p@)llyll, pour chaque t € J et chaque y € E.
(H3) Il existe ¢ > 0, tel que
[ 1x()[| < cllyll pour chaque y € E.

(H4) Pour chaque ensemble borné B C E nous avons

YIe(y)) < ey(B), k=1,..,m.

(H5) Pour chaque t € J et Pour chaque ensemble borné B C E nous avons

V(f(t, B)) < p(t)v(B).
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Théoréme 5.2.4. Supposons que les hypothéses (H1)-(H5) sont vérifiées.
Soit

pF=supesp(t).

Si
(m+ 1) p*T*

I'(a+1)

alors le probléme(5.1)-(5.3)a au moins une solution.

+mec<1 (5.13)

Preuve. Nous considérons 'opérateur N : PC(J, E) — PC(J, E) défini par

S [ -9 (s (s) ds

r (Oé) O<trp<tJlr—1
1 ! a—1
e / (t— 5" f (s, (s)) ds

0<trp<t

N(y) () = wo+

D’apres le Lemme 5.2.3 les points fixes de l'opérateur N sont des solution du
probléme (5.2). Soit

(m+1)p*T*
L —me— 5

et 'ensemble

D, ={ye PC(J.E): |yl <r}.

On a le sous-ensemble D, est fermé, borné et convexe. Nous allons montrer que N
satisfait les hypotheses du Théoreme 1.6.1. La preuve sera donnée en trois étapes.

Etape 1 : N est continu.
Soit {y,} une suite telle que y,, — y dans PC(J, E). Alors pour chaque t € J

ING)®) - Nl < r(lco Z/ (e = )V (5.9 (5)) — f (5,9 ()] ds
1 t a—1
e / (t = )" 1 (.90 (5)) — f (s, ()] ds
30 (e () = 2 (v ()]

Puisque I}, est continue et f est du type de Carathéodory, alors par le Théoreme
de convergence dominée de Lebesgue, nous avons

IN(yn) — N(y)|l., = 0 quand n — oo.
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Etape 2 : N est une application de D, dans lui-méme.
Pour chaque y € D, par (H2) et (5.13), nous avons pour chaque t € J :

nmw@u<umw¢1(g%t“@wwf*www@mw
brgay | = N Gl
- ool
<l s S [ 0 Il ds

0<tk<t te—1

1 ! a—1
*mw/“‘@ p (@) Iyl ds

ti
+ ¥ el
0<trp<t
(m+ 1) T
< J A
S
< T

Etape 3 : N (D,) est bornée et équicontinue.
Par I'étape 2, il est évident que N (D,) C PC(J, E) est bornée.
Pour la équicontinuité de N (D,). Soit 71,79 € J, 71 < T3 et soit y € D,

NG @) - N ) < g 3 \n—@%“%ﬁ—@”WV@y@wﬁ

0<tp<tJO

> (o= 8)* LS (5.9 () ds

( )0<tk<t T1

oy fu ()

O<trp<mo—T1

< b S )

0<tp<m2—T1

1

Quand 71 — 7 la partie droite de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.

Maintenant, soit V' un sous-ensemble de D, tel que V € conv (N (V') U {0}).
V' est bornée et équicontinu et donc la fonction v — v () = v (V (¢)) est continue

sur J. De (H4), (H5), et les propriétés de la mesure v nous avons pour chaque
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te J:
() < 4 (N (V)U{0})

< (N (V)

< F(lw T v ) ds
+F(1a> / (t— )" p(s)7 (V (5)) ds
+ 3 (V)

< F(la) ) (b — )" p () (v (5)) ds
+F(1a) / (t— 5" p(s)7 (0(s)) ds
—1—02 cv (s)

(m+1)pT

Cela signifie que

) <o

Par (5.13), il s’ensuit que ||v||, = 0 c’est-a-dire v (£) = 0 pour chaque t € J,
ensuite V' (t) est relativement compact dans PC (J, F) selon le Théoreme d’Ascoli-
Arzela, V est relativement compact dans D,..

En appliquant maintenant le Théoréme 1.6.1, nous concluons que N a un
point fixe qui est une solution du probleme (5.1)-(5.3).
O

5.3 Probleme aux limites avec impulsions et
conditions non locales

Nous présentons les conditions

(H6) Il existe une constante M** > 0 telle que

lg (w)| < M™ we PC(J,F).
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(H7) Pour chaque ensemble borné B C PC (J, E) nous avons

v(9(B)) < M (B).

Théoréme 5.3.1. Supposons que (H1)-(H7) sont vérifiées. Si

(m+1)pT*
I'(a+1)

alors le probléme non local (5.4)-(5.6) a au moins une solution sur J.

+me+ M™ <1

Preuve. Transformation du probléeme (5.4)-(5.6) en un probleme de point fixe.
Considérons l'opérateur F' : PC(J, E) — PC(J, E) défini par

. 1

Fu)t) = w—g)+ S [ -9 (s, y(s) ds

I' () O<trp<tJtr_1

1 t o1
e / (t— )" f (5,9 (s)) ds
2 M)

Alors les points fixes de opérateur £ sont les solutions du probleme (5.4)-(5.6).
De meme maniere on peut voir que les conditions du Théoreme 1.6.1 sont satis-
faites par F.

O

5.4 Exemple :

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer 1'utilité de nos

résultats. Considérons le probléme suivant :

1 1
C.Dayn(t):myn(t>7 tEJ:[O,].], t?ég, 0<Oé<17

1 1~
Ayn | t:% = 5yn (2 ) ) (515)

ou n € N. Posons

E= ll = {?J = (y17y27"'7y’rw‘“) : Z |yn| < OO}
n=1
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avec la norme

1Ylle =D [yal
n=1
Yy = (y17y27 coey Yn,y )a f = (f17f27 '--afn7 )a

1
—— T, , (t,r,) €EJXE

f () = 9+e

1
et Iy (x,) = an , T, €F.

I est clair que les conditions (H2) et (H3) sont vérifiées avec p(t) = 5 et ¢ = 1.
Nous allons vérifier que la condition (5.13) est satisfaite avec T' =1, m = 1 et
P* =15
En effet ( )
m+1)pT* 1 1
— 0t | <1l&=T 1) > - 5.16
T(a+1) 5 (a+1)>7 (5.16)

est satisfaite p.p. a € (0,1]. Alors d’apres le Théoréme 5.2.4, le probleme (5.15)
a au moins une solution sur [0, 1] pour les valeurs de « satisfaisant (5.16). Dans

les deux resultats on va utiliser le Théoreme de point fixe de Monch 1.6.2.



CHAPITRE SIX

Probleme de Darboux pour des
équations différentielles

hyperboliques

Dans ce chapitre, nous allons donner un résultat d’existence pour le probléme

de Darboux . Plus précisément, nous étudions le probleme suivant :
(“Dgu) (t,y) = £ (t.y,u(t,y))si(ty) € T, (6.1)

u(t,0) = ¢ ()t €0,a] et u(0,y) =4 (y),y €[0,0], (6:2)
ou “D? est la dérivée fractionnaire de type Caputo d’ordre o = (a1, a) € (0, 1] X
(0,1], f + J x E — E, est une fonction donnée, J = [0,a] x [0,0] , a,b > 0
. @ [0,a) = E ety : [0,b] - E sont des fonctions absolument continues,

¢ (0) = (0).

Puis, nous examinons le probleme non local a valeur initiale suivant :

(“Du) (t,y) = f (ty,u(ty)si(t,y) € J, (6.3)

u(t,O)+Q(u):gp(t),u(O,y)—l—K(u) =¢(?J)at€ [O7a]7y€ [O’b]7 (64)

ou f,p, 1 sont comme dans le probleme (6.1)-(6.2) et Q, K : C (J, E) — E sont
des fonctions continues avec C(J, E) I'espace de Banach des fonctions continues

u:J — E, muni de la norme

49
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[ulloe = sup {llut,y)ll, (t,y) € J}.
Notre résultat d’ éxistence pour (6.1)-(6.2) est basé sur le Théoréme du point

fixe de Monch 1.6.1.

6.1 Introduction

— Soit L'(J, E)) 'espace de Banach des fonctions mesurables u : J — E qui

sont Bochner intégrable, muni de la norme

a b
lullz: = / / lu(t, o) |dedy.
0 0

— Soit L*> (J, E) l'espace de Banach des fonctions mesurables v : J — E qui

sont essentiellement bornées, muni de la norme
|lul| o =inf{c>0: |lu(t)]| <c,pp.teJ}.

— De plus pour un ensemble donné V' des fonctions v : J — E notons :
Vt,y) = {v(t,y),veV}, te,

V(J) = {vt),veV, telJ}.

6.2 Existence des solutions

Définition 6.2.1. Une fonction v € C (J, E) est dite une solution de (6.1)-(6.2)

si elle satisfait ’équation (6.1) dans J et les conditions (6.2).
Soient h € C'(J,E), z = (0,0) et

p(t,y) =u(t,0) +u(0,y) —u(0,0).

Pour l'existence de solutions pour le probleme (6.1)-(6.2), nous avons besoin

des lemmes suivants.
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Lemme 6.2.2. L’unique solution u du probleme linéaire

(“Deu) (ty) = h(t.y): (ty) € J (6.5)

u(t,0) = (t),t €0,a] et u(0,y) =v(y),y €[0,0] (6.6)

est donnée par

ulby) =piby)+ W /0 /oy (t=5)""" (y =)™ (s, ) dsda.
(6.7)

Preuve. Soit wu (t,y) une solution de (6.5). Puis, & partir de la définition de

( CD%u) (z,y) nous avons

112 (Djyu) (ty) = h ()

donc
1 (1Dhu) (hy) = (150) ()
alors
I Dpu(ty) = (18h) (8,y).
Depuis
IzlafD?yu <t7y) =u (t7y> —u (t,O) - U(O,y) + U(0,0)
nous avons
u <t7y) = M(t7y) + ( za*h) (tvy)
Alors

u(t,y) = pu(t,y) + IM /0 /Oy (t — S)O‘l_1 (y — x)arl h(s,x)dsdx.
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Lemme 6.2.3. u est une solution de probleme (6.1)-(6.2), si et seulement si u

satisfait ’équation intégral

u(t,y) = N(t,y) (@) T (aa) / / )T 1 — x)”_lf(s,a:,u(s,x))dsda:.
(6.8)

Soient les hypotheses suivantes :
(H1) f : J x E — FE satisfait aux conditions de Carathéodory.
(H2) 11 existe p € L™ (J,R,), de telle sorte que,

1f(ty,u)|| < p(t,y)|lull, pour p.p.(t,y) € Jet chaque u € E.

(H3) Pour chaque (t,y) € J et chaque ensemble bornée B € E nous avons :

v(f((t,y),B)) <p(t,y)v(B).

Posons

= [Ipll e -

Théoréme 6.2.4. Supposons que les (H1)-(H3) sont vérifiées. Si
p*aalbag
F(a1+1)F(a2+1)

alors le probléme (6.1)-(6.2) admet au moins une solution.

<1, (6.9)

Preuve. On transforme le probleme (6.1)-(6.2) & un problemes du point fixe. A
cette fin, nous considérons l'opérateur N : C(J, E) — C(J, E) défini par

N@) (ty) = plty) + niars // (= )™ (g — )
Xf(S,I,U(s,:c))dsdx.

Par le Lemme 6.2.3 les points fixes de 'opérateur N sont les solutions du pro-

bleme (6.1)-(6.2). Soient

ro > i (6.10)

1 — —_pra®b®2
F(a1+1)1“(a2+1)
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et
DTo :{UGC(J’E) HUH TO}

Il est clair que le sous-ensemble D, est fermé, borné et convexe. Nous allons
montrer que NN satisfait les hypotheses du Théoréme 1.6.1. La preuve sera donnée

en trois étapes.

Etape 1 : N est continu.
Soit {u,} une suite telle que u,, — u dans C'(J, E), alors pour chaque (¢,y) € J

IN (un) (£, y) = N (u) (&, y)|

< i o o G (s2)) = s () s

Puisque f est du type de Carathéodory, alors par le théoréeme de convergence

dominée de Lebesgue, nous avons
N (u,) — N (u)||,, = 0 quand n — oco.

Etape 2 : N est un opérateur de D, dans lui-méme.

Pour chaque u € D,, par (H2) et(6.9) nous avons pour chaque (t,y) € J :

IN (u) (t,9)l] < [lp(t, y)
(a1) az/ / (t =) (g =a)* S (5,2, 0 (s, 2)) | dsda

a1ba2
<
gl 7o (F(oq T (an + 1))
< To.

Etape 3 :N (D,,) est bornée et equicontinue.

Par 'étape 2, il est évident que N (D,,) C C(J,E) qui est bornée. Pour
I'équicontinuité de N (D), soient (71,v1), (T2, y2) € J, 71 < T2 et y; < Y2 et s0it
u € D,,. Alors
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N (u) (12, 2) — N (u) (11, 91) |

< HM(T1,3/1 w (T2, y2)||
n v az—1 a;—1 az—1
_ 2— _ _ 1— _ 2—
e A A (CED RS R CEPE R

X || f (s,z,u(s,x))| dsdx

1 T2 Y2 _ _
ST / / (72— )7 (g — 2)°71 % |1f (5,2, (s, 2))| dsdx
al 042 T1 Y1
HM(T173/1 727y2 ||

r T1 Y1 - o — -
. a// =)™ (= 0™ ) dsd

* y2
P To 1 -1
)T (y2 — )™ dsd.
al) 042 Y1

Quand 71 — 7 et y; — yo la droite de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.

N

Maintenant, soit V' un sous-ensemble de D, tel que V C conv (N (V) U {0}).
V' est borné et équicontinu et donc la fonction v — v (t,y) = v(V (t,y)) est
continue sur J. Comme les fonctions ¢ et 1 sont continues sur .J, I’ensemble
{6 (t)+ Y (y)—¢(0),(t,y) € J} C E est compact. L'utilisation de ce fait, (H2),
(H3), le Lemme 6.2.2 et les propriétés de la mesure 7 nous avons pour chaque
(t,y) € J:

v(ty) < y(N(V)(t, )U{O})
< Y(V(V) (ty
< all o / / 7 (g —2)% p(s,2) 7 (V (s,)) dsde
< T Fa2 // 1171 (g — 221 p (5, 2) o (5, 7) dsda
< ol ( <a1+1f}b?;+1>)

Cela signifie que

p*&albag
1-— < 0.
||U||oo< [F(a1+1)1“(a2+1)b

Par (6.9) il s’ensuit que ||v||, = 0, c’est-a-dire v (¢, y) = 0 pour chaque (t,y) € J,
puis V (¢,y) est relativement compact dans C' (J, ). D’apres le Lemme d’Ascoli-

Arzela, V' est relativement compact dans D,,.
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En appliquont maintenant le Théoreme 1.6.1, nous concluons que N a un
point fixe qui est une solution du probleme (6.1)-(6.2)
[

6.3 Probléme de Darboux avec conditions non

locales

Maintenant, nous présentons un résultat d’existence pour le probléeme non
local (6.3)-(6.4) .

Définition 6.3.1. Une fonction u € C'(J, E) est dite une solution de (6.3)-(6.4),
si w satisfait ( *D§u) (t,y) = f(t,y,u(t,y)) sur J et les conditions (7.4)-(6.4)

sont satisfaites.

Théoréme 6.3.2. Supposons que (H1) - (H3) et les conditions suivantes :
(H}) 11 existe k > 0 tel que |Q (v)|| < k||ullpe, pour tout u € C (J, E),
(H5) 1l eziste k* > 0 tel que | K (u)|| < k* ||u||po, pour tout u e C (J, E),
(H6) v (Q (B)) < kv (B) , pour tout ensemble borné B  C (J,E),

(H7) v (K (B)) < k*y(B) , pour tout ensemble borné B C C (J, E)

sont vérifiées.

Si

p*aalbag
F(a1+1)r(@2+1)

alors il existe une solution pour le probléme (6.3)-(6.4) sur J.

k4 k* + <1,

6.4 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer 'utilité de nos

résultats. On considere le probléme suivant

[ B Ye . ]' |u7’b(t7y)| o
(“Dgun) (t,y) = B T T (Lo (t,y) € J=1[0,1] x[0,1], (6.11)
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u, (t,0)=t, u, (0,y) =9*, t€0,1],y€1[0,1],n=1,2, ... (6.12)

Soit

E=1"= {u = (U1, Uy eeey Uy o) T D Jtn| < oo}
n=1

avec la norme

[e%S)
lullp =) lual.
n=1

w = (Up, Uy ooy Upy ) €6 f = (f1, for ey frry o)

o t) = i e (6 € 01 % [0.1]

Pour chaque u, et (¢,y) € [0,1] x [0, 1] nous avons

1
[ (9, un)| < Qettuis |t - (6.13)

Ainsi les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites avec

B 1
p(ty) = Relivis

par (6.13) pour chaque ensemble borné B € [ nous avons

1
fy(f (t7y7 B)) < W7 (B> pour Chaque (t7y) € [07 1] X [07 1] :

Ainsi (H3) est satisfaite. Nous allons montrer que la condition (7.15) est véri-
fite aveca=b=1et p* = 8%. En effet
p*a/al bag B 1 < 1
I'(ag + DT (g +1) 83T (ag + 1T (o + 1)

est satisfait pour chaque (aq, a2) € (0, 1] x (0, 1].

Par conséquent, le Théoréeme 6.2.4 implique que le probleme (6.11)-(6.12) a une

solution définie sur [0, 1] x [0, 1].



CHAPITRE SEPT

Probleme de Darboux avec

impulsions

Dans ce chapitre, nous allons donner un résultat d’existence pour le probléme
de Darboux avec impulsion. Nous étudions un probleme a valeurs initiales donné

par :

(°Dju) (ty) = f (tyu(ty), (by) €T t £t k=1,.,m, (7.1)
u(th,y) = u(ty, ) + I (u(ty v)), y€[0,8], k=1,...,m, (7.2)
u(t70) :Qo(t% U(O,y) :w(y)v te [O,CL], Y€ [O,b], (73)

ouJ =10,a] x[0,b],a,b >0, “D* est la dérivée fractionnaire de type Caputo
dordre o = (ag,a2) € (0,1] x (0,1],0 =ty < t; < -+ < by < tpy1 < @,
f :Jx E — E, est une fonction donnée, ¢ : [0,a] — F et ¢ : [0,b] — E sont des
fonctions absolument continues ,¢ (0) = v (0) et E est un espace de Banach avec
la norme ||| .

Puis, nous examinons le probleme non locale suivant :

(“Dju) (t.y) = f Ly u(ty), (Ly) €T, t#tk=1,,m,  (T4)

57
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u(ti,y) = ulty,y) + I (u(t,;,y)) , y€[0,0]0, k=1,....m, (7.5)

u(t,0)+ Q (u) = @ (1) ,u(0,y) + K (u) = ¢ (y) t € [0.a], y € [0,5].  (7.6)

ou fyp, 0, Ii;k = 1,...,m, et a sont comme dans le probleme (7.1)-(7.3) et
Q,K : PC(J,E) — E sont des fonctions continues. Les résultats de ce chapitre
sont basés sur le théoreme de point fixe de Mdnch 1.6.1 combiné avec la mesure

de non compacité de Kuratowski.

7.1 Existence des solutions

PC(J, E) est I'espace de Banach défini par
PC(JLE) = {u:J—E:ueC((tgtg] x[0,0],E), k=1,...,met il existe
u (t,;,y) ety (t,}f,y) k=1,...,m avecy (t,;,y) =y (t,f,y)}

(7.8)

avec la norme

[ullpc = sup |u(t, y)||.
(t,y)ed

L’ensemble J = [0,a] x [0,b] \ {(t1,¥) ..., (tm,y),y € [0,b]} .

Définition 7.1.1. Une fonction u € PC (J, E) est dite une solution de (7.1)-(7.3)
si elle satisfait ’équation (7.1) dans J' et les conditions (7.2)-(7.3).

Soient h € C ((tg, trs1] X [0,0], E), 2z = (tx,0) et

wi (ty) = (t,0) +u(t,y) —u(ty,0), k=0,..,m.

Pour l'existence de solutions pour le probleme (6.1)-(6.2), nous avons besoin des

lemmes suivants.



7.1. Existence des solutions

59

Lemme 7.1.2. Une fonction uw € C ((tg,tg+1] x [0,0],E), k = 0,...,m est une

solution de l’équation différentielle

(“Dfu) (toy) = h(ty): (t.y) € (i taa] % [0.8]. (7.9)

alors

u <t7 y) = Mk (tv y) + ([Zh) (ta y)? (t7 y) € (tkv tk+1] X [07 b] : (710)

Preuve. Soit u une solution de(7.9). Puis, a partir de la définition de ( ‘D%, u) (x,y)
k

nous avons

112 (Djyu) () = h(t,y)

donc
1 (1enku) () = (130) (t.9)
k k E
alors
I D (ty) = (120) (4.9).
Depuis
Izllijyu (t,y) =u(t,y) —u(t,0) —u (t,}f,y) +u (t?, O)

nous avons

u(t.y) = o (t9) + (12:0) (10).

Dans toute la suite on poses

p(ty) = o (t,y), (ty) € J.
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Lemme 7.1.3. Soit 0 < ay,as < 1 et h:J — E une fonction continue. Si u est

une solution de probleme

‘D%u(t,y) = h(t,y), (t,y) € J, (7.11)

u(th,y) = ulty,y) + I (u(ty,y)), k=1,...m. (7.12)

alors

n () + ranrag o Jo (=8 (y —a)
xh(s,z)dsdx, (t,y) € [0,t;] x [0,b],

wtoy) = 400+ (1 (e (tw)) = £ (u 5.0)))

+ al)lI‘ (@2) il 1ftl lfo (ti — )" 1(y—x)a2_1h(s,x) dsdx
+m ftk fo (t—s)"" ' (y— x)arl h(s,z)dsdz,

(t,y) € [t tea] X [0,0] k=1,...m

(7.13)

Preuve. Supposons que u satisfait (7.11)-(7.12). Si(t,y) € [0,¢1] x [0,b] alors
‘D%(t,y) = h(t,y).

Le Lemme 7.1.2 implique

u (t7 y) =K (tv y) Oél Oég / / al 1 - I)aQ_l h (3, 37) dsdzx.
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Si (t,y) € (t1,t2] x [0,b] alors le Lemme 7.1.2 implique

u(t,y) =

Si(t,y) €

u(t,y) =

! [ Ty — ) b (s, ) dsda
“l“’y”r(cmr()/tl/“‘s) (y — 2)™ VI (s, ) dsd

,0)

— )M Y2 (s, x) dsdx
gp(t)—i—u(tl y)—u(tf,0>+[1( (tl y))—[l (u (tf,O))

)

(1) I (az) /t/oy(t )™y —2)™ h(s, @) dsda
80()+U(t1 y) —u(ty, 0)+11( (tl y))—h (u(tf,0)>

/t/ ) )2 (s, ) dsdx
( y>+fl( (trw)) - f( (tl 0))

1 o L 1
/ / (ty — )" (y — )™ h(s,z)dsdx
041 (a2)

// ) )27 (s, x) dsdz.
041 042 t

(ta,t3] x [0, b] alors encore a partir du Lemme 7.1.2 on obtient

pe (t,y) + F(l /t2 /y (t— ) (y —x)** " h(s,x)dsdx

o) T (o) /t/y(t $)M )2 (s, ) dsda
gp(t)+u(t2 y) — u (ta, O)+[2( (t2 y))—lg(u(tg,()))

// $) T (y — ) (s, ) dsdx
041 O[Q ts JO
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u(ty) = ult >+f2( (tiy))—f( (5:0)) + £ (u (t7.)) = £ (u (7.0))
+ @) T (o0) / / )y — ) (s, x) dsda
4+ @) T () / / ) (y = 2) 7 b (s, 1) dsda
4+ @ T (o) // ) (y — 2)** 7 b (s, ) dsda.

Si (t,y) € (tg,trs1] x [0,b] alors encore du Lemme 7.3.1 on obtient (7.13).
O]

Lemme 7.1.4. u est solution du probléme (7.1)-(7.3) si et seulement siu satisfait

[’équation intégrale

w(ty) + manes Jo Jo (B =)y —2)*2 (s, 2, u (s, @) dsda,
(t,y) € [0, 1] [0,0],

oy = |00+ T (1 (0 (12) 1 (0 (1))

e et S, o (G =) T (g — ) T R (s @, u (s, @) dsda
+ s Jo Jo (=9 1(y—x)"2‘1h<s,w,u<s,m>>dsdx,

(t,y) € [thtos1] x [0,0], k=1,...,m

(7.14)

Soient les hypotheses suivantes :
(H1) f : J x E — F satisfait aux conditions de Carathéodory.
(H2) Il existe p € L* (J,R, ), de telle sorte que

£t y,w)ll < p(t,y) [lull, pour p.p.(t,y) € J et chaque u € E.

(H3) I existe ¢ > 0 tel que || I (u)|| < c|lu|| pour tout u € E.
(H4) Pour chaque ensemble borné B € E nous avons v (I (B)) < ¢y (B), k =
1,...,m.

(H5) Pour chaque (¢,y) € J et chaque ensemble bornée B € E nous avons :

v(f(t,y,B)) <p(t,y)v(B).
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Posons

P =1pll e -

Théoréme 7.1.5. Supposons que les (H1)-(H5) sont vérifiées, si

(m+ 1) p*a®b*?
F(Oé1+1)r<a2+1)

alors le probléme (7.1)-(7.8) admet au moins une solution.

+2me < 1, (7.15)

Preuve. Nous considérons 'opérateur N : PC(J, E) — PC(J, E) défini par

Nty = pty)+ X (b (u(ty) - L (u(,0)))

0<trp<t

1

eIt o,y T 0 o) s

: [ a2V (s pou(s, z)) dsdx
g L 0 e G ) s

Par le Lemme 7.1.4 les points fixes de 'opérateur N sont des solutions du pro-
bleme (7.1)-(7.3).

Soient
[l
o 2 5 (7.16)
(m~+1)p*a®*1b>2
L —2me - r(a1+1lgr(a2+1)
et

D,y ={ue PC(J,E): ||ju|]|, <710} .

De toute évidence, le sous-ensemble D,, est fermé, borné et convexe. Nous allons
montrer que N satisfait les hypotheses du Théoreme 1.6.1. La preuve sera donnée

en trois étapes.

Etape 1: N est continu.
Soit {u,} une suite telle que u,, — u dans PC' (J, E), alors pour chaque (¢,y) € J

IN (un) (,y) = N (u) (&, y)]
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N
NE

(|12 (Un (1)) = T (u (5:0)) | + 7 (wn (50)) = 1 (u (850) )
T (1) T (ag) & 1/:1/ "y ey

Hf(s T, Up (8, 2) (s,z,u(s,x))| dsdx

/ / t o S al 1 o x)agfl
(1) T (a2) t

Hf(s T, U (s,7)) — f (s, 2,u(s,z))| dsdz.

k

+

Puisque I, £ = 1,...,m sont continues et f est du type de Carathéodory, alors

par le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous avons

N (un) — N (u)||, = 0 quand n — oo.

Etape 2 : N est une application de D, dans lui-méme.

Soit u € D,,, par (H2), nous avons pour chaque (¢,y) € J

IV (u) (& )l

< et )+ 3 (s (e (15.9)) = 2o (n (5.0
+M1ai/ / (e — ) (g — )| f (5,0 (5, 2)) | dsda
PnTRr / / 1 (y — o) f (5,2, u (s, )| dsda
< lull + 7o (F gfl))f;(&bﬂ) . zmc>
< 1.

Etape 3 : N (D,,) est borné et équicontinu.
Par I'étape 2, il est évident que N (D,,) C PC (J, E) est borné.
Pour I'équicontinuité de N (D,,), soit (71,41), (72,92) € J, 71 < T2 et y; < yo et
soit u € D,,. Alors
IV () (72, 2) = N (u) (71,51
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< i) = w(mm)ll+ 2 (1 (e (5 90)) = I (u (8 92)) )

x|\ f (s, 2, u (s, )| dsda

1 m tr Y2 a;—1 —x az—1 s.z.u(s. x sda

Mot o, 9T T I G dsd
1 I YL a;—1 N R GU ar—1 . as—1

el A R R EE R CE DA TR

x |If (s,z,u (s, x))| dsdz

+m /: /:2 (12 — s)alfl (y2 — w)a2,1 < ||f (s,2,u (s, x))| dsdz

N

i (1) = w1 (g y2) 4D (1 (u (83 91)) = i (u (85 92)) )

RSN i/t [t oo s
+F(af;?(a2)§;/t:kl/:2 (ts — 8)* 7 (g2 — )2~ dsda
gty [T e = s

Quand 7, — 7 et y; — Yo la membre droite de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.

Maintenant, soit V' un sous-ensemble de D,, tel que V' C cono (N (V) U {0}).
V' est borné et équicontinu et donc la fonction v — v (t,y) = v(V (t,y)) est
continue sur J. Comme les fonctions ¢ et 1 sont continues sur .J, I’ensemble
{6(t)+ v (y) —¢(0),(t,y) € J} C E est compact. L'utilisation de ce fait, (H4),
(H5), le Lemme 7.3.1 et les propriétés de la mesure v nous avons pour chaque
(t,y)eJ
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v(ty) < v(N(V)(ty) u{o})
< 7y (V(V) (B y)
1 23 . .
S T (a1)T (a2) /t / )T (=) p(s,x)y (V (s, 2)) dsdx
k=1 k—1
(1) T () // ) 1 _x)w_lP(Sax)’Y(V(S,x))dsdm
12
+ZQC’Y (tk, )
2%
S F (1) T (a2) /t / ) ! y_x)QZ_lp(S,J«")’YU(S,ZE)dex
k=1 k—1
(1) T (ag) // )T 1 _x)azilp(5,$)’yv(8,x)dsd:c
tk
+220’yv (tk,y)
k=1
(m+1) pra®1b )
< 2me ) .
ol (o gy + 2me

Cela signifie que

(m+1)p*a*b™
1— 2
””||°°< [F(al—i—l)l“(ozg—i—l) +eme

) <o

Par (7.15) il s’ensuit que |[v]|, = 0, ¢’est-a-dire v (¢, y) = 0 pour chaque (¢,y) € J,
puis V (¢,y) est relativement compact dans PC (J, E). Par le Lemme d’Ascoli-
Arzela, V est relativement compact dans D,,. En appliquont maintenant le Théo-
reme 1.6.1, nous concluons que /N a un point fixe qui est une solution du probleme
(6.1)-(6.2).

O

7.2 Probleme de Darboux avec impulsions et
conditions non locales

Maintenant, nous présentons un résultat d’existence pour le probléeme non
local (6.3)-(6.4).
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Définition 7.2.1. une fonction u € PC (J, E) est dite une solution de (6.3)-(6.4)
, si elle satisfaite ( “DSu) (t,y) = f (t,y,u (t,y)) surJ’ et les conditions (7.4)-(6.4).

Théoréme 7.2.2. Supposons que (H1) - (H5) et les conditions suivantes :
(H6) 11 existe k > 0 tel que |Q (v)|| < k||ullpe , pour tout u € PC (J, E),
(H7) Il existe k* > 0 tel que | K (u)|| < k* ||u|| pe » pour tout u € PC (J, E),
(H8) v (Q (B)) < kv (B), pour tout ensemble borné B C PC (J,E),
(H9) v (K (B)) < k*y(B), pour tout ensemble borné B C PC (J, E),

sont vérifiées.

St

(m+ 1) p*a®b*?
F(a1+1)F(a2+1)

alors il existe une solution pour le probléme (6.3)-(6.4) sur J.

k+ k* + 2me +

<1,

7.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer 1'utilité de nos

principaux résultats. On considere le probléme

¢po _ 1 un (LY B 1
(“Dfun) (t,y) = S Tt (g (ty) € J=10,1]x[0,1] 1 # 3,
(7.17)

1+ 1- 1 un (5709) ;
Up <3 7?/) = Un <3 7y> + fettyt4 (15+ ‘u::) (%—’y>’> SLy € [07 1]7 (718)

u, (t,0) =1, u, (0,y) =y*, t€10,1],y €1[0,1],n =1,2,... (7.19)

Soit .
E=1'= {u = (U1, Uy oy Uy o) 2 Y | < oo}
n=1

avec la norme



7.3. Exemple

o0

lullz = D7 -

n=1

U= (Up, Uy ooy Upy -..) €6 f = (f1, for ey frry-or)

ot 900) = s s () € 0.1 0,1
et
I (1 (t,9)) = — o (19) yelo1].

~ Gettu (15+ ‘un (t7.v)

Pour chaque upet (¢,y) € [0, 1] x [0, 1] nous avons

)

1
| fo (9, un)| < Qeltuis |t (7.20)
et
1

Ainsi les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites avec p(t,y) = g5 et

c= 6%, par (7.20) pour chaque ensemble borné B € [' nous avons

1
7 (f(t:y: B)) S gz (B) pour chaque (t,y) € [0, 1] x [0, 1].

Ainsi (H3) est satisfaite. Nous allons montrer que la condition (7.15) est véri-

ﬁeravec&zbzl,mzletp*z%. En effet

2me + (m +1) p*a®1b™ L ! <1
me = —
Flar+ DT (e +1)  4e 4e3T (g + 1) T (ag + 1)

est satisfait pour chaque (a1, ) € (0,1] x (0, 1]. Par conséquent, le Théoréme

7.1.5 implique que le probléme (7.17)-(7.19) a une solution définie sur [0, 1] x [0, 1] .



Conclusion et Perspective

Notre but principal, dans ce mémoire, est de présenter plusieurs résultats
d’existence pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire
au sens de Caputo avec des conditions locales et non locales dans des espaces de
Banach de dimension infinie. Ces résultats ont été obtenus par 'utilisation du
théoreme de point fixe de Mdnch combiné avec la mesure de non compacité de
Kuratowsksz.

Nous prévoyons dans le future I’étude qualitative de ces problemes, en particulier,

on examinera le comportement assymptotique des solutions.
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Abstract

Differential Equations With Fractional Order On Banach Spaces
In this paper, we present several existence results for certain classes of differential equations
of fractional order in the sense of Caputo with non local conditions and local on Banach
spaces of infinite dimension.
These results were obtained by using the fixed point theorem Monch combined with the
measure of non-compactness of Kuratowski

Key words and pﬁmses:: fractional differential equations, existence of solutions,
caputo fractional derivative, the fractional order integral, fixed point, Banach space,
measure of noncompactness.

AM.S Subject Classifications: 26A33, 34A37, 34A60, 34B15, 34G20

Résumé
Equations Différentielles D' Ordre Fractionnaires Dans Des Espaces
De Banach

Dans ce mémoire, nous présentons plusieurs résultats d existence pour certaines classes
d’équations différentielles d"ordre fractionnaire au sens de Caputo avec des conditions
locales et non locales dans des espaces de Banach de dimension infinie.

Ces résultats ont été obtenus par [utilisation du théoréme de point fixe de Monch combiné
avec la mesure de non compacité de Kuratowski.

Phrases et mots clés : Equations différentielles, fractionnaires, existence
de solutions, dérivée fractionnaire de type Caputo, intégral fractionnaire, point
fixe, espaces de Banach, mesure de non compacité.

Classifications A.M.S : 26A33, 34A37, 34A60, 34B15, 34G20.



	Table des matières
	Table des matières
	Introduction
	Préliminaire
	Un aperçu historique sur la dérivation fractionnaire
	Notations et définitions
	Quelques définitions et propriétés d'analyse multivoque
	Intégrale, Dérivée fractionnaire
	La mesure de non compacité au sens de Kuratowski
	Théorèmes de point fixe

	Problème aux limites pour des équations fractionnaires
	Existence des solutions
	Exemple :

	Problème aux limites avec des conditions intégrales 
	Existence des Solutions.
	Exemple:

	Problèmes aux limites pour des inclusions differentielles d’ordre fractionnaire
	Existence des solutions

	Equations différentielles fractionnaires impulsives
	Introduction
	Problème aux limites avec impulsions et conditions locales
	Problème aux limites avec impulsions et conditions non locales
	Exemple:

	Problème de Darboux pour des équations différentielles hyperboliques
	Introduction
	Existence des solutions
	Problème de Darboux avec conditions non locales
	Exemple

	Problème de Darboux avec impulsions 
	Existence des solutions
	Problème de Darboux avec impulsions et conditions non locales
	Exemple

	Conclusion et Perspective
	Bibliographie

