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Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un do-
maine intéressant à explorer ces dernières années. Notons que cette théorie a de
nombreuses applications dans la description de nombreux évènements dans le
monde réel. Par exemple, les équations différentielles fractionnaires sont souvent
applicables dans l’ingénierie, la physique, la chimie, la biologie, ...etc [19, 22, 20].

Dans ce mémoire, nous allons nous inspirer des articles de [1, 3, 7, 10, 12, 11]
pour faire le point sur toutes ces études en donnant plusieurs résultats d’existence
des solutions pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre fraction-
naire, moyennant la dérivée fractionnaire de Caputo dans des espaces de Banach
de dimension infini. Cette étude se fera principalement à l’aide de théorème de
point fixe de Mönch combiné avec la technique de la mesure de non compacité
de Kuratowski.

Ce mémoire comprend sept chapitres.

Le premier chapitre intitulé “Préliminaires”, contient un ensemble de dé-
finitions et résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude. Il est
divisé comme suit :

– Dans la section 1, nous donnons en quelques lignes l’Histoire de la dérivation
d’ordre non entier.

– La section 2, sera consacrée aux différentes définitions de base .
– La section 3, nous donnons quelques définitions et outils sur les applications
multivoques.

– La section 4, sera réservée à un petit rappel sur la mesure de non compacité
au sens de Kuratowski.
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– Dans la section 5, sous le titre Dérivée et Intégrales fractionnaires, sera
consacrée aux définitions et résultas (lemmes) importants concernant la
théorie du calcul fractionnaires.

– La section 6, nous donnons quelques théorèmes de point fixe, et le Lemme
d’Ascoli-Arzéla.

Le deuxième chapitre intitulé “Problème aux limites pour des équations frac-
tionnaires”, on traitera l’existence des solutions pour les équations différentielles
d’ordre fractionnaire de type Caputo suivantes :

cDαy(t) = f(t, y (t)), t ∈ J = [0, T ] , 1 < α < 2, (1)

y(0) = y0, y(T ) = yT . (2)

où cDα la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J × E → E est
une fonction donnée vérifiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard,
y0, yT ∈ E et E est un espace de Banach avec la norme ‖.‖.

Le troisième chapitre intitulé “Problème aux limites avec des conditions
intégrales”, on s’intéresse à l’existence des solutions pour les équations différen-
tielles d’ordre fractionnaire toujours de type Caputo suivantes :

cDαy(t) = f(t, y (t)), t ∈ J = [0, T ] , 1 < α ≤ 2, (3)

y (0)− y′ (0) =
ˆ T

0
g (s, y (s)) ds, (4)

y (T )− y′ (T ) =
ˆ T

0
h (s, y (s)) ds, (5)

où cDα la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f, g, et h : J × E → E

sont des fonctions données vérifiants certaines hypothèses qui seront précisées
plus tard, et E est un espace de Banach avec la norme ‖.‖.
Finalement, on donnera un exemple pour voir l’utilité du notre résultat.

Le quatrième chapitre intitulé “Problèmes aux limites pour les inclusions
differentielles d’ordre fractionnaire”, sera consacré à l’existence des solutions pour
le problème aux limites suivant :
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cDαy(t) ∈ F (t, y(t)) , t ∈ J = [0, T ] , 1 < α < 2, (6)

y (0) = y0, y (T ) = yT , (7)

où cDα est dérivée au sens de Caputo F : J × E → P (E) est une application
multivoque, y0, yT ∈ E et (E, ‖.‖) désigne un espace de Banach.

Le cinquième chapitre intitulé “Équations différentielles fractionnaires im-
pulsives”, sera consacré à l’existence des solutions pour le problème suivant :

cDαy(t) = f(t, y (t)), t ∈ J = [0, T ] , t 6= tk, k = 1, ...,m, 0 < α 6 1, (8)

∆y | t=tk = Ik
(
y
(
t−k
))
, k = 1, ...,m, (9)

y(0) = y0, (10)

où f : J × E → E est une fonction donnée, Ik : E → E, k = 1, ...,m et y0 ∈ E,
0 = t0 < t1...tm < tm+1 = T ∆y | t=tk = y

(
t+k
)
− y

(
t−k
)
, y
(
t+k
)

= lim
h→0+

y (tk + h)

et y
(
t−k
)

= lim
h→0−

y (tk + h) représentent les limites à droite et à gauche de y(t) au
t = tk , k = 1, ...,m.

Puis, nous présenterons un résultat d’existence pour le problème non local
suivant :

cDαy(t) = f(t, y (t)), t ∈ J = [0, T ] , t 6= tk, k = 1, ...,m, 0 < α 6 1, (11)

∆y | t=tk = Ik
(
y
(
t−k
))
, k = 1, ...,m, (12)

y(0) + g (y) = y0, (13)

où f, Ik, k = 1, ...,m sont comme le probléme (8)-(10), et g : PC(J,E) → E est
une fonction continue.

Le sixième chapitre intitulé “Problème de Darboux”, on s’intéresse a l’exis-
tence des solutions pour les problèmes a valeur initial suivant :

(
cDα

0 u
)

(t, y) = f (t, y, u (t, y)) , (t, y) ∈ J , (14)

u(t, 0) = ϕ (t) , u (0, y) = ψ (y) , t ∈ [0, a] , y ∈ [0, b] , (15)
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où cDα est la dérivée fractionnaire de type Caputo d’ordre α = (α1, α2) ∈ (0, 1]×
(0, 1] , f : J × E → E, est une fonction donnée, ϕ : [0, a] → E et ψ : [0, b] → E

sont des fonctions absolument continues, ϕ (0) = ψ (0).
Puis, nous examinons le problème non local suivant :

(
cDαu

)
(t, y) = f (t, y, u (t, y)) , (t, y) ∈ J, (16)

u(t, 0) +Q (u) = ϕ (t) , u (0, y) +K (u) = ψ (y) , t ∈ [0, a] , y ∈ [0, b] , (17)

où f, ϕ, ψ, sont comme dans le problème (6.1)-(6.2) et Q,K : C (J,E)→ E sont
des fonctions continues.

Le septième chapitre intitulé “Problème de Darboux avec impulsions”,
nous présentons un résultat d’existence des solutions pour les problèmes a valeur
initial suivantes :(

cDα
0 u
)

(t, y) = f (t, y, u (t, y)) , (t, y) ∈ J, t 6= tk, k = 1, ...,m, (18)

u(t+k , y) = u(t−k , y) + Ik
(
u(t−k , y)

)
si y ∈ [0, b] , k = 1, ...,m, (19)

u(t, 0) = ϕ (t) , u (0, y) = ψ (y) , t ∈ [0, a] , y ∈ [0, b] , (20)

où J = [0, a] × [0, b] , a, b > 0, cDα est la dérivée fractionnaire de type Caputo
d’ordre α = (α1, α2) ∈ (0, 1] × (0, 1] , 0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 < a ,
f : J ×E → E, est une fonction donnée, ϕ : [0, a]→ E et ψ : [0, b]→ E sont des
fonctions absolument continues ,ϕ (0) = ψ (0) et E est un espace de Banach avec
la norme ‖·‖ .

Puis, nous examinons le problème non locale suivant :

(
cDα

0 u
)

(t, y) = f (t, y, u (t, y)) , (t, y) ∈ J , t 6= tk, k = 1, ...,m, (21)

u(t+k , y) = u(t−k , y) + Ik
(
u(t−k , y)

)
, y ∈ [0, b] 0, k = 1, ...,m, (22)
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u(t, 0) +Q (u) = ϕ (t) , u (0, y) +K (u) = ψ (y) , t ∈ [0, a] , y ∈ [0, b] , (23)

où f, ϕ, ψ, Ik; k = 1, ...,m, sont comme dans le problème (18)-(20) et Q,K :
PC (J,E)→ E sont des fonctions continues.

Puis on donne une conclusion du travail effectué. On termine ce mémoire par
une bibliographie riche.

Phrases et mots clés : Équations différentielles, fractionnaires, existence
de solutions, dérivée fractionnaire de type Caputo, intégral fractionnaire, point
fixe, espaces de Banach, mesure de non compacité.

Classifications A.M.S : 26A33, 34A37, 34A60, 34B15, 34G20.



Chapitre Un

Préliminaire

1.1 Un aperçu historique sur la dérivation
fractionnaire

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire
à la généralisation de la dérivation à un ordre quelconque, entier ou non entier,
réel ou complexe. Les concepts de dérivation et d’intégration fractionnaire sont
souvent associés aux noms de Riemann et de Liouville, alors que l’interrogation
sur la généralisation de la notion de dérivée à des ordres fractionnaires est plus
ancienne. En effet, l’histoire du calcul fractionnaire commença par une question
clé de Leibniz, à qui on doit l’idée de la dérivation fractionnaire. Il introduisit le
symbole de dérivation d’ordre n, dny

dxn
Dny, où n est un entier positif. Ce fut peut

être un jeu naïf des symboles qui poussa l’Hospital à s’interroger sur la possibilité
d’avoir n dans Q. Il posa la question : et si n = 1

2 ? En 1695, dans une lettre à
l’Hospital, Leibniz écrivit prophétiquement : « Ainsi il s’ensuit que d 1

2x sera égal
à x 2
√
dx : x, un paradoxe apparent dont l’on tirera un jour d’utiles conséquences

».
Sur ces questions, nous retrouvons les contributions de grands mathématiciens

tels qu’Euler ou Lagrange au XV IIIe siècle, Laplace, Fourier, Liouville (1832 ;
1837) ou Riemann (1847) au XIXe siècle, ainsi que Grünwald (1867) et Letnikov
(1868) dans la seconde moitié du même siècle. Il semble qu’une contradiction dans
les définitions ait empêché un succès plus grand de la théorie, qui n’est certes pas
encore unifiée ; de plus, l’absence au début d’une interprétation géométrique ou
physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a largement contribué à
ce que des champs de recherche passionnants restent dans l’ombre. Le paradoxe
des définitions distinctes fut résolu par la compréhension du caractère non local
de l’opérateur de dérivation non entière. Pendant ces trois dernières décennies,
plus d’intérêts ont été prêtés au calcul fractionnaire et les champs d’applications
se sont diversifiés.(voir[25, 18])

Dans ce qui suit, nous allons donner d’abord quelque notions, des définitions

10
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et des lemmes utilisées.

1.2 Notations et définitions

Dans la suite de ce chapitre, nous introduisons les notations, définitions, pré-
liminaires et théorémes nécessaires pour cette étude.
Soit J := [0, T ] , T > 0 et E est un espace de Banach, muni de la norme‖·‖ .
Notons C(J,E) l’espace de Banach des fonctions continues y : J → E, muni de
la norme

‖y‖∞ := sup {‖y(t)‖, t ∈ J} .

Définition 1.2.1. [31]Une fonction f : J → E est intégrable au sens de Bochner
si il existe une suite {yn} de fonctions en escalier qui converge vers y p.p. et telle
que

lim
n→∞

ˆ T

0
‖yn (s)− y (s)‖ ds = 0.

. Si y est Bochner intégrable, on a alors
ˆ T

0
y (s) ds = lim

n→∞

ˆ T

0
yn (s) ds.

.On note par L1(J,E) l’espace de Banach des fonctions mesurables y : J → E

qui sont Bochner intégrable, muni de la norme

‖y‖L1 =
ˆ T

0
‖y(t)‖dt.

. Soit L∞ (J,E) l’espace de Banach des fonctions mesurables y : J → E qui sont
essentiellement bornées, muni de la norme

‖y‖L∞ = inf {c > 0 : ‖y (t)‖ 6 c , p.p. t ∈ J} .

Proposition :[31] Soit y : [0, T ] −→ E une fonction mesurable. y est Boch-
ner integrable si et seulment si la fonctions scalaire t 7−→ ‖y(t)‖ est Lebesgue
integrable.

Définition 1.2.2. [31] Une fonction f : J → E est dite absolument continue
si pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que pour toute partition finie [ai, bi]pi=1
vérifiant

p∑
i=1

(bi − ai) < δ,
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alors
p∑
i=1
‖y (bi)− y (ai)‖ < ε.

. On note par AC1 (J,E) l’espace de Banach des fonctions dérivables y :
J → E dont la première dérivée est absolument continue.

Définition 1.2.3. [31] Soit E un espace de Banach muni de la norme ‖·‖ et
T : E → E une application. Un élément x de E est dit point fixe de T si
Tx = x.

Définition 1.2.4. On appelle fonction Gamma eulérienne (ou intégrale eulé-
rienne de seconde espèce) la fonction notée Γ définie par

Γ (x) =
∞̂

0

e−ttx−1dt,

ou x est un nombre complexe quelconque tel que Re (x) > 0.

Définition 1.2.5. La fonction B (p, q)est la fonction Bêta (ou intégrale eule-
rienne de première espèce), défini par :

B(p, q) =
ˆ 1

0
(1− x)p−1 xq−1dx p > 0, q > 0.

On a une égalité exprimant le lien entre l’intégrale eulerienne de première et
seconde espèce :

B(p, q) = Γ (p) Γ (q)
Γ (p+ q) .

Définition 1.2.6. [31] L’application f : J ×E → E est dite Carathéodory si
(i) t→ f (t, u) est mesurable pour tout u ∈ E,
(ii) u→ f(t, u) est continue presque par tous t ∈ J.

De plus, si
(iii) pour tout r > 0, il existe une fonction φr ∈ L1 (J,R+) telle que pour tout
u ∈ R avec ‖u‖ 6 r ;

‖f(t, u)‖ 6 φr (t) p.p. t ∈ J ;
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alors l’application f est dite L1- Carathéodory.

1.3 Quelques définitions et propriétés
d’analyse multivoque

Soient X, Y deux ensembles, N : X → 2Y une application A ⊂ Y. Nous
définissons le graphe de N par

graph (N) = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ N (X)} .

. On note :
P (E) = {Y ⊂ E : Y 6= Ø},
Pcl (E) = {Y ⊂ P (E) : Y fermé},
Pb (E) = {Y ⊂ P (E) : Y borné},
Pcv (E) = {Y ⊂ P (E) : Y convexe},
Pcp (E) = {Y ⊂ P (E) : Y compact},
Pcv,cp (E) = Pcv (E) ∩ Pcp (E).

Pour plus de détails sur l’analyse multivoque voir les livres de Deimling [16]
et Hu et Papageorgiou[23].
Soient R > 0,

B = {x ∈ E : |x| 6 R} ,

et
U = {x ∈ C (J,E) : ‖x‖ < R} .

Il est clair que U = C (J,B) .

Définition 1.3.1. Une fonction F : X → E est dit semi-continue superieurement
(s.c.s.) si pour tout x0 ∈ X et tout ouvert W de E tel que F (x0) ⊂ W , il existe
un voisinage V (x0)de x0 dans X tel que :F (V (x0)) ⊂ W .
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Définition 1.3.2. Une application multivoque F : J × E → P (E) est dite de
Carathéodory si

(i) t→ F (t, u) est mesurable pour chaque u ∈ E,
(ii) u→ F (t, u) est semi-continue supérieurement pour presque tout t ∈ J .
De plus, si
(iii)pour tout q > 0, il existe une fonction ϕq ∈ L1 (J,R+) telle que pour tout

u ∈ E avec ‖u‖ 6 q ;

‖F (t, u)‖ = {‖v‖ : v ∈ F (t, u)} 6 ϕq (t) p.p. t ∈ J ;

alors l’application f est dite L1- Caratheodory.
Pour chaque y ∈ C (J,E), on définit l’ensemble des sélections de F par

SF,y =
{
f ∈ L1 (J,E) : f (t) ∈ F (t, y (t)) pour p.p.t ∈ J

}
.

Lemme 1.3.3. [24]Soit J un intervalle réel compact. Soit F : J×E → Pcv,cp (E)
est une application multivoque de type Carathéodory et soit Θ une application
linéaire continue de L1 (J,E)→ C (J,E) , alors

Θ ◦ SF,y : C (J,E)→ Pcv,cp (C (J,E)) , y → (Θ ◦ SF,y) (y) = Θ (SF,y)

est un opérateur à graphe fermé dans C (J,E)× C (J,E) .

1.4 Intégrale, Dérivée fractionnaire
Dans cette Section, nous donnons quelques définitions et résultats concernant

le calcul Intégrale et Dérivée fractionnaire de type Caputo.

Définition 1.4.1. [29, 28] L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h ∈
L1 [a, b] d’ordre r ∈ R+; est définie par

Iαa h (t) = 1
Γ (r)

ˆ t

a

h (s)
(t− s)1−αds,

où Γ est la fonction Gamma. Lorsque a = 0 nous écrivons Iαh (t) = h (t) ∗ ϕα (t)
où ϕrα (t) = tα−1

Γ(α) pour t > 0, ϕα (t) = 0 pour t 6 0 , et ϕα −→ δ quand α −→ 0.
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Exemple 1.4.2. Soit h(t) = (t− a)µ ou µ > −1.

Iαa h (t) = 1
Γ (α)

ˆ t

a

h (s)
(t− s)1−αds

= 1
Γ (α)

ˆ t

a

(t− a)µ

(t− s)1−αds.

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement s = a+ (t− a)x, on obtient,

Iαa h (t) = (t− a)µ+α

Γ (α)

ˆ t

a

(1− x)α−1 xµdτ = (t− a)µ+α

Γ (α) B (α.µ+ 1)

= (t− a)µ+α

Γ (α)
Γ (α) Γ (µ+ 1)
Γ (µ+ 1 + α)

D’où
Iαa (t− a)µ = Γ (µ+ 1)

Γ (µ+ 1 + α) (t− a)µ+α .

Proposition 1.4.3. Nous avons les propriétés suivantes :
i )I0

0h (t) = Idh (t) = h (t) ,
ii )Iα0 I

β
0 h (t) = Iα+β

0 h (t) ,
iii ) l’operateur integral Iα0 est linéaire.

Définition 1.4.4. [29] Pour une fonction donnée h sur l’intervalle [a, b] la dérivée
d’ordre fractionnaire Caputo de h, d’ordre r > 0 est définie par

cDαh(t) = 1
Γ (n− α)

ˆ t

a

(t− s)n−α−1 hn (s) ds,

ici n = [α] + 1 et [α] désignent la partie entière de α.
Par exemple, pour 0 < α < 1 et h : [a, b]→ E une fonction absolument continue
alors la dérivée d’ordre fractionnaire α de h existe.

Lemme 1.4.5. [30, 32] Soit α > 0, alors l’équation différentielle

cDαh(t) = 0

a les solutions

h(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1, ci ∈ E, i = 0, l, ...n—1, n = [α] + 1.
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Lemme 1.4.6. [30, 32] Soit α > 0, alors

Iα cDαh(t) = h (t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1,

avec ci ∈ E, i ∈ 0, 1, ..., n− 1 , n = [α] + 1.

Définition 1.4.7. [30, 32] Soit J = [0, a]×[0, b] a1 ∈ [0, a] , z+ = (a1, 0) ∈ J, Jz =
[a1, a] × [0, b] ;α1, α2 > 0 et α = (α1, α) pour f ∈ L1 (Jz, E) , l’intégrale mixte
Riemann-Liouville d’ordre α de f est définie par :

(Iαz+f) (t, y) = 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

a1

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 f (s, x) dsdx,

où Γ (.) est la fonction Euler gamma .
Notons D2

ty = ∂2

∂t∂y
la dérivée partielle mixte de deuxième ordre.

Pour une fonction h ∈ L1 (J) ou D2
tyh est Lebesgue intégrable sur J la dérivée

d’ordre fractionnaire Caputo de h d’ordre α est définie par(
cDα

z+h
)

(t, y) =
(
Iαz+D2

tyh
)

(t, y) .

1.5 La mesure de non compacité au sens de
Kuratowski

Nous présentons dans cette section quelques propriétés fondamentales de la
mesure de non compacité au sens de Kuratowski.

Définition 1.5.1. [5, 6] La mesure de non compacité au sens de Kuratowski est
l’application γ : Pb (E)→ R+ définie par

γ(B) = inf
{
ε > 0 : B ⊆

n⋃
i=1

Bi diam (Bi) 6 ε

}
; B ∈ Pb (E) .

Propriétés : La mesure de non compacité au sens de Kuratowski satisfait les
propriétés suivants :[5, 6]
(a) γ(B) = 0 ⇔ B est compacte (B est relativement compacte) .
(b) γ(B) = γ

(
B
)
.

(c) A ⊆ B ⇒ γ(A) 6 γ (B).
(d) γ (A+B) 6 γ (A) + γ (B) .
(e) γ (cA) =| c | γ (B) ; c ∈ R.
(f) γ (convB) = γ (B) .

Puis on a cette résultat suivante
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Théorème 1.5.2. [21] Soit C ⊂ L1 (J,E) un ensemble dénombrable avec ‖u (t)‖ 6
h (t) pour p.p. t ∈ J et tout u ∈ C; où h ∈ L1 (J) : alors la fonction φ : t →
γ (C (t)) appartient à L1 (J) et satisfait

γ

({ˆ T

0
u (s) ds : u ∈ C

})
6 2
ˆ T

0
γ (C (s)) ds.

1.6 Théorèmes de point fixe

Pour les applications ultérieures, nous avons besoin de des théorèmes de point
fixe suivants :

Théorème 1.6.1. (Mönch,[4, 26]) Soit D un sous-ensemble fermé, borné et
convexe d’un espace de Banach tel que 0 ∈ D et soit N une application continue
dans D sur lui-même. Si l’implication

V = convN(V ) ou V = N(V ) ∪ {0} ⇒ γ(V ) = 0

est valide pour chaque sous-ensemble V de D alors N a un point fixe.

Théorème 1.6.2. [27] Soit K un sous-ensemble fermé, convexe d’un espace de
Banach E;U un sous-ensemble relativement ouvert de K et N : U → Pc (K)Supposons
que le graph(N) est fermé, N est un application d’ensemble compact dans des en-
sembles relativement compacts, et que pour certains x0 ∈ U ; les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

M ⊂ U,M ⊂ conv (x0 ∪N (M))
et M = Cavec C ⊂M

 ⇒ M compacte,

x /∈ (1− λ)x0 + λN (x) pour tout x ∈ U \ U, λ ∈ (0, 1) .

Alors il existe x ∈ Uavec x ∈ N (x) .

Lemme 1.6.3. (Ascoli-Arzela) Soit A un sous ensemble de C (J,E), A est rela-
tivement compact dans C (J,E) si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées :

i) l’ensemble A est borné. i.e. il existe une constante K > 0 Tel que :

‖f (x)‖ 6 K pour tout x ∈ J et tout f ∈ A,
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ii) l’ensemble A est équicontinu. i.e Pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

|t1 − t2| < δ ⇒ ‖f (t1)− f (t2)‖ 6 ε pour tous t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A,

iii) pour tout x ∈ J l’ensemble {f (x) , f ∈ A} ⊂ E est relativement com-
pacte.



Chapitre Deux

Problème aux limites pour des
équations fractionnaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse au résultat d’existence des solutions pour le
problème aux limites :

cDαy(t) = f(t, y (t)), t ∈ J = [0, T ] , 1 < α < 2, (2.1)

y(0) = y0, y(T ) = yT . (2.2)
où cDα la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J × E → E est
une fonction donnée vérifiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard,
y0, yT ∈ E et E est un espace de Banach avec la norme ‖.‖. Le résultat de ce
chapitre est basé sur le Théorème de point fixe de Mönch 1.6.1 combiné avec la
mesure de non compacité de Kuratowski.

2.1 Existence des solutions
Tout d’abord, nous définissons ce que nous exprimons être une solution du

problème aux limites (2.1)-(2.2).

Définition 2.1.1. Une fonction y ∈ AC1(J,E) est dite une solution du problème
(2.1)-(2.2) si y satisfait l’équation (2.1), et les conditions (2.2).

Lemme 2.1.2. Soit 1 < α < 2 et h : J → E une fonction continue. Le problème
aux limites linéaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ J (2.3)

y(0) = y0, y(T ) = yT . (2.4)

19
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a une solution unique donnée par

y (t) = g (t) +
ˆ T

0
G (t, s)h (s) ds, (2.5)

où

g (t) =
(

1− t

T

)
y0 + t

T
yT ,

et

G (t, s) = 1
Γ (α)

 (t− s)α−1 − t
T

(T − s)α−1 si 0 6 s 6 t

− t
T

(T − s)α−1 si t 6 s 6 T.

 .

Preuve. Supposons que y le problème (2.3)-(2.4), d’aprés le lemme (1.4.6), on
obtient :

y (t) = Iαa h (t) + c0 + c1t

= 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 h (s) ds+ c0 + c1t,

pour certaines constantes c0, c1 ∈ E. les conditions (2.4) donnent

c0 = y0

et

c1 = 1
T
yT −

1
T
y0 −

1
TΓ (α)

ˆ T

0
(t− s)α−1 h (s) ds.

Ensuite, la solution de (2.3)-(2.4)est

y (t) = 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 h (s) ds− 1

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 h (s) ds

+
(

1− t

T

)
y0 + t

T
yT

= 1
Γ (α)

[ˆ t

0

[
(t− s)α−1 − t

T
(T − s)α−1

]
h (s) ds− t

T

ˆ T

t

(t− s)α−1 h (s) ds
]

+
(

1− t

T

)
y0 + t

T
yT .

Ainsi nous obtenons (2.5).
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Lemme 2.1.3. Le problème aux limites (2.1)-(2.2) a une solution y, si et seule-
ment si y satisfait l’équation intégral

y (t) = g (t) +
ˆ T

0
G (t, s) f (s, y (s)) ds, (2.6)

où

g (t) =
(

1− t

T

)
y0 + t

T
yT ,

et

G (t, s) = 1
Γ (α)

 (t− s)α−1 − t
T

(T − s)α−1 si 0 6 s 6 t

− t
T

(T − s)α−1 si t 6 s 6 T.

 .

Il est évident que G(t, s) est continue sur [0, T ]× [0, T ].
Notons

G? = sup {‖G(t, s)‖ , (t, s) ∈ J × J} .

La fonction g est continue sur J , donc il existe g∗ = sup ‖g(t)‖ . Pour établir notre
résultat principal concernant l’existence de solutions de (2.1)-(2.2), nous donnons
des conditions appropriées sur les fonctions impliquées dans ce problème.
Nous supposons que :
(H1) f : J × E → E satisfait aux conditions de Carathéodory.
(H2) Il existe p ∈ L1(J,R+) , de telle sorte que

‖f (t, y)‖ 6 p (t) ‖y‖ , pour t ∈ J et chaque y ∈ E.

(H3) Pour chaque t ∈ J et chaque borné B ⊂ E nous avons

γ (f (t, B)) 6 p (t) γ (B) .

Théorème 2.1.4. Supposons que les hypothèses (H1) - (H3) sont vérifiées. Si

G?

ˆ T

0
p (s) ds < 1, (2.7)

alors le problème aux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution.
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Preuve. Transformons le problème (2.1)-(2.2) en un problème de point fixe. Consi-
dérons l’opérateur N : C(J,E)→ C(J,E) défini par

N(y)(t) = g(t) +
ˆ T

0
G(t, s)f(s, y(s))ds,

d’apés le lemme 2.1.3, les points fixes de l’opérateur N sont des solutions du
problème (2.1)-(2.2). Soit

R >
g?

1−G?
´ T

0 p (s) ds
(2.8)

et l’ensemble
DR = {y ∈ C (J,E) : ‖y‖∞ 6 R} .

DR est un sous-ensemble fermé, borné et convexe. Nous allons montrer que N
satisfait les hypothèses du Théorème 1.6.1 La preuve sera donnée en trois étapes.

Étape 1 : N est continue.
Soit {yn} une suite telle que yn → y dans C(J,E) alors pour chaque t ∈ J

‖N(yn)(t)−N(y)(t)‖ =
∥∥∥∥∥
ˆ T

0
G (t, s) [f (s, yn (s))− f (s, y (s))] ds

∥∥∥∥∥
6
ˆ T

0
‖G (t, s)‖ ‖f (s, yn (s))− f (s, y (s))‖ ds

6 G?

ˆ T

0
‖f (s, yn (s))− f (s, y (s))‖ ds.

Comme f est de type Carathéodory, alors par le Théorème de convergence domi-
née de Lebesgue, nous avons

‖N(yn)−N(y)‖∞ → 0 quand n→∞.

Étape 2 : N est un application de DR dans lui-même.
Pour chaque y ∈ DR d’après (H2) et (2.8) nous avons pour chaque t ∈ J

‖N(y)(t)‖ 6 ‖g (t)‖+
ˆ T

0
‖G (t, s)‖ ‖f (s, y (s))‖ ds

6 ‖g (t)‖+
ˆ T

0
‖G (t, s)‖ p (s) ‖y (s)‖ ds

6 g? +G?R

ˆ T

0
p (s) ds

6 R.
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L’étape 3 : N(DR) est bornée et équicontinue.
D’après l’étape 2 nous avons N(DR) = {N(y) : y ∈ DR} ⊂ DR. Ainsi, pour
chaque y ∈ DRnous avons ‖N(y)‖∞ 6 R ce qui signifie que N(DR) est bornée.
Pour l’équicontinuité de N(DR). Soit t1, t2 ∈ J, t1 < t2 et y ∈ DR. Alors

‖N(y)(t1)−N(y)(t2)‖ 6 ‖g (t2)− g (t1)‖

+
∥∥∥∥∥
ˆ T

0
[G (t1, s)−G (t2, s)] f (s, y (s)) ds

∥∥∥∥∥
6 ‖g (t2)− g (t1)‖+R

∥∥∥∥∥
ˆ T

0
[G (t1, s)−G (t2, s)] p (s) ds

∥∥∥∥∥ .
Comme t1 → t2, 1e second membre droit de l’inégalité ci-dessus tend ver zéro.

Maintenant soit V un sous-ensemble de DR tel que V ⊂ conv(N(V ) ∪ {0}).
V est bornée et équicontinue et donc la fonction v → v(t) = γ(V (t)) est continue
sur J . Puisque la fonction g est continue sur J, l’ensemble {g(t), t ∈ J} ⊂ E est
compact. En utilisant ce fait, (H3) et les propriétés de la mesure γ, nous avons
pour chaque t ∈ J

v (t) 6 γ (N (V ) (t) ∪ {0})
6 γ (N (V ) (t))

6
ˆ T

0
‖G (t, s)‖ p (s) γ (V (s)) ds

6 G?

ˆ T

0
p (s) v (s) ds

6 ‖v‖∞G
?

ˆ T

0
p (s) ds.

Ceci signifie que

‖v‖∞ 6 ‖v‖∞G
?

ˆ T

0
p (s) ds.

D’abrès la condition (2.7) nous obtenons ‖v‖∞ = 0, c’est a dire v (t) = 0 pour
chaque t ∈ J , et ensuite V (t) est relativement compact dans E. En vue du
lemme d’Ascoli − Arzela, V est relativement compact dans DR. En appliquant
maintenant le Théorème 1.6.1, nous concluons que N a un point fixe qui est une
solution du problème (2.1)-(2.2).
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2.2 Exemple :

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de nos
principaux résultats. Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :

cDαyn(t) = 2
19 + et

|yn(t)| , t ∈ J = [0, 1] , 1 < α < 2,

yn (0) = 0, yn (1) = 1, (2.9)

où n ∈ N
Posons

E = l1 =
{
y = (y1, y2, ..., yn, ...) :

∞∑
n=1
|yn| <∞

}
avec la norme

‖y‖E =
∞∑
n=1
|yn| .

y = (y1, y2, ..., yn, ...) et f = (f1, f2, ..., fn, ...)

fn (t, xn) = 2
19 + et

xn , (t, xn) ∈ J × E

Il est clair que les conditions (Hl) et (H2) sont vérifiées avec

p (t) = 2
3 + et

.

De (3.7) la fonction G est donnée par

G (t, s) =


(t−s)α−1

Γ(α) − t(1−s)α−1

Γ(α) , 0 6 s 6 t,

− t(1−s)α−1

Γ(α) , t 6 s 6 1.

Un calcul simple donne
G? <

1
Γ (α) .

La condition (2.7) est satisfaite avec T = 1. En effet

G?

ˆ T

0
p (s) ds <

1
Γ (α)

ˆ 1

0

1
1 + et

ds

<
1

Γ (α)

ˆ 1

0

1
2ds

= 1
2Γ (α)

< 1
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est satisfait pour chaque α ∈ (1, 2). Alors d’après le Théorème 2.1.4, le problème
(2.9) a une solution sur [0, 1] .



Chapitre Trois

Problème aux limites avec des
conditions intégrales

Ce chapitre est consacré à létude de lexistence des solutions du problème aux
limites avec des conditions intégrales suivant :

cDαy(t) = f(t, y (t)), t ∈ J = [0, T ] , 1 < α 6 2, (3.1)

y (0)− y′ (0) =
ˆ T

0
g (s, y (s)) ds, (3.2)

y (T )− y′ (T ) =
ˆ T

0
h (s, y (s)) ds, (3.3)

où cDα la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f, g et h : J × E → E
sont des fonctions données vérifiants certaines hypothèses qui seront précisées
plus tard et E est un espace de Banach avec la norme ‖.‖. Nous consacrons la
première section à l’éxistence des solutions du problème (3.1)-(3.3) qui est basé
sur le Théorème du point fixe de Mönch 1.6.1 et la deuxième section sera réservée
à un exemple illustrant l’applicabilité des conditions imposées.

3.1 Existence des Solutions.
Nous commençons par donner la définition de ce que nous exprimons comme

solution du problème (3.1)-(3.3).

Définition 3.1.1. Une fonction y ∈ AC1(J,E) est dite une solution de (3.1)-(3.3)
si elle satisfait l’équation (3.1) sur J , et les conditions (3.2)-(3.3).

Lemme 3.1.2. [8]Soit 1 < α 6 2 et σ, ρ1, ρ2 : J → E des fonctions continues.
Le problème aux limites linéaire

cDαy(t) = σ(t), t ∈ J = [0, T ] , 1 < α 6 2 (3.4)

26
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y (0)− y′ (0) =
ˆ T

0
ρ1 (s) ds, (3.5)

y (T )− y′ (T ) =
ˆ T

0
ρ2 (s) ds. (3.6)

a une solution unique donnée par

y(t) = P (t) +
ˆ T

0
G(t, s)σ(s)ds,

avec
P (t) = (T + 1− t)

T − 2

ˆ T

0
ρ1 (s) ds+ t+ 1

T − 2

ˆ T

0
ρ2 (s) ds,

et

G (t, s) =


(t−s)α−1

Γ(α) − (1+t)(T−s)α−1

(T+2)Γ(α) − (1+t)(T−s)α−2

(T+2)Γ(α−1) , 0 6 s 6 t

− (1+t)(T−s)α−1

(T+2)Γ(α) − (1+t)(T−s)α−2

(T+2)Γ(α−1) , t 6 s < T.
(3.7)

Lemme 3.1.3. Le problème aux limites (3.1)-(3.3)a une solution y, si et seule-
ment si y ∈ C (J,E) satisfait l’équation intégrale

y(t) = Py (t) +
ˆ T

0
G(t, s)f(s, y (s))ds,

avec
Py (t) = (T + 1− t)

T − 2

ˆ T

0
g (s) ds+ t+ 1

T − 2

ˆ T

0
h (s) ds,

et

G (t, s) =


(t−s)α−1

Γ(α) − (1+t)(T−s)α−1

(T+2)Γ(α) − (1+t)(T−s)α−2

(T+2)Γ(α−1) , 0 6 s 6 t

− (1+t)(T−s)α−1

(T+2)Γ(α) − (1+t)(T−s)α−2

(T+2)Γ(α−1) , t 6 s < T.
(3.8)

Remarque 3.1.4. Il est clair que la fonction t →
´ T

0 |G (t, s)| ds est continue sur
J, et est donc bornée. Soit

G̃ = sup
{ˆ T

0
|G (t, s)| ds, t ∈ J

}
.
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Nous introduisons les hypothèses suivantes :
(H1) Les fonctions f, g, h : J ×E → E satisfont aux conditions de Carathéodory.
(H2) Ils existent pf , pg, ph ∈ L∞ (J,R+) tel que

‖f (t, y)‖ ≤ pf (t) ‖y‖ p.p. t ∈ J ; y ∈ E,

‖g (t, y)‖ ≤ pg (t) ‖y‖ p.p. t ∈ J, y ∈ E,

‖h (t, y)‖ ≤ ph (t) ‖y‖ p.p. t ∈ J, y ∈ E.

(H3) Pour p.p. t ∈ J et chaque ensemble borné B ⊂ E nous avons

γ (f (t, B)) 6 pf (t) γ (B) ,

γ (g (t, B)) 6 pg (t) γ (B) ,

γ (h (t, B)) 6 ph (t) γ (B) .

Théorème 3.1.5. Supposons que les hypothèses (H1) - (H3) sont vérifiées.Si

T (T + 1)
T + 2

[
‖pg‖L∞ + ‖ph‖L∞

]
+ G̃ ‖pf‖L∞ < 1, (3.9)

alors le problème aux limites (3.1)-(3.3) a au moins une solution.

Preuve. On transforme le problème(3.1)-(3.3) en un problème de point fixe. Consi-
dèrons l’operateur N : C(J,E)→ C(J,E) défini par :

(Ny)(t) = Py(t) +
ˆ T

0
G(t, s)f(s, y(s))ds

où
Py (t) = T + 1− t

T + 2

ˆ T

0
g (s, y (s)) ds+ t+ 1

T + 2

ˆ T

0
h (s, y (s)) ds

et la fonction G (t, s) est donnée par (3.8).
D’après le Lemme 3.1.3 les points fixes de l’opérateur N sont les solutions du
problème (3.2). Soit R > 0 et considérer l’ensemble

DR = {y ∈ C(J,E) : ‖y‖∞ 6 R} .

Il est clair que le sous-ensemble DR est fermé, borné, et convexe. Nous allons
montrer que N satisfait les hypothèses du Théorème 1.6.1. La preuve sera donnée
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en trois étapes.
Étape l : N est continu
Soit {yn} une suite telle que yn → y dans C(J,E). Alors, pour chaque t ∈ J :

‖N(yn)(t)−N(y)(t)‖ 6
T + 1
T + 2

ˆ T

0
‖g (s, yn (s))− g (s, y (s))‖ ds

+T + 1
T + 2

ˆ T

0
‖h (s, yn (s))− h (s, y (s))‖ ds

+
ˆ T

0
|G (t, s)| ‖f (s, yn (s))− f (s, y (s))‖ ds.

Soit ρ > 0 tel que
‖yn‖∞ 6 ρ, ‖y‖∞ 6 ρ.

Par (H2) nous avons

‖g (s, yn (s))− g (s, y (s))‖ 6 2ρpg (s) = σ1 (s) ; σ1 ∈ L1 (J,R+) ,

‖h (s, yn (s))− h (s, y (s))‖ 6 2ρph (s) = σ2 (s) ; σ2 ∈ L1 (J,R+) ,

|G (., s)| ‖f (s, yn (s))− f (s, y (s))‖ 6 2ρ |G (., s)| pf (s) = σ3 (s) ; σ3 ∈ L1 (J,R+) .

Puisque f, g et h sont des fonctions Carathéodory, le théorème de convergence
dominée de Lebesgue implique que

‖N (yn)−N (y)‖∞ −→ 0 quand n −→∞.

Étape 2 : N est un opérteur de DR dans lui-même.
Pour chaque y ∈ DR par (H2) et (3.9) nous avons pour chaque t ∈ J

‖(Ny) (t)‖ 6
T + 1
T + 2

ˆ T

0
‖g (s, y (s))‖ ds+ T + 1

T + 2

ˆ T

0
‖h (s, y (s))‖ ds

+
ˆ T

0
|G (t, s)| ‖f (s, y (s))‖ ds

6 R

[
T (T + 1)
T + 2 ‖pg‖L∞ + T (T + 1)

T + 2 ‖ph‖L∞ + G̃ ‖pf‖L∞
]

6 R.

Étape 3 : N(DR) est bornée et équicontinue.
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Par l’étape 2, il est évident que N(DR) ⊂ C(J,E) est bornée.
Pour l’équicontinuité de N(DR). Soit t1, t2 ∈ J, t1 < t2 et y ∈ DR. Alors

‖(Ny) (t2)− (Ny) (t1)‖ =
∥∥∥∥∥−t2 − t1T + 2

ˆ T

0
g (s, y (s)) ds+ t2 − t1

T + 2

ˆ T

0
h (s, y (s)) ds

+
ˆ T

0
[G (t2, s)−G (t1, s)] f (s, y (s)) ds

∥∥∥∥∥
6

t2 − t1
T + 2 TR

[
‖pg‖L∞ + ‖ph‖L∞ + G̃ ‖pf‖L∞

]
+R ‖pf‖L∞

ˆ T

0
|G (t2, s)−G (t1, s)| ds.

Comme t1 → t2 le membre droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro.

Maintenant, soit V un sous-ensemble de DR telles que V ⊂ conv(N(y)U {0}).
V est borné et équicontinu, et donc la fonction v → v(t) = γ(V (t)) est continue.
Par (H3), et les propriétés de la mesure γ nous avons pour chaque t ∈ J :

v(t) < γ(N(V )(t) ∪ {0})
6 γ(N(V )(t))

6
ˆ T

0

∣∣∣∣T + 1− t
T + 2

∣∣∣∣ pg (s) γ (V (s)) ds+
ˆ T

0

∣∣∣∣T + 1
T + 2

∣∣∣∣ ph (s) γ (V (s)) ds

+
ˆ T

0
|G (t, s)| pf (s) γ (V (s)) ds

6
T (T + 1)
T + 2 ‖pg‖L∞ v (s) + T (T + 1)

T + 2 ‖ph‖L∞ v (s) + G̃ ‖pf‖L∞ v (s)

6 ‖v‖∞
T (T + 1)
T + 2

[
‖pg‖L∞ + ‖ph‖L∞ + ‖pf‖L∞

]
.

Ceci signifie que

‖v‖∞

(
1−

[
T (T + 1)
T + 2

[
‖pg‖L∞ + ‖ph‖L∞ + ‖pf‖L∞

]])
6 0.

Par(3.9) il s’ensuit que ‖v‖∞ = 0, c’est-à-dire v (t) = 0 pour chaque t ∈ J et
V (t) est relativement compact dans E. selon le Lemme d’Ascoli−Arzela, V est
relativement compact dans DR.
Appliquons maintenant le Théorème 1.6.1, nous concluons que N a un point fixe
qui est une solution du problème (3.1)- (3.3).
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3.2 Exemple :
Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de nos

principaux résultats. Considérons le problème fractionnaire aux limites suivant :

cDαyn(t) = 2
19 + et

|yn(t)| , t ∈ J = [0, 1] , 1 < α 6 2,

yn (0)− y′n (0) =
ˆ 1

0

2
5 + e5s |yn(s)| ds, (3.10)

yn (1)− y′n (1) =
ˆ 1

0

2
3 + e3s |yn(s)| ds,

où n ∈ N. Posons

E = l1 =
{
y = (y1, y2, ..., yn, ...) :

∞∑
n=1
|yn| <∞

}
,

avec la norme

‖y‖E =
∞∑
n=1
|yn| .

y = (y1, y2, ..., yn, ...) et f = (f1, f2, ..., fn, ...) ,

f (t, xn) = 2
19 + et

xn , (t, xn) ∈ J × E,

g (t, xn) = 1
5 + e5txn , (t, xn) ∈ J × E,

h (t, xn) = 2
3 + e3txn , (t, xn) ∈ J × E.

Il est clair que les conditions (H1) et (H2) sont vérifiées avec

pf (t) = 2
19 + et

, pg (t) = 1
5 + e5t , ph (t) = 2

3 + e3t .

De (3.7) la fonction G est donnée par

G (t, s) =


(t−s)α−1

Γ(α) − (1+t)(1−s)α−1

3Γ(α) − (1+t)(1−s)α−2

3Γ(α−1) , 0 6 s 6 t,

− (1+t)(1−s)α−1

3Γ(α) − (1+t)(1−s)α−2

3Γ(α−1) , t 6 s < 1.
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Donc nous avons
ˆ 1

0
G (t, s) ds =

ˆ t

0
G (t, s) ds+

ˆ 1

t

G (t, s) ds

= tα

Γ (α + 1) + (1 + t) (1− t)α

3Γ (α + 1) − (1 + t)
3Γ (α + 1)

+(1 + t) (1− t)α−1

3Γ (α) − (1 + t)
3Γ (α)

−(1 + t) (1− t)α

3Γ (α + 1) − (1 + t) (1− t)α

3Γ (α) .

Un calcul simple donne
G̃ <

3
Γ (α + 1) + 2

Γ (α) .

La condition (3.9) est satisfaite avec T = 1. En effet

T (T + 1)
T + 2

[
‖pg‖L∞ + ‖ph‖L∞ + ‖pf‖L∞

]
<

2
3

[1
6 + 1

4

]
+ 3

10Γ (α + 1) + 2
10Γ (α)

= 5
10 + 3

10Γ (α + 1) + 2
10Γ (α)

< 1

est satisfaite pour chaque α ∈ (1, 2]. Alors d’après le Théorème 3.1.5, le problème
(3.10) a une solution sur [0, 1] .



Chapitre Quatre

Problèmes aux limites pour des
inclusions differentielles d’ordre

fractionnaire

Dans ce chapitre, nous allons donner un résultat d’existence pour le problème
aux limites pour des inclusions differentielles d’ordre fractionnaire suivant :

cDαy(t) ∈ F (t, y(t)) , t ∈ J = [0, T ] , 1 < α < 2, (4.1)

y (0) = y0, y (T ) = yT (4.2)
où cDα est dérivée au sens de Caputo F : J×E → P (E) est une application mul-
tivoque, y0, yT ∈ E et (E, ‖.‖) désigne un espace de Banach. Nous introduisons
quelques conditions suffisantes pour montrer l’éxistence de solutions du problème
aux limites (4.1)-(4.2). Notre aproche est basée sur le Théorème de point fixe de
Mönch 1.6.2.

4.1 Existence des solutions

Définition 4.1.1. Une fonction y ∈ AC1 (J,E) est dite une solution de (4.1)-
(4.2), s’il existe une fonction f ∈ L1 (J,E) avec f (t) ∈ F (t, y (t)) pour p.p. t ∈ J ,
telle que

cDαy(t) = f (t) , t ∈ J , 1 < α < 2,

et la fonction y satisfait les conditions (4.2).

Pour l’existence de solution pour le problème (4.1)-(4.2), nous avons besoin
du lemme auxiliaire suivant :

33
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Lemme 4.1.2. [9] Soit f : J → E une fonction intégrable. L’unique solution y
du problème linéaire

cDαy(t) = f (t) , t ∈ J,

y (0) = y0, y (T ) = yT ,

est donnée par

y (t) = 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 f (s) ds− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 f (s) ds

−
(
t

T
− 1

)
y0 + t

T
yT .

Soient les hypothèses suivantes :
(H1) F : J×E → Pcv,cp (E) est un application multivoque de type Carathéodory.
(H2) Pour chaque R > 0, il existe une fonction p ∈ L1 (J,R+) telle que

‖F (t, y)‖ P = sup {|v| : v (t) ∈ F (t, y)} 6 p (t)

et pour chaque (t, y) ∈ J × E avec |y| 6 R , et

lim inf
R→+∞

´ T
0 p (t) dt
R

= δ <∞.

(H3) Il existe une fonction de Carathéodory ψ : J × [0, 2R]→ R+ telle que

α (F (t,M)) 6 ψ (t, γ (M)) , p.p.t ∈ J et chaque M ⊂ B,

et l’unique solution ϕ ∈ C (J, [0, 2R]) de l’inégalité

ϕ (t) 6 2
[

1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 ψ (s, ϕ (s)) ds− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 ψ (s, ϕ (s)) ds

]
,

t ∈ J est ϕ ≡ 0.

Théorème 4.1.3. Supposons que (H1) - (H3) sont satisfaites. Alors le problème
(4.1)-(4.2) a au moins une solution sur C (J,B), à condition que

δ <
Γ (α)
2T (4.3)
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Preuve. . Considérons l’opérateur multivoque N : C (J,E)→ P (C (J,E)) défini
par

N (y) =
{
h ∈ C (J,E) : h (t) = 1

Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 v (s) ds

− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 v (s) ds−

(
t

T
− 1

)
y0 + t

T
yT , v ∈ SF,y

}
.

Les points fixes de N sont des solutions de (4.1)-(4.2). Nous allons montrer que N
satisfait les hypothèses du Théorème 1.6.2. La preuve sera donnée en cinq étapes.

Étape 1 : N (y) est convexe pour chaque y ∈ C (J,E) .
Si h1, h2 appartiennent à N (y), alors il existe f1, f2 ∈ SF,y telles que pour p.p.
t ∈ J , nous avons

hi (t) = 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 fi (s) ds−

t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 fi (s) ds

−
(
t

T
− 1

)
y0 + t

T
yT , i = 1, 2.

Soit 0 6 λ 6 1, pour chaque t ∈ J nous avons

(λh1 + (1− λ)h2) (t) = 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 (λf1 + (1− λ) f2) (s) ds

− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 (λf1 + (1− λ) f2) (s) ds

−
(
t

T
− 1

)
y0 + t

T
yT .

Depuis SF,y est convexe(car F a des valeurs convexes), nous avons

λh1 + (1− λ)h2 ∈ N (y) .

Étape 2 : N (M) est relativement compacte pour chaque compact M ⊂ U .
Pour le prouver, soit M ⊂ U un ensemble compact et (hn) est une suite d’élé-
ments de N (M). Nous montrons que (hn)est une suite convergente (en utilisant
le Lemme d’Ascoli-Arzelà) dans C (J,E). Puisque (hn) ∈ N (M), alors il existe
(yn) ∈M et (fn) ∈ SF,yntelles que

hn (t) = 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 fn (s) ds− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 fn (s) ds

−
(
t

T
− 1

)
y0 + t

T
yT .
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Utilisons le Théorème 4.3.1 et les propriétés de la mesure de Kuratowski, on
obtient que

γ ({hn (t)}) 6 2
[

1
Γ (α)γ

({ˆ t

0
(t− s)α−1 hn (s)

})
ds

− t

TΓ (α)

ˆ T

0
γ
({

(T − s)α−1 hn (s)
})
ds

]
. (4.4)

D’autre part, puisque M (s) est compact dans E, l’ensemble {fn (s) ; n > 1} est
compact. Par conséquent, γ ({fn (s) ; n > 1}) = 0 pour p.p.s ∈ J . De plus

γ
({

(T − s)α−1 fn (s) ;n > 1
})

= (T − s)α−1 γ ({fn (s) ;n > 1}) = 0,

et

γ
({

(t− s)α−1 fn (s) ;n > 1
})

= (t− s)α−1 γ ({fn (s) ;n > 1}) = 0 pour p.p. t, s ∈ J.

Maintenant (4.4) implique que {hn(t);n > 1} est relativement compact dans E,
pour chaque t ∈ J . En outre, pour chaque t1 et t2 de J , t1 < t2, nous avons
|hn (t2)− hn (t1)|

=
∣∣∣∣∣t2 − t1T

(yT − y0) + 1
Γ (α)

ˆ t1

0

[
(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1

]
fn (s) ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t2

t1

(t2 − s)α−1 fn (s) ds+ t2 − t1
TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 fn (s) ds

∣∣∣∣∣
6 |yT − y0| (t2 − t1) +

∣∣∣∣∣ 1
Γ (α)

ˆ t1

0

[
(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1

]
fn (s) ds

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∣ 1
Γ (α)

ˆ t2

t1

(t2 − s)α−1 fn (s) ds
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣t2 − t1Γ (α)

ˆ t2

t1

p (s) ds
∣∣∣∣∣

6 |yT − y0| (t2 − t1) + 1
Γ (α)

ˆ t1

0

∣∣∣(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1
∣∣∣ p (s) ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t2

t1

∣∣∣(t2 − s)α−1
∣∣∣ p (s) ds+ t2 − t1

Γ (α)

ˆ T

0
p (s) ds. (4.5)

Le membre droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro quand t1 → t2. Cela
montre que {hn;n > 1} est équicontinue. Par conséquent, {hn;n > 1} est relati-
vement compacte dans C (J,E).
Étape 3 : N a un graphe fermé.
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Soit (yn, hn) ∈ graph (N) , n > 1 avec ‖yn − y‖ , ‖hn − h‖ → 0 quant n → ∞.
Nous devons montrer que (y, h) ∈ graph (N).

(yn, hn) ∈ graph (N) signifie que hn ∈ N (yn) ce qui signifie qu’il existe fn ∈
SF,yn , telle que pour chaque t ∈ J,

hn (t) = 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 fn (s) ds− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 fn (s) ds

−
(
t

T
− 1

)
y0 + t

T
yT .

Considérons l’opérateur linéaire continu

Θ : L1 (J,E)→ C (J,E) ,

f → Θ (f) (t) = 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 f (s) ds− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 f (s) ds.

On a

∥∥∥∥[hn (t) +
(
t

T
− 1

)
y0 −

t

T
yT

]
−
[
h (t) +

(
t

T
− 1

)
y0 −

t

T
yT

]∥∥∥∥→ 0, n→∞.

Du Lemme 4.3.1, il s’ensuit que Θ ◦ SF est un opérateur a graphe fermé. Par
ailleurs, nous avons

hn (t) +
(
t

T
− 1

)
y0 −

t

T
yT ∈ Θ (SF,yn) .

Puisque yn → y, le lemme 4.4.1 implique que

h (t)+
(
t

T
− 1

)
y0−

t

T
yT = 1

Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 f (s) ds− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 f (s) ds

pour certains f ∈ SF,y.
Étape 4 : Supposons M ⊂ U, M ⊂ conv ({0} ∪N (M)) et M = C pour certains
ensembles dénombrables C ⊂M . En utilisant une estimation du type (4.5), nous
voyons que N (M) est équicontinue. Puis, à partir de M ⊂ conv ({0} ∪N (M)) ,
on déduit que M est aussi équicontinu . Afin d’appliquer le théorème d’Ascoli-
Arzelà, il reste à montrer que M (t)) est relativement compact dans E pour
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chaque t ∈ E. Puisque C ⊂ M ⊂ conv ({0} ∪N (M)) et C est dénombrable,
nous pouvons trouver un ensemble dénombrable H = {hn : n > 1} ⊂ N (M) avec
C ⊂ conv ({0} ∪H). Alors, il existe yn ∈M et fn ∈ SF,yntelles que

hn (t) = 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 fn (s) ds− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 fn (s) ds

−
(
t

T
− 1

)
y0 + t

T
yT .

à partir de M ⊂ C,M ⊂ conv ({0} ∪H)), et selon le Théorème 4.3.1, nous avons

γ (M (t)) 6
(
γ
(
C (t)

))
6 γ (H (t)) = γ ({hn (t) ;n > 1})

En utilisant (4.4), nous obtenons

γ (M (t)) 6 2
[

1
Γ (α)

ˆ t

0
γ
({

(t− s)α−1 fn (s) ;n > 1
})
ds

+ t

TΓ (α)

ˆ T

0
γ
({

(T − s)α−1 fn (s) ;n > 1
})
ds

]
.

Maintenant, puisquefn (s) ∈M (s) nous avons

γ
({

(T − s)α−1 fn (s) ;n > 1
})

= (T − s)α−1 α (M (s))

et

γ
({

(t− s)α−1 fn (s) ;n > 1
})

= (t− s)α−1 γ (M (s)) .

Il s’ensuit que

γ (M (t)) 6 2
[

1
Γ (α)

ˆ t

0
γ
({

(t− s)α−1 γ (M (s)) ;n > 1
})
ds

+ t

TΓ (α)

ˆ T

0
γ
({

(T − s)α−1 γ (M (s)) ;n > 1
})
ds

]

6 2
[

1
Γ (α)

ˆ t

0
γ
({

(t− s)α−1 ψ (s, γ (M (s))) ;n > 1
})
ds

+ t

TΓ (α)

ˆ T

0
γ
({

(T − s)α−1 ψ (s, γ (M (s))) ;n > 1
})
ds

]
.
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(4.7)

En outre, la fonction donnée ϕ par ϕ (t) = γ (M (t)) appartient à C (J, [0, 2R]).
En conséquence, par (H3), ϕ ≡ 0, alors γ (M (t)) = 0 pour tout t ∈ J .
Maintenant, par le Lemme d’Ascoli-Arzelà, M est relativement compacte dans
C (J,E).
Étape 5 : Soit h ∈ N (y) avec y ∈ U . Depuis |y (s)| 6 R et (H2), nous avons
N
(
U) ⊆ U , car si ce n’est pas vrai, il existe une fonction y ∈ U, mais ‖N (y)‖P >

R et

h (t) = 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 f (s) ds− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 f (s) ds−

(
t

T
− 1

)
y0+ t

T
yT ,

Pour une certaine f ∈ SF,y. D’autre part, nous avons

R 6 ‖N (y)‖P

6 |y0|+ |yT .|+
1

Γ (α)

ˆ T

0
(t− s)α−1 |f (s)| ds− t

TΓ (α)

ˆ T

0
(T − s)α−1 |f (s)| ds

6 |y0|+ |yT .|+
1

Γ (α)

ˆ T

0
p (s) ds− t

TΓ (α)

ˆ T

0
p (s) ds

6 |y0|+ |yT .|+
2T

Γ (α)

ˆ T

0
p (s) ds.

En divisant les deux membres par R et en prenant la limite inférieure de R→∞,
nous concluons que 2T

Γ(α)δ > 1 ce qui contredit (4.3). Donc N
(
U
)
⊆ U .

En conséquence des étapes 1 - 5 avec Théorème 1.6.2, nous pouvons conclure que
N a un point fixe y ∈ C (J,B) qui est une solution du problème (4.1)-(4.2).



Chapitre Cinq

Equations différentielles
fractionnaires impulsives

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence des solutions du problèmes à
valeur initiale d’équations différentielles d’ordre fractionnaire avec impulsion.

Premièrement on va étudier le problème avec condition locale suivant :

cDαy(t) = f(t, y (t)), t ∈ J = [0, T ] , t 6= tk, k = 1, ...,m, 0 < α 6 1, (5.1)

∆y | t=tk = Ik
(
y
(
t−k
))
, k = 1, ...,m, (5.2)

y(0) = y0, (5.3)

où cDα est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J×E → E est une
fonction donnée, Ik : E → E, k = 1, ...,m et y0 ∈ E, 0 = t0 < t1...tm < tm+1 = T, ,
∆y | t=tk = y

(
t+k
)
− y

(
t−k
)
, y

(
t+k
)

= lim
h→0+

y (tk + h) et y
(
t−k
)

= lim
h→0−

y (tk + h)
représentent les limites à droite et à gauche de y(t) a t = tk , k = 1, ...,m.

Deuxièmement on va donner une résultat pour le problème avec condition non
locale suivant :

cDαy(t) = f(t, y (t)), t ∈ J = [0, T ] , t 6= tk, k = 1, ...,m, 0 < α 6 1, (5.4)

∆y | t=tk = Ik
(
y
(
t−k
))
, k = 1, ...,m, (5.5)

y(0) + g (y) = y0, (5.6)
où f, Ik, k = 1, ...,m sont comme à la section 5. Soit g : PC(J,E) → E est
une fonction continue. Les conditions non locales ont été initiées par Byszewski

40
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[13] quand il a prouvé l’existence des solutions faibles et classiques de problèmes
de Cauchy non local. Comme il est mentionné par Byszewsk [14, 15] que l’état
non local ne peut être plus utile que la condition initiale standard pour décrire
certains phénomènes physiques. Par exemple [17]

g (y) =
p∑
i=1

ciy (τi) (5.7)

où Ci, i = 1, ..., p, sont des constantes données et 0 < τ1 < ... < τp < T pour
décrire le phénomène de diffusion d’une petite quantité de gaz dans un tube
transparent. (5.16). Dans les deux resultats on va utiliser le Théorème de point
fixe de Mönch 1.6.1.

5.2 Problème aux limites avec impulsions et
conditions locales

Dans tout ce chapitre, PC(J,E) designe l’espace de Banach défini par

PC(J,E) =
{
y : J → E : y ∈ C ((tk, tk+1] , E) , k = 0, ...,m+ 1, et il existe y

(
t−k
)

et y
(
t+k
)
, k = 1, ...,m avec y

(
t−k
)

= y
(
t+k
)}

avec la norme
||y||PC = sup

t∈J
||y(t)||

Notons J ′ = [0, T ] \ {t1,..., tm} .
De plus, pour un ensemble donné V des fonctions v : J → E , on note

V (t) = {v(t), v ∈ V } t ∈ J

V (J) = {v(t), v ∈ V , t ∈ J} .

Définition 5.2.1. Une fonction y ∈ PC(J,E) est dite une solution de (5.2) si y
satisfait l’équation (5.2) et les conditions (5.1)-(5.3)

Lemme 5.2.2. Soit h : J → E continue. L’unique solution y de problème linéaire
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cDαy(t) = h (t) pour tout t ∈ J ′, (5.8)

∆y | t=tk = ak, k = 1, ...,m, (5.9)

y(0) = y0 (5.10)

est donnée par

y (t) =


y0 + 1

Γ(α)

´ t
0 (t− s)α−1 h (s) ds si t ∈ [0, t1]

y0 + 1
Γ(α)

∑k
i=1
´ ti
ti−1

(t− s)α−1 h (s) ds

+ 1
Γ(α)

´ t
tk

(t− s)α−1 h (s) ds+∑k
i=1 ai si t ∈ (tk, tk+1] , k = 1, ...,m.

(5.11)

Preuve. Supposons y satisfait (5.8), (5.9) et (5.10), si t ∈ [0, t1] alors

cDαy(t) = h (t) .

Lemme 1.4.6 implique

y (t) = y0 + 1
Γ (α)

ˆ t

0
(t− s)α−1 h (s) ds

Si t ∈ (t1, t2] alors d’après le Lemme (1.4.6)

y (t) = y(t+1 ) + 1
Γ (α)

ˆ t

t1

(t− s)r−1 h (s) ds

= ∆y | t=t1 + y(t−1 ) + 1
Γ (α)

ˆ t

t1

(t− s)α−1 h (s) ds

= a1 + y0 + 1
Γ (α)

ˆ t1

0
(t− s)α−1 h (s) ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t

t1

(t− s)α−1 h (s) ds.
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Si t ∈ (t2, t3] alors encore Lemme 1.4.6 implique

y (t) = y(t+2 ) + 1
Γ (α)

ˆ t

t2

(t− s)α−1 h (s) ds

= ∆y | t=t2 + y(t−1 ) + 1
Γ (α)

ˆ t

t2

(t− s)α−1 h (s) ds

= a2 + a1 + y0 + 1
Γ (α)

ˆ t1

0
(t1 − s)α−1 h (s) ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t2

t1

(t2 − s)α−1 h (s) ds+ 1
Γ (α)

ˆ t

t2

(t− s)α−1 h (s) ds.

Si t ∈ (tk, tk+1] alors encore le lemme 1.4.6 implique (5.11).

Lemme 5.2.3. y est solution de problème (5.1)-(5.2)-(5.3), si et seulement si
y ∈ PC(J,E) et satisfait

y (t) =


y0 + 1

Γ(α)

´ t
0 (t− s)α−1 f (s, y (s)) ds, t ∈ [0, t1]

y0 + 1
Γ(α)

∑k
i=1
´ ti
ti−1

(t− s)α−1 f (s, y (s)) ds+ 1
Γ(α)

´ t
tk

(t− s)α−1

×f (s, y (s)) ds+∑k
i=1 Ii

(
y
(
t−i
))
, t ∈ (tk, tk+1] , k = 1, ...,m.

(5.12)

Nous donnons quelque conditions sur les fonctions associées à (5.2), on sup-
pose que :

(H1) f : J × E → E satisfait les conditions de Carathéodory.
(H2) Il existe p ∈ C(J,R+), telle que

‖f(t, y)‖ < p(t) ‖y‖ , pour chaque t ∈ J et chaque y ∈ E.

(H3) Il existe c > 0, tel que

‖Ik(y)‖ 6 c ‖y‖ pour chaque y ∈ E.

(H4) Pour chaque ensemble borné B ⊂ E nous avons

γ(Ik(y)) < cγ(B), k = 1, ...,m.

(H5) Pour chaque t ∈ J et Pour chaque ensemble borné B ⊂ E nous avons

γ(f(t, B)) 6 p(t)γ(B).
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Théorème 5.2.4. Supposons que les hypothèses (H1)-(H5) sont vérifiées.
Soit

p*=supt∈Jp(t).

Si
(m+ 1) p?Tα

Γ (α + 1) +mc < 1 (5.13)

alors le problème(5.1)-(5.3)a au moins une solution.

Preuve. Nous considérons l’opérateur N : PC(J,E)→ PC(J,E) défini par

N (y) (t) = y0 + 1
Γ (α)

∑
0<tk<t

ˆ tk

tk−1

(tk − s)α−1 f (s, y (s)) ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t

tk

(t− s)α−1 f (s, y (s)) ds

+
∑

0<tk<t
Ik
(
y
(
t−k
))
.

D’après le Lemme 5.2.3 les points fixes de l’opérateur N sont des solution du
problème (5.2). Soit

r >
‖y0‖

1−mc− (m+1)p?Tα
Γ(α+1)

(5.14)

et l’ensemble
Dr = {y ∈ PC (J,E) : ‖y‖∞ 6 r} .

On a le sous-ensemble Dr est fermé, borné et convexe. Nous allons montrer que N
satisfait les hypothèses du Théorème 1.6.1. La preuve sera donnée en trois étapes.

Étape l : N est continu.
Soit {yn} une suite telle que yn → y dans PC(J,E). Alors pour chaque t ∈ J

‖N(yn)(t)−N(y)(t)‖ 6
1

Γ (α)
∑

0<tk<t

ˆ tk

tk−1

(tk − s)α−1 ‖f (s, yn (s))− f (s, y (s))‖ ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t

tk

(t− s)α−1 ‖f (s, yn (s))− f (s, y (s))‖ ds

+
∑

0<tk<t

∥∥∥Ik (yn (t−k ))− Ik (y (t−k ))∥∥∥ .
Puisque Ik est continue et f est du type de Carathéodory, alors par le Théorème
de convergence dominée de Lebesgue, nous avons

‖N(yn)−N(y)‖∞ → 0 quand n→∞.
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Étape 2 : N est une application de Dr dans lui-même.
Pour chaque y ∈ Dr par (H2) et (5.13), nous avons pour chaque t ∈ J :

‖N(y)(t)‖ 6 ‖y0‖+ 1
Γ (α)

∑
0<tk<t

ˆ tk

tk−1

(tk − s)α−1 ‖f (s, y (s))‖ ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t

tk

(t− s)α−1 ‖f (s, y (s))‖ ds

+
∑

0<tk<t

∥∥∥Ik (y (t−k ))∥∥∥
6 ‖y0‖+ 1

Γ (α)
∑

0<tk<t

ˆ tk

tk−1

(tk − s)α−1 p (t) ‖y‖ ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t

tk

(t− s)α−1 p (t) ‖y‖ ds

+
∑

0<tk<t
c ‖y‖

6 ‖y0‖+ r

(
(m+ 1) p?Tα

Γ (α + 1) +mc

)
6 r.

Étape 3 : N (Dr) est bornée et équicontinue.
Par l’étape 2, il est évident que N (Dr) ⊂ PC(J,E) est bornée.
Pour la équicontinuité de N (Dr) . Soit τ1, τ2 ∈ J , τ1 < τ2 et soit y ∈ Dr

‖N (y) (τ2)−N (y) (τ1)‖ 6
1

Γ (α)
∑

0<tk<t

ˆ τ1

0

∣∣∣(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1
∣∣∣ ‖f (s, y (s))‖ ds

+ 1
Γ (α)

∑
0<tk<t

ˆ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1 ‖f (s, y (s))‖ ds

+
∑

0<tk<τ2−τ1

∥∥∥Ik (y (t−k ))∥∥∥
6

rp?

Γ (α + 1) [τα2 − τα1 ] +
∑

0<tk<τ2−τ1

∥∥∥Ik (y (t−k ))∥∥∥ .
Quand τ1 → τ2 la partie droite de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro.

Maintenant, soit V un sous-ensemble de Dr tel que V ∈ conv (N (V ) ∪ {0}).
V est bornée et équicontinu et donc la fonction v → v (t) = γ (V (t)) est continue
sur J. De (H4), (H5), et les propriétés de la mesure γ nous avons pour chaque
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t ∈ J :

v (t) 6 γ (N (V ) ∪ {0})

6 γ (N (V ))

6
1

Γ (α)
∑

0<tk<t

ˆ tk

tk−1

(tk − s)α−1 p (s) γ (V (s)) ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t

tk

(t− s)α−1 p (s) γ (V (s)) ds

+
∑

0<tk<t
γ (V (s))

6
1

Γ (α)
∑

0<tk<t

ˆ tk

tk−1

(tk − s)α−1 p (s) γ (v (s)) ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t

tk

(t− s)α−1 p (s) γ (v (s)) ds

+
∑

0<tk<t
cv (s)

6 ‖v‖∞

(
(m+ 1) p?Tα

Γ (α + 1) +mc

)
.

Cela signifie que

‖v‖∞

(
1−

[
(m+ 1) p?Tα

Γ (α + 1) +mc

])
6 0.

Par (5.13), il s’ensuit que ‖v‖∞ = 0 c’est-à-dire v (t) = 0 pour chaque t ∈ J ,
ensuite V (t) est relativement compact dans PC (J,E) selon le Théorème d’Ascoli-
Arzela, V est relativement compact dans Dr.

En appliquant maintenant le Théorème 1.6.1, nous concluons que N a un
point fixe qui est une solution du problème (5.1)-(5.3).

5.3 Problème aux limites avec impulsions et
conditions non locales

Nous présentons les conditions
(H6) Il existe une constante M?? > 0 telle que

|g (u)| 6M?? u ∈ PC (J,E) .
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(H7) Pour chaque ensemble borné B ⊂ PC (J,E) nous avons

γ (g (B)) 6M??γ (B) .

Théorème 5.3.1. Supposons que (H1)-(H7) sont vérifiées. Si

(m+ 1) p?Tα
Γ (α + 1) +mc+M?? < 1

alors le problème non local (5.4)-(5.6) a au moins une solution sur J .

Preuve. Transformation du problème (5.4)-(5.6) en un problème de point fixe.
Considérons l’opérateur F̃ : PC(J,E)→ PC(J,E) défini par

F̃ (y) (t) = y0 − g (y) + 1
Γ (α)

∑
0<tk<t

ˆ tk

tk−1

(tk − s)α−1 f (s, y (s)) ds

+ 1
Γ (α)

ˆ t

tk

(t− s)α−1 f (s, y (s)) ds

+
∑

0<tk<t
Ik
(
y
(
t−k
))
.

Alors les points fixes de l’opérateur F̃ sont les solutions du problème (5.4)-(5.6).
De meme maniere on peut voir que les conditions du Théorème 1.6.1 sont satis-
faites par F̃.

5.4 Exemple :

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de nos
résultats. Considérons le problème suivant :

cDαyn(t) = 1
9 + et

yn (t) , t ∈ J = [0, 1] , t 6= 1
2 , 0 < α 6 1,

∆yn | t= 1
2

= 1
5yn

(
1
2
−)

, (5.15)

yn (0) = 0,

où n ∈ N. Posons

E = l1 =
{
y = (y1, y2, ..., yn, ...) :

∞∑
n=1
|yn| <∞

}
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avec la norme

‖y‖E =
∞∑
n=1
|yn| ,

y = (y1, y2, ..., yn, ...) , f = (f1, f2, ..., fn, ...) ,

f (t, xn) = 1
9 + et

xn , (t, xn) ∈ J × E

et Ik (xn) = 1
5xn , xn ∈ E.

Il est clair que les conditions (H2) et (H3) sont vérifiées avec p(t) = 1
9+et et c = 1

5 .

Nous allons vérifier que la condition (5.13) est satisfaite avec T = 1, m = 1 et
p? = 1

10 .

En effet [
(m+ 1) p?Tα

Γ (α + 1) + 1
5

]
< 1⇐⇒ Γ (α + 1) > 1

4 (5.16)

est satisfaite p.p. α ∈ (0, 1]. Alors d’après le Théorème 5.2.4, le problème (5.15)
a au moins une solution sur [0, 1] pour les valeurs de α satisfaisant (5.16). Dans
les deux resultats on va utiliser le Théorème de point fixe de Mönch 1.6.2.



Chapitre Six

Problème de Darboux pour des
équations différentielles

hyperboliques

Dans ce chapitre, nous allons donner un résultat d’existence pour le problème
de Darboux . Plus précisément, nous étudions le problème suivant :

(
cDα

0 u
)

(t, y) = f (t, y, u (t, y)) si (t, y) ∈ J , (6.1)

u(t, 0) = ϕ (t) , t ∈ [0, a] et u (0, y) = ψ (y) , y ∈ [0, b] , (6.2)

où cDα est la dérivée fractionnaire de type Caputo d’ordre α = (α1, α2) ∈ (0, 1]×
(0, 1] , f : J × E → E, est une fonction donnée, J = [0, a] × [0, b] , a, b > 0
, ϕ : [0, a] → E et ψ : [0, b] → E sont des fonctions absolument continues,
ϕ (0) = ψ (0) .
Puis, nous examinons le problème non local à valeur initiale suivant :

(
cDαu

)
(t, y) = f (t, y, u (t, y)) si (t, y) ∈ J, (6.3)

u(t, 0) +Q (u) = ϕ (t) , u (0, y) +K (u) = ψ (y) , t ∈ [0, a] , y ∈ [0, b] , (6.4)

où f, ϕ, ψ sont comme dans le problème (6.1)-(6.2) et Q,K : C (J,E) → E sont
des fonctions continues avec C(J,E) l’espace de Banach des fonctions continues
u : J → E, muni de la norme

49
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‖u‖∞ = sup {‖u(t, y)‖, (t, y) ∈ J} .

Notre résultat d’ éxistence pour (6.1)-(6.2) est basé sur le Théorème du point
fixe de Mönch 1.6.1.

6.1 Introduction

– Soit L1(J,E) l’espace de Banach des fonctions mesurables u : J → E qui
sont Bochner intégrable, muni de la norme

‖u‖L1 =
ˆ a

0

ˆ b

0
‖u(t, y)‖dtdy.

– Soit L∞ (J,E) l’espace de Banach des fonctions mesurables u : J → E qui
sont essentiellement bornées, muni de la norme

‖u‖L∞ = inf {c > 0 : ‖u (t)‖ 6 c , p.p. t ∈ J} .

– De plus pour un ensemble donné V des fonctions v : J → E notons :

V (t, y) = {v(t, y), v ∈ V } , t ∈ J,

V (J) = {v(t), v ∈ V , t ∈ J} .

6.2 Existence des solutions

Définition 6.2.1. Une fonction u ∈ C (J,E) est dite une solution de (6.1)-(6.2)
si elle satisfait l’équation (6.1) dans J et les conditions (6.2).

Soient h ∈ C (J,E) , z0 = (0, 0) et

µ (t, y) = u (t, 0) + u(0, y)− u(0, 0).

Pour l’existence de solutions pour le problème (6.1)-(6.2), nous avons besoin
des lemmes suivants.
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Lemme 6.2.2. L’unique solution u du problème linéaire(
cDα

z0u
)

(t, y) = h (t, y) ; (t, y) ∈ J, (6.5)

u(t, 0) = ϕ (t) , t ∈ [0, a] et u (0, y) = ψ (y) , y ∈ [0, b] (6.6)

est donnée par

u (t, y) = µ (t, y) + 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

0

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx.

(6.7)

Preuve. Soit u (t, y) une solution de (6.5). Puis, à partir de la définition de(
cDα

z0u
)

(x, y) nous avons

I1−α
z+

0

(
D2
tyu
)

(t, y) = h (t, y)

donc

Iα
z+

0

(
I1−α
z+

0
D2
tyu
)

(t, y) =
(
Iα
z+

0
h
)

(t, y)

alors

I1
z+

0
D2
tyu (t, y) =

(
Iα
z+

0
h
)

(t, y) .

Depuis

I1
z+

0
D2
tyu (t, y) = u (t, y)− u (t, 0)− u (0, y) + u (0, 0)

nous avons
u (t, y) = µ (t, y) + (Iαz+h) (t, y).

Alors

u (t, y) = µ (t, y) + 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

0

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx.
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Lemme 6.2.3. u est une solution de problème (6.1)-(6.2), si et seulement si u
satisfait l’équation intégral

u (t, y) = µ (t, y)+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

0

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 f (s, x, u (s, x)) dsdx.

(6.8)

Soient les hypothèses suivantes :
(H1) f : J × E → E satisfait aux conditions de Carathéodory.
(H2) Il existe p ∈ L∞ (J,R+), de telle sorte que,

‖f(t, y, u)‖ 6 p (t, y) ‖u‖ , pour p.p.(t, y) ∈ J et chaque u ∈ E.

(H3) Pour chaque (t, y) ∈ J et chaque ensemble bornée B ∈ E nous avons :

γ (f ((t, y) , B)) 6 p (t, y) γ (B) .

Posons

p∗ = ‖p‖L∞ .

Théorème 6.2.4. Supposons que les (H1)-(H3) sont vérifièes. Si
p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) < 1, (6.9)

alors le problème (6.1)-(6.2) admet au moins une solution.

Preuve. On transforme le problème (6.1)-(6.2) à un problèmes du point fixe. À
cette fin, nous considérons l’opérateur N : C(J,E)→ C(J,E) défini par

N (u) (t, y) = µ (t, y) + 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

0

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1

×f (s, x, u (s, x)) dsdx.

Par le Lemme 6.2.3 les points fixes de l’opérateur N sont les solutions du pro-
blème (6.1)-(6.2). Soient

r0 >
‖µ‖

1− p∗aα1bα2
Γ(α1+1)Γ(α2+1)

(6.10)
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et
Dr0 = {u ∈ C (J,E) : ‖u‖∞ 6 r0} .

Il est clair que le sous-ensemble Dr0 est fermé, borné et convexe. Nous allons
montrer que N satisfait les hypothèses du Théorème 1.6.1. La preuve sera donnée
en trois étapes.

Étape 1 : N est continu.
Soit {un} une suite telle que un → u dans C (J,E), alors pour chaque (t, y) ∈ J
‖N (un) (t, y)−N (u) (t, y)‖

6
1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

0

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 ‖f (s, x, un (s, x))− f (s, x, u (s, x))‖ dsdx.

Puisque f est du type de Carathéodory, alors par le théorème de convergence
dominée de Lebesgue, nous avons

‖N (un)−N (u)‖∞ → 0 quand n→∞.

Étape 2 : N est un opérateur de Dr0dans lui-même.
Pour chaque u ∈ Dr0 par (H2) et(6.9) nous avons pour chaque (t, y) ∈ J :

‖N (u) (t, y)‖ 6 ‖µ (t, y)‖

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

tk

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 ‖f (s, x, u (s, x))‖ dsdx

6 ‖µ‖+ r0

(
p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1)

)
6 r0.

Étape 3 :N (Dr0) est bornée et equicontinue.
Par l’étape 2, il est évident que N (Dr0) ⊂ C (J,E) qui est bornée. Pour

l’équicontinuité de N (Dr0), soient (τ1, y1) , (τ2, y2) ∈ J , τ1 < τ2 et y1 < y2 et soit
u ∈ Dr0 . Alors
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‖N (u) (τ2, y2)−N (u) (τ1, y1)‖

6 ‖µ (τ1, y1)− µ (τ2, y2)‖

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ τ1

0

ˆ y1

0

[
(τ2 − s)α1−1 (y2 − x)α2−1 − (τ1 − s)α1−1 (y1 − x)α2−1

]

×‖f (s, x, u (s, x))‖ dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ τ2

τ1

ˆ y2

y1

(τ2 − s)α1−1 (y2 − x)α2−1 × ‖f (s, x, u (s, x))‖ dsdx

6 ‖µ (τ1, y1)− µ (τ2, y2)‖

+ p∗r0

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ τ1

0

ˆ y1

0

[
(τ2 − s)α1−1 (y2 − x)α2−1 − (τ1 − s)α1−1 (y1 − x)α2−1

]
dsdx

+ p∗r0

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ τ2

τ1

ˆ y2

y1

(τ2 − s)α1−1 (y2 − x)α2−1
dsdx.

Quand τ1 → τ2 et y1 → y2 la droite de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro.

Maintenant, soit V un sous-ensemble de Dr0 tel que V ⊂ conv (N (V ) ∪ {0}).
V est borné et équicontinu et donc la fonction v → v (t, y) = γ (V (t, y)) est
continue sur J . Comme les fonctions φ et ψ sont continues sur J , l’ensemble
{φ (t) + ψ (y)− φ (0) , (t, y) ∈ J} ⊂ E est compact. L’utilisation de ce fait, (H2),
(H3), le Lemme 6.2.2 et les propriétés de la mesure γ nous avons pour chaque
(t, y) ∈ J :

v (t, y) 6 γ (N (V ) (t, y) ∪ {0})

6 γ (N (V ) (t, y))

6
1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

0

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 p (s, x) γ (V (s, x)) dsdx

6
1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

0

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 p (s, x) γv (s, x) dsdx

6 ‖v‖∞
(

p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1)

)
.

Cela signifie que

‖v‖∞

(
1−

[
p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1)

])
6 0.

Par (6.9) il s’ensuit que ‖v‖∞ = 0, c’est-à-dire v (t, y) = 0 pour chaque (t, y) ∈ J ,
puis V (t, y) est relativement compact dans C (J,E). D’après le Lemme d’Ascoli-
Arzela, V est relativement compact dans Dr0 .
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En appliquont maintenant le Théorème 1.6.1, nous concluons que N a un
point fixe qui est une solution du problème (6.1)-(6.2)

6.3 Problème de Darboux avec conditions non
locales

Maintenant, nous présentons un résultat d’existence pour le problème non
local (6.3)-(6.4) .

Définition 6.3.1. Une fonction u ∈ C (J,E) est dite une solution de (6.3)-(6.4),
si u satisfait ( cDα

0 u) (t, y) = f (t, y, u (t, y)) sur J et les conditions (7.4)-(6.4)
sont satisfaites.

Théorème 6.3.2. Supposons que (H1) - (H3) et les conditions suivantes :
(H4) Il existe k̃ > 0 tel que ‖Q (u)‖ 6 k̃ ‖u‖PC , pour tout u ∈ C (J,E),
(H5) Il existe k∗ > 0 tel que ‖K (u)‖ 6 k∗ ‖u‖PC , pour tout u ∈ C (J,E) ,
(H6) γ (Q (B)) 6 k̃γ (B) , pour tout ensemble borné B ⊂ C (J,E) ,
(H7) γ (K (B)) 6 k∗γ (B) , pour tout ensemble borné B ⊂ C (J,E)
sont vérifiées.
Si

k̃ + k∗ + p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) < 1,

alors il existe une solution pour le problème (6.3)-(6.4) sur J .

6.4 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de nos
résultats. On considère le problème suivant

(
cDα

0 un
)

(t, y) = 1
8et+y+3

|un (t, y)|
(1 + |un (t, y)|) , (t, y) ∈ J = [0, 1]× [0, 1] , (6.11)
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un (t, 0) = t , un (0, y) = y2 , t ∈ [0, 1] , y ∈ [0, 1] , n = 1, 2, ... (6.12)

Soit
E = l1 =

{
u = (u1, u2, ..., un, ...) :

∞∑
n=1
|un| <∞

}
avec la norme

‖u‖E =
∞∑
n=1
|un| .

u = (u1, u2, ..., un, ...) et f = (f1, f2, ..., fn, ...)

fn (t, y, un) = 1
8et+y+3

|un (t, y)|
(1 + |un (t, y)|) , (t, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] .

Pour chaque un et (t, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] nous avons

|fn (t, y, un)| 6 1
8et+y+3 |un| . (6.13)

Ainsi les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites avec

p (t, y) = 1
8et+y+3 ,

par (6.13) pour chaque ensemble borné B ∈ l1 nous avons

γ (f (t, y, B)) 6 1
8et+y+3γ (B) pour chaque (t, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] .

Ainsi (H3) est satisfaite. Nous allons montrer que la condition (7.15) est véri-
fiée avec a = b = 1 et p∗ = 1

8e3 . En effet

p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) = 1
8e3Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) < 1

est satisfait pour chaque (α1, α2) ∈ (0, 1]× (0, 1].
Par conséquent, le Théorème 6.2.4 implique que le problème (6.11)-(6.12) a une
solution définie sur [0, 1]× [0, 1] .



Chapitre Sept

Problème de Darboux avec
impulsions

Dans ce chapitre, nous allons donner un résultat d’existence pour le problème
de Darboux avec impulsion. Nous étudions un problème à valeurs initiales donné
par :

(
cDα

0 u
)

(t, y) = f (t, y, u (t, y)) , (t, y) ∈ J , t 6= tk, k = 1, ...,m, (7.1)

u(t+k , y) = u(t−k , y) + Ik
(
u(t−k , y)

)
, y ∈ [0, b] , k = 1, ...,m, (7.2)

u(t, 0) = ϕ (t) , u (0, y) = ψ (y) , t ∈ [0, a] , y ∈ [0, b] , (7.3)

où J = [0, a]× [0, b] , a, b > 0, cDα est la dérivée fractionnaire de type Caputo
d’ordre α = (α1, α2) ∈ (0, 1] × (0, 1] , 0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 < a ,
f : J ×E → E, est une fonction donnée, ϕ : [0, a]→ E et ψ : [0, b]→ E sont des
fonctions absolument continues ,ϕ (0) = ψ (0) et E est un espace de Banach avec
la norme ‖·‖ .
Puis, nous examinons le problème non locale suivant :

(
cDα

0 u
)

(t, y) = f (t, y, u (t, y)) , (t, y) ∈ J , t 6= tk, k = 1, ...,m, (7.4)

57
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u(t+k , y) = u(t−k , y) + Ik
(
u(t−k , y)

)
, y ∈ [0, b] 0, k = 1, ...,m, (7.5)

u(t, 0) +Q (u) = ϕ (t) , u (0, y) +K (u) = ψ (y) t ∈ [0, a] , y ∈ [0, b] . (7.6)

où f, ϕ, ψ, Ik; k = 1, ...,m, et α sont comme dans le problème (7.1)-(7.3) et
Q,K : PC (J,E) → E sont des fonctions continues. Les résultats de ce chapitre
sont basés sur le théorème de point fixe de Mönch 1.6.1 combiné avec la mesure
de non compacité de Kuratowski.

7.1 Existence des solutions

PC(J,E) est l’espace de Banach défini par

PC(J,E) = {u : J → E : u ∈ C ((tk, tk+1]× [0, b] , E) , k = 1, ...,m et il existe

u
(
t−k , y

)
et y

(
t+k , y

)
k = 1, ...,m avec y

(
t−k , y

)
= y

(
t+k , y

)}

(7.8)

avec la norme
||u||PC = sup

(t,y)∈J
||u(t, y)||.

L’ensemble J ′ = [0, a]× [0, b] \ {(t1, y) ..., (tm, y) , y ∈ [0, b]} .

Définition 7.1.1. Une fonction u ∈ PC (J,E) est dite une solution de (7.1)-(7.3)
si elle satisfait l’équation (7.1) dans J ′ et les conditions (7.2)-(7.3).

Soient h ∈ C ((tk, tk+1]× [0, b] , E) , zk = (tk, 0) et

µk (t, y) = u (t, 0) + u(t+k , y)− u(t−k , 0), k = 0, ...,m.

Pour l’existence de solutions pour le problème (6.1)-(6.2), nous avons besoin des
lemmes suivants.
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Lemme 7.1.2. Une fonction u ∈ C ((tk, tk+1]× [0, b] , E) , k = 0, ...,m est une
solution de l’équation différentielle(

cDα
zk
u
)

(t, y) = h (t, y) ; (t, y) ∈ (tk, tk+1]× [0, b] , (7.9)

alors

u (t, y) = µk (t, y) +
(
Iαzkh

)
(t, y), (t, y) ∈ (tk, tk+1]× [0, b] . (7.10)

Preuve. Soit u une solution de(7.9). Puis, à partir de la définition de
(

cDα
z+
k

u
)

(x, y)
nous avons

I1−α
z+
k

(
D2
tyu
)

(t, y) = h (t, y)

donc

Iα
z+
k

(
I1−α
z+
k

D2
tyu
)

(t, y) =
(
Iα
z+
k
h
)

(t, y)

alors

I1
z+
k
D2
tyu (t, y) =

(
Iα
z+
k
h
)

(t, y) .

Depuis

I1
z+
k
D2
tyu (t, y) = u (t, y)− u (t, 0)− u

(
t+k , y

)
+ u

(
t+k , 0

)
nous avons

u (t, y) = µk (t, y) +
(
Iα
z+
k
h
)

(t, y).

Dans toute la suite on poses

µ (t, y) = µ0 (t, y) , (t, y) ∈ J.
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Lemme 7.1.3. Soit 0 < α1, α2 6 1 et h : J → E une fonction continue. Si u est
une solution de problème

cDαu(t, y) = h (t, y) , (t, y) ∈ J ′, (7.11)

u(t+k , y) = u(t−k , y) + Ik
(
u(t−k , y)

)
, k = 1, ...,m. (7.12)

alors

u (t, y) =



µ (t, y) + 1
Γ(α1)Γ(α2)

´ t
0

´ y
0 (t− s)α1−1 (y − x)α2−1

×h (s, x) dsdx, (t, y) ∈ [0, t1]× [0, b] ,

µ (t, y) +∑k
i=1

(
Ii
(
u
(
t−k , y

))
− Ii

(
u
(
t−k , 0

)))
+ 1

Γ(α1)Γ(α2)
∑k
i=1
´ ti
ti−1

´ y
0 (ti − s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

+ 1
Γ(α1)Γ(α2)

´ t
tk

´ y
0 (t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx,

(t, y) ∈ [tk, tk+1]× [0, b] k = 1, ...,m.
(7.13)

Preuve. Supposons que u satisfait (7.11)-(7.12). Si(t, y) ∈ [0, t1]× [0, b] alors

cDαu(t, y) = h (t, y) .

Le Lemme 7.1.2 implique

u (t, y) = µ (t, y) + 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

0

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx.
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Si (t, y) ∈ (t1, t2]× [0, b] alors le Lemme 7.1.2 implique

u (t, y) = µ1 (t, y) + 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

t1

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

= ϕ (t) + u
(
t+1 , y

)
− u

(
t+1 , 0

)
+ 1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

t1

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

= ϕ (t) + u
(
t−1 , y

)
− u

(
t−1 , 0

)
+ I1

(
u
(
t−1 , y

))
− I1

(
u
(
t−1 , 0

))
+ 1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

t1

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

= ϕ (t) + u (t1, y)− u (t1, 0) + I1
(
u
(
t−1 , y

))
− I1

(
u
(
t−1 , 0

))
+ 1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

t1

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

= u (t, y) + I1
(
u
(
t−1 , y

))
− I1

(
u
(
t−1 , 0

))
+ 1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t1

0

ˆ y

0
(t1 − s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

t1

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx.

Si (t, y) ∈ (t2, t3]× [0, b] alors encore à partir du Lemme 7.1.2 on obtient

u (t, y) = µ2 (t, y) + 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

t2

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

= ϕ (t) + u
(
t+2 , y

)
− u

(
t+2 , 0

)
+ 1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

t2

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

= ϕ (t) + u
(
t−2 , y

)
− u

(
t−2 , 0

)
+ I2

(
u
(
t−2 , y

))
− I2

(
u
(
t−2 , 0

))
+ 1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

t2

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

= ϕ (t) + u (t2, y)− u (t2, 0) + I2
(
u
(
t−2 , y

))
− I2

(
u
(
t−2 , 0

))
+ 1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

t2

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx
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u (t, y) = u (t, y) + I2
(
u
(
t−2 , y

))
− I2

(
u
(
t−2 , 0

))
+ I1

(
u
(
t−1 , y

))
− I1

(
u
(
t−1 , 0

))
+ 1

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t1

0

ˆ y

0
(t1 − s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t2

t1

ˆ y

0
(t2 − s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

t2

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x) dsdx.

Si (t, y) ∈ (tk, tk+1]× [0, b] alors encore du Lemme 7.3.1 on obtient (7.13).

Lemme 7.1.4. u est solution du problème (7.1)-(7.3) si et seulement si u satisfait
l’équation intégrale

u (t, y) =



µ (t, y) + 1
Γ(α1)Γ(α2)

´ t
0
´ y

0 (t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x, u (s, x)) dsdx,

(t, y) ∈ [0, t1]× [0, b] ,

µ (t, y) +
∑k
i=1

(
Ii
(
u
(
t−k , y

))
− Ii

(
u
(
t−k , 0

)))
+ 1

Γ(α1)Γ(α2)
∑k
i=1
´ ti
ti−1

´ y
0 (ti − s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x, u (s, x)) dsdx

+ 1
Γ(α1)Γ(α2)

´ t
tk

´ y
0 (t− s)α1−1 (y − x)α2−1 h (s, x, u (s, x)) dsdx,

(t, y) ∈ [tk, tk+1]× [0, b] , k = 1, ...,m.
(7.14)

Soient les hypothèses suivantes :
(H1) f : J × E → E satisfait aux conditions de Carathéodory.
(H2) Il existe p ∈ L∞ (J,R+), de telle sorte que

‖f(t, y, u)‖ 6 p (t, y) ‖u‖ , pour p.p.(t, y) ∈ J et chaque u ∈ E.

(H3) Il existe c > 0 tel que ‖Ik (u)‖ 6 c ‖u‖ pour tout u ∈ E.
(H4) Pour chaque ensemble borné B ∈ E nous avons γ (Ik (B)) 6 c γ (B) , k =
1, ...,m.
(H5) Pour chaque (t, y) ∈ J et chaque ensemble bornée B ∈ E nous avons :

γ (f (t, y, B)) 6 p (t, y) γ (B) .
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Posons

p∗ = ‖p‖L∞ .

Théorème 7.1.5. Supposons que les (H1)-(H5) sont vérifiées, si

(m+ 1) p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) + 2mc < 1, (7.15)

alors le problème (7.1)-(7.3) admet au moins une solution.

Preuve. Nous considérons l’opérateur N : PC(J,E)→ PC(J,E) défini par

N (u) (t, y) = µ (t, y) +
∑

0<tk<t

(
Ik
(
u
(
t−k , y

))
− Ik

(
u
(
t−k , 0

)))

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

∑
0<tk<t

ˆ tk

tk−1

ˆ y

0
(tk − s)α1−1 (y − x)α2−1 f (s, x, u (s, x)) dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

tk

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 f (s, x, u (s, x)) dsdx.

Par le Lemme 7.1.4 les points fixes de l’opérateur N sont des solutions du pro-
blème (7.1)-(7.3).
Soient

r0 >
‖µ‖

1− 2mc− (m+1)p∗aα1bα2

Γ(α1+1)Γ(α2+1)

(7.16)

et

Dr0 = {u ∈ PC (J,E) : ‖u‖∞ 6 r0} .

De toute évidence, le sous-ensemble Dr0 est fermé, borné et convexe. Nous allons
montrer que N satisfait les hypothèses du Théorème 1.6.1. La preuve sera donnée
en trois étapes.

Étape 1 : N est continu.
Soit {un} une suite telle que un → u dans PC (J,E), alors pour chaque (t, y) ∈ J
‖N (un) (t, y)−N (u) (t, y)‖
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6
m∑
k=1

(∥∥∥Ik (un (t−k , y))− Ik (u (t−k , 0))∥∥∥+
∥∥∥Ik (un (t−k , 0))− Ik (u (t−k , 0))∥∥∥)

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

m∑
k=1

ˆ tk

tk−1

ˆ y

0
(tk − s)α1−1 (y − x)α2−1

×‖f (s, x, un (s, x))− f (s, x, u (s, x))‖ dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

tk

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1

×‖f (s, x, un (s, x))− f (s, x, u (s, x))‖ dsdx.

Puisque Ik, k = 1, ...,m sont continues et f est du type de Carathéodory, alors
par le Théorème de convergence dominée de Lebesgue, nous avons

‖N (un)−N (u)‖∞ → 0 quand n→∞.

Étape 2 : N est une application de Dr0dans lui-même.
Soit u ∈ Dr0 , par (H2), nous avons pour chaque (t, y) ∈ J
‖N (u) (t, y)‖

6 ‖µ (t, y)‖+
m∑
k=1

(∥∥∥Ik (un (t−k , y))− Ik (u (t−k , 0))∥∥∥)
+ 1

Γ (α1) Γ (α2)

m∑
k=1

ˆ tk

tk−1

ˆ y

0
(tk − s)α1−1 (y − x)α2−1 ‖f (s, x, u (s, x))‖ dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

tk

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 ‖f (s, x, u (s, x))‖ dsdx

6 ‖µ‖+ r0

(
(m+ 1) p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) + 2mc
)

6 r0.

Étape 3 : N (Dr0) est borné et équicontinu.
Par l’étape 2, il est évident que N (Dr0) ⊂ PC (J,E) est borné.
Pour l’équicontinuité de N (Dr0), soit (τ1, y1) , (τ2, y2) ∈ J, τ1 < τ2 et y1 < y2 et
soit u ∈ Dr0 . Alors
‖N (u) (τ2, y2)−N (u) (τ1, y1)‖
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6 ‖µ (τ1, y1)− µ (τ2, y2)‖+
m∑

k=1

(∥∥Ik (u (t−k , y1
))
− Ik

(
u
(
t−k , y2

))∥∥)
+ 1

Γ (α1) Γ (α2)

m∑
k=1

ˆ tk

tk−1

ˆ y1

0
(tk − s)α1−1

[
(y2 − x)α2−1 − (y1 − x)α2−1

]

×‖f (s, x, u (s, x))‖ dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

m∑
k=1

ˆ tk

tk−1

ˆ y2

y1

(tk − s)α1−1 (y2 − x)α2−1 ‖f (s, x, u (s, x))‖ dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ τ1

0

ˆ y1

0

[
(τ2 − s)α1−1 (y2 − x)α2−1 − (τ1 − s)α1−1 (y1 − x)α2−1

]

×‖f (s, x, u (s, x))‖ dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ τ2

τ1

ˆ y2

y1

(τ2 − s)α1−1 (y2 − x)α2−1 × ‖f (s, x, u (s, x))‖ dsdx

6 ‖µ (τ1, y1)− µ (τ2, y2)‖+
m∑

k=1

(∥∥Ik (u (t−k , y1
))
− Ik

(
u
(
t−k , y2

))∥∥)
+ p∗r0

Γ (α1) Γ (α2)

m∑
k=1

ˆ tk

tk−1

ˆ y1

0
(tk − s)α1−1

[
(y2 − x)α2−1 − (y1 − x)α2−1

]
dsdx

+ p∗r0

Γ (α1) Γ (α2)

m∑
k=1

ˆ tk

tk−1

ˆ y2

y1

(tk − s)α1−1 (y2 − x)α2−1
dsdx

+ p∗r0

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ τ1

0

ˆ y1

0

[
(τ2 − s)α1−1 (y2 − x)α2−1 − (τ1 − s)α1−1 (y1 − x)α2−1

]
dsdx

+ p∗r0

Γ (α1) Γ (α2)

ˆ τ2

τ1

ˆ y2

y1

(τ2 − s)α1−1 (y2 − x)α2−1
dsdx.

Quand τ1 → τ2 et y1 → y2 la membre droite de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro.

Maintenant, soit V un sous-ensemble de Dr0 tel que V ⊂ conv (N (V ) ∪ {0}).
V est borné et équicontinu et donc la fonction v → v (t, y) = γ (V (t, y)) est
continue sur J . Comme les fonctions φ et ψ sont continues sur J , l’ensemble
{φ (t) + ψ (y)− φ (0) , (t, y) ∈ J} ⊂ E est compact. L’utilisation de ce fait, (H4),
(H5), le Lemme 7.3.1 et les propriétés de la mesure γ nous avons pour chaque
(t, y) ∈ J
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v (t, y) 6 γ (N (V ) (t, y) ∪ {0})

6 γ (N (V ) (t, y))

6
1

Γ (α1) Γ (α2)

m∑
k=1

ˆ tk

tk−1

ˆ y

0
(tk − s)α1−1 (y − x)α2−1 p (s, x) γ (V (s, x)) dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

tk

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 p (s, x) γ (V (s, x)) dsdx

+
m∑
k=1

2cγ (V (tk, y))

6
1

Γ (α1) Γ (α2)

m∑
k=1

ˆ tk

tk−1

ˆ y

0
(tk − s)α1−1 (y − x)α2−1 p (s, x) γv (s, x) dsdx

+ 1
Γ (α1) Γ (α2)

ˆ t

tk

ˆ y

0
(t− s)α1−1 (y − x)α2−1 p (s, x) γv (s, x) dsdx

+
m∑
k=1

2cγv (tk, y)

6 ‖v‖∞
( (m+ 1) p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) + 2mc
)
.

Cela signifie que

‖v‖∞

(
1−

[
(m+ 1) p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) + 2mc
])

6 0.

Par (7.15) il s’ensuit que ‖v‖∞ = 0, c’est-à-dire v (t, y) = 0 pour chaque (t, y) ∈ J ,
puis V (t, y) est relativement compact dans PC (J,E). Par le Lemme d’Ascoli-
Arzela, V est relativement compact dans Dr0 . En appliquont maintenant le Théo-
rème 1.6.1, nous concluons que N a un point fixe qui est une solution du problème
(6.1)-(6.2).

7.2 Problème de Darboux avec impulsions et
conditions non locales

Maintenant, nous présentons un résultat d’existence pour le problème non
local (6.3)-(6.4).
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Définition 7.2.1. une fonction u ∈ PC (J,E) est dite une solution de (6.3)-(6.4)
, si elle satisfaite ( cDα

0 u) (t, y) = f (t, y, u (t, y)) surJ ’ et les conditions (7.4)-(6.4).

Théorème 7.2.2. Supposons que (H1) - (H5) et les conditions suivantes :
(H6) Il existe k̃ > 0 tel que ‖Q (u)‖ 6 k̃ ‖u‖PC , pour tout u ∈ PC (J,E) ,
(H7) Il existe k∗ > 0 tel que ‖K (u)‖ 6 k∗ ‖u‖PC , pour tout u ∈ PC (J,E) ,
(H8) γ (Q (B)) 6 k̃γ (B) , pour tout ensemble borné B ⊂ PC (J,E) ,
(H9) γ (K (B)) 6 k∗γ (B) , pour tout ensemble borné B ⊂ PC (J,E) ,

sont vérifiées.

Si

k̃ + k∗ + 2mc+ (m+ 1) p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) < 1,

alors il existe une solution pour le problème (6.3)-(6.4) sur J.

7.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de nos
principaux résultats. On considère le problème

(
cDα

0 un
)

(t, y) = 1
8et+y+3

|un (t, y)|
(1 + |un (t, y)|) , si (t, y) ∈ J = [0, 1]× [0, 1] , t 6= 1

3 ,

(7.17)

un

(
1
3

+
, y

)
= un

(
1
3
−
, y

)
+ 1

6et+y+4

∣∣∣un (1
3
−
, y
)∣∣∣(

15 +
∣∣∣un (1

3
−
, y
)∣∣∣) si y ∈ [0, 1] , (7.18)

un (t, 0) = t , un (0, y) = y2 , t ∈ [0, 1] , y ∈ [0, 1] , n = 1, 2, ... (7.19)

Soit
E = l1 =

{
u = (u1, u2, ..., un, ...) :

∞∑
n=1
|un| <∞

}
avec la norme
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‖u‖E =
∞∑
n=1
|un| .

u = (u1, u2, ..., un, ...) et f = (f1, f2, ..., fn, ...)

fn (t, y, un) = 1
8et+y+3

|un (t, y)|
(1 + |un (t, y)|) , (t, y) ∈ [0, 1]× [0, 1]

et

Ik
(
un
(
t−k , y

))
= 1

6et+y+4

∣∣∣un (t−k , y)∣∣∣(
15 +

∣∣∣un (t−k , y)∣∣∣) , y ∈ [0, 1] .

Pour chaque unet (t, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] nous avons

|fn (t, y, un)| 6 1
8et+y+3 |un| (7.20)

et
|Ik (un)| 6 1

6e4 |un| .

Ainsi les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites avec p (t, y) = 1
8et+y+3 et

c = 1
6e4 , par (7.20) pour chaque ensemble borné B ∈ l1 nous avons

γ (f (t, y, B)) 6 1
8et+y+3γ (B) pour chaque (t, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] .

Ainsi (H3) est satisfaite. Nous allons montrer que la condition (7.15) est véri-
fier avec a = b = 1,m = 1 et p∗ = 1

8e3 . En effet

2mc+ (m+ 1) p∗aα1bα2

Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) = 1
4e3 + 1

4e3Γ (α1 + 1) Γ (α2 + 1) < 1

est satisfait pour chaque (α1, α2) ∈ (0, 1]×(0, 1]. Par conséquent, le Théorème
7.1.5 implique que le problème (7.17)-(7.19) a une solution définie sur [0, 1]×[0, 1] .



Conclusion et Perspective

Notre but principal, dans ce mémoire, est de présenter plusieurs résultats
d’existence pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire
au sens de Caputo avec des conditions locales et non locales dans des espaces de
Banach de dimension infinie. Ces résultats ont été obtenus par l’utilisation du
théorème de point fixe de Mönch combiné avec la mesure de non compacité de
Kuratowski.
Nous prévoyons dans le future l’étude qualitative de ces problèmes, en particulier,
on examinera le comportement assymptotique des solutions.
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 ملخص

 .المعادلات التفاضلية ذات رتبة ناطقة في     فضاء بناخ

في هذه المذكزة تطزقها الى دراسة وجىد حلىل بعض انىاع المعادلات التفاضلًة ذات رتبة 
  مىنكبصزوط محلًة وغير محلًة  وذلك باستعنال  تقهًة  نظزية الهقطة الثابتة لـ كابًتى بمفهىم  ناطقة

  .كزاوشكٌ مقترنة بالقًاس لـ

المعادلات التفاضلًة ذات رتبة ناطقة، وجىد الحلىل، الاشتقاقًة  :الكلنات والجنل الافتتاحًة 
 .ذات رتبة ناطقة حسب كابًتى، التكامل ذو رتبة ناطقة، الهقطة الثابتة، فطاء بهاخ، قًاس غير متراص

 26A33, 34A37, 34A60, 34B15, 34G20 :التصهًفات

Abstract 

Differential Equations With Fractional Order On Banach Spaces 
In this paper, we present several existence results for certain classes of differential equations 

of fractional order in the sense of Caputo with non local conditions and local on Banach 

spaces of infinite dimension. 

These results were obtained by using the fixed point theorem Monch combined with the 

measure of non-compactness of Kuratowski. 

Key words and phrases:: fractional differential equations, existence of solutions, 

caputo fractional derivative, the fractional order integral, fixed point, Banach space, 
measure of noncompactness. 

A.M.S  Subject Classifications:: 26A33, 34A37, 34A60, 34B15, 34G20 

Résumé 
Équations Différentielles D’Ordre Fractionnaires Dans Des Espaces 

De Banach 
Dans ce mémoire, nous présentons plusieurs résultats d’existence pour certaines classes 
d’équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo avec des conditions 
locales et non locales dans des espaces de Banach de dimension infinie. 
 Ces résultats ont été obtenus par l’utilisation du théorème de point fixe de MÖnch combiné 
avec la mesure de non compacité de Kuratowski. 
 

Phrases et mots clés : Équations différentielles, fractionnaires, existence 

de solutions, dérivée fractionnaire de type Caputo, intégral fractionnaire, point 
fixe, espaces de Banach, mesure de non compacité. 

Classifications A.M.S : 26A33, 34A37, 34A60, 34B15, 34G20. 
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