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Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous :

(Ω,F ,P) : Espace probabilisé

X, Y, Z : Variables aléatoires.

N : Ensemble des entiers naturels.

R : Ensemble des nombres réels.

1{A} : La fonction indicatrice de l’ensemble A.

E(X) : Espérance mathématique de X.

V ar(X) : Variance mathématique de X.

Cov(X, Y ) : Covariance mathématique entre X et Y

Ac : Complémentaire de A.

‖.‖r : La norme Lr.

Cb : L’ensemble des fonctions continues bornées.

X
L
= Y : X et Y ont la même loi.

v.a. : Variable aléatoire.

i.i.d. : Indépendantes et identiquement distribuées.

LFGN : La loi forte des grands nombres.

u.i : Uniformément intégrable.

p.s : Presque sûre.



Introduction

Les lois des grands nombres sont un outil puissant qui peut être utilisé pour faire

des prédictions sur l’avenir et analyser les données de grandes populations (échantillons).

Cette loi énonce que la fréquence d’apparition d’un résultat, lorsque l’on répète la même

expérience aléatoire un nombre de fois suffisamment grand et de manière indépendante,

se rapproche d’un nombre précis.

En effet, étant donnés une suite {Xn, n ∈ N} de variables aléatoires réelles indépendantes,

notons Sn la somme partielle de rang n associée à (Xk)k>1 : Sn =
∑

Xk, alors la suite

{Sn/n, n > 1} converge ; sous certains conditions suffisantes ; lorsque n→ +∞ vers une

valeur limite E(X1) au sens de l’un des types de convergence.

La loi des grands nombres a été mentionnée pour la première fois au XVIIIème

siècle, bien qu’aucune preuve rigoureuse n’ait été donnée. Ce n’est qu’au XXème siècle

qu’on a eu les autres nécessaires pour pouvoir construire des preuves.

Dans le premier chapitre de ce document, nous rappelons les différents modes de

convergence de suites de variables aléatoires, et mentionnons la relation entre ces conver-

gences ainsi que quelques exemples. Enfin, nous citons quelques théorèmes très utiles sur

la convergence presque sûre ou la convergence en probabilité des séries de variables aléa-

toires indépendantes (Critère de convergence de Kolmogorov...).

Le deuxième chapitre est composé de trois parties. Dans la première partie, nous citons

et démontrons les lois des grands nombres de Kolmogorov et Marcinkeiwicz-Zygmund.

La deuxième partie est consacrée à une notions très importante en probabilités qui est

l’intégrabilité uniforme. Nous rappelons sa définition, nous citons quelques exemples et

nous donnons ses principaux résultats.
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Introduction

Nous terminons ce chapitre par des résultats de convergence de séries de variables aléa-

toires uniformément intégrables.

Dans le troisième et dernier chapitre, on étudie deux généralisations des lois des grands

nombres. La première est un résultats de R.Jajte [7] sur des variables aléatoires iid pon-

dérées. Le second, un résultat de D.Landers et L.Rogge [9] sur des variables aléatoires

uniformément intégrables deux à deux indépendantes .
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Chapitre 1

Généralités

1.1 Quelques modes de convergence

Il existe plusieurs types de convergence pour suite de variable aléatoire {Xn, n ∈ N}

vers une autre variable aléatoire X définies sur le même espace probabilisé (Ω,F ,P).

Dans la suite on va définir quelque types usuelles :

Définition 1.1.1 (Convergence presque sûre). On dit qu’une suite (Xn)n>1 converge

presque sûrement vers une v.a X si :

∃ Ω∗ ∈ F , P(Ω∗) = 1 , ∀ω ∈ Ω∗ , lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω), (1.1)

c’est à dire :

P({ω ∈ Ω, lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω)}) = 1. (1.2)

et on note :

Xn
P.ps−→ X

Rappel. Soit (An)n>1 une suite d’éléments de F . On définit la limite supérieure et

inférieure de la suite (An)n>1 par :

lim sup
n→∞

An :=
⋂
n>1

⋃
k>n

Ak , lim inf
n→∞

An :=
⋃
n>1

⋂
k>n

Ak

Il est clair que :

lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An

de plus, on a les égalités :

(lim sup
n→∞

An)c = lim inf
n→∞

Acn , (lim inf
n→∞

An)c = lim sup
n→∞

Acn
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Ces ensembles jouent un grand rôle dans l’étude des convergences de suites de variables

aléatoires, l’outil fondamental étant le lemme de Borel-Cantelli.

Théorème 1.1.1 (Borel-Cantelli). Soit (An)n>1 une suite d’événements ;

1. Si
∞∑
n=1

P(An) < +∞ , alors P(lim sup
n→∞

An) = 0.

2. Si
∞∑
n=1

P(An) = +∞, et si les événements An sont indépendants, alors

P(lim sup
n→∞

An) = 1

.

Corollaire 1.1.1. Soit {Xn, n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes ;

Xn
P.ps−→ 0⇐⇒

∞∑
n=1

P(|Xn| > ε) <∞ ∀ε > 0.

Exemple 1.1.1.

Soit a > 1, (Xn)n>1 suite de v.a indépendantes à valeurs 0 ou 1 tel que :

∀n > 1 P(Xn = 1) = n−a et P(Xn = 0) = 1− n−a.

Alors (Xn)n>1 converge presque sûrement vers 0 en effet :

Pour 0 < ε 6 1

P(|Xn − 0| > ε) = P(Xn > ε) = P(Xn = 1) =
1

na
.

On déduit de la convergence des sommes de Riemann (a > 1) que
∑
n>1

1

na
converge,

Ainsi : ∑
n>1

P(Xn > ε) =
∑
n>1

1

na
< ∞.

Alors d’après le théorème de Borel-Cantelli on aura :

P(lim sup
n→∞

{Xn > ε}) = 0.

D’où la convergence presque sûre.

Définition 1.1.2 (Convergence en Probabilité). On dit qu’une suite (Xn)n>1 converge

en probabilité vers la v.a X si :

∀ε > 0, lim
n→+∞

P({ω ∈ Ω; |Xn(ω)−X(ω)| > ε}) = 0 (1.3)

et on note :

Xn
P−→ X.

4



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Exemple 1.1.2.

Soit (Xn)n>1 une suite de v.a de Bernoulli de paramètre pn tel que : lim
n→∞

pn = 0.

Alors la suite (Xn) converge en probabilité vers 0, en effet on a :

Pour ε > 0 :

lim
n→+∞

P(|Xn − 0| > ε) = lim
n→+∞

pn = 0.

Théorème 1.1.2 (Inégalité de Markov). Pour p > 0, supposons que E|X|p <∞,

∀ε > 0, P(|X| > ε) 6
E|X|p

εp
(1.4)

On définit l’espace Lr pour r > 0 :

Lr := {X : Ω→ R ; E(|X|r) <∞}

et pour r > 1, on pose :

‖X‖r = (E(|X|r))1/r.

Définition 1.1.3 (Convergence dans Lp). Pour p > 1, supposons que Xn ∈ Lp, ∀n > 1.

On dit que la suite (Xn)n>1 converge dans Lp vers la v.a X ∈ Lp si :

lim
n→+∞

E(|Xn −X|p) = 0 (1.5)

et on note :

Xn
Lp−→ X.

Remarque 1.1.1. Pour p = 2, on dit que (Xn)n>1 converge en moyenne quadratique vers

X.

Définition 1.1.4 (Convergence en Loi). On dit que la suite (Xn)n>1 converge en loi

vers X si :

∀h ∈ Cb(R) , lim
n→+∞

E(h(Xn)) = E(h(X)) (1.6)

Où, Cb(R) est l’ensemble des fonctions réelles continues et bornées. On note :

Xn
L−→ X.

Exemple 1.1.3. Soit (Xn)n>1 une suite de v.a de loi exponentielle de paramètre λn tel

que : lim
n→+∞

λn = λ.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Alors (Xn) converge en loi vers la loi exponentielle de paramètre λ, en effet :

Pour h ∈ Cb(R+) :

E(h(Xn)) =

∫
R
h(x)fXn(x) dx

=

∫
R+

λn e
−λnx h(x) dx

Ainsi, par théorème de convergence dominé

lim
n→+∞

E(h(Xn)) =

∫
R+

λ e−λx h(x) dx

=

∫
R
h(x)fX(x) dx

= E(h(X))

Où : X suit une loi exponentielle de paramètre λ.

Il existe cependant une relation entre ces convergences. On peut la résumer dans la

proposition suivante :

Proposition 1.1.1 (Relations entre les types de convergences). Soit {X,Xn, n > 1}

suite des variables aléatoires, On a les relations suivantes :

Xn
Pp.s−→ X ⇒ Xn

P−→ X ⇒ Xn
L−→ X

⇑

Xn
Lp−→ X (p > 1) ⇒ Xn

L1

−→ X

Les implications sont strictes, les réciproque ne sont pas toujours vraie. On illustre

ceci par les exemples suivants :

Exemple 1.1.4.

1. La convergence en probabilité n’implique pas la convergence presque sûr :

On considère une suite de v.a réelles indépandantes (Xn)n>1 de loi de Bernoulli de

paramètre 1/n.

Alors pour tout ε ∈ [0, 1] on a :

P(|Xn| > ε) = P(Xn = 1) =
1

n

la suite (Xn)n>1 converge en probabilité vers 0.

Or à l’aide du Théorème 1.1.1 on montre que (Xn)n>1 ne converge pas presque

sûrement vers 0, en effet :∑
n>1

P(|Xn| > ε) =
∑
n>1

P(Xn = 1) =
∑
n>1

1

n
= +∞

6



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

2. La convergence en probabilité n’implique pas la convergence dans Lp :

Soit (Xn)n>1 suite de v.a à valeurs dans {0, n} avec :

∀n > 1 P(Xn = n) =
1

n
et P(Xn = 0) = 1− 1

n
.

Alors pour tout ε ∈ [0, n] on aura :

P(Xn > ε) = P(Xn = n) =
1

n

la suite (Xn)n>1 converge en probabilité vers 0.

Cependant pour p > 1 :

E(|Xn|p) =
∑

k∈{0,n}

kpP(Xn = k) = 0.P(Xn = 0) + npP(Xn = n) = np−1.

Ainsi, quand n→ +∞ la suite (Xn)n>1 ne converge pas en moment d’ordre p.

3. La convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité :

Soit X v.a suit la loi de Bernoulli de paramètre 1/2, et pour tout n ∈ N Xn = X.

On pose Y = 1−X, alors Y est de même loi que X.

Donc :

Xn
L−→ X encore Xn

L−→ Y .

Par contre, puisque |Xn − Y | = |2X − 1| = 1 P.ps, donc pour ε ∈]0, 1[ on obtient :

P(|Xn − Y | > ε) = 1.

Alors la suite (Xn)n ne converge pas en probabilité vers Y .

Théorème 1.1.3. Soit (Xn)n>1,(Yn)n>1 deux suite de variables aléatoires tel que :

Xn −→
n→+∞

X et Yn −→
n→+∞

Y,

presque sûre, en probabilité, ou en moyenne d’ordre r, respectivement ;

Alors :

Xn + Yn −→
n→+∞

X + Y,

presque sûre, en probabilité, ou en moyenne d’ordre r, respectivement.

1.2 Convergence des Séries de variables aléatoires

Théorème 1.2.1 ([13], p.261). Soit {Xn, n > 1} une suite de variables aléatoires indé-

pendantes, et (an)n∈N suite de nombres réelles tel que an ↑ +∞.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Posons pour n > 1

Yk,n = Xk1{|Xk| 6 an}, k = 1, 2, ..., n

Alors pour que :
1

an

n∑
k=1

Xk
P−→ 0 (1.7)

il faut et il suffit que :

(i)
n∑
k=1

P(|Xk| > an) −→
n→+∞

0 (ii)
1

a2n

n∑
k=1

V ar(Yk,n) −→
n→+∞

0,

(iii)
1

an

n∑
k=1

E(Yk,n) −→
n→+∞

0

Théorème 1.2.2 (Critère des deux séries de Kolmogorov [6], p.286). Soit (Xn)n>1 suite

de variables aléatoires indépendantes ;

Alors :
∞∑
n=1

V ar(Xn) <∞ =⇒
∞∑
n=1

(Xn − E(Xn)) <∞ converge P.p.s.

Si, de plus :
∞∑
n=1

E(Xn) <∞

Alors :
∞∑
n=1

Xn converge P.p.s.

Théorème 1.2.3 (Critère des trois séries de Kolmogorov [6], p.289). Soit (Xn)n>1 une

suite de variables aléatoires indépendantes ;

On pose pour c > 0 :

X̃n = Xn1{|Xn| 6 c}, ∀n > 1

La série Sn =
∞∑
k=1

Xk converge P.p.s si et seulement si :

(i)
∞∑
n=1

P(Xn 6= X̃n) =
∞∑
n=1

P(|Xn| > c) <∞,

(ii)
∞∑
n=1

E(X̃n) converge,

(iii)
∞∑
n=1

V ar(X̃n) <∞.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Lemme 1.2.1 (Kronecker aléatoire). Soit (Xn)n>1 une suite de v.a, et (bn)n>1 une suite

croissante des réels strictement positifs divergeant vers l’infini, alors :
∞∑
k=1

Xk

bk
converge P.p.s =⇒ 1

bn

n∑
k=1

Xk
P.ps−→ 0.

Définition 1.2.1 (Deux suites équivalentes). Deux suites de variables aléatoires (Xn)n>1

et (Yn)n>1 sont dites équivalentes si

∞∑
n=1

P(Xn 6= Yn) <∞.

Remarque 1.2.1. Si (Xn)n>1 et (Yn)n>1 deux suites de variables aléatoires équivalentes,

le lemme de Borel-Cantelli assure que P(lim sup
n→+∞

Xn 6= Yn) = 0,

Donc P(
∑
n

Xn converge) = 1 si et seulement si P(
∑
n

Yn converge) = 1.

Proposition 1.2.1. Soit {X,Xn, n > 1} suite de variables aléatoires indépendantes

identiquement distribuées tel que E(|X|r) <∞ pour r > 0, et on définit :

Yn = Xn1{|Xn|6n1/r}, n > 1

Alors (Xn)n>1 et (Yn)n>1 sont deux suites équivalentes.

Proposition 1.2.2 ([6], p.267). Soit r > 0, (Xn)n>1 suite de variables aléatoires indé-

pendantes identiquement distribuées, alors les propositions suivantes sont équivalents :

(i) E(|X1|r) <∞,

(ii)
∞∑
n=1

P(|Xn| > n1/rε) <∞ ∀ε > 0,

(iii) P(lim sup
n→∞

|Xn| > n1/rε) = 0 ∀ε > 0,

(iv)
Xn

n1/r

P.ps−→ 0 quand n→∞.

Lemme 1.2.2 ([13], p.273). Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes

et (an)n∈N suite de nombres positifs ;

Si

Sn
an

P.ps−→ 0 et
an−1
an

= O(1).

Alors : ∑
n

P(|Xn| > an) <∞.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Lemme 1.2.3.

• Pour α > 0, n > 2 on a :

1

αnα
6

+∞∑
k=n

1

kα+1
6

1

α(n− 1)α
6

2α

αnα
.

• Soit β > 0 :

nβ

β
6

n∑
k=1

kβ−1 6
nβ

β
+ nβ−1 6

(
1

β
+ 1

)
nβ.

Lemme 1.2.4 ([6], p.294). Soit 0 < r < 2, et {X,Xn, n > 1} suite de variables aléatoires

indépendantes identiquement distribuées, on définit :

Yn = Xn1{|Xn|6n1/r}, n > 1 ;

Si E(|X|r) <∞ alors :

∞∑
n=1

V ar

(
Yn
n1/r

)
=
∞∑
n=1

V ar(Yn)

n2/r
<∞ (1.8)

Démonstration.

Pour n > 1 et r ∈]0, 2[, On a :

∞∑
n=1

V ar

(
Yn
n1/r

)
6

∞∑
n=1

E(Y 2
n )

n2/r
=
∞∑
n=1

E(X21{|X|6n1/r})

n2/r

= E

[
X2

∞∑
n=1

1{|X|r6n}
n2/r

]

= E

X2
∑

n>|X|r∨1

1

n2/r


= E

X2
∑
n>|X|r

1{16|X|r62}

n2/r

+ E

X2
∑
n>|X|r

1{26|X|r}
n(2/r)−1+1


(∗)
6 22/r

∑
n>1

1

n2/r
+

2(2/r)−1

(2/r)− 1
E

(
X2

(|X|r)(2/r)−1

)
On a utilisé le premier point du Lemme 1.2.3 pour obtenir (∗) (avec α = 2

r
− 1 ). Ainsi,

la série
∑
n>1

1

n2/r
converge car 2

r
> 1 (série de Riemann), Donc on aura :

22/r
∑
n>1

1

n2/r
+

2(2/r)−1

(2/r)− 1
E

(
X2

(|X|r)(2/r)−1

)
6 C1 + C2E|X|r
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Et puisque E|X|r <∞ alors :
∞∑
n=1

V ar

(
Yn
n1/r

)
<∞

Lemme 1.2.5. Soit (an)n>1 suite de nombres réelles ;

Si an −→
n→+∞

a alors :

1

n

n∑
k=1

ak −→
n→+∞

a

Théorème 1.2.4 ([5], Theorem 1). Soit {Xn, n ∈ N} une suite de variables aléatoires

positives avec E(X2
n) <∞ tels que :

(a) sup
n∈N

E(Xn) <∞ ;

(b) E(XiXj) 6 E(Xi)E(Xj) , j > i

(c)
∞∑
n=1

V ar(Xn)

n2
<∞.

Alors :
Sn − E(Sn)

n

P.ps−→ 0

Corollaire 1.2.1 ([5], Corollary 1). Soit {Xn,∈ N} une suite de variables aléatoires deux

à deux indépendants avec E(X2
n) <∞ tels que :

(a) sup
n∈N

E(|Xn − E(Xn)|) <∞ ;

(b)
∞∑
n=1

V ar(Xn)

n2
<∞.

Alors :
Sn − E(Sn)

n

P.ps−→ 0

Définition 1.2.2. Soit X et Y deux v.a indépendantes telles que X L
= Y . On note par

Xs = X − Y la variable aléatoire symétrique.

Théorème 1.2.5. Soit r > 0, supposons que E(|X|r) <∞ et E(|Y |r) <∞, alors :

E(|X + Y |r) 6 cr(E(|X|r) + E(|Y |r)) (1.9)

Où :

cr =

1 si r 6 1,

2r−1 sinon.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Proposition 1.2.3. Soient r > 1 et X, Y deux v.a indépendants, supposons que E|X|r <

∞, E|Y |r <∞ et E(Y ) = 0. Alors :

E|X|r 6 E|X + Y |r.

En particulier, si E(X) = 0, et Xs v.a symétrique alors :

E|X|r 6 E|Xs|r.

Théorème 1.2.6 (Inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund [6], p. 150).

Soit p > 1, et {X,Xn, n > 1} suite de variables aléatoires indépendantes de moyennes

nulles, telle que E(|X|p) <∞ , et {Sn, n > 1} désigne la somme partielle associée ;

Alors il existe deux constantes Ap et Bp (ne dépendant que de p) telles que :

ApE

(
n∑
k=1

X2
k

)p/2

6 E(|Sn|p) 6 BpE

(
n∑
k=1

X2
k

)p/2

(1.10)

De manière équivalente,

(Ap)
1/p‖Qn(X)‖p 6 ‖Sn‖p 6 (Bp)

1/p‖Qn(X)‖p (1.11)

Où :

Qn(X) =

(
n∑
k=1

X2
k

)1/2

est la variation quadratique des sommes.

Pour montrer cette inégalité nous avons besoin du lemme de Khintchine.

(rn)n>1 représente la suite des fonctions de Rademacher (suite de v.a indépendantes pre-

nant les valeurs {1,−1} avec probabilité 1/2).

Lemme 1.2.6 (Inégalité de Khintchine [6], p.147). Soit {an, n > 1} suite de nombres

réelles ;

Alors pour p > 0, il existe des constantes A∗p, B∗p ne dépendant que de p tels que :

A∗p

(
n∑
k=1

a2k

)p/2

6
∫ 1

0

|fn(t)|pdt 6 B∗p

(
n∑
k=1

a2k

)p/2

Où :

fn(t) =
n∑
k=1

akrk(t).
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Démonstration du Théorème 1.2.6 :

Posons, pour n > 1 et t ∈ [0, 1] :

Ssn =
n∑
k=1

Xs
k

Tn(t) =
n∑
k=1

Xkrk(t) , T sn(t) =
n∑
k=1

Xs
krk(t)

par la symétrie il s’ensuit que :

Ssn
L
= T sn(t)

Ainsi par la Proposition 1.2.3 et Théorème 1.2.5 on aura :

E|Sn|p 6 E|Ssn|p = E|T sn(t)|p 6 2pE|Tn(t)|p. (1.12)

En intégrant et en intervertissant les intégrations, il vient que pour tout n > 1 :

E|Sn|p =

∫ 1

0

E|Sn|pdt 6 2pE
∫ 1

0

|Tn(t)|pdt

d’après l’inégalité de Khintchine il existe une constante B∗p tel que :

2pE
∫ 1

0

|Tn(t)|pdt 6 2pB∗pE

(
n∑
k=1

X2
k

)p/2

alors pour Bp = 2pB∗p on a :

E|Sn|p 6 BpE

(
n∑
k=1

X2
k

)p/2

De même, si on inverse entre Sn et Tn(t) dans (1.12) on obtient :

E|Tn(t)|p 6 2pE|Sn|p

et à l’aide de l’autre inégalité de Khintchine, il existe une constante A∗p tel que :

2−pA∗pE

(
n∑
k=1

X2
k

)p/2

6 E|Sn|p

enfin, pour Ap = 2−pA∗p on a :

ApE

(
n∑
k=1

X2
k

)p/2

6 E(|Sn|p) 6 BpE

(
n∑
k=1

X2
k

)p/2
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Lemme 1.2.7 ([13], p.278). Soit (an)n∈N une suite de nombres positives, on pose An =
n∑
k=1

ak telle que : An −→
n→+∞

+∞, alors :

∑
n∈N

an
Anψ(An)

converge,

Pour tout fonctions ψ vérifiait les conditions suivantes :.

(i) ψ(x) est positif croissant sur ]x0,∞[ pour certains x0.

(ii) La série
∑
n

1

nψ(n)
converge.

Théorème 1.2.7 (Loi du zéro-un de Kolmogorov). Soit X = {Xn, n > 1} suite de

variables aléatoires indépendantes, on note par F∞ la tribu asymptotique associée à X

i.e.

F∞ =
+∞⋂
n=1

σ{Xi , i > n}

Alors :

∀A ∈ F∞ P(A) = 0 ou 1.

Théorème 1.2.8 (Burkholder [1], Theorem 9). Soit {(Xn,Fn), n > 1} une martingale

et on note par (Yn)n>1 la suite des accroissements associée à (Xn)n définit par :

Y1 = X1 et Yn = Xn −Xn−1, n > 2

Alors pour p > 1, il existe deux constantes Ap et Bp ne dépendent que de p telles que :

ApE

(
n∑
k=1

Y 2
k

)p/2

6 E|Xn|p 6 BpE

(
n∑
k=1

Y 2
k

)p/2

(1.13)
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Chapitre 2

Théorèmes Limites et Intégrabilité

Uniforme

2.1 Lois de Kolmogorov - Marcinkiewicz-Zygmund

Théorème 2.1.1 (LFGN de Kolmogorov [6], p.295). Soit {X,Xn, n > 1} suite de va-

riables aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d),

on pose Sn =
n∑
i=1

Xi , n > 1 ;

(a) Si E(|X|) <∞ et E(X) = µ alors :
Sn
n

P.p.s−→ µ qd n→ +∞

(b) Si Sn/n
P.ps−→ c (constante) alors :

E(|X|) <∞ et c = E(X)

(c) Si E(|X|) =∞ alors :

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣ = +∞

Démonstration.

(a) Posons :

Yn = Xn1{|Xn|6n} , n > 1

Comme E|X| < ∞ et par la Proposition 1.2.1, (Xn)n>1 et (Yn)n>1 deux suites

équivalentes ce qui implique :∑
n>1

P(Xn 6= Yn) =
∑
n>1

P

(∣∣∣∣Xn

n

∣∣∣∣ > 1

)
<∞.
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES LIMITES ET INTÉGRABILITÉ UNIFORME

donc la première somme du Théorème 1.2.3 des trois séries de Kolmogorov est

convergente, de plus, par Lemme 1.2.4 on a :∑
n>1

V ar

(
Yn
n

)
=
∑
n>1

V ar(Yn)

n2
<∞

la troisième somme du Théorème 1.2.3 des trois séries de Kolmogorov est conver-

gente.

D’autre part, on applique le critère de convergence de Kolmogorov Théorème 1.2.2

aux variables aléatoires {Yn/n, n > 1}, on obtient :∑
n>1

Yn − E(Yn)

n
converge P.p.s.

par Lemme de Kronecker 1.2.1 on aura :

1

n

n∑
i=1

(Yi − E(Yi))
P.ps−→ 0

Ensuite,

E(Yn) = E(Xn1{|Xn|6n}) = E(X1{|X|6n}) −→
n→+∞

E(X) = µ, par théorème de conver-

gence dominé. Ainsi, à l’aide du Lemme 1.2.5 on trouve :

1

n

n∑
i=1

E(Yi) −→
n→+∞

µ

On conclure de ce qui précède que :

1

n

n∑
i=1

Yi −→
n→+∞

µ

et puisque les deux suites (Xn)n>1 et (Yn)n>1 sont équivalentes alors :

1

n

n∑
i=1

Xi −→
n→+∞

µ

(b) Supposons que Sn/n
P.p.s−→ c,

Ainsi, d’après le Théorème 1.1.3 on aura :

∀n > 2,
Xn

n
=
Sn
n
− n− 1

n

Sn−1
n− 1

P.ps−→ c− 1.c = 0

et par la Proposition 1.2.2 (vi⇔ i), on obtient :

• E(|X|) <∞, • E

(
Sn
n

)
= E(X) = c P.ps.
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(c) Si E|X| =∞, la Proposition 1.2.2 donne :

P(lim sup
n→∞

|Xn| > nε) = 1 , ∀ ε > 0

et comme |Xn| 6 |Sn|+ |Sn−1| , Alors :

P(lim sup
n→∞

|Sn| > nε/2) = 1 , ∀ ε > 0

Ce qui équivalent à :

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣ = +∞.

Remarque 2.1.1. La limite en (b) ne peut être qu’une constante. Ceci découle de la loi

zéro-un de Kolmogorov.

Théorème 2.1.2 (La loi forte de Marcinkiewicz-Zygmund [6], p.298). Soit 0 < r < 2, et

{X,Xn, n > 1} une suite de variables aléatoires i.i.d, avec E(|X|r) <∞

• Si E(X) = 0 pour 1 6 r < 2, alors :

Sn
n1/r

P.p.s−→ 0 qd n→ +∞.

• Inversement ; si on a la convergence P.p.s de {n−1/r.Sn, n > 1} alors :

E(|X|r) <∞ et E(X) = 0 lorsque 1 6 r < 2.

Démonstration.

1. Commençons par la condition suffisante, on pose :

Yn = Xn1{|Xn|6n1/r} et S ′n =
n∑
i=1

Yi , n > 1

Comme E(|X|r) <∞ et par la Proposition 1.2.1 les deux suites (Xn)n>1 et (Yn)n>1

sont équivalentes, ainsi : ∑
n>1

P

(∣∣∣∣ Xn

n1/r

∣∣∣∣ > 1

)
<∞.

de plus, par Lemme 1.2.4 : ∑
n>1

V ar

(
Yn
n1/r

)
<∞.
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Or l’application du critère de convergence de Kolmogorov Théorème 1.2.2, donne :∑
n>1

Yn
n1/r

converge P.p.s.

par Lemme 1.2.1 :
1

n1/r

n∑
i=1

(Yi − E(Yi))
P.ps−→ 0

Dans la suite, nous souhaitons prouver que :

1

n1/r

n∑
i=1

E(Yi) −→
n→+∞

0

afin de conclure que :
1

n1/r

n∑
i=1

Yi −→
n→+∞

0.

On va donc traiter deux cas :

(i) Pour 0 < r < 1 :

|E(S ′n)| 6
n∑
k=1

E[|Xk|1{|Xk| 6 k1/r}]

=
n∑
k=1

E[|Xk|1{|Xk| 6 k1/2r}] +
n∑
k=1

E[|Xk|1{k1/2r < |Xk| 6 k1/r}]

=
n∑
k=1

E[|Xk|1−r+r1{|Xk| 6 k1/2r}] +
n∑
k=1

E[|Xk|1−r+r1{k1/2r < |Xk| 6 k1/r}]

6
n∑
k=1

(k1/2r)1−rE[|X|r1{|X| 6 k1/2r}] +
n∑
k=1

(k1/r)1−rE[|X|r1{k1/2r < |X| 6 k1/r}]

6
n∑
k=1

k(1−r)/2rE(|X|r) +
n∑
k=1

k(1/r)−1E(|X|r1{|X| > k1/2r})

d’après deuxième point du Lemme1.2.3 pour β = 1
2r

+ 1
2
et sans préciser la

constante :

6 C n(1+r)/2r E(|X|r) +
n∑
k=1

k(1/r)−1E(|X|r1{|X| > k1/2r}).

Ainsi :

|E(S ′n)|
n1/r

6 n(1/2)−(1/r)E(|X|r) + n−1/r
n∑
k=1

k(1/r)−1E(|X|r1{|X| > k1/2r})

qui converge vers 0 quand n→ +∞, en effet :

puisque 1
2
− 1

r
< 0 et E(|X|r) <∞ alors :

n1/2−1/rE(|X|r) −→
n→+∞

0.
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de plus, à l’aide du Lemme 1.2.5 on aura :

1

n1/r

n∑
k=1

k
1
r
−1E(|X|r1{|X| > k1/2r}) −→

n→+∞
0.

(ii) Pour 1 6 r < 2 :

|E(S ′n)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

E[Xk1{|Xk| 6 k1/r}]

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

E(Xk)− E[Xk1{|Xk| > k1/r}]

∣∣∣∣∣
6

n∑
k=1

E[|Xk|1{|Xk| > k1/r}]

6
n∑
k=1

(k1/r)1−rE[|X|r1{|X| > k1/r}]

=
n∑
k=1

k(1/r)−1E[|X|r1{|X| > k1/r}]

Ainsi, à l’aide du Lemme 1.2.5 on a :

|E(S ′n)|
n1/r

6
1

n1/r

n∑
k=1

k(1/r)−1E(|X|r1{|X| > k1/r})

−→
n→+∞

0.

Ce qui équivalent à dire pour les deux cas que :

1

n1/r

n∑
i=1

E(Yi) −→
n→+∞

0.

D’ou :
1

n1/r

n∑
i=1

Yi −→
n→+∞

0.

Et du fait que (Xn)n>1 et (Yn)n>1 soient équivalentes alors :

1

n1/r

n∑
i=1

Xi −→
n→+∞

0.

2. Pour la condition nécessaire, supposons que : n−1/r.Sn
P.p.s−→ 0. Ainsi,

∀ n > 2

Xn

n1/r
=

Sn
n1/r
−
(
n− 1

n

)1/r
Sn−1

(n− 1)1/r
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Ce qui implique :

lim
n→+∞

Xn

n1/r
= 0 P.ps

Donc E(|X|r) <∞ d’après la Proposition 1.2.2, de plus si 1 6 r < 2 on a :

Sn
n

= n(1/r)−1 Sn
n1/r

P.ps−→ 0

donc E(X) = 0 par LFGN Kolmogorov (b) 2.1.1 .

2.2 Suite de variables aléatoires uniformément intégrable

Cette section est consacrée à la notion d’intégrabilité uniforme pour une famille de va-

riables aléatoires réelles. Cette notion jouera un rôle crucial dans l’étude de la convergence

dans Lr pour une suite qui converge presque sûrement (la suite des moyennes arithmé-

tique).

Soit X = {Xi, i ∈ I} une famille de variables aléatoires réelles, indexée par un

ensemble I non vide, définie sur un espace de probabilité (Ω,F ,P).

Définition 2.2.1. On dit que X est uniformément intégrable (u.i) si

lim
a→+∞

sup
i∈I

E[|Xi|1{|Xi|>a}] = 0 (2.1)

Exemple 2.2.1.

• Une famille réduite à un singleton est uniformément intégrable, plus généralement, tout

sous-ensemble fini de L1 est u.i.

• Soit Y une variable aléatoire réelle intégrable i.e E(|Y |) <∞. Alors {Y } est uniformé-

ment intégrable, en effet :

Pour a > 0,

E[|Y |1{|Y |>a}] = E[|Y |]−E[|Y |1{|Y |6a}] −→
a→+∞

0, D’après théorème de convergence dominée.

Théorème 2.2.1 (Caractérisation de l’intégrabilité uniforme). Une famille de variables

aléatoires réelles X est uniformément intégrable (u.i) si et seulement si les deux conditions

suivantes sont satisfaites :

(a) X est bornée dans L1 (ie sup
i∈I

E(|Xi|) <∞) ;

(b) ∀ε > 0, ∃δ > 0 et ∀A ∈ F , P(A) < δ ⇒ sup
i∈I

∫
A

|Xi|dP 6 ε.
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Exemple 2.2.2.

Soit {Xi, i ∈ I} et {Yi, i ∈ I} des familles de v.a réelles telle que : |Xi| 6 Yi, ∀i ∈ I.

Si {Yi, i ∈ I} est uniformément intégrable, alors {Xi, i ∈ I} l’est également.

En particulier, si |Xi| 6 Y, ∀i ∈ I, où Y est une v.a. positive intégrable, alors {Xi, i ∈ I}

est uniformément intégrable, en effet :

E|Xn|1{|Xn|>a} 6 EY 1{Y >a} −→
a→+∞

0.

Théorème 2.2.2. Soit X = {Xn, n ∈ I} une famille de variables aléatoires, et g une

fonction croissante positive telle que lim
x→+∞

g(x)

x
= +∞.

Si sup
n∈I

Eg(|Xn|) <∞, alors : X est uniformément intégrable.

En particulier, si X est bornée dans Lr avec r > 1 (on prend g(x) = xr) ; ie il existe

une constante finie C telle que ‖Xn‖r 6 C pour tout n ∈ I, alors X est uniformément

intégrable.

Remarque 2.2.1. Ce dernier résultat n’est pas vrai pour r = 1 en effet ;

Considérons une suite de variable aléatoire (Xn)n>1 avec

P(Xn = n) =
1

n
et P(Xn = 0) = 1− 1

n

alors :

sup
n>1

E(|Xn|) = 1 (la suite est bornée dans L1).

Ainsi, pour tout n > 1 et a > 0 ;

E(Xn1{Xn>a}) = E(Xn1{Xn>a}∩{Xn=n})

= n P(Xn > a)

= n.
1

n
= 1 6= 0

Donc, (Xn)n>1 n’est pas uniformément intégrable.

Lemme 2.2.1.

Si {Xi, i > i0} (i0 ∈ I) est uniformément intégrable, alors X = {Xi, i ∈ I} est aussi

uniformément intégrable.
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Théorème 2.2.3. Soit {X,Xn, n > 1} suite de variables aléatoires réelles, et supposons

que Xn
P.p.s−→ X, alors les propositions suivantes sont équivalentes pour tout r > 0 :

(a) {|Xn|r, n > 1} est uniformément intégrable ;

(b) Xn
Lr−→ X quand n→ +∞ ;

(c) E(|Xn|r) −→ E(|X|r) quand n→ +∞.

De plus, si r > 1 et l’une des conditions précédentes est vérifiée, alors E(Xn) −→
n→+∞

E(X).

Convergence des moments

Les résultats sur les lois des grands nombres peuvent être étendus aux cas où les

variables aléatoires sont à valeurs dans un espace de Banach (Lr, ‖.‖r) pour tout r > 1.

Dans la suite, on va étudier une version de LFGN celle nommée loi forte de Kolmogorov

dans Lr.

Théorème 2.2.4 ([6], p.309). Soit {X,Xn, n > 1} suite de variables aléatoires i.i.d avec

une moyenne finie E(X) = µ ;

Alors

Sn
n

L1

−→ µ qd n→ +∞

Démonstration.

Pour montrer que Sn/n
L1

−→ µ, nous devons d’abord prouver l’intégrabilité uniforme, et

ensuite la joindre au Théorème 2.2.3. Pour cela on propose trois preuve déférentes :

Preuve 1 : Par LFGN Kolmogorov Théorème 2.1.1 on a, Sn/n
P.p.s−→ E(X) = µ et du

Théorème 2.2.3 nous devons prouver que la suite des moyennes arithmétique {Sn/n, n > 1}

est uniformément intégrable, et pour cela nous appuyons sur le Théorème 2.2.1,

(i) La première relation découle de l’inégalité triangulaire :

E

(∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣) 6

1

n

n∑
i=1

E(|Xi|) = E(|X|).

donc
{
Sn
n
, n > 1

}
bornée dans L1.

(ii) ∀ε > 0, ∃δ > 0, et A ∈ F tel que
∫
A
|X|dP < ε chaque fois que P(A) < δ, en effet :
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(a) soit M > 0 ;

E[|X|1{|X|>M}] = E[|X|]−E[|X|1{|X|6M}] −→
M→+∞

0, D’après théorème de conver-

gence dominé.

(b) Et si P(A) <
ε

2M
= δ.

alors : ∫
A

|X|dP =

∫
A∩{|X|6M}

|X|dP +

∫
A∩{|X|>M}

|X|dP

6MP(A) +

∫
{|X|>M}

|X|dP

(a),(b)

6 M
ε

2M
+
ε

2

= ε

Ainsi, ∫
A

∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣ dP 6

1

n

n∑
i=1

∫
A

|Xi|dP =

∫
A

|X|dP < ε.

Donc
{
Sn
n
, n > 1

}
est uniformément intégrable.

Preuve 2 : On utilise la Définition 2.2.1 ;

Soit a > 0 on a :

E

∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣ 1{|Snn |>a} 6 1

n

n∑
i=1

E|Xi|1{|Snn |>a}

= E|X|1{|Snn |>a}

= E|X|1{{|Snn |>a}∩{|X|6
√
a}}

+ E|X|1{{|Snn |>a}∩{|X|>
√
a}}

6
√
aP

(∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣ > a

)
+ E|X|1{|X|>√a}

par l’Inégalité de Markov :

√
aP

(∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣ > a

)
+ E

[
|X|1{|X|>√a}

]
6
√
a

E(|X|)
a

+ E[|X|1{|X|>√a}]

−→
a→+∞

0

Donc {Sn/n, n > 1} est uniformément intégrable.
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Preuve 3 : On définit Bn =
{∣∣Sn

n

∣∣ > ε
}
, et par LFGN de Kolmogorov 2.1.1 on a

P(Bn) −→
n→+∞

0, donc pour n0 suffisamment grand :

E[|X|1{Bn}] < ε , n > n0

il s’ensuit que, pour n > n0 :

E

∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣ 1{Bn} 6 1

n

n∑
i=1

E[|Xi|1{Bn}]

= E[|X|1{Bn}]

< ε.

ce qui prouve que {Sn/n, n > n0} est uniformément intégrable (par Définition 2.2.1)

Ainsi par Lemme 2.2.1, {Sn/n, n > 1} est uniformément intégrable.

On conclut que :

• {Sn/n, n > 1} est uniformément intégrable ;

• Sn/n
P.p.s−→ E(X) = µ (LFGN)

et d’après Théorème 2.2.3 (pour r = 1) on a :

Sn
n

L1

−→ µ

Or s’il existe les moments d’ordre supérieur, on peut prouver la convergence en Lr, et

on a le théorème suivant :

Théorème 2.2.5 ([6], p.310). Soit r > 1, et {X,Xn, n > 1} suite des variables aléatoires

i.i.d avec E(X) = µ (finie),

Si E(|X|r) <∞, alors :

Sn
n

Lr−→ µ et E

∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣r −→n→+∞

µr.

Démonstration.

Nous souhaitons prouver que
{∣∣Sn

n

∣∣r , n > 1
}
est u.i, pour cela on vérifie les deux conditions

du Théorème 2.2.1 en effet :

24



CHAPITRE 2. THÉORÈMES LIMITES ET INTÉGRABILITÉ UNIFORME

(i)

E

∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣r 6 E

(
1

n

n∑
i=1

|Xi|

)r

(∗)
6

1

n

n∑
i=1

E[|Xi|r]

= E[|X|r] <∞

(∗) Soient r > 0, et (xn)n>1 suite de réelles positives. Alors, par convexité de la

fonction x 7→ xr on a : (
1

n

n∑
i=1

xi

)r

6
1

n

n∑
i=1

(xi)
r.

(ii) Étant donné ε,δ et A comme requis :

∀A ∈ F , P(A) < δ ⇒ E[|X|r1{A}] < ε. Ainsi ;

E

[∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣r 1{A}

]
6 E[|X|r1{A}] < ε.

Donc d’après Théorème 2.2.3 on a :

Sn
n

Lr−→ µ

De plus,

E

∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣r −→n→+∞

µr

2.3 Sur la convergence Lr

Dans cette section, on va étudier la convergence dans Lr 0 < r < 2 de la suite de

variables aléatoires {Sn/n1/r, n > 1} en mentionnant deux théorèmes limites.

Théorème 2.3.1 ([6], p.311). Soit 0 < r < 2, et {X,Xn, n > 1} une suite de variables

aléatoires i.i.d.

Si E(|X|r) <∞ et E(X) = 0 pour 1 6 r < 2 alors :

Sn
n1/r

Lr−→ 0 qd n→ +∞

25



CHAPITRE 2. THÉORÈMES LIMITES ET INTÉGRABILITÉ UNIFORME

Démonstration.

Soit ε > 0, M > 0 alors

E(|X|r1{|X|>M}) < ε

ce qui est possible car E|X|r <∞ .

Posons :

Yk = Xk1{|Xk|6M} , Zk = Xk1{|Xk|>M}; k > 1.

• Pour 0 < r < 1 :

E(|Sn|r) = E

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Yi + Zi

∣∣∣∣∣
r)

6 E

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Yi

∣∣∣∣∣
r)

+ E

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Zi

∣∣∣∣∣
r)

(2.2)

6 (nM)r +
n∑
i=1

E(|Zi|r) (2.3)

= (nM)r + nE(|Z1|r)

6 (nM)r + nε.

On a utilisé deux fois le Théorème 1.2.5 pour (2.2) et (2.3) avec cr = 1.

Ainsi :

E(|Sn|r)
n

6 nr−1M r + ε

⇒ lim sup
n→+∞

E(|Sn|r)
n

6 ε ; puisque r − 1 < 0.

Donc

E

(
|Sn|r

n

)
−→
n→+∞

0

• Pour 1 6 r < 2 :

D’après l’Inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund (Théorème 1.2.6), il existe un constant

Br satisfaisant :

E(|Sn|r) 6 BrE

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

X2
i

∣∣∣∣∣
r/2

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en suite on utilise deux fois le Théorème 1.2.5 avec cr = 1

BrE

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

X2
i

∣∣∣∣∣
r/2
 6 BrE

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Y 2
i

∣∣∣∣∣
r/2
+BrE

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Z2
i

∣∣∣∣∣
r/2


6 Br(nM
2)r/2 +Br

n∑
i=1

E(|Z2
i |r/2)

= Brn
r/2M r +BrnE(|Z1|r)

6 Brn
r/2M r +Brnε.

Ainsi :

E(|Sn|r)
n

6 Brn
r
2
−1M r +Brε

ce qui implique :

lim sup
n→+∞

E(|Sn|r)
n

6 Brε ; puisque r
2
− 1 < 0.

Donc :
Sn
n1/r

Lr−→ 0.

Dans ce qui suit, on énonce un théorème limite pour des variables uniformément

intégrable. Il s’agit d’un résultat de Y.S. Chow [2].

Théorème 2.3.2. Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes.

Supposons que {|Xn|r, n > 1} uniformément intégrable pour certain 0 < r < 2, alors :

Sn − an
n1/r

Lr−→ 0 qd n→ +∞

Où :

an =


0 si 0 < r < 1
n∑
k=1

E(Xk|X1, ..., Xk−1) si 1 6 r < 2.

Démonstration.

Définissons :

Yk =

Xk si 0 < r < 1

Xk − E(Xk|X1, ..., Xk−1) si 1 6 r < 2.
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Soit ε > 0, puisque {|Xn|r, n > 1} est u.i, le Théorème 2.2.1 permet de choisir δ > 0, pour

tout A ∈ F tel que P(A) < δ on a :

E [|Xn|r1A] 6 ε, ∀n > 1.

Ensuite, pour tout α > 0 :

P (E(|Xn|r|X1, ..., Xk−1) > α) 6
1

α
E [E(|Xn|r|X1, ..., Xk−1)]

=
E|Xn|r

α

et pour α suffisamment grand on aura :

P (E(|Xn|r|X1, ..., Xk−1) > α) 6 δ.

Ainsi :

E
[
E(|Xn|r|X1, ..., Xk−1)1{E(|Xn|r|X1,...,Xk−1)>α}

]
= E

[
|Xn|r1{E(|Xn|r|X1,...,Xk−1)>α}

]
6 ε.

alors {E(|Xn|r|X1, ..., Xn−1), n > 1} est uniformément intégrable,

Donc pour tout 0 < r < 2, {|Yn|r, n > 1} est uniformément intégrable, ce qui implique :

Pour ε > 0 ; il existe M > 0 tel que
∫
{|Yn|>M} |Yn|

rdP < ε, pour tout n > 1 ;

De plus posons ;

Y ′n = Yn1{|Yn|6M} , Zn = Yn − Y ′n = Yn1{|Yn|>M}.

(a) Pour 0 < r < 1 :

E(|Sn|r) = E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Y ′k + Zk

∣∣∣∣∣
r

6 E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Y ′k

∣∣∣∣∣
r

+ E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Zk

∣∣∣∣∣
r

(2.4)

6 (nM)r +
n∑
k=1

E(|Zk|r) (2.5)

6 (nM)r + nε.

On a utilisé deux fois le Théorème 1.2.5 pour (2.4) et (2.5) avec cr = 1.

Ainsi :
1

n
E(|Sn|r) −→

n→+∞
0.
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(b) Pour 1 < r < 2 :

D’après l’inégalité de Burkholder (Théorème 1.2.8) , il existe un constant Ar positif

satisfaisant :

ArE

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Yk

∣∣∣∣∣
r

6 E

(
n∑
k=1

Y 2
k

)r/2

, n > 1

Ainsi :

ArE|Sn − an|r = ArE

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Yk

∣∣∣∣∣
r

6 E

(
n∑
k=1

Y 2
k

)r/2

= E

(
n∑
k=1

Y ′2k + Z2
k

)r/2

6 E

(
n∑
k=1

Y ′2k

)r/2

+ E

(
n∑
k=1

Z2
k

)r/2

6 (nM2)r/2 +
n∑
k=1

E(|Zk|r)

6 (nM2)r/2 + nε.

Donc :
1

n
E(|Sn − an|r) −→

n→+∞
0.

(c) r = 1 :

Comme
∑
n>1

1

n
{Y ′n − E(Y ′n|X1, ..., Xn−1)} converge presque sûrement puisque

|Y ′n| 6M , ce qui implique à l’aide de Lemme de Kronecker 1.2.1 :
n∑
k=1

{Y ′k − E(Y ′k|X1, ..., Xk−1)} = o(n) P.ps

Ainsi, par le théorème de convergence Dominé :

E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

{Y ′k − E(Y ′k|X1, ..., Xk−1)}

∣∣∣∣∣ = o(n)

De plus ;

E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Zk − E(Zk|X1, ..., Xk−1)

∣∣∣∣∣ 6 E
n∑
k=1

|Zk|+ E
n∑
k=1

|E(Zk|X1, ..., Xk−1)|

6
n∑
k=1

E|Zk|+
n∑
k=1

E[E(|Zk|/X1, ..., Xk−1)]

= 2
n∑
k=1

E(|Zk|)
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Ainsi :

E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Zk − E(Zk|X1, ..., Xk−1)

∣∣∣∣∣ 6 2nε,

Par conséquent :

E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Yk

∣∣∣∣∣ = E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Y ′k + Zk − E(Xk|X1, ..., Xk−1) + E(Xk|X1, ..., Xk−1)

∣∣∣∣∣
= E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Y ′k + Zk − E[Xk − E(Xk|X1, ..., Xk−1)|X1, ..., Xk−1]

∣∣∣∣∣
= E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Y ′k + Zk − E[Yk|X1, ..., Xk−1]

∣∣∣∣∣
= E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Y ′k − E[Y ′k|X1, ..., Xk−1] + Zk − E[Zk|X1, ..., Xk−1]

∣∣∣∣∣
6 o(n) + 2nε.

Donc :
1

n
E|Sn − an| =

1

n
E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Yk

∣∣∣∣∣ −→n→+∞
0.
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Chapitre 3

Deux généralisation de la LFGN

Dans ce chapitre nous essayons d’analyser deux article qui traitent sur des lois fortes

des grands nombres.

3.1 LFGN pondérée de Jajte

Cette partie est consacré à l’étude du papier de R.Jajte [7] qui date de 2003. Il donne

une loi forte des grands nombres qui est très intéressante du fait qu’elle généralise la

LFGN de Kolmogorov et de Marcinkiewicz-Zygmund ainsi que d’autres.

Hypothèses :
Avant d’énoncer le théorème, nous faisons l’hypothèse suivante :

Soit g une fonction positive croissante et h une fonction positive telle que

φ(x) = g(x)h(x)

vérifie les conditions suivantes :

C1. Pour un certains d > 0 , φ est positive strictement croissante sur [d,∞) ;

C2. Il existe C et un entier positif k0 tel que :

φ(x+ 1)

φ(x)
6 C, x > k0.

C3. Il existe des constantes a et b telles que :

φ(s)2
∫ ∞
s

1

φ(x)2
dx 6 as+ b, s > d.
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De plus, pour h et g comme ci-dessus, on définit la (h,g)-transformée d’une suite

{ξn, n > 1} par :

σn =
1

g(n)

n∑
k=1

1

h(k)
ξk , n > 1

Si σn −→
n→+∞

ξ, on dit que (ξn) converge vers ξ par la méthode (h,g) et on écrit

(h, g)− lim ξk = ξ

Remarque 3.1.1. On souligne ici que la classe ci-dessus de transformations d’une suite

comprend plusieurs méthodes de somations régulières telles que :

Les moyennes de Cesàro pour h(x) = 1 et g(x) = x ou les moyennes logarithmiques

h(x) = x et g(x) = log x, mais englobe également des transformations non régulières. Par

exemple :

Le choix h(x) = 1 , g(x) = x1/r pour 0 < r < 2 , r 6= 1 donne les moyennes liées au

théorème de Marcinkiewicz-Zygmund.

Dans ce qui suit, on formule la loi forte des grands nombres pour les moyennes qui

viennent d’être définies.

Théorème 3.1.1. Soit {X,Xn, n > 1} suite de variables aléatoires i.i.d, h et g deux

fonctions définissent comme ci-dessus ;

On pose :

mk = E[Xk1{|Xk|6φ(k)}]

Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(h, g)− lim(Xk −mk) = 0 P.ps, (3.1)

E[φ−1(|X|)] <∞, (3.2)

où φ−1 est l’inverse de φ.

Démonstration.

1. Commençons par (3.1)⇒ (3.2) :

• D’abord, la conditions (3.1) équivalent à

1

g(n)

n∑
k=1

Xk −mk

h(k)

P.ps−→ 0 ;
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Ce qui implique que :

lim
k→∞

Xk

φ(k)
= 0 P.ps (3.3)

puisque :

mk

φ(k)
=

E[Xk1{|Xk|6φ(k)}]

φ(k)

i.i.d
= E

(
X

φ(k)
1{−16 X

φ(k)
61}

)
−→
k→∞

0 P.ps.

d’après théorème de convergence Dominé et la condition C1 pour φ.

Ainsi, d’après Corollaire 1.1.1 et (3.3) on aura :

∞∑
k=1

P

(
|Xk|
φ(k)

> 1

)
=
∞∑
k=1

P (|X| > φ(k)) =
∞∑
k=1

P
(
φ−1(|X|) > k

)
<∞

Ce qui implique :

E[φ−1(|X|)] <∞.

2. Pour (3.2)⇒ (3.1), posons :

Yn = Xn1{|Xn|6φ(n)}, n > 1

On a : ∑
k>1

P(Xk 6= Yk) <∞.

Car :
∞∑
k=1

P (|Xk| > φ(k)) =
∞∑
k=1

P
(
φ−1(|X|) > k

)
6 E[φ−1(|X|)] <∞.

Alors, (Xn)n>1 et (Yn)n>1 sont équivalentes. Il suffit donc de prouver que :

1

g(n)

n∑
k=1

Yk −mk

h(k)

P.ps−→ 0.

pour cela, nous devons connaître la nature du série :

∞∑
k=1

EY 2
k

φ(k)2
= E

∞∑
k=1

X2

φ(k)2
1{|X|6φ(k)}.
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On a
∞∑
k=1

X2

φ(k)2
1{|X|6φ(k)} =

k0∑
k=1

X2

φ(k)2
1{|X|6φ(k)} +

∞∑
k=k0+1

X2

φ(k)2
1{|X|6φ(k)}

6
k0∑
k=1

φ(k)2

φ(k)2
+

∞∑
k=k0+1

φ(k + 1)2

φ(k)2
X2

φ(k + 1)2
1{|X|6φ(k)}

(C2)
6 k0 + C2

∞∑
k=k0+1

X2

φ(k + 1)2
1{|X|6φ(k)}

= k0 + C2X2

∞∑
k=k0+1

1

φ(k + 1)2
1{φ−1(|X|)6k}

(∗)
6 k0 + C2φ(φ−1(|X|))2

∫ ∞
φ−1(|X|)

1

φ(x)2
dx

(C3)
6 k0 + C2(aφ−1(|X|) + b)

(∗) puisque |X| = φ(φ−1(|X|)).

Ainsi a l’aide d’hypothèse (E[φ−1(|X|)] <∞), on aura :

E
∞∑
k=1

X2

φ(k)2
1{|X|6φ(k)} 6 k0 + C2(aE[φ−1(|X|)] + b) <∞

Donc
∞∑
k=1

EY 2
k

φ(k)2
<∞

ce qui implique :
∞∑
k=1

V ar

(
Yk
φ(k)

)
=
∞∑
k=1

E

[
Yk −mk

φ(k)

]2
<∞

Par conséquent, (Théorème 1.2.2)
∞∑
k=1

Yk −mk

φ(k)
converge P.p.s.

et d’après Lemme 1.2.1 on a :

1

g(n)

n∑
k=1

Yk −mk

h(k)

P.ps−→ 0

Finalement :

1

g(n)

n∑
k=1

Xk −mk

h(k)

P.ps−→ 0 ⇔ (h, g)− lim(Xk −mk) = 0 P.ps.

Remarque 3.1.2. Pour φ(x) = x1/r alors ce théorème donne essentiellement le résultat

classique de Marcinkiewicz-Zygmund.

34



CHAPITRE 3. DEUX GÉNÉRALISATION DE LA LFGN

3.2 Lois des grands nombres pour les variables aléa-

toires deux à deux indépendantes

A présent, on étudie le papier de D.Landers et L.Rogge [9] qui donne des lois des

grands nombres dans le cas où les variables aléatoires sont deux à deux indépendantes.

Théorème 3.2.1. Soit X = {Xn, n ∈ N} une famille de variables aléatoires deux à deux

indépendants avec E(Xn) = 0, ∀n ∈ N, et ϕ : R+ → R+ strictement croissante telle que :

lim
n→+∞

ϕ(t)/t =∞, supposons que

sup
n∈N

E[ϕ(|Xn|)] <∞ (3.4)

Alors
1

n

n∑
i=1

Xi
P−→ 0

Si de plus ;
∞∑
n=1

1

ϕ(n)
<∞ (3.5)

Alors
1

n

n∑
i=1

Xi
P.ps−→ 0

Démonstration.

Posons :

Xi,n = Xi1{|Xi|6n} et Sn,n =
n∑
i=1

Xi,n ; n ∈ N.

• Nous souhaitons prouver que Sn/n
P−→ 0, en effet :

(1) Puisque X1,n, ..., Xn,n sont des v.a deux à deux indépendants alors :

E

[(
1

n
Sn,n − E(Sn,n)

)2
]

=
1

n2

n∑
i=1

V ar(Xi,n) +
2

n2

∑
16i<j6n

Cov(Xi,n, Xj,n)

=
1

n2

n∑
i=1

V ar(Xi,n)

6
1

n2

n∑
i=1

E(X2
i,n)

6
1

n2

(
n∑
i=1

E(X2
i,n1{|Xi,n|>n1/4}) +

n∑
i=1

E(X2
i,n1{|Xi,n|<n1/4})

)

6
1

n

n∑
i=1

E(|Xi,n|1{|Xi,n|>n1/4}) +
1

n2
.n1/2.n
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1

n

n∑
i=1

E(|Xi,n|1{|Xi,n|>n1/4}) +
1√
n

=
1

n

n∑
i=1

E(|Xi|1{n1/46|Xi|6n}) +
1√
n

6 sup
i∈N

E(|Xi|1{|Xi|>n1/4}) +
1√
n

Puisque l’hypothèse (3.4) donne que la famille X est uniformément intégrable Théo-

rème2.2.2 donc bornée dans L1, ainsi par théorème de convergence Dominé on a :

lim
n→+∞

E

[(
1

n
Sn,n − E(Sn,n)

)2
]

= 0

Ensuite, par l’Inégalité de Tchebychev on a :

∀ε > 0 :

P

(
1

n
|Sn,n − E(Sn,n)| > ε

)
6

1

ε2
E

[(
1

n
Sn,n − E(Sn,n)

)2
]

−→
n→+∞

0.

Donc :
1

n
[Sn,n − E(Sn,n)]

P−→ 0 (3.6)

(2) On a E(Xi) = 0, ∀i ∈ N (hypothèse), ainsi :

1

n
E(Sn,n) =

1

n

n∑
i=1

E(Xi1{|Xi|6n})

=
1

n

n∑
i=1

E(Xi −Xi1{|Xi|>n})

= − 1

n

n∑
i=1

E(Xi1{|Xi|>n})

Et comme X est uniformément intégrable et d’après théorème de convergence do-

miné on aura :
1

n
E(Sn,n) −→

n→∞
0. (3.7)

(3)

P(Sn 6= Sn,n) = P(
n∑
i=1

|Xi| > n) 6
n∑
i=1

P(|Xi| > n)

de plus par l’inégalité de Markov on a :
n∑
i=1

P(|Xi| > n) 6
n∑
i=1

E(|Xi|)
n

6
n∑
i=1

ϕ

(
E(|Xi|)
n

)
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par l’inégalité de Jensen on obtient :

n∑
i=1

ϕ

(
E(|Xi|)
n

)
6

1

ϕ(n)

n∑
i=1

E[ϕ(|Xi|)]

et comme
t

ϕ(t)
−→
t→∞

0 et sup
n∈N

E[ϕ(|Xn|)] <∞, alors :

1

ϕ(n)

n∑
i=1

E[ϕ(|Xi|)] 6
n

ϕ(n)
sup
i∈N

E[ϕ(|Xi|)]

−→
n→+∞

0.

Par conséquence :

∀ε > 0, lim
n→∞

P

(
1

n
|Sn − Sn,n| > ε

)
= 0. (3.8)

On conclut, de (3.6) et (3.7) que :

1

n
Sn,n

P−→ 0.

de plus, par (3.8) on obtient :

1

n
Sn

P−→ 0.

• Dans la suite, on va montrer que Sn/n
P.ps−→ 0, pour cela on va prouver d’abord que (3.4)

et (3.5) impliquent :

(1)′
∑
n∈N

V ar(Xn,n)

n2
<∞ (2)′

1

n

n∑
i=1

E(Xi,i) −→
n→∞

0

(3)′
∑
n∈N

P{Xn 6= Xn,n} <∞

En effet :

(1)′

V ar(Xn,n) 6 E(X2
n,n) = E(X2

n,n1{|Xn,n|>n1/4}) + E(X2
n,n1{|Xn,n|<n1/4})

6 E(X2
n1{n1/46|Xn|6n}) + n1/2.

Puisque
∑
n>1

1

n3/2
<∞ -série de Riemann- il suffit donc montrer que :

∑
n>1

1

n2
E(X2

n1{n1/46|Xn|6n}) <∞
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Soit zn ∈ [n1/4, n], tel que :

ϕ(zn)

z2n
6 2 inf

{
ϕ(x)

x2
; x ∈ [n1/4, n]

}
Alors :

x2 6 2ϕ(x)
z2n

ϕ(zn)
, pour x ∈ [n1/4, n] ;

Ainsi :

E(X2
n1{n1/46|Xn|6n}) 6 2

z2n
ϕ(zn)

E[ϕ(|Xn|)]

d’après (3.4), il existe c > 0 tel que :

2
z2n

ϕ(zn)
E[ϕ(|Xn|)] 6 c

z2n
ϕ(zn)

Maintenant, on pose : ψ(t) =
ϕ(t)

t
alors ψ ↑ ∞ ;

D’ou :

1

n2
E(X2

n1{n1/46|Xn|6n}) 6
c

n2

z2n
ϕ(zn)

=
czn

n2ψ(zn)

6
c

nψ(zn)

6
c

nψ(n1/4)
.

et comme
∑
n∈N

1

nψ(n)
< ∞ par (ii) et ψ ↑ ∞, on fait appelle au Lemme1.2.7 avec

An =
n∑
k=1

ak = n1/4, et an = An − An−1 >
1

n3/4
, on obtient :

∑
n∈N

an
Anψ(An)

<∞

par conséquent :∑
n∈N

1

nψ(n1/4)
=
∑
n∈N

1

n3/4n1/4ψ(n1/4)
6
∑
n∈N

an
n1/4ψ(n1/4)

<∞

Donc : ∑
n∈N

1

n2
E(X2

n1{n1/46|Xn|6n}) 6
∑
n∈N

c

nψ(n1/4)
<∞.

38



CHAPITRE 3. DEUX GÉNÉRALISATION DE LA LFGN

(2)′ Puisque la suite X est uniformément intégrable et E(Xi) = 0, ∀i ∈ N alors

|E(Xi,i)| 6 E(|Xi|1{|Xi|>i})

−→
i∈N

0

ce qui implique,
1

n

n∑
i=1

E(Xi,i) −→
n→+∞

0.

(3)′ A l’aide de l’Inégalité de Markov on a :

P{Xn 6= Xn,n} = P(|Xn| > n) 6
E(|Xn|)

n

6 ϕ

[
E(|Xn|)

n

]
de plus par l’Inégalité de Jensen :

ϕ

[
E(|Xn|)

n

]
6

1

ϕ(n)
E[ϕ(|Xn|)]

en fin à l’aide de (3.4) et (3.5) on trouve :∑
n∈N

P{Xn 6= Xn,n} <∞

Pour conclure, on applique le Corollaire 1.2.1 aux variables aléatoires indépendantes deux

à deux (Xn,n) tels que :

(a) Par hypothèse, la fonction ϕ croissante et lim
n→+∞

ϕ(x)

x
=∞, alors :

Il existe c > 0 pour tout x > c tel que ϕ(x) > x.

Ainsi :

sup
n∈N

E(|Xn,n|) = sup
n∈N

E(|Xi|1{|Xi|6n})

= sup
n∈N

E(|Xi|1{c6|Xi|6n} + |Xi|1{|Xi|6c6n})

6 c + sup
n∈N

E(|Xi|1{c6|Xi|6n})

6 c+ sup
n∈N

E[ϕ(|Xn,n|)]

6 c+ sup
n∈N

E[ϕ(|Xn|)] <∞

(b)
∑
n∈N

V ar(Xn,n)

n2
<∞
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Donc :
1

n

n∑
i=1

(Xi,i − E[Xi,i])
P.ps−→ 0.

Ainsi par (2)′ on obtient :
1

n

n∑
i=1

Xi,i
P.ps−→ 0

de plus, (3)′ implique que (Xn) , (Xn,n) soient équivalentes, alors :

1

n

n∑
i=1

Xi
P.ps−→ 0.

L’exemple suivant montre que la condition (3.5) du théorème précédent est nécessaire

pour tenir le résultat de convergence presque sûrement, et on ne peut pas obtenir la

convergence en Probabilité sous l’hypothèse (3.4) avec ϕ(t) = t.

Exemple 3.2.1. Soit {Xn, n ∈ N} une suite de variables aléatoires indépendants avec

P(Xn = ±n) =
1

2ϕ(n)
et P(Xn = 0) = 1− 1

ϕ(n)
, (ϕ(n) > 1).

Alors, pour tout n ∈ N

E(Xn) =
∑
k∈Dx

kP(Xn = k) = n.
1

2ϕ(n)
− n. 1

2ϕ(n)
+ 0.(1− 1

ϕ(n)
) = 0.

De plus,

E(ϕ(|Xn|)) =
∑
k∈Dx

ϕ(|k|)P(Xn = k)

= ϕ(n).
1

2ϕ(n)
+ ϕ(n).

1

2ϕ(n)
+ ϕ(0).(1− 1

ϕ(n)
)

= 1.

(a) Supposons que ϕ(t) = t, d’où l’hypothèse (3.4) est remplie,

Or

V ar(Xn) =
∑
k∈Dx

k2P(Xn = k) =
n2

ϕ(n)
= n.

Ainsi,
1

n2

n∑
i=1

V ar(Xi) =
n+ 1

2n
−→
n→+∞

1/2.

Par conséquent, on ne peut pas obtenir la convergence en probabilité vers zéro de

n−1
n∑
i=1

Xi, grâce au Théorème 1.2.1.
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(b) Supposons que ϕ vérifiait les conditions suivantes :∑
n>1

1

ϕ(n)
=∞ et ϕ(n) > 1 pour tout n ∈ N.

D’où ∑
n>1

P(|Xn| > n) =
∑
n>1

2

2ϕ(n)
=∞.

D’après Lemme 1.2.2, on conclut que LFGN pour {Xn, n ∈ N} dans ce cas ne

remplie pas.

41



Bibliographie

[1] Burkholder.D.L, Martingale transforms. Ann. Math. Statist 37 (1966) 1494-1504

[2] Chow. Y.S, On the Lp convergence for n−1/pSn. Ann. Math. Statist 42 (1971) 393-394.

[3] Chow.Y.S, Teicher. H, Probability theory : Independence, Interchangeability, Martin-

gales. New York 1997

[4] Jean-François Delmas, Introduction au calcul de probabilités et à la statistique, 2005

[5] Etemadi.N, On the laws of large numbers for nonnegative random variables, J. of

Multivariate analysis 13 (1983) 187-193

[6] Gut. A, Probability : a graduate course. Springer texts in statistics. USA 2005

[7] Jajte. R, On the strong law of large numbers, Ann. Proba 31 (2003) 409-412

[8] Corentin Kilque, Modes de convergence d’une suite de variables aléatoires Exemples

et applications. Mémoire, Université de Rennes1 2018.

[9] Landers. D, Rogge. L, Laws of large numbers for pairwise independent uniformly

integrable random variable, Math. Nachr. 130 (1985) 189-192.

[10] Jean-François Le Gall, Intégration, probabilités et processus aléatoires. Paris(2006)

[11] Thierry Lévy, Cours : probabilités approfonies (M1, UE 4M011). (2017)

[12] Jean-yves Ouvrad, Probabilités Tome2. Cassini 2009

[13] Petrov.V.V, Sums of independent random variables. Springer-Verlag, Berlin 1975

42



Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse à deux notions importantes et liées, la
convergence de séries de variables aléatoires et la notion d’intégrabilité uni-
forme.

On étudie principalement trois résultats. On commence par un résultat de
Y.S. Chow sur des variables indépendantes identiquement distribuées unifor-
mément intégrables qui assure une convergence dans Lr 0 < r < 2. On passe
ensuite au cas de variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées pondérées par R. Jajte et on termine par un résultat sur des variables
aléatoires deux à deux indépendantes obtenue par D. Landers et L. Rogge.

Abstract

In this master’s thesis, we are interested in two important and related
notions, the convergence of series of random variables and the notion of
uniform integrability.

Three main results are studied. We start with a result of Y.S. Chow on
independent, identically distributed uniformly integrable random variables,
which ensures convergence in Lr 0 < r < 2. Then we move to the case of
independent, identically distributed random variables weighted by R. Jajte
and we conclude with a result for pairwise independent, uniformly integrable
random variables obtained by D. Landers and L. Rogge.
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