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Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous :

(Q,.7,P)
XY, Z

N

R

Liay

E(X)
Var(X)
Cov(X,Y)
Ae

I

X=Y
v.a.
iid.
LFGN

p.s

: Espace probabilisé

: Variables aléatoires.

: Ensemble des entiers naturels.

: Ensemble des nombres réels.

: La fonction indicatrice de I’ensemble A.

: Espérance mathématique de X.

: Variance mathématique de X.

: Covariance mathématique entre X et YV

: Complémentaire de A.

: La norme L".

: L’ensemble des fonctions continues bornées.
: X et Y ont la méme loi.

: Variable aléatoire.

: Indépendantes et identiquement distribuées.
: La loi forte des grands nombres.

: Uniformément intégrable.

: Presque sire.



Introduction

Les lois des grands nombres sont un outil puissant qui peut étre utilisé pour faire
des prédictions sur I'avenir et analyser les données de grandes populations (échantillons).
Cette loi énonce que la fréquence d’apparition d'un résultat, lorsque I'on répéte la méme
expérience aléatoire un nombre de fois suffisamment grand et de maniére indépendante,
se rapproche d’un nombre précis.

En effet, étant donnés une suite { X,,, n € N} de variables aléatoires réelles indépendantes,
notons S, la somme partielle de rang n associée a (Xy)k>1 @ S, = ZX"” alors la suite
{Sn/n, n > 1} converge; sous certains conditions suffisantes; lorsque n — 400 vers une

valeur limite E(X) au sens de I'un des types de convergence.

La loi des grands nombres a été mentionnée pour la premiére fois au XVIII®me
siécle, bien qu’aucune preuve rigoureuse n’ait été donnée. Ce n’est qu’au XX siécle

qu’on a eu les autres nécessaires pour pouvoir construire des preuves.

Dans le premier chapitre de ce document, nous rappelons les différents modes de
convergence de suites de variables aléatoires, et mentionnons la relation entre ces conver-
gences ainsi que quelques exemples. Enfin, nous citons quelques théorémes trés utiles sur
la convergence presque stire ou la convergence en probabilité des séries de variables aléa-

toires indépendantes (Critére de convergence de Kolmogorov...).

Le deuxiéme chapitre est composé de trois parties. Dans la premiére partie, nous citons
et démontrons les lois des grands nombres de Kolmogorov et Marcinkeiwicz-Zygmund.
La deuxiéme partie est consacrée a une notions trés importante en probabilités qui est
I'intégrabilité uniforme. Nous rappelons sa définition, nous citons quelques exemples et

nous donnons ses principaux résultats.



Introduction

Nous terminons ce chapitre par des résultats de convergence de séries de variables aléa-

toires uniformément intégrables.

Dans le troisiéme et dernier chapitre, on étudie deux généralisations des lois des grands
nombres. La premiére est un résultats de R.Jajte |7] sur des variables aléatoires iid pon-
dérées. Le second, un résultat de D.Landers et L.Rogge [9] sur des variables aléatoires

uniformément intégrables deux a deux indépendantes .




Chapitre 1
Généralités

1.1 Quelques modes de convergence

Il existe plusieurs types de convergence pour suite de variable aléatoire {X,,, n € N}
vers une autre variable aléatoire X définies sur le méme espace probabilisé (2, %, P).

Dans la suite on va définir quelque types usuelles :

Définition 1.1.1 (Convergence presque sire). On dit qu’une suite (X,),>1 converge

presque sirement vers une v.a X i :

I eF  PQ)=1, Ywe ", lirf Xp(w) = X(w), (1.1)
n——+0oo
c’est a dire :
P({w e Q, lir}rl Xp(w) =X(w)}) =1. (1.2)
n——+0o0
et on note :
X, ™% x

Rappel. Soit (A,),>1 une suite d’éléments de .#. On définit la limite supérieure et
inférieure de la suite (A, )n>1 par :
limsup A, := ﬂ U A, , liminf A, := U ﬂ Ay
n—00 n=1lk>n nee n=1k>n
Il est clair que :

liminf A,, C limsup A,

n—o0 n—o00

de plus, on a les égalités :

(limsup A,)¢ = liminf A7 . (liminf A, )¢ = limsup A;,

n—00 n—00 n—00 n—00
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Ces ensembles jouent un grand role dans ’étude des convergences de suites de variables

aléatoires, I'outil fondamental étant le lemme de Borel-Cantelli.

Théoréme 1.1.1 (Borel-Cantelli). Soit (Ay,)n>1 une suite d’événements ;

1. Si Z P(A,) < +oo , alors P(limsup A,,) = 0.
n=1

n—oo

2. Si Z P(A,) = +oo, et si les événements A,, sont indépendants, alors
n=1

P(limsup 4,) =1

n—oo

Corollaire 1.1.1. Soit {X,,, n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes ;

Xan@ZP(|Xn|>6)<oo Ve > 0.

n=1
Exemple 1.1.1.

Soit a > 1, (X,,)n>1 suite de v.a indépendantes & valeurs 0 ou 1 tel que :
Vn > 1 PX,=1)=n"“et P(X,=0)=1—n""

Alors (X,,),>1 converge presque strement vers 0 en effet :

Pour 0 < e <1

P(X, — 0] > &) = P(X, > ¢) = P(Xp = 1) = — _

na

. , 1
On déduit de la convergence des sommes de Riemann (a > 1) que Z — converge,
n>171
Ainsi :

n>1 n=1

Alors d’aprés le théoréme de Borel-Cantelli on aura :

P(limsup{X, > €}) = 0.

n—oo

D’ou la convergence presque stre.

Définition 1.1.2 (Convergence en Probabilité). On dit qu’une suite (X,,),>1 converge

en probabilité vers la v.a X si :

Ve>0, lim P({w € Q% X, () - X(w)| > c}) =0 (1.3)
et on note :
X, 5 X.
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Exemple 1.1.2.

Soit (X, )n>1 une suite de v.a de Bernoulli de paramétre p,, tel que : nh_g)lo pn = 0.
Alors la suite (X,,) converge en probabilité vers 0, en effet on a :

Pour e > 0 :

lim P(|X, —0|>¢) = lim p, = 0.

n—-4o0o n—-4o0o
Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Markov). Pour p > 0, supposons que E| X |P < oo,

E| X7
Ve > 0, P(|X| > ¢) < % (1.4)

On définit 'espace L" pour r > 0 :
L' ={X:Q—=R; E(X|") < o0}

et pour r > 1, on pose :

1X 1 = (E(| X))
Définition 1.1.3 (Convergence dans LP). Pour p > 1, supposons que X, € LP, Vn > 1.
On dit que la suite (X,,),>1 converge dans LP vers la v.a X € LP si :

lim E(|X, — X|?) =0 (1.5)

n—-+o0o

et on note :

X, 2 x.

Remarque 1.1.1. Pourp = 2, on dit que (X,,)n,>1 converge en moyenne quadratique vers

X.

Définition 1.1.4 (Convergence en Loi). On dit que la suite (X,),>1 converge en loi
vers X si:

Vh e G(R), lim E(h(X,)) = E(h(X)) (1.6)

n—-+0o

Ou, 6,(R) est l’ensemble des fonctions réelles continues et bornées. On note :
X, — X.
Exemple 1.1.3. Soit (X,,),>1 une suite de v.a de loi exponentielle de paramétre \,, tel

que : lim A\, =\

n—-+o0o
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Alors (X,,) converge en loi vers la loi exponentielle de paramétre A, en effet :

Pour h € €,(RT) :

E(h(X,)) = / W) fx, () do

R
_ / Ap €% h(z) da
R+

Ainsi, par théoréme de convergence dominé

lim E(h(X,)) = /R+ A e ™ h(x) do

n——+o0o
= / h(z)fx(z) dx
R
= E(h(X))
Ot : X suit une loi exponentielle de paramétre .

Il existe cependant une relation entre ces convergences. On peut la résumer dans la

proposition suivante :

Proposition 1.1.1 (Relations entre les types de convergences). Soit {X,X,, n > 1}
suite des variables aléatoires, On a les relations suivantes :
X,y = X,5x = Xx,5Xx

T
L L
X,—X (p>1) = X,—X

Les implications sont strictes, les réciproque ne sont pas toujours vraie. On illustre

ceci par les exemples suivants :

Exemple 1.1.4.

1. La convergence en probabilité n’implique pas la convergence presque str :
On considére une suite de v.a réelles indépandantes (X,,),>1 de loi de Bernoulli de
paramétre 1/n.

Alors pour tout € € [0,1] on a :
1
P(| X, >¢) =P(X,=1) = -
la suite (X,,),>1 converge en probabilité vers 0.
Or a l'aide du Théoréme 1.1.1 on montre que (X,),>1 ne converge pas presque
stirement vers 0, en effet :

SP(X > =Y P =) =3 1 = oo

n>1 n>1 n>1
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2. La convergence en probabilité n’implique pas la convergence dans L? :

Soit (X, )n>1 suite de v.a a valeurs dans {0,n} avec :

1 1
Vn > 1 P(X,=n)=—c¢t P(X,=0)=1——.
n n
Alors pour tout € € [0,n] on aura :
1
P(X, >¢)=P(X,=n)=—
n
la suite (X,,),>1 converge en probabilité vers 0.
Cependant pour p > 1 :
E(X.") = ) KP(X,=k) =0P(X,=0)+nPX,=n)=n"".

ke{0,n}
Ainsi, quand n — +o0 la suite (X,,),>1 ne converge pas en moment d’ordre p.

3. La convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité :
Soit X v.a suit la loi de Bernoulli de paramétre 1/2, et pour tout n € N X, = X.
On pose Y =1 — X, alors Y est de méme loi que X.

Donc :
Rz Rz
X, — X encore X, —Y.

Par contre, puisque | X,, — Y| = |2X — 1| = 1 P.ps, donc pour € €]0, 1] on obtient :
P(| X, —Y]|>e¢) =1
Alors la suite (X,,), ne converge pas en probabilité vers Y.

Théoréme 1.1.3. Soit (X,,)n>1,(Yn)ns1 deux suite de variables aléatoires tel que :

X, — XetY, — Y,

n—s+00 n—s+00
presque sire, en probabilité, ou en moyenne d’ordre r, respectivement ;
Alors :

X,+Y, — X+Y,

n—-400

presque sire, en probabilité, ou en moyenne d’ordre r, respectivement.

1.2 Convergence des Séries de variables aléatoires

Théoréme 1.2.1 ([13], p.261). Soit {X,, n > 1} une suite de variables aléatoires indé-

pendantes, et (a,)nen Suite de nombres réelles tel que a, T +oc.

7
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Posons pour n > 1

Y —Xkl{‘Xk’ an} k= 1,2,...,n

Alors pour que :

1 n
—3 "X, 0 (1.7)
" k=1
il faut et il suffit que :
i) ZP(|Xk| > ay) N 0 (17) a2 ;Var Yin) e 0,
(iii) 1 o EV) — 0
1) — n
Ay, Pt k, n——+o00

Théoréme 1.2.2 (Critére des deux séries de Kolmogorov [6], p.286). Soit (X,,)n>1 suite

de variables aléatoires indépendantes ;

Alors :
Z Var(X,) <oo = Z ) < 0o converge P.p.s.
n=1
Si, de plus
D E(X,) < o0
n=1
Alors :

Z X, converge P.p.s.

n=1
Théoréme 1.2.3 (Critére des trois séries de Kolmogorov [6], p.289). Soit (X,,)n>1 une
suite de variables aléatoires indépendantes ;
On pose pour ¢ > 0 :
X, = X, 1{|X,|<c}, Vn>1

o

La série S,, = Z X} converge P.p.s si et seulement si :
k=1
(i) Y P(X, #X,) =Y P(IX,|>0¢) <o,
n=1 n=1
(i1) ZE()N(n) converge,
n=1

(iii) Y Var(X,) < oo.




CHAPITRE 1. GENERALITES

Lemme 1.2.1 (Kronecker aléatoire). Soit (X,,),>1 une suite de v.a, et (b,)n>1 une suite

croissante des réels strictement positifs divergeant vers l’infini, alors :

n
P.ps

X
Z 2k converge P.p.s — — ZXk — 0.
= O

k=1
Définition 1.2.1 (Deux suites équivalentes). Deux suites de variables aléatoires (X,,)n>1

et (Y,)n=1 sont dites équivalentes si
D P(X, #Y,) < 0.
n=1

Remarque 1.2.1. Si (X,)n>1 et (Yn)ns1 deux suites de variables aléatoires équivalentes,

le lemme de Borel-Cantelli assure que P(limsup X,, #Y,,) =0,

n—-+4o0o

Donc P(Z X, converge) =1 si et seulement si P(Z Y, converge) = 1.

Proposition 1.2.1. Soit {X,X,,, n > 1} suite de variables aléatoires indépendantes

identiquement distribuées tel que E(|X|") < oo pour r > 0, et on définit :
YTL — Xn1{|Xn|<n1/r}, n > 1
Alors (Xp)ns1 et (Yn)ns1 sont deux suites équivalentes.

Proposition 1.2.2 ([6], p.267). Soit r > 0, (X,,)n>1 suite de variables aléatoires indé-

pendantes identiqguement distribuées, alors les propositions suivantes sont équivalents :
(i) E(|X1]") < oo,

(ii) Y P(|X,| > n'/"e) < 00 Ve >0,

n=1

(iii) P(limsup |X,| > n'"¢) =0 Ve >0,

n—oo

Xn Pops
(iv)l—/P—p>O quand n — oo.
n T

Lemme 1.2.2 ([13], p.273). Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes
et (an)nen suite de nombres positifs ;
Si

SuPrs g g Il ).

Qn Qn

Alors :
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Lemme 1.2.3.

e Poura>0,n>2ona:

e Soit >0 :

Lemme 1.2.4 ([6], p.294). Soit 0 < r < 2, et {X, X,,, n > 1} suite de variables aléatoires

indépendantes identiquement distribuées, on définit :

WV
—_

Yn = an{lxnlgnl/r}, n

Si E(]X]") < oo alors :

= Y, = Var(Yy,)
ZIVCLT (nl/r) :ZW < X0 (18)

n=1
Démonstration.

Pour n > 1 et r €]0,2[, On a :
- Y, — E(YD) o B L xgcnnny)
Sover (o) < EG -y SR
g |x2y M
n2/v

1
:EX2ZW

n>|X|"Vv1

1 r 1 r
_ 2 {1<]X["<2} 2 {2<]X]"}
=B |X Z n2/r +E|X Z n2/r)—1+1
n>|X|" nz|X|"

2/r)—1 2
- Z o(2/r)— - X
7+ o1 & (e

On a utilis¢ le premier point du Lemme 1.2.3 pour obtenir (x) (avec a = 2 — 1 ). Ainsi,

1
la série g —57; converge car % > 1 (série de Riemann), Donc on aura :
n

n>1

1 2(2/m)= X?
2/r r
2+ = () < O e

n>1

10
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Et puisque E|X|" < oo alors :

00 Yn
;Var (W) < 00

Lemme 1.2.5. Soit (a,),>1 suite de nombres réelles;

Sia, — a alors :
n—4o00

1 n
— E a — a
n n—-+oo
k=1
Théoréme 1.2.4 (|5], Theorem 1). Soit {X,,n € N} une suite de variables aléatoires

positives avec E(X?) < oo tels que :

(a) supE(X,) < co;

neN

(b) E(X'X ) SE(X)E(X;) , j >
X

(c) Z Var( n)

Alors ;

n
Corollaire 1.2.1 ([5], Corollary 1). Soit {X,,, € N} une suite de variables aléatoires deux

a deuz indépendants avec E(X?) < oo tels que :

(a) supE(| X, — E(X,)|) <oo;

neN

)y —Va;(j(“ < o0

Alors .'7

n

0

Définition 1.2.2. Soit X et Y deuz v.a indépendantes telles que X ZY. On note par

X% =X =Y la variable aléatoire symétrique.

Théoréme 1.2.5. Soit r > 0, supposons que E(|X|") < oo et E(]Y|") < oo, alors :

E(IX +Y[") < (E(1X]") + E(]Y])) (1.9)
On :
1 st r<1,
cr =
or—1 stnon.

11
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Proposition 1.2.3. Soientr > 1 et X, Y deux v.a indépendants, supposons que E| X|" <
oo, ElY|" < oo et E(Y) =0. Alors :

E|X|"<EX+Y]|".
En particulier, si E(X) =0, et X* v.a symétrique alors :
EIX|" <EIX®|".

Théoréme 1.2.6 (Inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund [6], p. 150).
Soit p > 1, et {X,X,,, n > 1} suite de variables aléatoires indépendantes de moyennes
nulles, telle que E(|X|P) < oo , et {S,,n = 1} désigne la somme partielle associée ;

Alors il existe deux constantes A, et B, (ne dépendant que de p) telles que :

p/2

n p/2 n
AE (Z X,f) < E(|S.|P) < B,E (Z X,f) (1.10)
k=1 k=1

De maniére équivalente,

(A) 2 11Qu ()l < N1Sally < (Bp) P Qu(X)ly (1.11)

n 1/2

est la variation quadratique des sommes.

Pour montrer cette inégalité nous avons besoin du lemme de Khintchine.
(rn)n>1 représente la suite des fonctions de Rademacher (suite de v.a indépendantes pre-

nant les valeurs {1, —1} avec probabilité 1/2).

Lemme 1.2.6 (Inégalité de Khintchine [6], p.147). Soit {a,, n > 1} suite de nombres
réelles ;

Alors pour p > 0, il existe des constantes Ay, B, ne dépendant que de p tels que :

n p/2 1 n p/2
A (Z ai) < /0 | fa(t)[Pdt < B (Z ai)
k=1 k=1

Ou :

3
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Démonstration du Théoréme 1.2.6 :

Posons, pour n > 1 et t € [0,1] :

par la symétrie il s’ensuit que :

S5 £ T3(t)

Ainsi par la Proposition 1.2.3 et Théoréme 1.2.5 on aura :
E|Sa|P < E[SR" = E[T3(1)[” < 2°E[T (1) ], (1.12)
En intégrant et en intervertissant les intégrations, il vient que pour tout n > 1 :
1 1
E|S. [P = / £S5, Pt < 2PE/ ()Pt
0 0

d’apres I'inégalité de Khintchine il existe une constante B, tel que :

1 n p/2
OPE / |T,,(t)[Pdt < 2P BE (Z X,f)
0 k=1

alors pour B, =2PB) on a :

n p/2
E|S,|” < B,E (Z X§>
k=1
De méme, si on inverse entre S, et T,(t) dans (1.12) on obtient :
E[T.(1)]P < 2°E|S,[”

et a I'aide de lautre inégalité de Khintchine, il existe une constante A} tel que :

n p/2
2 PATE (Z X,f) < E[S, [P
k=1

enfin, pour A, =277A on a :

p/2

n p/2 n
ALE (Z X,f) < E(S,.P) < B,E (Z X,f)
k=1 k=1

13
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Lemme 1.2.7 ([13], p.278). Soit (a,)nen une suite de nombres positives, on pose A, =

Zak telle que : A, — 00, alors :
k=1

n—+o00

Qn,
—F—F X CONVeEr 6,
2 A 0(A,) J

neN

Pour tout fonctions ¢ vérifiait les conditions suivantes :.

converge.

1
nip(n)
Théoréme 1.2.7 (Loi du zéro-un de Kolmogorov). Soit 2" = {X,,n > 1} suite de
variables aléatoires indépendantes, on note par F., la tribu asymptotique associée a X

1.€.
—+o00

Foo=[Vo{Xi, i =n}

n=1
Alors :

VA € Fu P(A) =0 ou 1.

Théoréme 1.2.8 (Burkholder [1], Theorem 9). Soit {(X,,.%,), n = 1} une martingale

et on note par (Y,)n>1 la suite des accroissements associée a (X,,)n définit par :
Yi=X; et Yn:Xn_Xn—h nz=2

Alors pour p > 1, il existe deuzx constantes A, et B, ne dépendent que de p telles que :

/2

n p/2 n P
ALE (Z Y,f) < E|X, " < B,E <Z Y,f) (1.13)
k=1 k=1

14



Chapitre 2

Théoréemes Limites et Intégrabilité

Uniforme

2.1 Lois de Kolmogorov - Marcinkiewicz-Zygmund

Théoréme 2.1.1 (LFGN de Kolmogorov [6], p.295). Soit {X, X,,, n > 1} suite de va-

riables aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d),

n
on pose Sn:ZXi , n>1;
i=1

(a) Si E(|X]|) <oo et E(X)=pu alors :
Sn Py gd n — 400
(b) Si S,/n Prs e (constante) alors :
E(|X]) <oco et ¢=EX)
(¢c) Si E(|X]) = o0 alors :

lim sup
n—-+oo

n

:+O()

Démonstration.
(a) Posons :
Yo=X1l(x <y, n2=1

Comme E|X| < oo et par la Proposition 1.2.1, (X,)n>1 et (Y,)n>1 deux suites

équivalentes ce qui implique :

Y PX,#£Y,)=> P ('%

n=>1 n=1

>1)<oo.
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CHAPITRE 2. THEOREMES LIMITES ET INTEGRABILITE UNIFORME

(b)

donc la premiére somme du Théoréeme 1.2.3 des trois séries de Kolmogorov est
convergente, de plus, par Lemme 1.2.4 on a :

Y, Var(Y,)
nz};var (;) :;—nQ < 00
la troisieme somme du Théoréme 1.2.3 des trois séries de Kolmogorov est conver-
gente.
D’autre part, on applique le critére de convergence de Kolmogorov Théoréme 1.2.2
aux variables aléatoires {Y,,/n, n > 1}, on obtient :

Y, — E(Y,
Z # converge P.p.s.
n

n>1

par Lemme de Kronecker 1.2.1 on aura :
1 " P.ps
~> (Yi—E(¥)) =50
n
i=1

Ensuite,

E(Y,) = E(Xn1gx,<n)) = E(X1x1<ny) — E(X) = p, par théoréeme de conver-

n—-+oo

gence dominé. Ainsi, a l'aide du Lemme 1.2.5 on trouve :

1 n
=) EW) — p
n =1 "

—+00

On conclure de ce qu1 pI'é céde que :
1 En Y. — u
n i1 ! n—-+00

et puisque les deux suites (X,,)n>1 et (Y,,)n>1 sont équivalentes alors :

Supposons que S, /n Pg c,
Ainsi, d’aprés le Théoréme 1.1.3 on aura :

Vn > 2,

Xn Sn _1Sn7 .ps
Do _2n 1 1P—p>c—1.c:0
n n n n—1

et par la Proposition 1.2.2 (vi < i), on obtient :

o E(|X]) < oo, o E (%) —E(X)=c Pps.
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CHAPITRE 2. THEOREMES LIMITES ET INTEGRABILITE UNIFORME

(c) SiE|X|= oo, la Proposition 1.2.2 donne :

P(limsup | X,| >ne) =1, Ve>0

n—oo

et comme | X,| < |S,| + |Sn_1| , Alors :

P(limsup |S,| > ne/2) =1, Ve>0

n—oo

Ce qui équivalent & :

]

Remarque 2.1.1. La limite en (b) ne peut étre qu’une constante. Ceci découle de la loi

zéro-un de Kolmogorov.

Théoréme 2.1.2 (La loi forte de Marcinkiewicz-Zygmund [6], p.298). Soit 0 < r < 2, et
{X, X, n> 1} une suite de variables aléatoires i.i.d, avec E(|X|") < o0
e SiE(X)=0 pourl<r<2, alors :
Sn .p.S
- Prs ) qd n — +o00.
nl/r
e Inversement; si on a la convergence P.p.s de {n='/".S,, n>1} alors :

E(|X]|") < oo et E(X) =0 lorsque 1 < r < 2.

Démonstration.

1. Commencons par la condition suffisante, on pose :
n
Yn = Xn1{|Xn|§n1/T} et S;L = ZS/I , n 2 1
i=1

Comme E(|X|") < oo et par la Proposition 1.2.1 les deux suites (X,,)n>1 €t (Yn)n>1

sont équivalentes, ainsi :

de plus, par Lemme 1.2.4 :

Y,
ZV(M‘ <W> < 00.

n=1

17



CHAPITRE 2. THEOREMES LIMITES ET INTEGRABILITE UNIFORME

Or I'application du critére de convergence de Kolmogorov Théoréme 1.2.2; donne :

Y,
Z —; ~converge P.p.s.
n

n=1
par Lemme 1.2.1 :
1 a P.ps
ey > (Vi —E(Y)) =50
i=1
Dans la suite, nous souhaitons prouver que :
1 n
7 D E() — 0
i=1

n—-+oo
afin de conclure que :
1 n
— E Y, — 0.
ni/r n—+oo
i=1
On va donc traiter deux cas :

(1) Pour 0 <r <1:

E(S,)I < Y ElXe|H{]Xa] < &7
k=1

= D ENXHL{ X < KV2 + ) ENXGIL{EY? < | Xl < KV7Y

k=1 k=1

_ ZEHXk|1—r+rl{|Xk| < k,l/?r}] + ZE[le|1—r+rl{k,1/2r < |Xk| < k,l/r}]

k=1 k=1

< RETTEIXTLUX] < RV 4 YO (R EX LR < X < KV

k=1 k=1

< Z k(l—r)/QrE(|X|r) + Z k(l/r)—lE(|X|r1{|X| > kl/Qr})
k=1 k=1
d’aprés deuxiéme point du Lemmel.2.3 pour § = % + % et sans préciser la

constante :

< C n(l-i—r)/?r E(‘Xr) + Zk(l/r)—lE(‘Xlrl{‘X’ > k,l/2r})‘

k=1

[E(S,)]

nl/r

< n(1/2)7(1/r)E(‘X|r) + nfl/r Z k(l/r)flE(‘Xlrl{‘X’ > k1/2r}>
k=1

qui converge vers 0 quand n — +oo, en effet :

puisque 3 —+ <0 et E(|X|") < oo alors :

n2VTE(IXT) — 0.

n—-4o00

18
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de plus, a l'aide du Lemme 1.2.5 on aura :

1
nl/r

ST ETE(XI X > BV — 0.

n—-+00
k=1

(11) Pour 1 <r <2:

[E(S)| =D EXGL{| X < k”’"}]‘

1

e
Il

E(Xk) — ELXR1{| Xy| > K"/}

\E

B
Il

1

E[|Xk|1{| Xs| > &Y}

\E

<

ES
3l
—

< RTENXTL{X] > BT

=1

bl

FODTE[X LX) > kY7

|
M:

o

=1

Ainsi, a 'aide du Lemme 1.2.5 on a :

E(S)l _ 1 &y : .
ol < SR TE(X LY > k)
k=1
— 0.
n—-+00

Ce qui équivalent a dire pour les deux cas que :

D’ou :

i=1
Et du fait que (X,,)n>1 et (Yy)n>1 soient équivalentes alors :

1 n

—3X, — 0

n/T — n—+00
1=

. , . _ P.p.s ..
. Pour la condition nécessaire, supposons que : n~Y/7.S, =%5 0. Ainsi,

Vn>=2

Xn Sn (n - 1)1/T Sn—l
(

nl/r - nl/r - n n — ]_)1/7“

19



CHAPITRE 2. THEOREMES LIMITES ET INTEGRABILITE UNIFORME

Ce qui implique :

Xn
n1—1>r—|liloon1/7“ =0P. ps

Donc E(]X|") < oo d’aprés la Proposition 1.2.2, de plussi 1 <r <2on a:

Sno_am-1 50 P g

n nl/r

donc E(X) = 0 par LFGN Kolmogorov (b) 2.1.1 .

2.2 Suite de variables aléatoires uniformément intégrable

Cette section est consacrée a la notion d’intégrabilité uniforme pour une famille de va-
riables aléatoires réelles. Cette notion jouera un role crucial dans 1’étude de la convergence
dans L" pour une suite qui converge presque siirement (la suite des moyennes arithmé-
tique).

Soit 2" = {X;,i € I} une famille de variables aléatoires réelles, indexée par un

ensemble I non vide, définie sur un espace de probabilité (2, %, P).

Définition 2.2.1. On dit que 2" est uniformément intégrable (u.i) si

lim supE[|X|1{|X|>a}] 0 (2.1)

a—+00 jer
Exemple 2.2.1.

e Une famille réduite a un singleton est uniformément intégrable, plus généralement, tout
sous-ensemble fini de L! est u.i.

e Soit Y une variable aléatoire réelle intégrable i.e E(]Y]) < co. Alors {Y'} est uniformé-
ment intégrable, en effet :

Pour a > 0,

EllY|Lqvisay] = EIY 1 —E[Y|1fvi<a}] e 0, D’aprés théoréme de convergence dominée.

Théoréme 2.2.1 (Caractérisation de l'intégrabilité uniforme). Une famille de variables
aléatoires réelles 2~ est uniformément intégrable (u.i) si et seulement si les deux conditions

suivantes sont satisfaites :

(a) Z est bornée dans L' (ie supE(|X;]) < 00);

i€l

(b) Ve > 0,30 >0 et VA € Z, P(A) <(5:>sup/|X\dP

el
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Exemple 2.2.2.

Soit {X;, i € I} et {Y;, i € I} des familles de v.a réelles telle que : | X;| < Y, Vi € I.
Si{Y;, ¢ € I'} est uniformément intégrable, alors {X;, i € I} l'est également.

En particulier, si | X;| < Y,Vi € I, ou Y est une v.a. positive intégrable, alors {X;, i € I}

est uniformément intégrable, en effet :
E|Xn|l{x,5a) S EY liysqy 0

Théoréme 2.2.2. Soit 2" = {X,,,n € I} une famille de variables aléatoires, et g une

x
fonction croissante positive telle que liIJP M = +o00.
T—r+00 T
Si sup Eg(|X,|) < oo, alors : 2 est uniformément intégrable.

nel
En particulier, si 2" est bornée dans L" avec r > 1 (on prend g(x) = z"); ie il existe
une constante finie C' telle que || X,||, < C pour tout n € I, alors 2 est uniformément

intégrable.

Remarque 2.2.1. Ce dernier résultat n’est pas vrai pour r =1 en effet;

Considérons une suite de variable aléatoire (X,)n>1 avec

1
PX,=n)=—c¢e PX,=0)=1-—
n n

alors :

supE(|X,]) =1 (la suite est bornée dans L*).

n=1

Ainsi, pour toutn >1 et a>0;
E(an{X,L>a}) - E(an{Xn>a}ﬂ{Xn:n})
=n P(X, > a)

1
=n— = 1%#0
n
Done, (X,)n=1 nest pas uniformément intégrable.

Lemme 2.2.1.
Si{Xi,i = io} (i0 € I) est uniformément intégrable, alors Z = {X;,1 € 1} est aussi

uniformément intégrable.
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Théoréme 2.2.3. Soit {X, X,,, n > 1} suite de variables aléatoires réelles, et supposons
que X, Prg X, alors les propositions suivantes sont équivalentes pour tout r > 0 :

(a) {|X,]",n = 1} est uniformément intégrable ;

(b) X, X quand n — +00 ;

(c) E(|X,|") — E(|X]|") quand n — +o0.

De plus, sir > 1 et l'une des conditions précédentes est vérifiée, alors E(X,) — E(X).

n—-+4o0o

Convergence des moments

Les résultats sur les lois des grands nombres peuvent étre étendus aux cas ou les
variables aléatoires sont & valeurs dans un espace de Banach (L", ||.||,) pour tout r > 1.
Dans la suite, on va étudier une version de LFGN celle nommée loi forte de Kolmogorov

dans L".

Théoréme 2.2.4 ([6], p.309). Soit {X, X, n > 1} suite de variables aléatoires i.i.d avec
une moyenne finie E(X) = pu;
Alors

Sp Lt
—L—>u qgd n — +00
n

Démonstration.
L L e
Pour montrer que S,,/n — p, nous devons d’abord prouver I'intégrabilité uniforme, et

ensuite la joindre au Théoréeme 2.2.3. Pour cela on propose trois preuve déférentes :

Preuwve 1 : Par LEGN Kolmogorov Théoréme 2.1.1 on a, S, /n Py E(X) = p et du

Théoréme 2.2.3 nous devons prouver que la suite des moyennes arithmétique {.S,,/n,n > 1}

est uniformément intégrable, et pour cela nous appuyons sur le Théoréme 2.2.1,

(1) La premieére relation découle de 'inégalité triangulaire :

“

donc {22, n > 1} bornée dans L'.

Sn
n

) < 2 e — £

(1) Ve > 0,30 >0, et A€ F tel que [, |X|dP < e chaque fois que P(A) < 4, en effet :
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(a) soit M > 0;
E[| X|1qx>nm3) = E[|X|]—E[| X1 x1<a}] o 0, D’aprés théoréme de conver-
—T00

gence dominé.

€

b) Et si P(A — = .
(b) Bt siP(4) < o=
alors :
/|X|dP:/ |X|dP+/ IX|dP
A An{|X|<M} An{|X|>M}
< MP(A) +/ | X |dP
{IX|>M}
(a),(b) € €
< M—+ -
2M + 2
=€
Ainsi,
S, 1 &
AP < =) [ |XildP = [ |X|dP <.
AT ne—Ja A

Donc {S—T;’, n = 1} est uniformément intégrable.

Preuve 2 : On utilise la Définition 2.2.1;

Soita>0on a:

S

n
n

E

1 n
< = )
Hisfa < 5 2 BN 0}
= EIX L jsn )50

= EX {2 anuxicvm)

TEXILE 152 padrgxisvar)
< VaP ( &

n
n

> CL) + E‘X|1{|X\>\/E}

par I'Inégalité de Markov :

E(XT)

Sn
vap (|%] > a) + € [X11gx-vm) < VaE G 4 EX[L o)

— 0

a—+00

Donc {S,,/n,n > 1} est uniformément intégrable.
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Preuve 3 : On définit B, = {‘i‘ > e}, et par LFGN de Kolmogorov 2.1.1 on a

P(B,) e 0, donc pour ng suffisamment grand :

E[|X|1{Bn}] <€, n > ng

il s’ensuit que, pour n > ng :

|5
n

n

1
Lpy < > ElIXi|15,]

=1

= E[|X|1(5,,]

< €.

ce qui prouve que {S,/n, n = ng} est uniformément intégrable (par Définition 2.2.1)
Ainsi par Lemme 2.2.1, {S,,/n, n > 1} est uniformément intégrable.

On conclut que :
e {S,/n,n > 1} est uniformément intégrable;
o S,/n 23 E(X)=p (LFGN)

et d’aprés Théoréme 2.2.3 (pour r = 1) on a :

Sn It

n

]

Or g1l existe les moments d’ordre supérieur, on peut prouver la convergence en L, et

on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.5 (6], p.310). Soitr > 1, et {X, X,,, n > 1} suite des variables aléatoires

i.i.d avec E(X) = p (finie),
Si E(]X]|") < o0, alors :

r

n n—-+oo

Démonstration.

r . L. ..
Sul” > 1} est u.i, pour cela on vérifie les deux conditions

du Théoréme 2.2.1 en effet :
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(i)

Sn

n

E

r 1 r
<E|- X
()
(9 1 & .
< = SEIX]
i=1
= E[|X]"] < o0

(%) Soient r > 0, et (x,),>1 suite de réelles positives. Alors, par convexité de la
fonction x — 2" on a :
1 ) 1
(ii) Etant donné e,§ et A comme requis :
VA e F,P(A) <0 = E[|X|"1i4] < e. Ainsi;
S|

e[|

L] < EIXP 2] <

Donc d’aprés Théoréeme 2.2.3 on a :

Sn LT
n
De plus,
S, |
El2n] —
n n—-+oo

2.3 Sur la convergence L"

Dans cette section, on va étudier la convergence dans L™ 0 < r < 2 de la suite de

variables aléatoires {S,/n'/", n > 1} en mentionnant deux théorémes limites.

Théoréme 2.3.1 ([6], p.311). Soit 0 < r < 2, et {X, X,,, n > 1} une suite de variables
aléatoires i.1.d.
SiE(|X]") < o0 et E(X)=0 pourl<r<2alors:

Sn L
o P gd n — +o00
nt/r
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Démonstration.
Soit € > 0, M > 0 alors
E(|X|T1{|X|>M}) <€

ce qui est possible car E|X|" < oo .
Posons :

Y = Xilyx,<my o Zie = Xielyxsmy; kK21

E(1S, ") = E ( vz )

(f)(s)

< (M) + ) E(Z]) (2.3)

= (nM)" +nE(|Z1]")

e PourO<r<1:

N

< (nM)" + ne.

On a utilisé deux fois le Théoréme 1.2.5 pour (2.2) et (2.3) avec ¢, = 1.

Ainsi :
E(]S,]"
(l |)<nr—er+€
n
E(]S,]" :
= limsup (15] < e€; puisque r — 1 < 0.
n—-+o0o n
Donc

e Pour1<r<2:
D’aprés I'Inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund (Théoréme 1.2.6), il existe un constant
B, satisfaisant :

r/2

E(]S.]") < B,E

>
i=1
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en suite on utilise deux fois le Théoreme 1.2.5 avec ¢, = 1
> X >V > %
i=1 i=1 i=1

< B.(nM*)"? + B,y E(|Z2["?)

=1

= B,n"*M" + B.nE(|Z,|")

r/2 r/2

+ B,E

r/2

B.E < B,E

< B.n"?M" + Byne.

Ainsi :
E(]S,]" r
n
ce qui implique :
Spl|" :
lim sup (5a]") < Bre 5 puisque 5 — 1 <0.
n—-+4o0o n
Donc :
Sp L

]

Dans ce qui suit, on énonce un théoréme limite pour des variables uniformément

intégrable. Il s’agit d’un résultat de Y.S. Chow [2].

Théoréme 2.3.2. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes.

Supposons que {|X,|",n = 1} uniformément intégrable pour certain 0 < r < 2, alors :

Sn_ n T
- In L7y g qd n — +00
nt/r
O :
0 st 0<r<l
ay, = n
E(Xk|X1, --~7Xk:—1) sil1<r<2.
k=1
Démonstration.
Définissons :
X} st0<r<l1
Y}v =
Xk—E(Xk|X1,...,Xk,1) st 1 <r<?2.
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Soit € > 0, puisque {|X,|",n > 1} est u.i, le Théoréme 2.2.1 permet de choisir 6 > 0, pour

tout A € .7 tel que P(A) <dona:

WV
—_

E[|X,"1a] <e, Vn

Ensuite, pour tout @ > 0 :

E[E(|Xn]"[ X1, s Xi—1)]

RO
«

P (E(|Xn|"[ X1, s Xp1) > @) <

I'I'ISQIH

et pour « suffisamment grand on aura :

P (E(|Xn|T|X1, ...7Xk_1) > Oé) < 0.
Ainsi :
E [E(1X0"[X1, -, Xpm1) L X0 X >ad) = E [IXnl" LE(X0lr X1 Xi )50} ) < €

.....

alors {E(|X,|"| X1, ..., Xp—1),n > 1} est uniformément intégrable,
Donc pour tout 0 < r < 2, {|Y,|",n > 1} est uniformément intégrable, ce qui implique :
Pour € > 0; il existe M > 0 tel que f{|Yn|>M} |Y,.|"dP < €, pour tout n > 1;

De plus posons;
Y, =Y lgvaenmy s Zn =Y =Y, = Volgy, sany.

(a) Pour 0 <r <1:

E(S\) = E|Y ¥+ %
k=1

<E ZH:Y,; +E Zn:Z (2.4)
< (M) + Y E(Z]) (2.5)

k=1

< (nM)" + ne.
On a utilisé deux fois le Théoréme 1.2.5 pour (2.4) et (2.5) avec ¢, = 1.
Ainsi :

n—-+o0o

1
—E " .
“E(Su") = 0
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(b)

(¢)

Pourl<r<2:

D’aprés I'inégalité de Burkholder (Théoréme 1.2.8) | il existe un constant A, positif

satisfaisant : P
AED V| <E (ZY,E) . on>1
k=1 k=1
Ainsi :
n r n r/2
AE|S, —a,"=AE|) Vi <E (Z Y,f)
k=1 k=1
n r/2
=E (Z V2 + Z,f)
k=1
n r/2 n r/2
<E (Z Y,f) +E (Z Z,f)
k=1 k=1
< (M) + > E(|Z])
k=1
< (nM?)? + ne.
Donc :

1
—E(|S, — an| )
“E(|S, —a,[") — 0

n—-+00
r=1:

1
Comme E —{Y, — E(Y,| X1,..., X,,_1)} converge presque siirement puisque
n
n>1

|Y!| < M, ce qui implique a I'aide de Lemme de Kronecker 1.2.1 :

n

> Y —E(|X1, ... Xem1)} = o(n) Pops

k=1

Ainsi, par le théoréme de convergence Dominé :

E

Z{Yk/ - E(Yk,|X17-'-,Xk—1)}| = o(n)
k=1

De plus;

> Zn— E(Zy Xy, oy Xioa)

k=1

E

SEY |Z| +E) [E(Zi] X1, ..., Ximn)]
k=1 k=1

<D ElZil + > EE(Zi/ X, X))
k=1 k=1

=2 E(Z)
k=1
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Ainsi :

E

> Z —E(Zil X, ..o, X)) | < 21,
k=1
Par conséquent :

DY
k=1

=E) Y]+ Zp — E(X4| Xy, ., Xpor) + E(XG] X0, Xp)
k=1

E

=E|Y Y]+ Zp — E[X) — E(Xe| X1, o0, Xpmt) |1 X7, oy X

k=1

=E|) Y]+ Zp — E[YilXy, ..., Xpi]

k=1

=E|Y Y] —EY{|X1, ... Xomi] + Z — E[Z0] X1, ..., X
k=1

<o(n) + 2ne.

Donec :

— 0.

n—-+o0o

1 1
—E|S, — an| = ~E
n n

> Y
k=1
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Chapitre 3

Deux généralisation de la LEGN

Dans ce chapitre nous essayons d’analyser deux article qui traitent sur des lois fortes

des grands nombres.

3.1 LFGN pondérée de Jajte

Cette partie est consacré a I’étude du papier de R.Jajte [7] qui date de 2003. Il donne
une loi forte des grands nombres qui est trés intéressante du fait qu’elle généralise la

LFGN de Kolmogorov et de Marcinkiewicz-Zygmund ainsi que d’autres.

Hypotheéses :
Avant d’énoncer le théoréme, nous faisons ’hypothése suivante :

Soit g une fonction positive croissante et h une fonction positive telle que

vérifie les conditions suivantes :
C1. Pour un certains d > 0 , ¢ est positive strictement croissante sur [d, o) ;

C2. 1l existe C' et un entier positif ky tel que :

o(x+1)
o) S

C3. 1l existe des constantes a et b telles que :
¢(3)2/00Lda7<as—l—b s>d
o o) ’ '
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De plus, pour h et g comme ci-dessus, on définit la (h,g)-transformée d’une suite

{&,, n > 1} par :

1 1
On=—"=) 5%k, n=1
g(n) £ h(k)

Si o, - ¢, on dit que (&,) converge vers & par la méthode (h,g) et on écrit
n—-+0oo

(h,g) —lim§&, = ¢

Remarque 3.1.1. On souligne ici que la classe ci-dessus de transformations d’une suite
comprend plusieurs méthodes de somations réqulieres telles que :

Les moyennes de Cesaro pour h(z) = 1 et g(x) = x ou les moyennes logarithmiques
h(z) =z et g(x) = logx, mais englobe également des transformations non réguliéres. Par
exemple :

Le choiz h(z) = 1, g(z) = 2¥" pour 0 < r < 2, v # 1 donne les moyennes liées au

théoreme de Marcinkiewicz-Zygmund.

Dans ce qui suit, on formule la loi forte des grands nombres pour les moyennes qui

viennent d’étre définies.

Théoréme 3.1.1. Soit {X, X,,, n > 1} suite de variables aléatoires i.i.d, h et g deux
fonctions définissent comme ci-dessus ;

On pose :

my = E[Xp1{x,1<0(0)}]

Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(h,g) —lim(X; —my) =0  P.ps, (3.1)

E[¢~" (|X])] < oo, (3.2)
ot ¢t est linverse de o.

Démonstration.

1. Commencons par (3.1) = (3.2) :

e D’abord, la conditions (3.1) équivalent a

1 “ Xk — My ﬁ 0 ;
g(n) &= h(k)
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Ce qui implique que :

kh_)ngo% =0 P.ps (3.3)

puisque :

mE E[Xw1qx,<o00)}]
o (k) (k)

zzd X
- E(ml{ 1< 1})

— 0 P.ps.

k—o00

d’aprés théoréme de convergence Dominé et la condition C1 pour ¢.

Ainsi, d’aprés Corollaire 1.1.1 et (3.3) on aura :

ZP(EE’“ )ZP\X! D= P (6 (X)) > ) < oc

k=1 k=1
Ce qui implique :
E[¢p~" (|X])] < oc.

2. Pour (3.2) = (3.1), posons :

Yo = Xolyxacomy, n =1

On a
E>1
Car :
> P (Xl > =Y P (o' (IX]) = k) <E[¢7"(|X])] < o0
k=1 k=1

Alors, (X,,)n>1 et (Yy)n>1 sont équivalentes. 11 suffit donc de prouver que :

1 — Y — mi pops
g(n) 2= h(k)

pour cela, nous devons connaitre la nature du série :

EY2 >
Z 1{|X\<¢ (k)}-

k:l k=1
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On a
0o X2 ko X2 00
> 1 1 + Z 1
s Lix1<ot)) = (IX|<o(k)) (IX1<0(k)}
= o(k) = o(k)? b1 @
ko
o(k)? o( k: + 1) X2
+ Z L{ix1<ok))
—ok)? A )2 @k +1)2
(c2) > X2
< ho+C* Y Lxicamn)
k=k0+1 ¢(k + 1>
1
= ko + C2X? Z S Mo X<k
W ok +1)?
< ko + C20(67 (X)) / R
XX N0 -5 ax
o-1(1x)) O(2)?

(C3)
< ko + C*(ag™ ' (IX]) +b)

() puisque [X] = ¢(¢~' (| X])).
Ainsi a I'aide d’hypothése (E[¢~!(|X])] < 00), on aura :

EZ 1{|X|<¢<k} ko + C*(aE[¢ 71 (|X])] +b) < o0

Donc

ce qui implique :

Par conséquent, (Théoréme 1.2.2)

Y, —
Z b converge P.p.s.

et d’aprés Lemme 1.2.1 on a :

ZYk—mk Pps

k=

Finalement :

1 - Xk—mk P.ps .
— 0 & (h,g) —lim(X;, —myg) =0  P.ps.
200 2= A0 (B, g) = lim(Xs = ms)

]

Remarque 3.1.2. Pour ¢(z) = z/" alors ce théoréme donne essentiellement le résultat

classique de Marcinkiewicz-Zygmund.
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3.2 Lois des grands nombres pour les variables aléa-
toires deux a deux indépendantes
A présent, on étudie le papier de D.Landers et L.Rogge [9] qui donne des lois des

grands nombres dans le cas ol les variables aléatoires sont deux & deux indépendantes.

Théoréme 3.2.1. Soit 2" = {X,,,n € N} une famille de variables aléatoires deuzr 4 deux
indépendants avec E(X,) =0, Vn € N, et ¢ : Ry — Ry strictement croissante telle que :

lim ¢(t)/t = oo, supposons que

n——+oo
sup Elip(| X )] < oo (3.4)
neN
Alors
1 n
=P
n <
=1
Si de plus ;
=1
> (3.5)
n=1 SO(
Alors
1 n
Sy OX T
n <
=1
Démonstration.
Posons :

Xi,n = Xi1{|Xi|<n} et Sn’n = ZXi’”; n € N.

e Nous souhaitons prouver que S, /n P 0, en effet :

(1) Puisque X1, ..., Xpn sont des v.a deux a deux indépendants alors :

1 2 1 <& 2
E [(ﬁsm,, - E(S,m)) ] = Z Var(Xin) + — Z Cov(X;n, X;n)
=1 1<i<ji<n
1 n
= ﬁ Z VCLT’(XZ"”)
=1
1 — )
2B
n2 (ZE XL, uzntiy) + ZE 1{Xi,n|<n1/4})>
=1

1 & 1,
E Zzl E(|Xi,n|1{\Xi,n|>n1/4}) + ﬁn .n

VAN

//\

N
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1

1 n
Nt D E(Xi L /aix<ny) +

1 « 1

- 2 E(IXinlLyx, \zn1ay) + NG
1

NZD

Puisque 'hypothése (3.4) donne que la famille 2" est uniformément intégrable Théo-

< SUIEI) E(|X’L|1{\Xl\>nl/4}) +
1€

réme2.2.2 donc bornée dans L', ainsi par théoréme de convergence Dominé on a :

2
lim E [(1571,” - E(sn,n)) ] —0
n—4o0o n

Ensuite, par 'Inégalité de Tchebychev on a :

Ve >0 :
B Sl >e) < e |(Ls,, —E(S )2
n.mn n,n = 6 X 62 n n,n n.n
— 0
n—-+oo
Donc :
1
~[Sun — E(Sua)l = 0 (3.6)

(2) On a E(X;) =0, Vie N (hypothése), ainsi :

EE(SM ZE Xilgx,<n})

= Z E(Xi: — Xil{x,>n})

i=1
_ ! i E(X:L(x. om)
= E - 7 {|X1|>n}

Et comme 2 est uniformément intégrable et d’aprés théoréme de convergence do-
miné on aura :

%E(Sn,n) — 0. (3.7)

i=1 =1

de plus par l'inégalité de Markov on a :

Zn:P(|Xi| >n) < Z@
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par I'inégalité de Jensen on obtient :

5o (FE) < S ()

=1

t
et comme —— — 0 et sup E[¢(|X,])] < oo, alors :
p(t) tooo neN

n

1
— Elp(|Xi])] < sup E|p(|X;
) D EIX) € s eup Bl )
— 0.
n—-+o0o
Par conséquence :
. 1
Ve>0, limP <—|Sn — Spn| = 6) =0. (3.8)
n—oo n
On conclut, de (3.6) et (3.7) que :
1
— S — 0.
n
de plus, par (3.8) on obtient :
1
~8, 0.
n

e Dans la suite, on va montrer que S,,/n Pog 0, pour cela on va prouver d’abord que (3.4)

et (3.5) impliquent :

En effet :
(1)

Var(Xnn) <E(X7,) = E(X2, 1 x, zny) + E(X3 10 %,  j<ni/ey)
<E

(Xgl{nl/‘lé\XnKn}) +n'2,

1
Puisque Z 5 < 0 -série de Riemann- il suffit donc montrer que :
n

n>1

1
Z EE(Xgl{nl/zlg\Xn\gn}) < 00

n=1
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Soit z, € [n'/*,n], tel que :

z2 x
Alors :
2 2 1/4
x* < 2p(x)—"=, pourz € [n*/* n];
( . [ ]
Ainsi :
2 2
E(X-1 < 2——E[p(| X,
(X200 x, 1<my) T [o(1Xn])]
d’aprés (3.4), il existe ¢ > 0 tel que :
22 22
2——Elp(| X, )] < c—=
e [o (1 Xn])] e
: , _p(t) ,
Maintenant, on pose : (t) = — alors ¢ 1 00 ;
D’ou :
1 c 22 CZn

—E(X21 < =
n2 ( n {n1/4<\Xn\<”}) n2 SD(Zn) an(Zn)
C

1
et comme E o(n) < oo par (ii) et 1 T oo, on fait appelle au Lemmel.2.7 avec
ny(n
eN

n

An = Zak = n1/47 et a, = An - An—l P
k=1

—3710 O obtient :
n

an
2 daiay <

neN

par conséquent :

1 1 a,
2 i)~ e i i) < Z Aty <

neN neN eN

Donc :

1 9 ¢
Z EE(an{n1/4<|Xn|<n}) < Z nab(n/4) < o0

neN neN
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(2)" Puisque la suite 2" est uniformément intégrable et E(X;) = 0, Vi € N alors

|E(Xiq)| < E(|Xi|1gx,4)

— 0
i€N

ce qui implique,
1 n
— E E(X.;)) — 0.

n < n——+oo
=1

(3)" A l'aide de I'Inégalité de Markov on a :

E
P{X, # X,.} =P(|X,| >n) <

de plus par I'Inégalité de Jensen :

. [E(\an)

n

1
| < X

en fin a l'aide de (3.4) et (3.5) on trouve :

D P{X, # Xpn} < 00

neN

Pour conclure, on applique le Corollaire 1.2.1 aux variables aléatoires indépendantes deux

a deux (X, ) tels que :

x
(a) Par hypothese, la fonction ¢ croissante et liI_P M = 00, alors :
n—-+0oo T

Il existe ¢ > 0 pour tout x > ¢ tel que ¢(x) > =.
Ainsi :
sup E(| Xy n[) = sup (| Xi[1qx;1<n))
neN neN

= sup E(|Xi|Lecixii<ny + 1 X6l L(1x;1<c<n})
ne
< ¢ +sup E(|Xi]Lecixi<n})
neN

< e+ sup E[p(| Xon])]

neN

< e+ sup E[p(|Xa])] < o0
neN
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Donc :

Ainsi par (2) on obtient :

n

1 P.ps
5ZXM—ISO

i=1

de plus, (3)" implique que (X,,) , (X, ) soient équivalentes, alors :
1< .
S x o.
n <
=1
]

L’exemple suivant montre que la condition (3.5) du théoréme précédent est nécessaire
pour tenir le résultat de convergence presque stirement, et on ne peut pas obtenir la

convergence en Probabilité sous 'hypothése (3.4) avec ¢(t) = t.

Exemple 3.2.1. Soit {X,,, n € N} une suite de variables aléatoires indépendants avec

P(X, = +n) = 3ot < P(X,=0)=1- =ok (p(n) > 1).
Alors, pour tout n € N
E(X,) = Y _ kP(X, =k)= n'2¢1(n) - "'2¢1(n) +0.(1— ﬁ) =0
De plus, -
E(o(1Xn])) = g@: p([KDP(Xy = k)
= () s + 6. + 20 (1= o)
= 1.

(a) Supposons que ¢(t) = t, d’ou 'hypothese (3.4) est remplie,

Or
> -
Var(X,) = E°P(X,=k) = =n.
k€D gp(n)
Ainsi,

1 & n+1
E;Var(Xi)— o o 12

Par conséquent, on ne peut pas obtenir la convergence en probabilité vers zéro de

n-! ZXZ-, grace au Théoréme 1.2.1.

=1
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(b) Supposons que ¢ vérifiait les conditions suivantes :

D’ou

1
Z_ =00 et @(n)>1 pour tout n € N.
~ ¢(n)

2
> P(IX.| >n)zz2 = 0.

n=1 n=1 (’D(n)

D’aprés Lemme 1.2.2, on conclut que LFGN pour {X,, n € N} dans ce cas ne

remplie pas.
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Résumé

Dans ce mémoire, on s’'intéresse & deux notions importantes et lices, la
convergence de séries de variables aléatoires et la notion d’intégrabilité uni-
forme.

On étudie principalement trois résultats. On commence par un résultat de
Y.S. Chow sur des variables indépendantes identiquement distribuées unifor-
mément intégrables qui assure une convergence dans L" 0 < r < 2. On passe
ensuite au cas de variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées pondérées par R. Jajte et on termine par un résultat sur des variables

aléatoires deux a deux indépendantes obtenue par D. Landers et L. Rogge.

Abstract

In this master’s thesis, we are interested in two important and related
notions, the convergence of series of random variables and the notion of
uniform integrability.

Three main results are studied. We start with a result of Y.S. Chow on
independent, identically distributed uniformly integrable random variables,
which ensures convergence in L™ 0 < r < 2. Then we move to the case of
independent, identically distributed random variables weighted by R. Jajte
and we conclude with a result for pairwise independent, uniformly integrable

random variables obtained by D. Landers and L. Rogge.
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