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Notations

X : espace de Banach.
p.p. :  presque partout.
R : corps des nombres réels.
R :  ensemble des réels positifs.
C(R*
C(Rt; X
Ck(R*

espace de fonctions (réelles) continues définies sur R*.

espace de fonctions continues définies de R™ dans X.

~— — ~—

espace de fonctions (réelles) contintiment dérivables jusqu’a lordre k£ > 0 :
la dérivée k™ existe et est continue sur RT.
CF(R*; X) :  espace de fonctions définies de Rt dans X contintiment dérivables
jusqu’a Lordre k > 0 : la dérivée k™ existe et est continue sur R*.
C>(Q) :  espace de fonctions continiment différentiables & support compact
sur un ouvert €2 de X.
Cpu(R*T;RT) . espace de fonctions bornées uniformément continues de R* vers R*.
L*>(R") :  espace de fonctions essentiellement bornées ou bornées p.p. sur RT.
L>*(R") = {f mesurable et IM > 0;|f| < M p.p. sur RT}.
LE(R*) :  espace des fonctions L®(R*) a valeurs dans R* .
LP(R') : espace de fonctions & puissance pieme intégrable sur R a valeur dans R.
LP(R') = {f mesurable; 0+°° IfIP < oo} (1<p<o0)
L (RT) :  espace de fonctions LP(RT) & valeurs dans R*.
Wir(@Q) = {fe [r(Q);3g e LMQ), [, f'6 = — Jog6:V0 € C1}
I llwre =[fllze + 1], 1 <p < o0



Motivation et état de ’art

0.1 Introduction

La modélisation mathématique ou la mise en équations (différentielles, aux dérivées
partielles, intégro- différentielle ou a retard..) est une méthode de recherche mathématique
qui vise a établir les interactions entre différents phénomenes représentés sous forme de
variables en vue d’analyser un certain comportement dans un cadre fonctionnel précis.
Bien que la connaissance de tous les phénomenes intervenants dans le méme systeme
est exigée, cette étape importante facilite la compréhension de différents mécanismes
(physiques, chimiques, biologiques, médicaux...) permettant d’apporter des résultats
complémentaires aux résultats relatifs a ces domaines.

Des lors, les modeles mathématiques constituent un outil tres puissant pour la recherche
scientifique, faisant ses preuves dans des domaines variés, tout particulierement, en
épidémiologie. Cette discipline scientifique qui consiste a décrire et a comprendre les
dynamiques d’une infection donnée dans une population humaine, sa vitesse de propa-
gation, sa distribution temporelle et /ou différentes structures afin de la stabiliser autour
d’un équilibre donné; on parle donc de stabilité. Sinon, a prédire certaines stratégies
permettant de régresser, de stopper ou de freiner au mieux possible sa propagation ;
on parle donc de contréle optimal.

Face aux défis et pour atteindre certains objectifs fixés, tenant compte de la complexité
des facteurs de causalité, de la difficulté des questions soulevées et de la précision exigée,
des résultats significatifs ont été apportés éclairant les décisions relatives aux politiques
surtout quand le probleme devient de santé publique. Sur la stabilité asymptotique,

nous revoyons a [118], [77] et [ITI] et sur le contréle optimal, nous renvoyons a [47].

Revenons rapidement sur la jeunesse des modeles mathématiques en dynamique de

population en soulignant I'intérét de la structure en age.



0.2. PREMIERS MODELES MATHEMATIQUES STRUCTURES EN AGE

- En dynamique de populations, les premiers résultats remontent au 18 eéme siecle, et
sont dus a Fibonacci, lorsqu’il s’intéressait la croissance de la population des lapins : des
résultats contemporains, sans précédent, connus sous les noms de la suite de Fibonacci
et au nombre d’or.

Un modele mathématique des plus simples qui prend en compte la variable temporelle
remonte & 1798 avec Thomas Robert Malthus [81]. Un modele applicable que dans un
milieu a ressources illimitées, auquel cas le taux de croissance og := f—pu > 0 (B
et o sont les taux de natalité et mortalité respectifs) donne lieu a une population a
croissance exponentielle ; une catastrophe malthusienne.

C’est en 1838 que le biologiste belge Pierre Francois Verhulst a modifié le modele de
Malthus en faisant dépendre le taux de croissance, de maniere linéaire, de la population
totale pour donner un modele logistique [51] qui tient en considération la limitation de
ressource (due a la densité de la population).

Ces modeles négligent toute structure en age, en taille...or les différentes classes d’age
ne contribuent pas a la reproduction de nouveaux nés de la méme fagon et la mortalité
n’atteint pas ces classes de la méme maniere : des ages différents donnent lieu a des

comportements différents.

0.2 Premiers modeles mathématiques structurés en
age

Retracons, ’historique des modeles structurés en age : un premier modele qui prend
en considération la structure en age a été proposé par Lotka- McKendrick- Von Foers-
ter [87].

Du(t,a) = m(a)u(t,a),a > 0,t >0
u(t,0) = / N bla)u(t,a)da,t >0

u(0,a) = up(a),a > 0.

ou Ou
Ot ug(a) est la distribution initiale. Du(t, a) := e + P étant la différentielle totale,
a
ou  Ou |, . . . :
En et %0 dénotent les dérivées partielles de u par rapport a t et a respectivement.
a

Un modele linéaire d'un grand intérét qui était a la base de bien d’autres modeles

non linéaires [13] et [IT5].



0.2. PREMIERS MODELES MATHEMATIQUES STRUCTURES EN AGE

Les modeles non linéaires structurés en age ont fait leur apparition sous I'impulsion
de Gurtin et McCamy [50] ou les parametres démographiques tiennent compte de la

population totale P en plus de la variable age. Le modele est le suivant :

Du(t,a) = m(a, P(t))u(t,a),a > 0,t >0
u(t,0) = /+OO b(a, P(t)) u(t,a)da,t > 0

u(0,a) = ug(a),a > 0.

+oo
avec P(t) = / u(t, a)da.
0

G. Di Blasio a proposé par la suite son modele [34] ou le taux de fécondité a 'instant

t dépend des populations antérieures :

Du(t,a) = m(a, P(t))u(t,a),a > 0,t >0
u(t,0) = /+OO bla, F(P))u(t,a)da,t >0
u(0,a) = up(a),a > 0.

avee F(P,) /_0 P(t + 5)ds, (r > 0).

L’auteur a tout de méme proposé le modele suivant :

Ou N(t) :/0 b(a) u(t,a)da.

Un exemple de cette situation est celui de la population de poissons. Si N(t) désigne
la densité de la production des ceufs alors ¢ note le processus de controle permettant
le passage de I'état ceuf a 1’état poisson : c’est la proportion des ceufs survivants qui
deviennent poisson. u(t,0) = u(t,0 + da) est la densité de jeunes poissons.

Un modele dont les taux démographiques b et m (de natalité et mortalité respectifs)

dépendent de ¢, a et u(t,a) a été proposé par E. Sinestrari dans [103].



0.3. PREMIERS MODELES EPIDEMIOLOGIQUES A COMPARTIMENTS

Du(t,a) = m(t,a,u(t,a))u(t,a),a > 0,t >0

u(t,0) = /OA b(t,a,u(t,a))u(t,a)da,t >0

u(0,a) = up(a),a > 0.

Ces modeles sont aussi connus comme des modeles a la condition non locale.

0.3 Premiers modeles épidémiologiques a compar-

timents

0.3.1 Terminologie

Un peu de terminologie est utile pour la suite :
- Une endémie est une infection qui reste présente géographiquement et de fagon
permanente comme le Paludisme par exemple.
- Une pandémie est une infection qui ne cesse de s’étendre de zone en zone partout
dans le monde comme le VIH.
- Une épidémie est une infection qui vit sur une certaine zone pour une durée

déterminée comme toute grippe.

- Période d’incubation est la période comprise entre le début de l'infection jus-
qu’a l'apparition des premiers signes cliniques.
- Période latente est la période comprise entre le début de l'infection jusqu’a sa

transmission.

- Fonction incidence est le nombre de nouveaux cas infectés dans une population,
générés pendant une certaine période. Si S(t) désigne le nombre des susceptibles et I(¢)

celui des infectés a l'instant ¢, la fonction bilinéaire

connue par 'action de masse (nombre de cas infectés est proportionnel au nombre de
susceptibles) sera utile par la suite.

Tous les modeles pré- cités dépendent que de la variable temps ¢ > 0. Or, I’évolution des
maladies infectieuses quelle que soit son origine :virales, bactériennes ou parasitaires,

dépend généralement d'un age a de P’infection : le temps écoulé depuis le début de



0.3. PREMIERS MODELES EPIDEMIOLOGIQUES A COMPARTIMENTS

I'infection.

Cependant, un concept assez récent, utilisé spécialement en épidémiologie a été intro-
duit en 2010 par Dieckmann [36] : un seuil qui prend le réle du taux de croissance (noté
plus haut par ) en dynamique de populations et qui joue un role tres important dans

la détermination de la stabilité d’'un modele mathématique est dit :

- Nombre de reproduction de base est le nombre moyen de cas secondaires infectés
dus a l'introduction d’un individu infecté, pendant sa période d’infectiosité, dans une
population entierement saine mais susceptible. Ce nombre est noté Ry, voir [36].

Un nombre qui dépend de la durée de la phase de transmission de l'infection, de la
probabilité d’une éventuelle transmission de I'infection au cours de la phase de conta-
mination et le nombre moyen de contacts qu'un individu infectieux peut avoir. Le

lecteur peut se référer également a [35] et les références y afférentes.

La modélisation épidémiologique a vu le jour avec le médecin physicien mathématicien
suisse Daniel Bernouilli (1700- 1782) qui consistait a représenter 1’évolution de la dy-
namique de la variole assujetti a I'inoculation (une technique attestée depuis des siecles
en Asie).

Un premier modele mathématique représentant les dynamiques d’une infection trans-
missible est du a Ronald Ross en 1911, dans une population de moustiques. Des
résultats mathématiques fort intéressants affirment que la régression de la transmission
de l'infection passe par la réduction de la densité de moustiques infectieuses en dessous
d’un certain seuil.

Ce résultat original fut le point de départ des travaux du médecin de la santé publique
KERMACK et du biochimiste McKENDRICK (1927- 1932- 1933) qui s’intéressaient
particulierement a la dynamique de la transmission de I'infection chez les humains. Si
S désigne le compartiment de la population des susceptibles, I celui des infectées et R

celui des rétablis a chaque instant ¢, ce modele est dit a compartiments du type SIR.

0.3.2 Dynamiques de population ouverte, fermée

- Les deux modeles suivants concernent une population fermée : considérée sur une
période tres courte (une quinzaine des jours, un mois) ou les parametres extérieurs
(naissances, mortalités,...) sont négligés.

En effet, a tout instant ¢ > 0, la probabilité qu’un individu susceptible devienne infecté
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FIGURE 1 — A. G. McKendrick (1876- 1943)
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BSI al

FIGURE 2 — Schéma de transmission du virus dans une population fermée & I'instant ¢.

est proportionnelle (par la loi de action de masse) au nombre d’individus actuellement
infectés a un coefficient de proportionnalité 8 > 0. Ainsi lorsque la densité I(t) est
importante, le terme BSI sera effectivement considéré comme infectés et s’ajoute, a
tout instant ¢ > 0, au compartiment I(t). Le terme ol désigne les individus rétablis,
retirés du compartiment des infectés pour intégrer celui des réfractaires. Les parametres
[ et a étant les taux de transmission et de guérison respectivement, (voir Figure )

Le modele est le suivant

S(t) = —BSWI(t),
I'(t) = BS(WI() — al(t), 1)
R(t) = al (1),

Plus précisément, les auteurs ont mis au point le modele le plus simple de I’épidémie
de la peste. Il existe bien d’autres modeles du type SI, SIS, SIR, SIRS, etc... Ne citons

ici que quelques uns des plus classiques :

S'(t) = =BS)I(t) + gI(t),
(SI/S1S) : (2)

I'(t) = BS()I(t) — gl(t),
Dans un bon nombre de cas, lorsque 'infection atteint son pique, les individus infectés
peuvent guérir tout en restant de nouveaux susceptibles. Si un individu infecté a la
probabilité g de guérir par unité de temps, alors g/ est le nombre d’individus guéris
par jour selon le modele SIS. Lorsque g = 0, nous retrouvons le modele SI.
Malheureusement, certaines épidémies sont mortelles & un taux de mortalité p; > 0
prés : nombre de déces par unité de temps. Soit X un compartiment réservé aux déces.
Ceux qui sont guéris, ont développé une certaine immunité a cette infection : une im-
munité permanente pour certains cas mais temporaire pour d’autres. Soient r le taux
de guérison des individus ayant acquis actuellement I'immunité et s celui des individus

ayant perdu actuellement leur immunité et redevenus, par suite, susceptibles, selon le
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FIGURE 3 — Schéma de transmission du virus dans une population ouverte a I'instant ¢.

modele SIRS.

- Les deux modeles suivants concernent une population ouverte (une période qui s’étale

sur une année).

S'(t) = =BS(HI(t) + sR(),

(SIR/SIRS) : ¢ I'(t) = BSI(t) — al(t) — mI(?), N
R(t) = al(t) — sR(1),

X'(t) = ri(t)

\
voir (Figure (3)). Lorsque s = 0, on a le modele SIR.

Contrairement au cas de maladies mortelles ot le taux de mortalité naturelle u est tel

que p1 > p, lorsque la maladie n’est pas mortelle on a p; = p et le modele du type

SIR prend généralement la forme (de base) suivante

S'(t) = A~ BS()I(1) - (1),
I'(t) = BSWHI() — al(t) — jul (1), ()
R(t) = al(t) - uR(t).

La constante A > 0 étant le flux constant rentrant a la classe des susceptibles : une

borne supérieur de la natalité.



0.4. APPLICATION A L’EPIDEMIOLOGIE : LA TB

Il existe une littérature abondante sur les modeles du type SI, SIS, SIR, SIRS, SEIR,
SEIRS (E désigne la population des exposés) prenant en compte les différentes struc-
tures : age, espace et/ou différents parametres (sous forme de stratégies préventives ou

de prise en charge).

0.4 Application a I’épidémiologie : la TB

La tuberculose (souvent notée TB ou TBC) est une maladie infecticuse tres an-
cienne connue comme un probléeme de santé publique.
En général, les causes de cette infection sont liées aux conditions de précarité, son in-
cidence et son développement vient du fait de 1’éclosion mondiale de I'infection par le
virus de l'immuno déficience humaine (VIH), 'immigration et la résistance aux anti-
bacillaires.
- Un peu d’anatomie sur la TB fait I'objet de sous sections suivantes, le lecteur peut
se référer a [I01], [T00] et [I10]. Les photos suivantes, entre autres sont tirées des liens
respectifs : [L21], [122], 23], [124], [125].

0.4.1 Qu’est ce que la tuberculose

C’est une maladie d’origine bactérienne transmissible par voie aérienne provoquée
par une micro bactérie atypique (ne répondant pas a un certain type) dit Mycobacte-
rium tuberculosis (MBT) ou ”bacille de Koch”, attribué en 1882 par Robert Koch un
médecin allemand [121] (dont les travaux lui valent un Prix Nobel en physiologie en
1905).

Ce bacille aérobie (milieu qui contient du dioxygene) est sous forme de batonnet stricte
immobile droit ou légeérement incurvé, de 2 a 5pm sur 0.3 a 0.5pm. Un génome (un
matériel génétique codé par son ADN) de chromosomes circulaires de 4411529 paires de
bases et 3924 genes, séquencé en 1998, [121], et dont le réservoir est malheureusement

notre corps.

En effet, le MBT pénetre dans le corps humain par inhalation de goutelettes qui
se trouvent dans l'air et finit dans les poumons. A partir de la, la diffusion se fait
soit directement a d’autres organes ou indirectement passant par le systéeme sanguin

lymphatique ou par voies aériennes. On distingue deux formes de la TB, entre autres :
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FIGURE 4 — (1843-1910) En 1882, Dr Robert Koch a mis en évidence le bacille tuber-
culeux

Ao Spol Mogm
SO0 V-3 1558w 5

FIGURE 5 — Mycobacterium tuberculosis grossi 15549 fois
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FIGURE 6 — Mycobacterium tuberculosis colorés en rouge dans les expectorations d'un
patient infecté (coloration Ziehl-Nielsen)

F1GURE 7 — Radiographie du thorax d’un patient avec une tuberculose pulmoaire
avancée

11



0.4. APPLICATION A L’EPIDEMIOLOGIE : LA TB

F1GURE 8 — Culture de Mycobacterium tuberculosis

1. La TB pulmonaire : assez fréquente et peut étre contagieuse, concerne 80% des
cas, dont les symptomes sont :
- Une toux qui dure au moins deux semaines.
- Des expectorations parfois striées de sang (hémoptysie), les difficultés respira-
toires et les douleurs thoraciques.
- Une perte d’appétit avec perte de poids, fatigue et malaise en général, fievre et

sueurs nocturnes.

2. La TB extra- pulmonaire atteint d’autres organes; ganglions lymphatiques, co-
lonne vertébrale, les os et les articulations, les voies génito-urinaires, le systeme
nerveux et ’abdomen pour se répandre dans tout le corps. Cette forme n’est
pas contagieuse, dont les symptomes varient en fonction des organes touchés.
Des douleurs thoraciques, une inflammation ganglionnaire lymphatique et une

déformation de la colonne vertébrale.

0.4.2 Présence chez I’hote

Les bacilles tuberculeux peuvent étre présents a l'intérieur et a l'extérieur des cel-
lules, dans toutes les lésions tuberculeuses et méme une fois éliminés, peuvent persister
aussi longtemps dans les milieux extérieurs (crachats). Ces derniers peuvent persister
des années a 'état latent (période qui s’étend entre le début de 'infection jusqu’a sa
transmission).

En épidémiologie, on ne peut parler de porteur de germes : ces bacilles latents sont

12
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enfermés dans des foyers profonds entourés d’une coque fibreuse ou calcifiée, seuls sont
actifs et par suite contagieux les tuberculeux évolutifs, excrétant leurs bacilles dans

leurs expectorations [126].

0.4.3 Transmission

La transmission se fait essentiellement par voie aérienne, parfois, orale ou digestive.
La bactérie provoque des 1ésions tres riches en germes, ce qui permet une dissémination
importante de I’agent infectieux par les voies respiratoires, surtout en présence de fortes
toux.
- La tuberculose pulmonaire (voir la sous section plus haut) résulte de l'inhalation
de particules (nuclei) suffisamment petites (autour de 8 microns) pour atteindre les
alvéoles (petite cavité sphérique d’un sac alvéolaire situé a I'extrémité des bronchioles
de I’arbre bronchique, ou se déroulent les échanges gazeux avec le sang). Mycobacterium
tuberculosis a la particularité d’étre tres résistant dans l'air et les poussieres ce qui fait

de la tuberculose une maladie tres contagieuse [126].

0.4.4 Primo-infection

Cette phase correspond a la présence asymptomatique de bacilles tuberculeux dans
le corps, elle peut durer de deux a douze semaines et elle n’est pas a déclaration
obligatoire.

Le développement de la TB dans le corps se fait en deux étapes :

- La premiere étape : est une phase d’exposition aux bacilles d'un patient ayant rétracté
une forme contagieuse de la TB.

- Dans la seconde étape I'individu infecté (par la TB) développe des signes cliniques et

des symptomes relatifs a la TB active.

0.4.5 Tuberculose inactive

La tuberculose inactive ou non évolutive correspond a une image radiologique pul-
monaire anormale, mais reste sans signes cliniques avec image radiologique stable et
test bactériologique négatif depuis au moins six mois.

Cette phase n’est pas a déclaration obligatoire.

13
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0.4.6 Tuberculose active

Le développement actif de la maladie parmi les individus infectés par le bacille de

Koch est traduit par des symptomes cliniques, ce qui dépend de plusieurs facteurs;
génétique, immunologique, nutritionnel et social. Cette phase correspond a la phase
latente et peut varier de plusieurs semaines a plusieurs années. Il est a noter qu’entre
5% et 15% des personnes infectés développent une tuberculose active.
Selon I'OMS, chaque année, une moyenne de dix millions de personnes développent une
forme active de la TB. En 2019, plus d’un million de personnes en sont mortes dont
95% de déces concerne les pays en voix de développement, néamoins, cette maladie
reste un probleme de santé publique méme pour des pays industrialisés.

La tuberculose active est a déclaration et traitement obligatoires.

0.4.7 Pathogénie

Les symptomes cliniques sont essentiellement dus a la réponse immunitaire de I’hote
(le récepteur) La primo- infection peut évoluer en trois fagons :
- Guérison complete apres transpiration, sudation ou toute évacuation assez aigué des
sueurs par les pores avec présence d'un nombre conséquent de bacilles.
- Formation de tubercules (stade prolifératif), guérison lente par fibrose (apres une des-
truction substantielle des tissus ou lorsqu’une inflammation a une zone dont les tissus
ne se régénerent pas) et finalement calcification (1ésions paucibacillaires).
- Evolution par extension et confluence des tubercules; la liquéfaction du caseum
(terme de description microscopique médicale, qualifie la consistance anormale des
tissus, pateuse, de coloration blanchatre ou jaune semblable a un fromage) crée une ca-
vité; si celle-ci s’ouvre dans une bronche : apportant de I’air riche en dioxygene depuis
I'extérieur du corps dans les poumons, il y a apport d’oxygene nécessaire au bacille
et la lésion devient pluribacillaire (1 million de bacilles dans une caverne de 2cm).
Cette évolution défavorable se produit dans environ 5% des cas de TBs de ré-infection,
surtout chez I’adulte, peuvent étre endogenes (intoxication au monoxyde de carbone),
[126].

Notons que chez 'enfant comme chez 'adulte, le poumon est plus souvent touché
par les bacilles tuberculeux. Cependant, dans les régions les plus endémiques au monde,
plus de 10% de nouveaux cas infectés sont des enfants. Malheureusement, la tuberculose

de 'enfant n’est souvent pas diagnostiquée.
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0.4.8 Mesures préventives

Afin de minimiser le risque de la transmission des bacilles, des mesures préventives
sont a respecter :
- La vaccination par BCG.
- Des mesures environnementales : une ventilation naturelle est systématique afin d’as-
surer une protection respiratoire optimale. Pour de plus amples détails, voir [T0T].
- Des mesures reglementaires administratives : toute personne ayant une toux per-
sistante doit étre impérativement isolée, examinée en vue de recevoir un traitement

anti-tuberculeux.

0.4.9 Dépistage

La tuberculose est une des dix premieres causes de mortalités dans le monde. Une
maladie qui touche des couches sociales de faible immunité, ¢a fait partie des prio-
rités en termes de développement des nations Unies. Il est donc question d’identifier
cette maladie infectieuse a travers des dépistages. Dans des populations ciblées, dans
des groupes a haut risques, et méme dans la population générale, cette procédure est
généralement prise suite aux initiatives (tirées de [72]) suivantes :

- Identification améliorée des tuberculeux : campagnes de sensibilisation, d’éducation
ou d’information sanitaire visant a informer sur le type approprié de comportement
en présence de personnes qui ont des symptomes de tuberculose. Ce type d’identifica-
tion des cas peut étre associé a une amélioration de 'acces aux services de diagnostic.
L’identification améliorée des cas peut étre combinée au dépistage.

- Dépistage initial : premier dépistage (test, examen ou autre procédure) appliqué a la
population éligible au dépistage.

- Nombre de sujets a dépister : nombre de personnes devant faire I'objet d’un dépistage
pour réussir a diagnostiquer une personne atteinte de tuberculose.

- Détection passive des cas : parcours de diagnostic de la tuberculose initié par le pa-
tient, lorsque :

(1) I y a des symptomes que la personne atteinte de tuberculose estime étre graves:;
(2) cette personne a acces a des soins de santé, pouvant se rendre spontanément dans
un centre de santé adéquat ;

(3) un agent de santé évalue correctement que la personne satisfait aux criteres de
présomption de tuberculose;

(4) utilisation réussie d'un algorithme de diagnostic spécifique pour diagnostiquer la
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tuberculose. - Second dépistage : nouveau dépistage d’'une méme population a un in-
tervalle donné. - Groupe a risque : groupe d’individus dont la prévalence ou I'incidence
de la tuberculose est beaucoup plus importante comparant a la population générale.

- Test bactériologique, examen ou procédure de dépistage de la tuberculose pour dis-
tinguer les personnes qui ont une probabilité élevée d’étre atteintes de tuberculose de
celles qui sont tres peu susceptibles de I'étre. Un test de dépistage positif doit étre suivi

d’un test de diagnostic ultérieur, en fonction de I’algorithme de dépistage utilisé.

Afin de dépister I'infection tuberculeuse, 'OMS recommande d’utiliser soit le test
cutané a la tuberculine, soit le test de détection de l'interféron gamma.
Dans les années 40, aucune médication n’a permis de traiter cette maladie, ce n’est
qu’avec une association d’antibiotique et un suivi serré sur une durée suffisante que

cette maladie est devenue guérissable.

0.4.10 Traitement

Apres qu’une personne suspectée d’étre atteinte de la TB, ait été diagnostiquée, un
examen bactériologique se fait systématiquement.
L’étape suivante consiste a instaurer un traitement anti- tuberculeux qui comprend
deux phases :
- Une phase intensive (deux mois) basée sur 'association d’antibiotiques prescrits dans
le guide [I0T]. Cette phase permet d’éliminer bien des bacilles et de réduire l'impact
de quelques autres résistants aux anti- tuberculeux. L’objectif de cette phase est de
réduire le plus possible le risque de I’échec de la thérapie.
- La phase de continuation garantit la guérison définitive de I'individu infecté. L’arrét
du traitement peut entrainer la rechute.
Cette phase est plus longue que la premiere (quatre mois) avec un traitement nette-

ment moins lourd.

La médication a la TB est, en général, sous forme d’une association d’antibiotiques
tels que; 'isoniazide (H), la rifampicine (R), la pyrazinamide (Z) et I’éthambutol (E).
Les anti- tuberculeux sont une association de deux, trois ou quatre de ces antibio-
tiques,voir [101], & savoir :

Rifampicine associée a 'isoniazide (RH).

Rifampicine associée a 'isoniazide et a la pyrazinamide (RHZ).

Rifampicine associée a 'isoniazide et a I’éthambutol (RHE).
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Rifampicine associée a l'isoniazide et a la pyrazinamide et a I’éthambutol (RHZE).

0.4.11 Rechute

Si un traitement apporte une guérison il reste long et lourd ce qui entraine certaines
conséquences telles que : rechute, échec de thérapie, défaillance de thérapie (suite a une
interruption du traitement) et résistance au traitement.

La rechute tuberculeuse est définie selon le programme national de lutte antituber-
culeuse comme tout cas de tuberculeuse antérieurement traité et déclaré ”guéri” ou
traitement achevé apres une durée suffisante de thérapie et qui présente, récemment,
une tuberculose active.

La rechute tuberculeuse est un probleme de santé publique liée a plusieurs facteurs;
on peut citer le tabagisme [106], le diabete, le VIH etc...

La prise en charge doit étre efficace et codifiée selon le guide de la lutte antituberculeuse
[12].

0.4.12 Awutour de certains modeles mathématiques

- Il existe une littérature riche de modeles mathématiques sur la transmission de la
tuberculose, voir [33] et [T13]. Ce sont, généralement, des systémes compartimentaux
du type SEIR [67] (rappelons que S dénote les susceptibles, E pour les exposés ou
les infectés qui sont en période latente i.e. les infectés qui ne sont pas encore prés a
transmettre I'infection, I pour les infectés pouvant transmettre I'infection et R désigne
les individus retirés ou réfractaires). Un exemple de modele représentant la transmission
de la TB est le suivant [33]

( dS BSI
= — UN(t) — _ e
o = #N() = uS = =,
dE  BSI
i E
o N (n+e)E,
UL p_ (I )
dt—e /’L fy 9
dR
Y
a7 ) uRz,

\

Avec S(0) =Sy >0, E(0) = FEy>0,1I(0)=1,>0,R0)=Ryet N=S+E+1+R,
ou les taux de contacts, de transmission, de rétablissement, de naissance et de mortalité

notés 5 > 0, € >0,y > 0 et p > 0. Dans [33], le modele a été analysé pour sa
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FIGURE 9 — Schéma de transmission de la tuberculose-maladie & l'instant ¢.

stabilité otu il a été démontré que 1’équilibre endémique est globalement asymptotique-

ment stable.

Dans [86], un modele de transmission de la TB est analysé avec et sans facteur
de I'immigration, auquel cas, il a été prouvé que sous certaines conditions 1’équilibre

endémique est globalement asymptotiquement stable.

Cette maladie étant non immunisante, des modeles qui prennent en considération la
rechute de la maladie existent dans [I13] et [67], voir également [I] pour les questions

de stabilité et controle optimal.

Cependant, plusieurs mesures sanitaires de prévention et/ou d’intervention existent.
Parmi les modeles mathématiques modélisant la transmission de la TB en vue de pro-
poser un programme de controle on peut citer [I12] qui est un systéme d’équations
différentielles discret. Le lecteur peut se référer a [40] pour le diagnostique, a [111], [I]
et [II8] pour les traitements. Comme mesure préventive : il y a les vaccins antituber-

culeux, voir [8§].
La plupart de ces modeles sont représentés par des équations différentielles ordinaires

ou I'age de l'infection n’est pas pris en considération. Or, si on se propose d’appliquer

des tests de dépistage [127], I'intégration de la structure d’age d’infection est essentielle.
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0.5 Présentation de la problématique

Plus modestement, nous avons développé un modele mathématique du type SIR
d’une infection transmissible, structurée en age d’infection, dans une population hu-
maine, avec l'introduction d’une classe de quarantaine. Nous pensons que le modele
proposé et étudié dans cette these, trouve son sens épidémiologique et peut modéliser
la propagation de la tuberculose sous certaines mesures d’interventions.

Une premiere question abordée ici est la suivante;

Sous quelles conditions, a- t- on la stabilité des solutions de notre modele ?

Ensuite, notre modele est assujetti a un controle qui est le dépistage moyennant une
certaine fonction réponse de la population totale, et prenant en considération la re-
chute.

Devant une certaine stabilité (a préciser plus loin), une seconde question est également
considérée dans ce travail ;

Peut on déterminer un dépistage optimal qui minimise la propagation de la maladie

tout en tenant compte de la réponse de la population totale et de la rechute.

Notre contribution mathématique concerne deux volets, a savoir :
- Le comportement asymptotique des trajectoires du modele et la stabilité globale des
états stationnaires.
- Le controle optimal qui consiste a maximiser les dépistés parmi la population totale
afin de faire décroitre le plus possible la densité des infectés sous réserve d’un cout
social et médical.
Cette these est composée de quatre chapitres :
Le premier chapitre concerne les préliminaires mathématiques et contient deux parties :
dans la premiere partie sont exhibées les notions de base relatives a la stabilité, dans
la deuxieme partie, la notion de controle optimal est détaillée.
Le second chapitre est dédié a quelques modeles épidémiologiques avec la structure
d’age d’infection : des modeles compartimentaux des plus récents, intégrant la structure
d’age d’infection.
Dans le troisieme chapitre, nous introduisons le modele de base, en vue d’aborder
I’analyse de stabilité asymptotique. Nous soulignons 'apport essentiel de la stabilité
au sens de Lyapunov a notre systéme hautement non linéaire.
Dans le quatrieme chapitre, nous étudions un probleme de controle optimal, ou il est
question de calculer le dépistage optimal au sens d’un critere d’optimisation. Nous

terminons par une conclusion et des perspectives.
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Chapitre 1

Outils mathématiques

1.1 Introduction

La modélisation mathématique est une description de divers phénomenes réels par
un systeme d’équations différentielles souvent difficile a résoudre. Il serait donc plus
judicieux de connaitre le comportement asymptotique des solutions sans avoir a les
calculer.

Par ailleurs, les problemes réels sont souvent biaisés (perturbations, bruits, etc...), tou-
tefois, vouloir transférer le systeme d’un état a un autre afin d’atteindre une certaine
performance (une cible ou un objectif) c¢’est pouvoir agir par certaines actions sur ce
systeme. Ce dernier est dit systeme controlé ou commandé et ces actions sont dites
commandes, stratégies ou controles devant respecter, généralement, des obligations ou
des situations désirées appelées contraintes.

Cependant, I'objectif & optimiser (a minimiser ou & maximiser) s’appelle critére d’op-
timisation ou fonction, cette derniere permet de déterminer le meilleur controle sous
certaines contraintes, c’est ’objet de la théorie du controle optimal.

Cette théorie parue vers 1950, a connu une explosion avec le développement du prin-
cipe du maximum de Pontryagin PMP [I08]. Les applications sont nombreuses dans
différents domaines (automatique, aéronautique, physique, mathématique, etc...), utili-
sant soit des méthodes directes (linéaires et non linéaires) soit le PMP comme méthode

indirecte de résolution.

Pour un probleme de controle optimal, on distingue deux types d’optimums : Un
optimum local : consiste a rechercher localement un contréle optimal (assez voisin
de la solution du probleme).

Un optimum global : consiste a rechercher le meilleur controle sur tout le domaine
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des contraintes.
Si 'optimum attire les entreprises, son existence n’est pas une chose aisée a prouver
mathématiquement. La raison pour laquelle des algorithmes de calcul numérique de la

solution optimale (controle optimal et la trajectoire associée) sont mis en place.

Ce chapitre se veut un préambule de concepts et résultats essentiels, pour les deux

parties suivantes :

— La premiere partie est réservée a la stabilité (des systemes autonomes). Nous sou-
lignons l'intérét particulier qu’apporte la théorie de Lyapunov pour la stabilité

des systemes non linéaires.

— La seconde partie s’articule autour de la notion de controle optimal.

1.2 Stabilité des systemes non linéaires sans controle

1.2.1 Théoreme de Cauchy- Lipschitz

Théoreme 1.1. Soient I un intervalle de R contenant ty, 2 un ouvert de R™ et f :
I x Q — R™ une application continue, localement lipschitzienne sur §) i.e. ;
VaeeQ Ir>0;s Blr,r)CQ, 3 ae L] (I;R") tel que

Viel, Yy z € Blx,r); [If{ty) = fE2)llrn < a(t) [ly — 2][&n

Alors, il existe T > 0 tel que le probleme de Cauchy suivant

dx(t)
ar ) (1.1)

le'(to) =g € R™.

posséde une unique solution x € C(Jtg — 7,to + 7[; R").

Remarque 1.1. — La paire (J,x) ou J =ty — T,to + 7[, est dite mazimale, i.e.
st xq est une autre solution de (1.1)) définie sur un intervalle Jy alors J; C J et

T =x sur Ji.

— Si f est lischitzienne sur Q alors la solution x € C(I;R").
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— x est donnée pour tout t € J;
t
z(t) = xg —i—/ f(s,z(s))ds
to
— La courbe (t,z(t)) est dite courbe intégrale.

1.2.2 Concepts de base
Soit 2 un ouvert de R™, on considere un systeme différentiel autonome

dx(t)
"0 _ fat),

x(ty) = xog € R™.

Ou f: Q2 — R" est une fonction continue.

Les questions que I'on se pose sont les suivantes :

(1.2)

— Existe-t-il un point z* indépendant du temps t tel que z(t) = x* solution de

(1.2) ? Le point x* est dit point d’équilibre pour ([1.2)) si f(z*) = 0.

— Soit ®(t) une solution de ([1.2)), supposons que ¢(t) soit une autre solution avec
¢(0) tres voisine de ®(0), est ce que ¢(t) reste tres voisine de ®(t) pour ¢t > 07

— Soit ®(¢) une solution de de (|1.2), supposons que ¢(t) soit une autre solution
avec ¢(0) tres voisine de ®(0), est ce que ¢(t) tend vers ®(t) lorsque t — +00?

Rappelons qu'un voisinage V' d'un point xyg € R™ est une partie de R™ contenant un

disque défini par z/||x — x|, < r, pour r > 0.

Définition 1.1. Le point x* est un équilibre

— uniformément stable si Ve > 0,3 > 0, ||zo—2*|| < ac = ||z(t)—z*|| < €, Vt > t.

— instable, sl n’est pas uniformément stable.

— uniformément asymptotiquement stable s’il est uniformément stable et s’il existe

p> 0, |lzg — a*|| < p= lim [|z(t) — 2| = 0
t—00
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— uniformément globalement asymptotiquement stable s’il est uniformément asymp-

totiquement stable pour tout xy et s’il existe

p>0,||lzg —2%|| < p= lim ||z(t) —2*|| =0
t—oo

Sur la stabilité d'un systeme différentiel autonome, voir par exemple [11].

A présent, on note ®(t, zq) la solution de (1.2)), telle que ®(tg, zo) = 0.

Les définitions ainsi que les théoremes qui suivent sont tirés de [104].

Définition 1.2. (flot associé a une edo)
On appelle flot l'application
O(t, 29) : R"T — R”

qui a (t,x¢) associe la solution de telle que : @ (xg) := P(t,x9) continue sur R"
vérifiant :

- (bt == /ld[Rn

— P, = Pyy, pour tous t, s € R
Définition 1.3. (Semi- flot associé a une edo)

On appelle semi-flot associé a 'équation différentielle x'(t) = f(x(t)) a Uinstant t,

Uapplication ®(t, (to, zo)) : (to, zo) — R" et Oy(xg) := P(t, zo) vérifie I'équation

{ 9P, (o) = f(Ps(wo)),

(I)to (l’o) = 2y.

Définition 1.4. (Ensemble limite) Soit x un point dont la courbe intégrale mazi-
male est définie sur R. On définit l’ensemble w-limite de z, que l'on note par w(z)
comme l'intersection de fermetures de toutes sections finissantes de ['image de la courbe

intégrale mazximale vérifiant la condition de Cauchy ®(0,z) = z.

w(z) = NP (s, x)s > t.

Dans le cas ou t est un petit parametre, on définit [’ensemble a-limite par
a(z) = Nico® (s, x)s > t.
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Définition 1.5. (Bassin d’attraction d’un état d’équilibre)

Soit x* un point d’équilibre du systéeme

'(t) = f(x(t)) (1.3)

o Un bassin d’attraction d’un point x* est [’ensemble des états x € X tels que que
lque soit t € RT, ®(t,x) soit défini et que

lim &,(z) = 2.

t—+o00

e Un bassin de répulsion d’un point x* est l’ensemble des éléments x € X tels que

quel que soit t € R, ®(t,x) soit défini et que

lim ®;(x) = 2".
t——o0

Soit X Iespace de phases associé a ® (¢, x) tel que ®(¢,x) : RT x X — X,

Définition 1.6. (Trajectoire, orbite)

e La fonction ¢ : R — X est une trajectoire totale (de @), si p(t + 1) = ®(t, (1)),
quel que soit t € R* et r € R.

e L’orbite associée a une trajectoire totale est donnée par {®(t,z¢),t € R}.

e L’orbite d’un point x de K est périodique si x n’est pas un équilibre et il existe
T € RT tel que ®(t + T,x) = ®(t,x) pour tout t = 0. T est dite la période de

[’orbite.

o Si @ est engendrée par la solution de 'équation z'(t) = f(x(t)), la trajectoire

totale est la solution x sur R avec x(ty) = xg.

e Pour le systeme

{ x = f(x,y),
Y = g(z,y).

Le plan de phase est le plan (z,y). La représentation des trajectoires dans le

plan de phase s’appelle le portrait de phase.

Définition 1.7. (Ensemble absorbant)
On suppose que l’équation z'(t) = f(x(t)) admet des solutions de classe C* et que
K est un ouvert de R. Une partie D de K est dite absorbante si tout sous ensemble

borné Dy de K satisfait ®(t, D1) C D pour tout temps t assez grand. De méme, le sous
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ensemble D est dit absorbant lorsque pour toute condition initiale xq, il existe T > 0

tel que ®y(xg) € D quel que soitt > T.

Définition 1.8. (Ensemble invariant)
Un sous ensemble D de K est dit positivement (respectivement négativement) invariant
pour o' (t) = f(x(t)) si ®(t, D) C D pour tout t > 0 (respectivement t < 0). D est un

ensemble invariant si et seulement si ®(x, D) = D quel que soit t.

Remarque 1.2. L’ensemble w(x) est invariant par le flot ® ; c¢’est la région des limites

de la trajectoire lorsque t devient suffisamment grand.

Définition 1.9. (Attracteur compact)
Soient (X, d) un espace métrique, M C X et ® : Rt x X — X le semi-flot associé
au systeme x'(t) = f(x(t)). On dit que l’ensemble K est un attracteur de M, si K est

invariant et attire M. L’ensemble K est de plus compact .

Définition 1.10. (Compacité)
Sotent ® : R x X — X wune application, M C X. On dit que l'application ® est
asymptotiquement compacte sur M, si pour toutes les suites (t;) de RT, (t;) — oo

quand i — 0o, et (x;) de M, (®(t;, x;)) posséde une sous suite convergente .
Définition 1.11. (Dissipatif, asymptotiquement régulier, éventuellement borné)
Un semi-flot continu ® : J x X — X est dit :

e point dissipatif s’il existe une partie B de X qui attire tout point de X.

o asymptotiquement réqulier si ® est asymptotiquement compact sur chaque en-

semble positivement invariant fermé borné.

e Clventuellement borné sur un ensemble M C X si ®(J, x M), J. = JN[r,00), est

borné pour tout r € J, .

Définition 1.12. (Application contractante)
Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une application. f est dite une

contraction ou k-contractante s’il existe une constante k € (0,1) telle que,
Vr,y € X, d(f(z), f(y) < kd(z,y).

1.2.3 Quelques résultats utiles

Théoréme 1.2. (Théoréme du point fire)

Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une application k-contractante.
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Alors

1. f admet un point fixe unique a dans X.

2. Pour tout xg € X, la suite des itérations de xy par f définie par x, = f™(xq), pour
tout n € N, converge vers a.

3. La convergence est géométrique,

n

1—k

Vn €N, d(in,a) < d(xo,a)

Lemme 1.1. (Lemme de Gronwall)

Soient w, g deux fonctions positives et localement intégrables, vérifiant

w(t) > /0 k(o)w(t — o)do + g(t).

On suppose que k est une fonction strictement positive, alors il existe une constante
b> 0 (ne dépend que de k), telle que w(t) > 0 pour tout t > b avec fot*bg(s)ds.
En particulier, si g est continue en 0 et g(0) > 0, alors w(t) > 0 pour tout t > b.

Théoréme 1.3. (Méthode de fluctuation)
Soit f : [b,00) — R une fonction bornée et différentiable. Alors il existe des suites
(tr), (sk) telles que
lim f(tr) = feo, lim f'(sx) — 0
k—oo k—oo
lim f(tx) — f*°, lim f'(sx) =0
k—o0 k—oo
Théoréme 1.4. (Théoréme 2.53, [104)])

Les assertions suivantes sont équivalentes :
o [l existe un attracteur compact des ensembles bornés.

o & est point dissipatif, asymptotiquement réqulier et éventuellement borné sur

chaque ensemble borné dans X.

Théoreme 1.5. (Théoréme 2.39, [10j)])
Soit ® un semi-flot continu, et A un sous ensemble compact positivement invariant
de X qui attire tous les sous ensembles compacts de voisinage de lui méme (i.e. un

attracteur local des ensembles compacts). Alors A est stable.

Théoréme 1.6. (Théoréme 2.46, [10])])
Soient X un sous ensemble fermé de l’espace de Banach E, J un intervalle de temps

et ®:J x X — X un semi-flot continu. Alors ® est asymptotiquement régulier. S’il
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ezxiste deux applications ¥, 0 : J x X — X telles que
O(t,x) =O(t,x) + V(t,x),

alors pour tout ensemble C' borné fermé, on a :
1. lign inf diam®©(t,C) = 0,
— 00
2. il existe m¢ tel que la fermeture de V(t, C') est compacte pour toutt € J, t = mc.
Théoréme 1.7. (Critére de Fréchet-Kolmogorov)

Soit C un sous ensemble de LP(R*), 1 < p < co. Alors C est compacte si seulement si

les conditions suivantes sont vérifiées
(i) sup [ | f(a)[Pda < oo,
fec
(i) lim [|f(a)|Pda — O uniformément par rapport o f € C,
r—00
(111) }llin% I f(a+ h) = f(a)|Pda — O uniformément par rapport a f € C,
%

(iv) }Lir% foh |f(a)|Pda — O uniformément par rapport a f € C.
%

Théoréeme 1.8. (Inégalité de Jensen)
Soient Q) un ouvert de R, f, g : 2 — R deux fonctions mesurables et G : R — R une

fonction convexe. On suppose que
g(x) = 0ppr e, [,g(x)de =1, fg et G(f)g € L'(Q), alors

G( [ f@lgada) < [ G(fa))gla)ds

1.2.4 Stabilité par linéarisation

On considere le systéme non linéaire autonome ((1.2)), tel que f(0) = 0 (sans perte
de généralité) et f de classe C*, dont D f(0) note la différentielle de f en 0. Le systéme
linéarisé du systeme ([1.2)) en 0 est

dx(t)
o = DIO)z(), (1.4)
x(ty) = .

I s’agit donc de comparer le comportement des solutions de ([1.2]) et celles de (|1.4))
autour de 0 (localement).

Posons

A= Df(0)
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Le systeme linéaire autonome suit

(1.5)

Ou A € R™.

Définition 1.13. Le systéme (1.5) est dit stable si 0 est stable et asymptotiquement
stable si 0 est asymptotiquement stable. Alors la matrice A est dite stable ou asympto-
tiquement stable et le systéeme (|1.2) est dit localement stable ou localement asymptoti-

quement stable.
Remarque 1.3. — La solution de est donnée par t — exp(At).

— Si le systéme ([L.5)) est stable alors toute solution de est bornée.
Proposition 1.1. Considérons le systéme ou A est de valeurs propres Ai, ..., A,
distinctes.

— 0 est un équilibre uniformément stable si et seulement si : pour tout v = 1,..,r,
Re(\;)) < 0 et Re(Ax) < 0 pour toute valeur propre dont l'ordre de multiplicité
est supérieur a 1.

— 0 est un équilibre uniformément asymptotiquement stable si : Vi = 1,..,r, Re(\;) <
—o<0etona:

t, [|®(t, x0)|| < Kl[o|lexp(—0)

— S'il existe \ tel que Re(\) > 0 alors 0 est instable.

Théoréme 1.9. (de linéarisation)

Considérons le systeme (1.2]) et A\, ..., \. les valeurs propres de la matrice jacobienne
Df(0). Si

(i))Vi=1,..,r, Re(\) < —o < 0, 0 est un équilibre uniformément localement

asymptotiquement stable.
— 1l eziste Re(\;,) > 0 alors 0 est un équilibre localement instable.
— Vi Re(X\;) <0 et il existe ig Re(\;,) = 0 alors on ne peut rien dire.
Cas particulier

Dans le cas o A € R**2. Soient \; et Ay les valeurs propres de A, on distingue les cas

suivants :
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— Si A1 et Ay sont réelles non nulles et signes différents alors le point d’équilibre 0

est dit point selle, et est toujours instable.

— Si A et Ay sont réelles de méme signe, on a trois cas :

(i) A1 < A2 <0, le point d’équilibre 0 est un noeud stable.

(ii) 0 < A1 < Ay, le point d’équilibre 0 est un noeud instable.

(iii) Ay = A2 = A, le point d’équilibre 0 est un noeud propre stable pour A < 0 et
instable pour A > 0.

— Si A; et Ay sont complexes et ImA; o < 0 alors 0 est dit foyer, stable si ReA; 2 <0,
instable si ReA; 2 > 0.

— Si ImA; et A\g sont imaginaires pures, alors 0 est un équilibre hyperbolique appelé

centre, stable mais pas asymptotiquement stable.

Caractérisation de la stabilité asymptotique
Les valeurs propres de la matrice A sont généralement les racines du polynome (ca-
ractéristique) de la forme
N+ N+ +a, =0 (1.6)

ou ay, as..., a, sont des réels et a, # 0.

Counsidérons la matrice RH dite d’Hurwitz de la forme

ar as as ...0
1 ay a4 ..0
0 a ag ..0
0 0 0 ..a,

dont les mineurs diagonaux Ay sont donnés pour k =1,....n

ap a3 as ...0
1 ay a4 ...0
0 a ag ...0
0 0 0 ..ayg

dans lesquels la constante ag = 1 et les coefficients d’indice supérieur a n ou inférieur
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a 0 sont remplacés par 0.

Critére de Routh-Hurwitz, [39]
Toutes les racines du polynome (1.6 sont a partie réelle strictement négative si et
seulement si les mineurs diagonaux Ay, kK =1, ...,n, de la matrice RH sont strictement

positifs.

Définition 1.14. (Systémes topologiquement équivalents)

Deux systemes

'(t) = f(x(t)) (1.7)
(1) = g((t)) (1.8)

sont dits topologiquement équivalents ou qualitativement homéomorphes s’il existe un

homéomorphisme (fonction continue a inverse continue) T : R™ — R™ tel que
Vi, Vo, T(P(t,x)) = V(t,x))

ou O(t,x) est la solution de (1.7) telle que ®(0,z) = x et VU(t,z) est la solution de
(1.8]) telle que ¥(0,z) = x.
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Théoreme 1.10. (Hartman- Grobman, [55])

Le systeme

o' = f() (1.9)

et son linéarisé

¢ =Df(z").x (1.10)

sont localement topologiquement équivalents, i.e.

- Si x* est un équilibre hyperbolique pour (1.9)), alors il existe un voisinage V' de x* tel
que (1.9) et (1.10) sont qualitativement homéomorphes.
Exemple Dans R? : si 0 est un point selle ou foyer ou noeud pour ([1.10]), alors le

point d’équilibre x* sera respectivement un point selle ou foyer ou noeud pour (|1.9)).

1.2.5 Stabilité au sens de Lyapunov

Si le principe de linéarisation permet d’obtenir les propriétés de stabilité des systemes
linéaires, celles- ci ne sont que locales pour les systemes non linéaires. Toutefois, ces
derniers peuvent avoir un domaine de stabilité asymptotique. Une méthode introduite
au 19 eme siecle par Lyapunov s’applique directement a des systémes non linéaires
moyennant une fonctionnelle convenablement choisie dite de Lyapunov. Cette méthode
consiste a chercher une fonction dépendant de I’état du systeme qui soit définie positive,
qui décroit le long des trajectoires quand le systeme évolue. Une fonction de Lyapunov
est généralement du type fonction d’énergie qui décroit pour établir la stabilité; on en

a pour exemple un systeme mécanique libre avec frottement.

Sans perte de généralité, I’équilibre peut étre éventuellement 0.

Définition 1.15. Soient €2 un ouvert de R™ contenant 0, et V : Q@ — R une fonction

de classe C*,

1) V est dite définie positive si :

V(0) =0,
V(z) >0, VzeQ\{0}
2) V est dite définie négative, si (—V') est définie positive.

3) V est dite semi-définie positive si :
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4) V est dite semi-définie négative si (—V') est semi-définie positive.

Théoréme 1.11. (Lyapunov)
Si la fonction V' est définie positive et V' est définie négative sur 2, alors le point

d’équilibre xq est asymptotiquement stable pour .

Théoréme 1.12. (Principe d’invariance de LaSalle [69], [70/, [99])
Soit Q un ouvert de R™ positivement invariant pour le systeme (1.2) en xzq. Soit
V : Q — R une fonction de classe C* pour (1.2) en xq telle que :

1. V' < 0surf

2. Soient E := {x € Q;V'(x) = 0} et L le plus grand ensemble invariant par V et

contenu dans E. Alors, pour toute solution bornée ®(t,z) commenc¢ant dans E ;

O(t,z) - L, quand t— oo.

Un théoreme fort intéressant garantissant 'attractivité de toutes les solutions bornées
venant de E wvers le plus grand sous ensemble L invariant dans E. le résultat suivant

est une alternative du théoréme de LaSalle.

Théoréme 1.13. (Théoréme [2.55], [10])])
Soient ® : R™ x X — X un semi-flot continu, A un ensemble invariant compact dans

X, et V: A — R une fonction continue. On suppose que
— Pour toute trajectoire totale ¢ : R — X telle que V'(¢(t))+ < 0 ou sur R.

— Si en outre, on suppose que A C A, V est constante sur A et que »(R) C A pour
toute ®-trajectoire totale avec V'(¢(t)) = 0.

Alors A = A.
Les deux corollaires suivants donnent la propriété de stabilité de [’équilibre.

Corollaire 1.1. - Supposons que 2 C R™ est un ouvert connexe tel que xy € ). Soient
V : U — R une fonction définie positive et de classe C* telle que V' < 0 sur U. Soit
E = {x € Q;V' = 0}. Supposons que le plus grand ensemble positivement invariant
contenu dans E est réduit au point xy. Alors, le point xy est un point d’équilibre asymp-
totiquement stable pour . - Si ces conditions sont satisfaites pour U = §Q, si de plus
V' est propre sur 2 i.e. im V (z) = 400 quand||z|| — +oo. Alors, toutes les trajectoires

sont bornées pour tout t > 0 et x¢ est un point d’équilibre globalement stable pour .
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Corollaire 1.2. Sous les hypotheses du théoréeme d’invariance de LaSalle, si [’ensemble
L est réduit au point xo € Q alors xo est un point d’équilibre globalement asymptoti-
quement stable pour (1.2)) sur €.

1.2.6 Persistance

Sotent X un ensemble non vide, J un ensemble de temps. Considérons ® : J x X —

X etp: X — R,

Définition 1.16. Le semi-flot ® est :

— p-faiblement persistant, si

limsup p(®(t,x)) >0, Vre X, p(x)>0.

t—o0

— p-fortement persistant, si

liminf p(®(t,2)) >0, Voe X, p(x)>0.

t—o00

Définition 1.17. Le semi-flot ® est :

— p-uniformément faiblement persistant, s’il existe e, > 0 tel que

limsup p(®(t,x)) > €1, Vo e X, p(x)>0.

t—o00

— p-fortement uniformément persistant, s’il existe eo > 0 tel que

liminf p(®(t,x)) > €2, Vo e X, p(x)>0.

t—o00

Définition 1.18. Le semi-flot ® est :

— p-fortement dissipatif, s’il existe c; > 0 telle que

limsup p(®(t,z)) > ¢, Vo e X, p(x)>0.

t—o0

— p-faiblement dissipatif, s’il existe co > 0 telle que

liminf p(®(¢,x)) > ca, Vo € X, p(z) > 0.

t—o00

Théoréme 1.14. (Théorémes [5.1] et [5.2], [104)])
Soient X un espace métrique, ® : R™ x X — X un semi-flot continu et p : X — R

33



1.2. STABILITE DES SYSTEMES NON LINEAIRES SANS CONTROLE

une fonction continue non nulle. On suppose que

(Hy) ® admet un attracteur compact A des ensembles bornés.

(Hz) Il n’y a pas de trajectoire totale ¢ : J — A telle que p(¢(0)) =0 et p(¢p(—r)) >0
et p(o(t)) > 0 pourr,t € J.

Posons

X o= {a € X; p(B(t,2)) = 0, Va1 € J},
— Si Xo =0, alors p(x) > 0V € A et il existe n > 0 tel que litm inf p(®(t,2)) = n
—00
pour tout x € X.

— Si Xg# 0, et po ¢ est continue et ® est p-uniformément faiblement persistant,

alors ® est p-uniformément fortement persistant.

Théoréme 1.15. (Théoréme [5.7], [103)])
On suppose que Xog # 0, ® : RT x X — X est p-uniformément fortement persistant,

p(®) est continue, et

(Hy) Il n’y a pas de trajectoire totale ¢ : J — A telle que p(¢(0)) =0 et p(¢p(—r)) >0
et p(o(t)) > 0 pourr,t € J.

Alors lattracteur A est ['union disjointe de trois ensembles Ag, C et Aq ;
A=A UCU A,

Les deuz ensembles Ay et Ay sont des compacts et l'on a :

1. Ay = AN Xy est lattracteur compact des sous ensembles de Xy, i.e. toute partie

compacte K de Xo admet un voisinage dans Xy qui est attiré par Ag.

2. Ay est p-uniformément positif et Ay est lattracteur compact de voisinage des
ensembles compacts dans X\ X0 et ¢ est p-uniformément positif, en particulier

A est stable.

3. Six € X\A; et ¢ est une trajectoire totale, alors ¢(t) — Ay pour t — —oo.
Six e X\Ag et ¢ est une trajectoire totale, alors ¢(t) — Ay pour t — +oo.

En particulier, I’ensemble C' contient ces points x € A tel qu’il existe une trajectoire
totale ¢(t) avec p(—t) — Ag et ¢(t) — Ay lorsque t — oo.
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1.3 Probléeme de contréle optimal

Mathématiquement, un probleme de contréle optimal est formulé par

— Un systeme commandé : un systéeme dynamique dépendant d’un paramétre fonc-

tionnel t — u(t) dit contréle respectant certaines contraintes.

— Un objectif ou fonctionnelle cotit ou encore critére d’optimisation, a optimiser :

une fonctionnelle du type énergie a minimiser ou un rendement & marimiser sur
— Un domaine de controles : un sous ensemble mesurable et généralement contraint.

1l y a trois types de problemes de controle optimal :

Probléme de Bolza Lorsqu’on se propose d’optimiser un objectif en atteignant
une certaine cible (un état final) généralement difficile a atteindre alors on la pénalise
dans notre objectif.

Probléeme de Mayer Lorsqu’il s’agit d’un probléme en temps minimal, [’objectif ne
prend que l’état final en considération.

Probléme de Lagrange L’objectif ne prend que la fonctionnelle cout en considération.

Pour tout ce qui suit, nous considérons le probleme de Lagrange (dont 1’état final z(T")
est libre).
Rappelons qu’en théorie de controle, les controles ne sont généralement pas continus

mais souvent localement intégrables (L}, (I;R"))). Par conséquent, le second membre

F(t,x(t)) := f(x(t), u(t))

du systeme ([I.1) ne peut satisfaire les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz
(1.1)). II va falloir affaiblir les hypotheses et redéfinir la solution d’un tel probleme.
Voir [108] pour plus de détails. ~

1.3.1 Systeme d’état controlé

Soient I un intervalle de R contenant ty, 2 un ouvert de R™ contenant xg et U un

ouvert de R™. On considere le systeme d’état controlé sous sa forme générale :

#'(t) = f(t,2(1), u(t)),

ZE(tO) = X9-

(1.11)
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Ou f:IxQxU— R" telle que

(H1) f(t,a,b) est de Carathéodory i.e.
- Pour tout a € R" et b € R™; la fonction t — f(t,a,b) est mesurable.

- Pour presque tout ¢ € I; la fonction (a,b) — f(t,a,b) est continue.

(H2) 3 ¢>0,Vt € [ty, T], Vy € R*, Vv € U,
|f(t g, v)lre < (L + [ylge + |v]rm)

(H3) Vr >0 3¢, >0,V te[t,T],VyeB0O,r),YveU;

d
|£<t7y7v)| < Cr(l + |’U|[Rm)

On définit U,y comme étant ’ensemble des controles admissibles i.e. un ensemble des

controles u pour lesquels 'état x soit bien défini sur 1.

Uag := {u: I — R™ mesurable : u(t) € Up.p.}

Définition 1.19. - On appelle solution du probléme de Cauchy (1.11)), la paire (J, @)

outye J CI etg:J— Q une fonction absolument continue sur J satisfaisant pour

tout u € Uyy :

o(t) = 20 + / £(s,6(s), u(s)) ds, vt € J

Dérivable sur I, p.p. ainsi ¢ est solution du systeme (1.11)) que presque partout.

Théoréme 1.16. On suppose satisfaites les hypothéses (H1)- (H3). Alors, pour tout
controle u € Uyg, il existe une paire mazimale unique (J, x) solution du probléme (1.11)

donnée par :

x(t) = xg +/t f(s,z(s),u(s))ds, Vt € J

1.3.2 Formulation du Probleme

Soit [ :=[0,7] ou T > 0 fixé, rappelons le systeme de controle (|1.11))

Z'(t) = f(t,xz(t),u(t)), pp.t €1

x(ty) = xo.

(1.12)

36



1.3. PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

Pour le probleme de controle optimal :

minyeu,,F (u) (1.13)

1

ou pour u € L;,,

(I;RT), le critere d’optimisation général est donné par

F(u) := / 1, 2(t), u(t)) dt

to

et
1:IxQxU—=R

tel que :
(H4) i(t,a,b) est de Carathéodory.

(H5) (t,a,b) est localement intégrable.
D’apres le théoreme (|1.16)), pour tout u € U,q, les hypotheses (H1)- (H3) assurent 1'exis-

tence et I'unicité d’une solution admissible z € AC(I;R"™) pour le probleme ([1.12)).
Pour les problemes de controle optimal, lorsque la convexité fait défaut, les théoremes

d’existence (par faible compacité) sont inutilisables.

Cependant, pour le probleme ((1.12))- (1.13]), les hypotheses (H1)- (H5) peuvent conduire
a l'existence d’un controle optimal, en toute généralité, moyennant des suites minimi-

santes.

1.3.3 Systeme adjoint- Principe du maximum de Pontryagin

Le principe du maximum de Pontryagin (1956) a été développé pour les EDOs, un
théoreme qui consiste a caractériser le controle optimal u* du probleme — .
Pour le contrdle optimal et applications, voir [I08] entre autres.

Pour la suite, les deux hypotheses (H1)- (H4)’ suivantes remplacent (H1)- (H4), a
savoir ;
(H1) f(t,a,b) est C' Carathéodory i.e.

- Pour tout a € R™ et b € R™, la fonction t — f(t,a,b) est mesurable.

- Pour presque tout ¢t € I, la fonction (a,b) — f(t,a,b) est de classe C1.

(H4)’ 1(t,a,b) est C' Carathéodory.
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On appelle ’'Hamiltonien associé au probleme ([1.12))- (1.13]), la fonctionnelle H définie

par :
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H(t,a,b,c) : I x R" x R™ x R" - R"

H(t,a,b,c) =1(t,a,b) +c- f(t,a,b)

ou a - b désigne le produit scalaire dans R".

Théoréeme 1.17. (Principe du mazimum de Pontryagin)

Soit (u*,x*) la paire optimale solution du probléme (1.12)) — (1.13)), alors il existe un
¢tat adjoint p* € WH(I;R™) tel que :

H(t, 2 (1), (1), (1)) = mas H(t,2° (1), b.p° (), pp-t surl
cUqgd

ou p satisfait le systeme adjoint

p(t) = —%—H(t, a,b,c) = —(l,(t,a,b) + p(t) - fu(t,a,b)), p.p.tsurl,
a (1.14)

Dans le systeme adjoint, la condition en temps final est dite de transversalité et g,
note la dérivée de la fonction g par rapport a la variable y.
Le principe de Pontryagin transfert le probleme d’optimisation d’un objectif défini sur
un sous ensemble de Banach pour un probleme de Cauchy a un probléeme d’optimisation

instantané de ’Hamiltonien sur un intervalle fermé borné [0, 7.

Remarque 1.4. Dans le cas d’un probleme de controle optimal sans contraintes, soit :
min,ern F' (1) (1.15)
pour le systeme , nous définissons le lagrangien par
L(t,a,b,c): I xR" xR x R" — R"
L(t,a,b,c) = L(t,a,b) + c- (2'(t) — f(t,a,b))

- L’équation d’optimalité devient

L
g—b(t, a,b,¢)) =0=ly(t,a,b) +c- fo(t,a,b) =0, p.p.tsurl.
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Chapitre 2

Quelques modeles épidémiologiques

structurés en age.

2.1 Introduction

Il existe des modeles classiques qui représentent les dynamiques de la transmission
du virus, et d’autres qui tiennent compte des mesures sanitaires (préventives ou d’in-
tervention) et éventuellement la rechute.

Dans ce chapitre, nous revenons sur quelques modeles de transmission du virus avec
rechute (des plus récents), structurés en age a > 0 d’infection (en plus de la variable
temps ¢t > 0) en vue d’étudier la stabilité. Nous invitons le lecteur & consulter [30] et
[44].

Ce sont des systemes représentés par des EDPs qui modélisent une situation épidémique,
et c’est en fonction de sa propagation que les classes de la population sont prises en
considération ; ce sont les variables caractérisant un tel systeme.

D’autres modeles tiennent compte de la prise en charge de I'infection passant par un
dépistage dans [3], [4] en vue d’apporter le traitement adéquat, voir également [44] ou
la quarantaine est introduite.

Cependant, il existe des modeles qui prennent en considération la rechute soit aprés
rétablissement [30] soit pendant la phase de la quarantaine [44].

Ce chapitre est organisé comme suit : la stabilité d'un modele de type SIR [30] est
analysée dans la section 2, un modele ou ’age de l'infection concerne la classe des
infectés et qui prend en considération la rechute aprés rétablissement. La section 3 est
dédiée a la stabilité d’'un modele de type SIQ [44], un modele ou 'age de I'infection
intervient dans les classes des infectés et de la quarantaine, tenant compte de la rechute

lors la phase de la quarantaine. Dans la section 4, un probléme de controle optimal [3]
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2.2. STABILITE D’'UN MODELE DU TYPE SIR AVEC RECHUTE

est étudié pour un modele de type SIR ou I’dge de l'infection concerne la classe des
infectés et le controle est le dépistage, encore faut- il introduire la fonction réponse de
la population totale pour un traitement efficace. Les auteurs proposent de déterminer

le meilleur dépistage au sens d’un critere a optimiser.

2.2 Stabilité d’un modele du type SIR avec rechute

2.2.1 DModele

Considérons une population humaine ou a tout instant ¢ > 0, I’épidémie entraine
trois classes : S(t) la densité des susceptibles, i(t,a) la densité des infectés ayant 1’age
a > 0 de l'infection (le temps écoulé depuis le début de I'infection) et R(t) celle des
réfractaires (retirés ou rétablis).

Les fonctions B(a) et 6(a) désignent les taux de transmission de I'infection et celui de
rétablissement naturel da a I’évolution naturelle de la maladie (qui dépendent de 1’age
de l'infection). Les parametres p, § et k désignent les taux de mortalité naturelle, de
rechute (un taux pour lequel une fraction des réfractaires devient de nouveau infectée)
et celui de non guérison (un taux pour lequel une fraction des infectés ne se rétablit pas
et reste dans la classe des infectés considérés comme nouveaux cas infectés). Le modele
suivant [30] est donné avec une structure d’age de U'infection a > 0 & tout instant ¢t > 0

par

S'(t) = A—pS(t) — f(S(t), J (1)),

9i O :
5+ 5, = ~(ut0))i(t,a), (2.1)

+o0
R(t) = (1— k) /0 8(a)i(t, a)da — (u + 6) R(t).

\

aux conditions initiales

{ 5(0) = So, R(0) = 7o, (2.2)

i(0,a) =ip(a), ip€ L*(RT;RT).

Pour t > 0, .
i(0,t) = f(S(t), J(t)) + k/o 0(a)i(t,a)da + JR(t)
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ol
“+o00

J(t) = B(a)i(t,a)da

0
est la force de l'infection qui est nombre de contacts par unité de temps) et f est la

fonction incidence.

Exemple 2.1. La fonction [ peut étre une fonction bilinéaire ; voir la définition dans
Motivation et état de l'art p.4.

Dans ([2.1)-(2.2)) les parametres sont supposés
1. e CBU([RJF, [R+)7 VRS LOO([R+7 [RJF)
2. A, p sont positifs et k € [0, 1).

- La bornitude du taux de transmission 3 signifie que I'infectuosité a un maximum.
- L’uniforme continuité de [ sera utile pour les estimations a priori. La fonction inci-

dence f satisfait aux hypotheses suivantes

(HO) La fonction f(.,.J) est croissante pour J > 0 et f(.5,.) est croissante pour S > 0
avec f(0,J) = f(S,0) =0,VS,J > 0.

(H1) Pour tout S > 0, la fonction f(.S,.) est concave.

af(.,0)
oJ

(H3) La fonction f est localement continue lipschitz en S et J i.e. pour tout b > 0, il

(H2) La fonction est continue positive sur tout ensemble compact K C R*.

existe L := Ly > 0,
|f(S2, J2) — f(S1, J1)| < L[Sy — Si| + |2 — Ji

pour 0 S Sl,SQ, Jl, JQ S b.

2.2.2 Existence et unicité de la solution
On définit I'espace vectoriel normé (X, ||.||x) muni de sa norme
X =R x L'(0,00;R) x R
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10S(2),2(, ), q(, ), R(6) ][ x = S(B)] + /OOO [i(t, a)| da + |R(t)] -

Le cone positif associé est noté par
Xt :=R" x (L*(0,00;R")) x RT.
On note par N(t) la population totale

N(t) .= S(t) + /oo i(t,a)da + R(t),

_ A
En posant N := —, on a le

Théoréme 2.1. [30/
Pour (Sy, ig, 7o) firée dans X, il existe une solution unique positive (S,i, R) € C*(RT)x

C(R*; LY(R*)) x CY(R*) de (2.1)-[22). De plus;

N(t) < max (N(0),N), (2.3)
et
lim N(t) = N. (2.4)

Remarque 2.1. Les preuves sont détaillées dans [30).

Posons

ﬁ@%z&p(—l%u+ﬂﬁwa,a20

la probabilité de quitter la classe des infectés.

2.2.3 Nombre de reproduction de base R,

Le nombre de reproduction de base pour (2.1)) est donné dans [30] par

af A oo (1—Fk)o oo
Ry = a—J(;, 0) (a)m(a) da + ( ; + k:) /0 O(a)m(a)da

0

- En effet, posons S(t) = cieM, i(t,a) = cy(a)er et R(t) = czert et linéarisons

A
(2.1) et (2.2) autour de son équilibre trivial Ey = (—,0,0), on a pour tout t > 0,
i

43



2.2. STABILITE D’'UN MODELE DU TYPE SIR AVEC RECHUTE

[ dS(t) B of A aof A
— = St - S(t)%(;»o) - J(t)a(;ao),
W) 0Dyt baitta). a0,
L Of A af A oo (2.5)
i(t,0) = S(t)%(ﬁ, 0) + J(t)ﬁ(ﬁ’ 0) + k:/o 0(a)i(t,a)da + dR(t),
dR oo
\ % =(1- k)/o 0(a)i(t,a)da — (pn+ 9)R(1).
L’équation caractéristique associée au systéeme - est donnée par
g . A
)\‘FHJ—F% (;,0) P()\) 0
g . A -0
550 QM) -5 7
0 G(\) A+ p+0
avec o A .
P(\) = %(;, 0) i (a)7(a)e *da,
Q) =1-— %(%,O) 0+°<> (a)m(a)e *da — k/0+°° (a)m(a)e da,
et
+o0o
G\ :=—(1— k)/ 0(a)m(a)e *da.
0
ou de manniére équivalente
(A +p)H(A) =0, (2.6)
avec
H\) =A+p+9) <1 — %(%, 0) 0+00 (a)m(a)e da — k/0+<><> O(a)ﬁ(a)e’\“da>

—0(1 — k)/o h 0(a)m(a)e da.

- Les racines de (2.6) sont soit A = —p soit celles de de I’équation H(\) = 0.

- En considérant H(0) nous obtenons l’équation Ry =1 ou Ry est l’expression donnée
plus haut, voir p. 50 dans [[J] également.

- Remarquons que Ry est la somme de trois termes, a savoir : des individus infectés par

nombre de contacts par unité de temps a un taux de transmission [3(a), des individus
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qui ne se rétablissent pas avec ’évolution de linfection a un tauzr k et restent donc

infectés, et des individus qui rechutent a un taux 0 : apres rétablissement a un taux

1—k).

2.2.4 Semi-flot et attracteur global compact

On note par B(t) = i(t,0) pour tout t > 0, et on intégre ’EDP des infectés sur les

caractéristiques
m(a)B(t — a), a <t
i(t,a) = (2.7)
ﬂio(a—t), a>t.
m(a —t)

Le semi-flot ® : R™ x XT — X est défini par
D(t, (So,i0(+),m0)) = (S(t),i(t,-), R(t)),  (So,do(-),m0) € X (2.8)

Le semi-flot ® défini par 'unique solution du systéme - est continu, grace
au théoréme d’existence [2.1 Pour la définition du semi-flot, voir [104).

Théoréeme 2.2. [30]

Le semi-flot ® admet un attracteur compact A des sous-ensembles bornés dans X, .

Soit ¢ : R — X une trajectoire totale telle que, ¢(t) = (S(t),i(t,-), R(t)). On a par
définition du semi-flot, ¢p(t +r) = ®(t,p(r)), t > 0,r € R. Avec les mémes arguments
que dans [104)], on obtient pour tout t € R,

(

S'(t) = A—pS = f(S(t), J(1)),
i(t,a) =m(a)B(t — a),
B(t) = f(S(t), J(t)) + k/0+oo 0(a)i(t,a)da + dR(t), (2.9)
R(t) = (1—k) ["0(a)i(t,a)da — (1 + O)R(t),
) = Om B(a)r(a)B(t — a)da.

Dans ce qui suit, on s’intresse aux équilibres du systéme et qui sont par
définition :
- Soit des états stationnaires ou les dérivées s’annulent conduisant a un équilibre tri-
vial Eqy (voir le chapitre 1). Cet équilibre existe toujours et est appelé en épidémiologie

7équilibre sans maladie”.
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- Soit sous forme de point fixe du semi-flot associé définissant ainsi un équilibre posi-
tif E*. Cet équilibre qui n’existe pas toujours est appelé en épidémiologie ”équilibre
endémique”.

L’existence et la stabilité des états stationnaires Ey et E* font l'objet des théoremes

ci-dessous

2.2.5 Stabilité de I’équilibre sans maladie

Théoréme 2.3. (Stabilité de Ey)
Si Ry < 1 alors I’équilibre sans maladie Ey = (N,0,0) est globalement asymptotique-

ment stable, instable si Ry > 1.

La preuve s’effectue en deux étapes : la premiere consiste en la locale stabilité moyen-
nant la linéarisation du systéme (2.1))- (2.2)) autour de Ey. La seconde étape consiste en
Uattractivité via le lemme de fluctuation [A.14] de [10])], (voir le chapitre 1 également).

2.2.6 Stabilité de I’équilibre endémique, persistance uniforme

Lemme 2.1. (Ezistence de E*)

Supposons que
)
J—ot+ f(S,J)
Si Ry > 1, alors le systéme (2.1)-(2.2) admet un équilibre endémique positif.

> 1, pour S €[0,N).

Démonstration. Si E* := (S*,i*(.), R*) est un équilibre endémique positif du systéme

(2.1)-(2.2)) alors E* est un point fixe du semi-flot ® donné par (2.9) i.e.

O(t, (5%,i°(.), R)) = (5*,i"(.),R*), pourt>0.

Daprés (Z3) et (2:30)

m(a)i*(0), 0<ac<t,

i*(a) = (a) (a—t) o (2.10)
—W(a—t)z a , a>t.

A= pS*+ f(5*,J%),
oo (2.11)
Jr = B(a)i*(a)da.

0
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Remarquons que dans ([2.10f), la premiere expression de i*(a) satisfait la seconde sur

des sous intervalles de longueur t. En effet, sit < a < 2t, on a

i*(a—t) = m(a—1t)i*(0),
mla—1) .,

= () i*(a).

le. * ) (@) .
i*(a) = 7r(a_t)z(a—t),
= m(a) m(a —t)i*
- 7T(CL . t) ( t) (0)7
= 7(a)i*(0).

i*(a) = m(a)i*(0), Va >0 (2.12)
Des expressions ([2.9)) et (2.12), il découle que
°(0) = (57T
? - D ) )
01—k oo
D:=1- (k’ + (LH‘ 5 )) /0 0(a)m(a)da. (2.13)
Par conséquent, |
i*(a) = Bf(S*, J)m(a). Va > 0. (2.14)
De plus, des expressions (2.10)) et (2.14]), on a
A= puS*+ f(S*,J),
v (2.15)
J* = 5]‘(8 ,J*).
ou M = O+O° f(a)m(a)da. De la méme maniere que dans [63] et [64], on montre

I'existence d’un équilibre endémique positif.
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Persistance uniforme

A présent, on définit :

- La fonction de persistance p : X* — R par
+o0o
p(So,’é0<'),T0)) = f(S(),Jo) +/ G(a)io(a)da+ro,
0

l.e

p(@(t, (So,70(+),0))) = B(t).

- Et 'ensemble de persistance
Xy = {(So,io(.),ro) c X+;r0+/ ig(a)é(a)da—i—/ io(a)B(a)da > o},
0 0

0(a) := /00 0(a + t)ﬂ(:(z)t)dt, pour a > 0,

B(a) := /000 Bla+ t)w(:(z)t)dt, pour a > 0.

Lemme 2.2. [30] On Suppose que pour tout S > 0, la fonction f(S,.) est croissante

et concave. Les propriétés suivantes ont lieu

(H4)
f((’]J) est une fonction décroissante par rapport é J. (2.16)
(H5)
£<f(S,:c) <1, pour 0 <z < J*,
Je o f(S,J%)
(2.17)
1<f(S,x)<£ our x > J*
END I |

Lemme 2.3. [30](Persistance uniforme faible)
On suppose satisfaite Uhypothése (H4) et que Ry > 1. Alors il existe € > 0 ;

limsup p(®(t,x)) > €

t—+o0

ot x est toute solution de (2.1)-(2.2) pourvu que x € Xj.

Théoreme 2.4. [30](Persistance uniforme forte)
Supposons que Ry > 1. Alors, toutes les solutions du systéme (2.1))-(2.2)) sont uni-

formément fortement p—persistantes quand les conditions initiales balayent X, i.e. 1
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existe une certaine fonction € > 0

liminf p(®(t)zg) > €, pourvu que x5 € Xp.

t—o0

Etant donnée la persistance faible, le théoreme [5.2] de [90] permet de conclure
quand a la persistance forte. Par conséquent, ® est uniformément fortement p—persistant.

Le résultat suivant est un corollaire du théoreme [5.7] de [104].

Théoréme 2.5. [30)]
Il existe un attracteur global compact A pour le systéme -. De plus, A est

uniformément p—positif, i.e. il existe une constante positive I'g ;

p(q)(t, (SO, io('), 7’0))) } Fo, V<S[), io(.), 7“0) € A. (218)
Théoreme 2.6. [30] Si Ry > 1 alors l’équilibre endémique E* est globalement asymp-

totiquement stable.

Démonstration. Soit U : R — A une trajectoire totale telle que W(t) := (S(t),i(t,.), R(t)),
S(0) = Sp, i(0,.) = ip(.), et R(0) = 19 ou (S(t),i(t,a), R(t)) est une solution du
probleme ([2.9)).

On propose, pour y > 0, la fonction

H(y)=y—In(y) — L (2.19)

pour a > 0, la fonction test

e s S P B
ota) = | [( Ome(a)i*(a)daw)e(H s f<s,J>] (@)do,  (2:20)

et pour x = (Sp,io(.),r0) € A, la fonction de Lyapunov suivante

V() = Vi(z) + Va(x) + Va(z)

So f(S*,J*)
S* f(777 J*) G

Vata) = | T (“)Eai) bla)da,

2

7o . OR*
Vs(z) = QH (—) : avec Q= ah f+oo o) (a)da’

0
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On commence par substituer 1’équation S de ([2.9)) dans la dérivée suivante

L) = (1—%) (A= F(S(t), I(1)) — uS(H)),
* F(5°, )
= w5 =50) (1 RNE0) J*>>

AN (el

- W) (F(S7,J%) = F(S(1), T (2))).

De la méme maniere que dans la preuve du lemme [9.18] de [I04], on obtient

%VQ(\P( 9 H(i(t,@))¢(0)+/0+°°H<i(t,a)>¢/(a>da

*(0) *(0)
_ f(S(), J(1)) Iy 6(a)i(t, a)da R(t)
- (Al 57 b R ) o
+eo i(t,a)\
+ /0 H < (a) ) ¢'(a)da,
(S, JY) o k[ *(a)da . o E
e ) e

En substituant dans la troisieme équation de (2.9), on obtient
+oo
P(0) = F(S", ) + k / 0(a)i*(a)da + O R*
0

En remarquant que A; + Ay + A3z = 1 et grace a la convexité de H, il s’en suit que

aun (160 5)>>>+A2H( *°°9<( :;;55355) v agn (A0

o [ ()

En additionnant les expressions des deux dérivées V] et Vi ci dessus, et en faisant

d

SV(w (1))

¢(0)
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apparaitre celle de H, il s’en suit que

* (8 f(8,J)
+  f(S*,JY) (1 SJ* )—FfS J)( 705, J*)—lnf(s*,J*)_l)
b A0 itt,a da) + Agi*(0)H (RBE?)
T Z(

>|<

Le terme suivant s’écrit sous forme

F8.0) ) JST) (ST

In £S5, T~ FS, T S g

D’ou,

(Vi + Va) (W (t))

so) (1- 80 )+ﬂsj)<l 61189,
f

IN

F(S(), J5* %) f(8,J0%)
s <<5f>> o (s
‘ ( )l ('

) ¢'(a)da.
En dérivant la fonction V3, il vient que

dt
:ﬁggﬁ@_%ym_m 2:21)

+ 9(1}; £) (bjéf)) ( /0 " b@)i(t, a)da /0 m H(a)i*(a)da>.

En ajoutant le terme suivant a chaque membre de (2.21)),

—Q(lR: F) i (%?) /O+Oo Q(a)i*(a)da%
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il en résulte

d Q(p+9) R* .
que) = EY (1B ()

- 2 (50) [ s (8- )
O (B (30) [

La sommation des dérivées V/, V3 et V5 donne

VI(w(t) < %?—ﬂm<1 f(5, ") £(S, %) ﬂyJw+Q

Oﬂ) J*f““m<‘lﬂ$Jﬂ‘waw
« (S50 [ (22

4 Asit(0)H (fo 9((@ it “>d“> Agi*(0)H <R}§f)>
v S (B2) [ owre (g - ) w
+ “ +5 (1——)

S () () s

D’un coté, les deux termes de la derniere ligne de l'inégalité ci-dessus se simplifient

puisque (u + 6)R* = (1 — k) 0+°O 0(a)i*(a)da. D'un autre coté, grace a l'inégalité de

Jensen, on a

(et ()
o Oa)i*(a)da 0 o 0(a)i*(a)da i*(a)

e g(a)i*(a) H(i<t’a))da.

o [ 0(a)i*(a)da  \ i*(a)
Comme
Q1 —Fk) SR
R 2 0(a)i*(a)da
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Alors,
VI(U(t) < (St —S(1) (1 N f{(Sit) J;Z))
. [(S.07) (577
+ f(S J)(‘lnf(S*,J*) f(S,T) +1)

+ f(S%,J)H (f((s J))> +/+OOH (il.(f(’g) ¢ (a)da

S, J*
o [ 2());2) (S ) dorarom ()

+ s esz (a)daH < Hft)) /0 6(a)i"(a) (ii(*t(’(;) —%) da.

0

Quitte & choisir ¢ tel que J(t) < J*, le lemme ([2.2) et l'inégalité de Jensen entrainent

que
/(5.7) J()
#(fs) < B (5,
oy ( = Bla)it(a) Z’@’%)
o S Bait(a)da i*(a) )

= B(a)i*(a) it,a)\
o Jy T B <a>dH(z'*<a>>d’

- [ ()

7St ,J*))

FS. T F(S*,T%)

(57 1T “)
J*

+ (Z(t(’j)) [ SJ* )ﬁ( )i*(a) + kO(a)i*(a )] da
L GRH (RR_)

B iji*(a)daﬂl <%> /0+°° Hla)i*(a) (ii(*técjb)) - %) da.

0

IN

Enfin,

V/I(U(t) < (S —S(t))( _ —JE(S(*;J*)

+ f(S*,J) (—ln
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L’expression de ¢ (provenant de (2.20))) permet de conclure que

V() o
. RACHTDN
uls™ = 51) (1 f(S(W*))

(o ) FST)
1) (- e s - s )

/0+0° {H (R}éf)) —H ( ) +H < (t) ) (Z@(*t’;) B R}g))} fofo}z;ig)f(%)dada

2.22)
Sachant que

—In(1/z) —2+1<0

et que

H(b) — H(a) + (a— b)H'(b) <0

il en est de méme pour le signe du second et troisieme termes de 'inégalité (2.22)). Il
en découle que,
V(W (1)) < 0.

Des itérations successives effectuées sur tous les ¢ tels que J(t) > J* donnent

V/(W(1) <0

Comme V est bornée sur ¥, les ensembles a-limite et w-limite de ¥ doivent étre

contenus dans le plus grand sous-ensemble invariant M.

i(t,a) _ R(1)
i*(a) R
D’autre part, le systeme (2.9)) et Iégalité i*(a) = 7(a)i*(0) donnent

Remarquons que V'(¥(t)) = 0, implique que S(t) = S*, et

i(t,a) _ B(t—a) _ R()
@) i*(0) R

VYa > 0, (2.23)

ce qui entraine que pour tout a > 0, B(t —a) = B(t) et i(t,a) = i(t,0).
De I'équation S de ([2.9)) et avec S(t) = S*, on a

A —pSt = f(5%,J(1)).
Par ailleurs, 1’équilibre doit satisfaire I’équation suivante

A - uS* = f(S*,J),

o4



2.2. STABILITE D’'UN MODELE DU TYPE SIR AVEC RECHUTE

d’ou f(S*,J*) = f(S*, J(t)). La monotonie de la fonction f et le systeme (2.9) im-
pliquent que

i(t,0) /0 " Ba)r(a)da = i*(0) /0 " Ba)r(a)da
i.e. pour tout ¢ € R,
B(t) = i(t,0) = i*(0)
Et par ([2.23),
R(t) = R*

et

it,) = i*(.).

Par conséquent, ’ensemble M ne contient que 1’équilibre endémique positif £*.

Par suite, comme A est compact, alors les ensembles a-limite et w-limite ne sont
pas vides (voir 'annexe pour la définition des ensembles w limites), sont compacts et
attirent, ¥(¢) quand ¢ — 400, grace au principe d’invariance de LaSalle.

D’un co6té la fonction V(W¥(¢)) étant décroissante par rapport a W(t), constante sur les
ensembles a-limite et w-limite. Sachant que ces deux ensembles sont réduits a 1’équilibre

endémique positif, alors W(t) — (S*,i*(.), R*) quand ¢t — o0, par conséquent
V(®(t) —» V(S*,7"(.),R"), quand t— Foo.
On a donc pour tout ¢ € R, 'encadrement suivant

lim V(®(t) < V(®(@1) < lim V(8(t)),

t——+00 t——o0
ie
auquel cas
W(t) = (S*,i"(.),R"), vVt e R

L’attracteur compact A étant réduit é 1’équilibre endémique positif E*, le théoréme
[2.39] de [104] permet de conclure quand & la stabilité globale de E*. O
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2.3 Stabilité d’un modele du type SIQ avec rechute

2.3.1 DModele

On consideére une population composée de classes des susceptibles S(t), des infectés
i(t,a) et celle de la quarantaine ¢(¢,a) ayant I’age a d’infection a l'instant ¢.
Avec le temps, les individus atteints par une certaine infection deviennent capables de
la transmettre (période de latence : temps écoulé depuis la contraction de I'infection
jusqu’au début de sa transmission). Cependant, la quarantaine consiste a isoler ces
agents infectieux, une fois identifiés comme tels. Dans le but de freiner la transmission
de l'infection, le modele [44] vise a analyser les effets et I'apport de la quarantaine. Les
fonctions (a), 6(a) et d(a) représentent respectivement les taux de transmission, de
rétablissement et de rechute a 1’age a de 'infection. Les parametres A et i représentent
respectivement le flux entrant a la classe des susceptibles et la mortalité naturelle.

Le modele [44] est le suivant

(

S'(t) = A= uS@t) — f(S@), J(1)),

% + % — (a4 0(a))i(t, a) + (a)q(t. a),

o ST = ofayitt,a) — (1 + a))alt, ) (224)

i0,8) = f(S(t), J (1)),

| ¢(0,1) =0.
5(0) = So, R(0) = 7o,
i(ova) = iO(a)a g € Ll(lRJrv [R+)v (2'25)

q(0,a) = qo(a), io € L'(RT,RT)
La force de l'infection est donnée, a tout instant ¢, par
+oo
J(t) = B(a)i(t,a)da

0

et la fonction incidence f satisfait aux hypotheses suivantes

(Q1) f(.,J) est croissante pour J > 0 et f(S5,0) = f(0,J) =0,¥S, J > 0.
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(Q2) La fonction f est localement lipschitzienne en S, J :

Ve>0,4d L=L.>0;
| f(S2, J2) — f(S1, J1)] < L(|S2 — Si| + [ J2 — Ju]),

0 S 517327J17J2 S C.

(Q3) La fonction W est continue positive sur tout compact C.

(Q4) La fonction f est concave par rapport a J.

La probabilité de quitter la classe des infectés est donnée par
mla) = esp (= [ e+ o9 - a(s))as)
0

2.3.2 Existence et unicité de la solution

Considérons 'espace de Banach muni de sa norme

X =Rx L'R) xR

“+oo

“+o0o
1(5(2),i(t,a), q(t, )| x = IS(t)H/ Iit,&)!daJr/ lq(t,a)lda, S €Reti,q € L'(RY).
0 0
le cone positif correspondant est donné par ;
X;=R"x LL(RY) x RT

La fonction population totale et sa dérivée par rapport au temps sont données par

N(t) .= S(t) + /000 i(t,a)da + /000 q(t,a)da,

N'(t) = A— uN(t), t>0.

Théoréme 2.7. [/])

On suppose satisfaites les hypothéses (Q1)- (Q3). Alors le systeme (2.24)-(2.25) admet
une unique solution bornée (S,i,q) € C*(R") x [C(RT, LY(R™))]?, positive dés que
So >0, 40(.) >0, qo(.) > 0. De plus,

N(t) < max (N(O), ﬁ) : (2.26)
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et

lim N(t) = 2. (2.27)

t—o00 M

Pour les preuves de cette section, nous invitons le lecteur & consulter [44].

2.3.3 Nombre de reproduction de base R,

Le nombre de reproduction de base pour ([2.24]) est donné dans [44] par

too a exp(—ps
R():%(%,O) O B(a)m(a)(l—l—/o 5(3)%7’;)613) da

Observons, dans ce cas, que Ry n’est autre que la somme des deux termes, a savoir,

le premier est du a la force de I'infection et le second est di a la rechute.

2.3.4 Attracteur global compact et trajectoires totales

En posant d(t,a) =i(t,a) + q(t,a), le systeme (2.24))-(2.25) devient

(B 4 s - (5. 50)), t>0,
az'(;;@ + &'gc’b“) (44 0(a) + 6(a))i(t @) + 0(a)d(t,a), >0, a>0
adg;’ 2 + adg(;a) = —pud(t,a), t >0, a >0
| i(1,0) = d(t,0) = F(S(1), J(1)), £ 0.
(2.28)
aux conditions initiales
S(0) = So € R,
i0,) = io() € LM (R, R*), (2.29)

d(07 ) = (iO + QO)(‘) € L1<|R+7 |R+)'

Outre I'équation des susceptibles, une intégration sur les lignes caractéristiques des

EDPs du systeme ([2.28)- (2.29) donne
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sit)
o = A—uS(t) = f(S(t), (1), t>0, (2.30)
v d (B0 ds) (a)f(S(t ~a), J(t - a)), t>a,
; 7r7(r(§tl) (a—t)+ [ 6(s+a—t)e usﬂ(ziaalt)ds(io +qo)(a—1t), t<a.
(2.31)
dt.a) = { e:“j f(S(t —a),J(t—a)), t>a, (232
e M (ig+ qo)(a —t), t <a.

On définit le semi-flot  : R x X — X par

CD(t, (So,lo(),do())) = (S(t)ai(ta’)7d<t7'))= 13 Z 07 (SOaiO(')ad()(")) € X.
(2.33)

avec (5,14, d) est I'unique solution du systeme (2.28)-(12.29).
Le théoreme suivant garantit l'existence d'un attracteur compact des sous-ensembles

bornés de X (voir [80], [104], [I05] pour le concept d’un attracteur global).

Théoréme 2.8. [/])

Le semi-flot ® admet un attracteur compact des sous-ensembles bornés de X .

Démonstration. On définit & comme

®(t, (So,i0(+), do(+))) = Wi (t, (So,i0(-), do(-))) + Wa(t, (So,i0(-), do(-)))-

avec

Wi (t, S0, i0(+), do(+))) = (0, un(t,-), 01 (),

Wa(t, (So,70(+), do(+))) = (S(t), ua(t, -), va(-)).

29



2.3. STABILITE D’UN MODELE DU TYPE SIQ AVEC RECHUTE

et
(ta)=14 "
h = il s T7(a .
w(zi i +fo (s+a—t)e ™ W(s—&ga)—t)ds(20+q0>(a_t)7
1+ a(; efﬂsd St_ ’Jt_ 7 <t
us(t, a) = (14 Jiy 65 =ds ) m(@) F(S(E = a), J(t — a) a
0 a>t.
0, a<t
vi(t,a) = L
e Mo+ q)la—t), a>t,
{ et f(S(t—a),J(t—a)), a <t
'Ug(t,a) =
0 a>t.

Le semi-flot ® défini par ® : R x X, — X

O(t, (S0, 70(-), 90(.))) = (S(1), (2, ), (2, )

est une solution unique du probleme ([2.24)-(2.25)). De plus, le semi-flot ® est continu

(la continuité du semi- flot ® découle du théoreme (2.7))).
Soit ¢ : R — X une trajectoire totale associée a ®, telle que ¢(t) =

On obtient le systeme d’équations suivant, pour t € R

p

\ 0

Théoréme 2.9. [/])

Pour le semi-flot ®, il existe un attracteur compact Ag des sous- ensembles bornés de

X,

60

a<t

a>t.

(2.34)

(S(t),i(t,.),d(t,.)).

(2.35)
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Lemme 2.4. [[]] Pour (So,io(.),do(.)) € Ao, nous avons les estimations a priori

So +/ do(a)da < é,
0

M
SO +/ io(a)da < CO = LW’
0 7
io(a) S L||5”°°CO||5||OO(16_MI; dO((l) S LHﬁHooCOe_uaa
A
So >
T+l

avec L est la constante de Lipschitz de f.

Dans la suite on s’intéresse a la stabilité des €tats stationnaires.

2.3.5 Stabilité de I’équilibre sans maladie

Théoréme 2.10. [/])](Stabilité de Ey)
On suppose satisfaite I’hypothese (Q4). St Ry < 1, alors l’équilibre trivial Ey = (f, 0,0)

est globalement asymptotiquement stable.

Idée de preuve : En premiére étape, définissons, les deux fonctions tests suivantes

( o é,o o0
oty = T [ smgas

0 é,O s e Hs 0o
\ Y(a) = %/a 6<S)7T(8)/5 B(o)m(o)dods.

Pour (So,i0(.),do(.)) € Ay, on considére la fonction de Lyapunov suivante

V (So,i0(-), do(-)) = Vi(So,0(.), do(.)) + Va(So, i0(.), do(.)) + V3(So, 7o (.), do(.))

avec 5 é“]
Vi(So,70(.),do(.)) = So —[1 th& Lj;((; J))dn - §7
Va(Soriol.), dol.)) = / " blaiola)da,
et

Vy(So,io(.), do(.)) = /0 " b(a)do(a)da.

Soient U : R — Ag avec W (t) = (S(¢),i(t,.),d(t,.)) et (S(0),4(0,.),d(0,.)) = (So,i0(.), do(.))
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solution du probléme . La preuve est détaillée dans [44)], ou on montre que la
dérivée V' (¥U(t)) <0, s’annulant au point d’équilibre sans maladie Ey. Comme le plus
grand ensemble invariant vérifie la propriété : %V(\I/(t)) =0 est réduit a {(%, 0,0)},
attirant toutes les trajectoires totales (2.35)), grace au principe d’invariance de LaSalle.
Cet ensemble étant réduit a Ey, ce qui entraine que attracteur Ay = FEy. (on peut voir
également le théoreme [4.1] de [16]). Le théoréme [2.39] de [104] permet de conclure
que Eqy est globalement asymptotiquement stable. CQFD

2.3.6 Stabilité de I’équilibre endémique, persistance uniforme

A présent, on s’intéresse a ['ezistence d’un équilibre E* := (S*,i*(-),d*(-)), sa sta-
bilité globale avec persistance des solutions du systéme (2.35)) dés que (Sy,io(+), do(-)) €

Xo, nous renvoyons a [44)] pour de plus amples détails.

Lemme 2.5. [[]|/(Stabilité de E*)

Soit lim i) > 1 pour S € [ ) Alors, si Ry > 1, il existe un équilibre endémique

positif E* pour le systéme ([2.24] .

Démonstration. Un état stationnaire endémique E* est, par définition, un point fixe

du semi- flot ® i.e.

O(t, (5%, d")) = (S*,i",d*), aveci*#0, d*#0, et t>0.

D’apres (2.30)-(2.31]) et (2.33]), on obtient

(@) = (14 Jy 8(8) St5ds) mla)f(5°, %), ETA
ﬂ;r(léé_l)t)i*(a - t) + fot (5(8 +a— t)e_'u'swl??dt?d*( )’ t < a.
d*(a) _ 6_:“‘1f(s*, J*)’ t > a, (2 37)
e Md* (a—1t), t<a.

On a également,
A= pS* + f(S",J°),

_ /0 " B(a)i*(a)da, (2:38)

Dans ([2.37]), observons que si d*(a) satisfait la premiére expression alors elle satisfera
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aussi la deuxieme expression. De plus, pour t < a < 2t, I'expression
d*(a—t) = e MDD f(S* J*).
entraine

d*(a) = e "d*(a—1t),
= e (S T),
= e M (S, JY).

Et ainsi de suite, en réitérant successivement ce procédé, on obtient
d*(a) = e M f(S*, JY), Ya > 0. (2.39)

De maniere similaire, on procede avec ¢*, on a pour tout a > 0

—us

i*(a) = W(a)<1 + /0 a(S(S)%ds) £(S%,J) (2.40)

Les expressions ([2.38)) et (2.40)) combinées donnent

A= pS*+ f(8%,J%),
(2.41)
J*=Df(S,J),

D= /0 " Bla)mi(a) (1 + /D a5(3>7f1<’:) ds) da.

La preuve de l'existence de 1’équilibre endémique positif E* est similaire que celle
établie dans [63], [64]. O

Afin d’appliquer le théoréme [5.2] de [10])] relatif a la persistance uniforme (voir
[78], [80)], [90], nous faisons les hypotheéses suivantes :

(Q5) 1l existe un équilibre endémique positif E* vérifiant (2.41]) et pour tout S > 0;

T f(S,x) , .
?<f(S,J*)<1 st 0<ax < J,
(2.42)
f(S;z) )
1<f(S,J*)<_ st x> J%.
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A A
Il existe € > 0 et n > 0 tels que pour tout S € [— — €, — + €]
L

)
f(57J1> f(SaJZ)
e (2.43)

pour 0 < J; < Jy <.

Posons

k :=inf{a : /OO p(o)do = 0},

Soit Xq le sous ensemble de X défini par

Xo = {(Soio(.), do(.)) € X+;/0 (i0 + qo)(a)da > 0}

le lecteur peut consulter [10],[45],[31],[7§] par ezemple.

Lemme 2.6. [/4] Si (So,i0(.),do(.)) € Xo, alors la fonction J(t) est positive pour tout
teR.

On définit la fonction dite de persistance par p : Xy — RT

M&nwx%mwzlmmwmme

Pour xog = (Sp,i0(+),do(+)), on a
pl@(tan)) = [ Blaitt.ade,

Du lemme 2.6, on déduit que :
p>0,Vt>0 <= x e X

Lemme 2.7. [J]] Supposons que Ry > 1. Sous les hypothéses (Q5)- (Q6), il existe
e > 0 tel que

litrgigfp(q)(t,x)) > €
pour toute solution x de (2.28)-(2.29)) pourvu que (So,io(.),do(.)) € Xo.

- Le théoréme [5.2] de [10]] et le lemme (2.6) permettent de conclure quand a la
persistance uniformément forte de la solution du probléme (2.28))-(2.29).

- A présent, en se basant sur le théoréme [5.7] de [104)] on a les estimations suivantes
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Théoreme 2.11. [f4]
Pour toute trajectoire a conditions initiales dans X, il existe un attracteur compact

A1. De plus, Ay est p—persistant i.e. il existe une constante positive ¢, telle que
| B@inadaz e, (Shin() o) € A
0

Lemme 2.8. [/]] Il existe ¢ > 0 telle que, pour tout (So,io(.),do(.)) € Aq,
io(a) > cw(a), a>0,
do(a) > ce ™, a>0.
Idée de preuve : Avec , , le théoreme et le lemme on peut écrire
i(t,a) > c7(a),

avec ¢ = f(lﬁ,é) et L := L..

Les lemmes (2.7)) et (2.8) conduisent au lemme suivant
Lemme 2.9. [/]] Pourt € R, on a

i(t,a) ¢
i"(a) = J(5. )

Théoréeme 2.12. [/}
On suppose satisfaites les hypotheses du lemme [2.7. Alors, 1'équilibre positif E* de
est globalement asymptotiquement stable dans X,.

Démonstration. Soit ¥ : R — Aj telle que V(t) := (S(t),i(t,.),d(t,.)), solution du
systeme ([2.35)), avec (5(0),4(0,.),d(0,.)) = (So,i0(.),do(.)). Comme dans (2.19)) (sec-
tion ci- dessus), on introduit la fonction H(y) = y — 1 — In(y) et les fonctions tests

suivantes

f(S*,J)D [ B(s)m(s)ds,
f(S*,J*)D faoo Bla)m(a) foa §(0) = dods.

(o)

(2.44)

—
= S
—
= =
i
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D= ! | (2.45)

fooo Bla)m(a)(1 + f0a5( )< (:)Sd s)da

Soit zg = (S0, do,79) € A1, on considere la fonction de Lyapunov suivante

V(xo) = Vi(xo) + Va(zo) + Va(z0)

B e So f(S*,J*)
I A (O
zo(a)
«TO / H Z* a) )d
)

Va (o) /HZS(Z) ¥(a)da.

En premiere étape, on substitut S’ par son expression (|2.35|)

M) (1 20y (4 - s — f(5.) .
= (S = 8)(1 = L) o+ (1= ZE) (£ (57, 77) = £(5, 7).

En seconde étape,

/ H 2,(t’ CL>) a)da,
*(a)
Les expressions de ¢ et ¢* entrainent
/ o(a)é(t —a)da
f(S(t), J (1))
avec £(t) = H(———F5).
A O
Grace au lemme [9.18] de [104], on montre assez aisément que V3 est absolument conti-
nue et v (\IJ( )
2
t —
dt / ¥(a a)d
ou encore V(U (0) 0 (t.0)
2 t o 1 t, a ’
A Sl LA H da. 24
) (S + / () e (2.47)
De méme pour V3, avec les mémes arguments ci-dessus
dVs (W (t d(t,0 a
W) _ oy (& ) (@)da. (2.48)
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En sommant les équations ([2.46)), (2.47)) et (2.48]), avec le systeme ([2.35|) et 1’expression
(2.40))), on obtient

PO s - sy - L0 o - L8y s - s,
+ (0(0) + v(0) H <%§§”>
w [T ) v @)

Par ailleurs, la fonction H peut s’exprimer comme suit ;

A SWIO)FEO.I@) | SE0.I0)

fls 7)) s 75" )
ASWLI0), e FS@IW) L FS(. )
B P DR e (DR

Sachant que

et remarquons que

¢(0) +(0) = f(5", J).

En substituant par ¢ et ¢ (2.44]) dans la dérivée suivante, on obtient

AV (¥(t))
dt
e LRSI (ST
(L) e R L CORG)

s J*)D/OOO (B(a)ﬂ(a)(l n /Oaé(s)%ds)> H(f(S(tf_(;z: j(i =Dy o,

Quitte a vérifier le signe du troisieme terme, le premier et le deuxieme terme du membre

de droite de cette derniere équation sont négatifs. Soit

[ H(W) _ D/OOO (ﬁ(a)ﬂ(a)(l + /Oaé(s);_(:;ds)) da.

D’apres ([2.35)), (2.41) et par un calcul direct, on vérifie que

_ < /O " Bla)r(a)(1 + /0 aa(s);(:; a5y “f_(;) j(’; - a))da)>
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En utilisant expression de D ([2.45]) et 'inégalité de Jensen, on conclut que

J(t)
J*

1< a1 -

Avec des arguments similaires que ceux donnés dans la preuve du théoreme [2.10, on

).

montre que

V) _
ot -
Le cas
avew)
dt

entraine S(t) = S* pour tout t € R et

f(57, J(t—a)) ,
H(=———"+ S* J* / S* J* dm(a) (2.49)

Blaym(a)(1+ f; 5(s) S ds)
D

Du systeme ([2.35)), on a
A pS* = f(S%,J(1),

d’apres lexpression ([2.41]), on obtient
FS% () = F(S%,J7)
que 'on substitue dans (2.49)) pour trouver

f(S*, J(t — a)) B
/ S* * m(&) - 07

cela conduit a i(t,.) = i*(.) pour tout ¢t € R.

Comme dans la preuve du théoreme ([2.10)) : Le plus grand ensemble invariant est réduit
a E* et attire toute trajectoire provenant de Xy par le principe de laSalle. D’autre part,
I'existence d'un attracteur compact A; pour toute trajectoire dont les conditions ini-

tiales sont dans X est assurée, ce qui signifie que £* = A;.

On conclut que I’équilibre positif endémique E* est globalement asymptotiquement
stable. 0
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ET FONCTION REPONSE

2.4 Controle Optimal d’un modele du type SIR avec

dépistage et fonction réponse

2.4.1 Modele

Soit T > 0 fini et firé, pour t € I := (0,T) on considére une population humaine de
densité N (t) divisée en trois classes : S(t) est la densité des susceptibles, i(0,t) celle des
infectés ayant l’age 6 d’infection et R(t) celle des réfractaires. Notons que a € (0,0,,)
ou 0, représente l’age maximal de ['infection.

- Une fois que linfection soit contractée, soit que lindividu devient par la suite, conta-
gieux (période de latence), décéde ou devient réfractaire.

- Grace a la mesure de dépistage, les individus sont identifiés comme infectés, et ce des
Uapparition des premiers signes cliniques (période d’incubation).

- Comme mentionné ci- dessus et afin de mieux controler la propagation de l'infection,
le suivant modéle [3] est contrélé par Uaction de dépistage v(t) via une certaine réponse
de la population totale; (0,T) désigne la période sur laquelle s’étend la campagne de

dépistage

S'(t) = A — AS(t) — uS(t)

O Dt [+ 10) +7(0) + BN E)S(O)i0,1) = 0
RI(t) = / " (0) + o) UN (1) P(0))i(6, 1)) d6 — R (1) (2:50)
N®:S®+/%MaﬂM+R@
et les conditions initiales
S(O) = SO)
i(0,0) = io(0), o € LR, RY), (2.51)
R(O) =T0.

avec la fonction incidence
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Ou \(t) est la force d’infection donnée a l'instant t par

c

0= 575 /0 " (0)i(0, 1)do

Les données A, p sont respectivement le flur entrant dans la classe des susceptibles
(tauz de recrutement) et celui de mortalité naturelle dans la population totale (sup-
posés constants). La description des paramétres du modéle (2.50) se trouve dans [3],

que nous rappelons ict

v(0) : taux de rétablissement dépend de l’age de linfection di a la progression na-
turelle de l'infection.

v(0) : taux de rétablissement dépend de ’age de l'infection du é l'isolation des individus
infectés.

o(0) : fonction traitement dépend de l'age de l'infection.

U(N) : fonction réponse (a la compagne de dépistage) dépend de la population totale
i.e. la fraction de la population totale qui accepte de se faire dépister a tout instant t.

w(f) : taux de transmission dépend de ’dge de linfection.

Sous les hypothéses suivantes
(A1)
9777,
/ 7(0) df = 400
0

(A2) La fonction W : Rt — R est décroissante, dérivable, dont la forme est

L’hypothése (A1) signifie que tous les individus infectés se rétablissent avant 6,,.

2.4.2 Intégration sur les lignes caractéristiques
En considérant les variables S(t), u(0,t) et N(t), ou

i0,1)
ING)

u(f,t) =

et
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A un changemement de variables prés, le modéle (2.50)-(2.51) s’exprime par
[ S/(t) =1 —\S(t) — S(¢)

% + % + [T+ v(0) +7(0) +v(t)T(N(t))p(0)]u(d,t) = 0 (2.52)

| V) =1- N - /O O (0)u(6, 1)] do.

aux conditions initiales

u(0,0) = - € L'(R*,RY), (2.53)

Om

N(O):So+/ i(0,1)d6 + ro.

0

Lintégration le long des caractéristiques donne

ug(6 —t) sif >t
u(f,t) = x €(0,t;v,N),
At—60)S(t—0) si0 <t

0t
(0,10, N) = exp(—/o L4 0(0 — 1) + ot — PYO(N(t — )60 — 7)) dr)

2.4.3 Nombre de reproduction de base R,

Dans (2.52), Uéquilibre sans maladie est donné par (S, uo(0),No) = (1,0,1). Un
équilibre endémique existe et est unique si et seulement si le nombre de reproduction

de base est supérieur a 1, soit
Ry(v) = ck(v¥(1)) > 1

avec
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et

(6,€) = exp{—6 — / ™)+ €6(r)] dr}

Dans ce cas ’équilibre endémique est donné par

N =18 = — () = =

T I1(0, v I (N))

(1= ck(v\IJ(N))) (

Augquel cas, I'équilibre trivial devient instable (stable si Ry(v) < 1).

Cependant, Ro(v) est décroissante par rapport a v, i.e.

V—00

lim Ro(v) = c /0 " o(O)T(O)II(6.0) d6

avec

0o = inf {0;¢(0) > 0}

D’apres [3], une stratégie de dépistage effectuée a un nombre trop important de per-
sonnes peut étre efficace (pour faire régresser linfection). Ce qui n’est pas toujours
réalisable a la limite de la disponibilité des ressources médicales.

1l s’agit donc de prendre différentes valeurs de v dans son domaine admissible, et
dépister au mazimum la population. Il est donc, question de trouver un controle v qui
assure le meilleur cout économique et social ce qui définit un meilleur dépistage via un

critere d’optimisation.

2.4.4 Probleme de contrdle optimal

On cherche un controle optimal v* dans le domaine convexe
V={vel>®(0,T);0<uv(t) <uv,p.p.t}

tel que
F(v*) = min F(v) (2.54)

veV

F) ZQ/OT/O% 0, ) (N(t))i (9td9dt+5/ (2.55)

/ () W(N (D) dt+5// N(t))i(0,t) do dt
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Les différents termes de la fonctionnelle cout sont pondérés par les constantes positives

a, B, n etd. Par ailleurs, v, désigne [’effort mazximal proposé pour le dépistage.

2.4.5 Existence du contréle optimal

On appelle solution du systeme (2.52))-([2.53), le triplet (S,u, N) € W1>(0,T;R) x
L>(0,T; LY0,0,,)) x Wh=(0,T;R), satisfaisant le systéme suivant

/

S'(t) = 1 — AS(t) — S(t), p.p.t

/ /em {% a_“ L1+ (0) + 1(8) + o) W(N()H(B)]ul6,1) | 56, 1)db dt = 0,

Om
N'(t) =1— N(t) — /0 (0T (0)u(6, )] dI, p.p.t.

\

(2.56)
¢ € C=([0,T] x [0,0,);R).

Théoréme 2.13. [3]
Le probléme (2.54]) admet un contréle optimal v* pour lequel la trajectoire optimale est
(S*,u*, N*).

Pour les preuves de cette section, le lecteur est invité a consulter [3].

2.4.6 Conditions d’optimalité

Afin d’écrire les conditions d’optimalité pour le systeme (2.54)-(2.52)-([2.53)), on intro-

duit le Lagrangien par

L(v;S,u,N;p,q,r,2) = F(v)

+ [0 - At s+ SO0

/ /9’” ou(0,t) 8u(0 t)
" o

+ (u+o(t (N( )))u(b,t)]q(60,t)dodt
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(2.58)

+ /0 [u(6,0) — A(t)S(t))] =(t)dt

+ /T IN'(t) — A+ pu N(8)] r(t)dt

Ou p, q, r, z sont les variables adjointes auz variables d’état S, u, N, u(60,0) respecti-
vement. Le systeme adjoint s’obtient en annulant les dérivées du lagrangien par rapport
aux variables d’état S, u, N et au controle v.

Le systéme adjoint au systeme d’état - est donné par

—p'(t) = AB)(p(t) + q(0,1)) + p(t),
o b <1+V(9)+v(t)\If(N(t))¢(9)>q(9,t) o 5B ENE) — B
+ 0000 + 0.1
o - 0+ Mo o)
+ () (T(N(£)N(t) + T(N))
+ (5f0mc(9)u 6,t)dd
+ ¢(9)u(0,t)q(9,t)de>
X W(N(E))(t).

\

(2.59)
aux conditions de transversalité.
p(T) =0,
r(T) =0

Quitte a vérifier son admissibilité, le controle optimal v* s’obtient en annulant la

dérivée du lagrangien par rapport a v, a;

dL
dv

<5 Jo " (0T u(0,t)dl + [ o( (9,t)q(9,t)d9>\II(N(t)).

—(v; S,u, N;p,q,r,2) =280+ nU(N(t))N(t)
(2.61)
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2.4.7 Schéma numérique

Afin de calculer mumériquement v*, un schéma de calcul est proposé dans [3] avec la

méthode de déscente de gradient.

Algorithme :

Etape 0 : Choisir vg € V' et fizons une tolerance tol > 0

Etape 1 : résoudre (2.52))-(2.53]))
Etape 2 : résoudre ([2.59)) — (2.60)).
dL
Etape 3 : calculer -, comme dans (4.17))
v
dL
FEtape 4 : si T > tol

v
FEtape 5 : pour k =0,1,2,... calculer un nouveau controle par le schéma suivant

dL
Vg1 = Vg +p %(Uk)

Etape 6 : si||viy1 — vi|| < tol, stop, sinon, vo = vgi1 aller € l’étape 0.

La constante positive p est choisie telle que vy 1 reste dans le méme voisinage que vy

dL
dans la direction de — (vg).

dv
Pour la simulation, les données sont A, u,d, 5(a), ¢(a), ¥(x).
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Chapitre 3

Comportement asymptotique d’une
classe de modeles épidémiologiques

structurés en age avec quarantaine.

La stabilité globale [102] fait [’objet du présent chapitre.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons un modéle mathématique qui, de prime abord, se veut
un peu plus général que [31)], [{4)] et [3] présentés au chapitre précédent.

Inspiré de ces modeles, et loin d’étre gquidé par le souci d’une pure généralisation
mathématique, cette extension tente de repousser les limites de la modélisation a des
fins épidémiologiques a travers un modéle mathématique qui tente de considérer [’en-
semble des conditions sanitaires pré-citées au chapitre2.

Comme c’est mentionné dans lintroduction générale, ce chapitre sera consacré a l’étude
de la stabilité asymptotique du modéle, passant par ses deux états stationnaires : sans
maladie et endémique. Nous mettons ['accent sur [’existence de trajectoires totales, d’un

attracteur compact assujetti a une persistance uniforme.

Nous conclurons par la stabilité globale des solutions, illustrée par des résultats numériques.
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3.2 Modéele de base

Une des maladies infectieuses assez fréquente depuis le siecle dernier partout dans le
monde est la tuberculose. Le modéle que nous proposons ici représente ’évolution de
certaines maladies ayant les mémes caractéristiques, a savoir :

Les individus atteints par une telle infection passent par deux phases; la premiére
représente la phase d’incubation ce temps varie d’un individu a un autre et peut étre
assez long. Cependant, ces individus peuvent participer a une campagne de dépistage
pour déceler précocement l'infection avant apparition des premiers signes cliniques. La
multiplication bactérienne (virale, microbienne, parasitaire...) chez lindividu entraine
généralement la transmission ce qui définit la seconde phase de latence.

Les individus identifiés infectés sont donc mis en quarantaine afin de recevoir le traite-
ment spécifique jusqu’a ce que la transmission devienne inactive. Une fois que le pro-
gramme de la quarantaine fut achevé, ces derniers sont mis en classe des réfractaires.
Or, une fraction des réfractaires peut négliger voire interrompre la thérapie soit a cause
de la longueur ou de la lourdeur du traitement, soit a cause des effets indésirables du
traitement (chute de cheveuzr entre autres) ou a une éventuelle rTésistance au traite-
ment. Par conséquent, ces porteurs saints finissent par regagner la classe des infectés
de nouveau.

Nous considérons une population composée de quatre sous- populations a savoir; les
susceptibles, les infectés et la quarantainés ayant un age d’infection a € (0,a+) et les
réfractaires a l'instant t > 0.

Les densités sont notées respectivement S(t), i(t,a), q(t,a) et R(t). Notons que a+ > 0
est I’age maximum de linfection (pouvant étre assez grand mais fini). La population

totale a pour densité N(t) telle que

N(#) = S() + / it a) da + / " gt a)da + R(D). (3.1)

La propagation de linfection chez ces quatre classes évolue selon le temps écoulé depuis
le début de l'infection connue par l’age de linfection a a tout instant t, (voir Figure
). Nous proposons le modeéle de base suivant [102] : un systeme d’équations hybride
(EDOs et EDPs) dans lequel nous supposons que le taux de mortalité naturelle est le

meéme dans chaque classe de la population.
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|

si(t) v(t, )p(N)i

FIGURE 3.1 — Schéma d’évolution du modele avec ¢(N (¢)) fonction réponse de la population
N(t) au temps t.

S'(t) = A — uS(t) — S(t)J(t)

di(t,a) 0i(t,a)

o T T oa —pi(t, a) — v(t, a)Y(N(t))i(t, a)
aqf;; d + aqgc; %) _ v(t,a) Y(N(t)i(t,a) — (n+ ¢(a))q(t, a)
Rt = [ olnalt.a)da— (i R 5.

i(t,0) = S(t)J(t) + dR(t)

q(t,0) =0

J(t) = /000 B(a)i(t,a)da
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aux données initiales

S(O) = SQ, R(O) =70
i(0,a) =ig(a), io€ L'(RT,RT), (3.3)
q(0,a) = qo(a), qo € L*(RT,R").

Les données A, u, sont respectivement le flux entrant dans la classe des susceptibles, le
tauz de mortalité naturelle dans la population totale. Les parametres dans (3.2))-(3.3])

sont supposés tous positifs, voir [102], que nous rappelons ici

0 : taux de rechute.

v(t,a) : taux de dépistage des infectés d’age d’infection a a l'instant t.
(

ST

a) : fonction traitement qui dépend de [’age de l'infection.

<

(N) : fonction réponse a la compagne de dépistage qui dépend de la population totale.
f(a) : tauz de transmission qui dépend de l'age de l'infection.
(

J

t) : la force de de linfection a l'instant t.

On suppose que

(HO) € Cpy(0,00;RT).

(H1) 9 est continue de R} dans lui méme.
(H2) ¢ € L®(0, 00;R*).

(H3) v e L>((0,00) x (0,00); RT)).

3.2.1 Intégration sur les lignes caractéristiques

Une intégration le long des lignes caractéristiques du systeme (3.2))-(3.3|) donne

i(t —a,0)m(t,a), sit>a
i(t,a) = 3.4
(t,a) (t.0) (3.4)

Y it <
mta—t) T

io(a —t
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(. @ m(t, s) _
i(t —a,0)m(a) /0 v(is+t—a,s)p(N(s+t—a)) —p ds, sit>a
q(t,a) = mo(a) 0 i (g — mo(a —t)
e [qo< 1)+ ol t)—?“’a_ti
| % /0 v(s,s+1t— CLW(N(t))W;S(:_:—aa__t))ds , sit<a

(3.5)
m(t,a) = exp (= [+ v(s, Q) (N (t + 5)) ds)

ma(a) = exp (— [ (1 + ¢(s)) ds)

désignent respectivement les probabilités de rester dans la classe des infectés et de se

rétablir jusqu’a ’age a.

3.2.2 Existence et bornitude uniforme de la solution

- Soit T > 0 une période arbitrairement fizée (a préciser par la suite), et

Xt :=C.(0,T) x [C(0,T; LL(0,00))]* x C(0,T)

le cone positif associé a l’espace vectoriel normé (X, ||.||x)
X :=C(0,T) x [C(0,T; L'(0,00))]* x C(0,T)
muni de la norme
105, 4,4, R)|lx = ISlleom) + llilloor:ci e + l9lle@ri©o + [[1Bllewm
ot

ullco,mvy = supseo,r||ult)|ly

lollzt000) = / lv(a)| da.

- Soit C' > 0 une constante fizée et considérons la fonction dite de troncature définie
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sur R a valeurs dans R* par H(z) = min{z*, C} i.e.

xt, st xt<C,

C, S0 xt > C.

ou x = max{z,0}.
Lemme 3.1. La fonction H définie par (3.6) est globalement lipschitzienne.

Sans perte de généralité, supposons que x,y € RT. on envisage quatre cas,

-5 x<C et y<C alors
|H(z) — H(y)| = |z —yl.

-5 x<C et y>C alors

|H(z) - H(y)| =]z - C|=C—-z<|z—yl
-5 x>C et y<C alors

[H(x) = Hy)|=|C—y|=C-y < |z -yl
-5 x>C et y>C alors

[H(z) - H(y)| =|C-C|=0< |z —yl.

Théoréme 3.1. Pour toute condition initiale (Sy, o, go, o) dans R* x [L} (0, 00)]* x RT,
il existe une solution unique de ([3.2)-[B-3) dans C4(0,00) x [C(0,00; L% (0, 00))]* x
C1(0,00). De plus, on a
A
N(t) < max(N(0),—).
v
Démonstration. Premiere étape

Posons
C' := max{co, ||B|scCo, ¥}

A
ma

ol ¢* est la borne supérieure de la fonction 1 sur [0, ¢o] et ¢y := max{N(0),
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Considérons le probleme auxiliaire suivant ;

;

S'(t)y=A—pS(t)— H(S(t)H(J(t))

di(t,a) N di(t,a)

ot 5a — Hilta) vl a)H ((N(1)))i(t,a)

R(t) = /O h d(a)q(t,a)da — (i + 6)R(t) (3.7)

i(t,0)=H(S(t))H(J(t)) +6H(R(t))

q(t,0) =0

J(t) = A( / B(a)i(t, a)da)
\ 0
aux données initiales (3.3)), H étant définie par (3.6). L’existence et l'unicité de la
solution de (3.7 découle du théoreme du point fixe de Picard-Banach, voir chapitre 1
et [96] par exemple.
On définit 'opérateur solution de (3.7)) sur X+ par

ﬁv(Sn—I’Z-n—l’qn—l7 Rn—l) = (Sn7in’qn’ Rn)

tel que
t

S™(t) = e "8, +/0 e H(t=0) [A—H(S" " (0))H(J" ' (0))]do (3.8)

Pour simplifier, notons H(i*~'(t,0)) = H(S™ ' (t))H(J" ' (t)) + 6H(R"\(t)).
H(i" Yt —a,0))7" " (t,a),sit > a

i"(t, a) = . (3.9)
iofa — t)—_(19)

— L 7 _sit<a
Tt a —t)
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At — a,0))ms(a) /0 o(s 4+t — a, ) H((N" (s + £ — a)))%g;%s,
sit>a
¢"(t,a) = 4 #@t} [qo(a — ) +igla— t)%
x /Ot W(s,s + 1 — a)H(@b(N”‘l(t)))W?;:((z’jl_f . t)ds} ,
\ sit<a
(3.10)
R™M(t) = e~ W tp, 4 /0 t e~ () (t=0) /0 N o(a)g" o, a)dado (3.11)

avec S° = Sy, i =iy, ¢° = qo et R® = ry. Sauf précision, les normes sont prises dans

leurs espaces correspondants.

Dans un premier temps, notons que F renvoie I'espace C'(0, T') x [C/(0, T"; L (0,00))]? %
C,(0,T) vers lui méme. Ensuite montrons que I'opérateur F' est contractant, pour cela
nous utilisons le fait que H est une fonction globalement lipschitzienne (voir le lemme
précédent), que H(x) < C quel que soit € R, que les parametres sont bornés, et 'on

a
- Pour S,

|S7HH(E) = 5" (1)) < /0 [H(S"(0))H (J"(0)) = H(S" (o) H(J"(0))|do,

Ajoutons et retranchons le terme H(S™)H(J""!) au membre de droite de la derniere

inégalité, il s’ensuit que
5™+t = 5™ < CT|Bllo [Hi" — i+ S = St
- Pour R,

R™1(t) — RY(1)] < ]l / / ¢"(0,a) - "0, a)|do
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Soit
|R™ — R < [|¢lloe T [lg" — "'

- Pour i(t,a), ajoutons et retranchons le terme i"(t — a,0)7} *(t,a) au membre de

droite a I’ égalité suivante, on obtient

[e.e] t >
/ i (t, a) —i*(t,a)|da = / |i"*(t,a) — i"(t, @) |da +/ " (¢, a) — i"(t, a)|da.
0 0 !

De maniere similaire que pour S™, en ajoutant et en retranchant le terme H (S™~ 1) H(J"™1),

on obtient

i = llorzromy < CIBILT[IS™ = 8 + " =] + 6T | B — R

+Mlio|| T supiefo.n|IN™(t) — N"1(t)].
ou encore

[ — i lcorin 000)) < (CllBllaT + M|lig||T)[|S™ = S™ 0.1
+(C|B T + Mlig|T)[|5™ — il 0,751 (0,00
+M|io||Tlq" — " HleoL1 0,00)

+(OT + Mllio||T) | R* = B* e
Si ki = max(c||B|co + M||iol|, 0 + M||7o]|), on obtient

" = corinio,00) < K T[HS" — 5" Hicomr + 1" =" Hewori 0.0

+lg" = " Moz 0.0 + IR = R oo,

- Pour ¢, avec les mémes arguments que précédemment, on montre qu’il existe une

constante positive &, telle que
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3.2. MODELE DE BASE

1" = ¢"lcorio0) < ke T|IIS™ = S™ Heom + 1" — " HleorLi .00

+l¢" = ¢* ewrir o) + IR — R”_IHC(O,T)]

En somme si

[ C||B8]lT < 1,

kT < 1,
(3.12)
kI <1,

[ 9l T < 1.

111
ClBlos ki kg Tdlloo

i.e. T'< min{ } alors Popérateur F' est une contraction.

Seconde étape A présent, il suffit de remarquer, que

(

S(t) < C,

(3.13)

\

et le probleme auxiliaire ([3.7)) coincide avec notre probleme initial (3.2). En effet, en
sommant (membre & membre) nos équations ([3.2)) combinées a (3.1)) puis en intégrant,

on trouve
N(t) < (N(0) — é)e’t + é; (3.14)
K K
ol . .
N(0) =Sy +/O io(a)da +/0 qo(a)da + ro.
Ainsi

N(t) < max{N(0), %} = ¢p. (3.15)
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3.2. MODELE DE BASE

Il s’ensuit que
(

S(t) < Cp,

J(t) < [|Bllsoco,
(3.16)

R(t) < Cyp,

[ YN(1) <y~

D’apres (3.6]), on conclut que H(S,i,q, R) = (S,1,q, R), ainsi notre solution est globale.
[

Remarque 3.1. Remarquons que par (3.14), nous obtenons également que N (t) —

=

lorsque t — o0.

3.2.3 Nombre de reproduction de base R

Dans la suite de ce chapitre, on suppose que v(t,a) = v(a).

Calculons le nombre de reproduction de base Ry via les valeurs propres de la matrice

jacobienne associée au modele (3.2)). Pour cela linéarisons ce dernier au voisinage du

A
point d’équilibre Ey = (—,0,0,0)
L

(B0~ s - 2,

Ji(t,a) N Ji(t,a)

ot 5 =~ —v(@u(N®)ita),  a>0,

i(t,0) = %J(t) L OR(), (3.17)

Cdt /0+oo d(a)q(t, a)da — (s + 6)R(1).

Posons S(t) = cie*t, i(t,a) = ca(a)er, q(t,a) = cz(a)ert et R(t) = cyert. Le systéme
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3.2. MODELE DE BASE

linéarisé (3.17) se réduit a

/

\

—+00

A
aGtm+ o [ Be@da=0
0

ch(a) + A+ p+v(a)p(N(t))e(a) =0, a>0,

A [t
c2(0) — — B ea(a)da — dey =0,

(3.18)

cz(a) + (A + p 4 dla))es(a) = —v(a)p(N(t))ea(a),

+oo
— (a)es(a)da+ (A4 p+0)cg = 0.
0

Dont la résolution aboutit a

4 +oo

01(>\+M)+; Bez(a)da =0,
0

62<a) = 62(0)67)@77-1 <t7 a’)a a > 07

A [T
c2(0) = ; B co(a) da + dey,
0

(3.19)
cia) = e [ (o) 22

mo(s)

[ (a) cs(a)da+ (A +p+0)cs = 0.
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3.2. MODELE DE BASE

Les parameétres ¢;, (i = 1,2,3,4) ne sont pas forcément pas nuls, alors

0 P\ 0 s
~0, (3.20)

0 Py(\) 1 0

0 P3(\) 0 —(A+p+96)

Py =4 [ " @) om (t, a)d
1 = w ) 1, a)aa,
A [T
PO =1-2 [ Bla)em(t,a)da,

et

P = /0 " pla)e / o(s)o(v () )

0 Ta(s)

Tout calcul fait sur (3.20) conduit a l’équation caractéristique associée au systéme ((3.2)
A+p)[— A+ p+8) P(N)+ 5 Py(N)] =0

La premiére racine de l’équation caractéristique est X\ = —p et ['on a une premiére

valeur propre négative, les autres valeurs propres sont racines de l’équation

Ce qui s’exprime aussi comme

Py(N)

A+ pu+68=6
A+ p+ 0 |P2()\)

|. (3.22)
ou de maniere équivalente

AT piayea 0 X e M mits)m(a)
1—; i Bla)e Wl(t,a)da+m/o o(a)e /Ov(s) 2 (5) dsda.

Par ailleurs, la fonction H est décroissante sur R avec

H(0) = m+5\<1 —Ro)
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3.3. SEMI-FLOT, ATTRACTEUR COMPACT, TRAJECTOIRES TOTALES

o

A —+00 5 0 a
Roi=2 [ samtada+ / o(a) / o(s)

1 (t, 8)7T2(CL)

dsda
()

est le nombre de reproduction de base.
Cependant, lorsque Ry < 1, on peut montrer par l’absurde que les racines de [’équation
(13.21) sont toutes a partie réelle négative. Si par contre Ry > 1, nous tombons sur la

contradiction suivante

H(0) = (u+06)(1—Ry) <0 et lim H(\) = 400,

A—+400

ce qui signifie qu’il ya des valeurs propres a partie réelle positive et donc Ey devient
instable. Une preuve similaire est établie dans [31] par exemple. Nous avons donc le

théoreme de stabilité locale suivant

A
Théoréme 3.2. Si Ry < 1, alors l’équilibre sans maladie Ey = (—,0,0) est localement

asymptotiquement stable. Par contre, st Ry > 1, Ey devient instable.

Remarque 3.2. - Dans l’expression du nombre de reproduction de base, remarquons
que le premier terme est lié a la transmission de linfection et le second est lié a la
rechute.

- Nous montrons plus loin que la stabilité des états stationnaires du systeme est
en fait globale.

3.3 Semi-flot, attracteur compact, trajectoires to-

tales

3.3.1 Semiflot et attracteur compact

On définit le semi-flot
o Rt x Xt - X7

®(, (S0, 70, @0, 70)) = (S(2),i(t; ), q(t, ), R(1))

Ou (S(t),i(t,.),q(t,.), R(t)) est la solution de (3.2))- (3.3)) .
Théoreme 3.3. Le semi-flot ® posséde un attracteur compact A de chaque sous en-

semble borné de X .

Démonstration. En vertu du théoreme [2.33] dans [104], il s’agit de vérifier les pro-
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3.3. SEMI-FLOT, ATTRACTEUR COMPACT, TRAJECTOIRES TOTALES

priétés suivantes pour ® : (i) la dissipativité. (ii) 1’éventuelle bornitude sur des en-
sembles bornés de X (iii) la régularité asymptotique. Les conditions (i) et (ii) sont

satisfaits par le théoreme 1. Pour (iii), on utilise le théoreme [2.46] dans [104], a savoir
D(t, (S0, 0, g0, 70)) = P1(t, (S0, 05 g0, 70)) + P2(t, (S0, 90, g0, T0))

q)l(t7 (507 iOa qo, TO)) = (07 il(t7 ‘)7 q1 (ta ')7 0)

q)2(t’ (307 2.07 qo, TO)) = (S(t)> i2<t7 ')7 QQ(t> ')7 R(t))

0 si t>a,
il(t,a) =
_ m(t —a,a) .
Zo(a_t)m(t—a,a—t) si t<a,
i(t —a,0)m(t —a,a) si t>a,
ig(t,a) =
0 si t<a,
(0 si t>a,
nit = %q()(a_t)( ) (t—as)
, ma(a “ m(t—a,s .
\ —Ho(a_t)m(t—a,a—t) /atv(s)g/)(N(s—i-t—a))T(S)ds si t<a,
i(t —a,0) /av(s)¢(N(s+t—a))?ggm(t—a,s)ds si t>a,
2
@(ta) = ’

0 st t<a.

Soit C un sous ensemble non vide fermé borné de conditions initiales dans X. Par le

théoreme ([3.1)) nous avons les estimations suivantes
N(t) S max (SO + ||Zo||1 + ||C]0||1 —f-?"o,N) .

Posons
C1 1= Sup {SO + ||ZO||1 + ||q0||1 + To, (SO7Z:U7QO7TO) € C} ;
¢y :=mazx{cy, N}.

Nous affirmons que (1) ||®y||; tend vers 0 quand h tend vers 0 uniformément sur C.
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3.3. SEMI-FLOT, ATTRACTEUR COMPACT, TRAJECTOIRES TOTALES

En fait,

||<1>1||1=/ (¢, a)] da+/ a1(t,a)] da
0 0

_ /Ooowio(a) da+/ooo ma(a + 1) qo(a) da

mi(—a,a) mo(a)

ma(a + 1) " m(—a,a+ s)

ds d
mats)  m(—aa)

—epont)] [ e [T uu - a) infa) do

+/OOO exp(— /aa“ ¢(s) ds) qo(a) da+/ooo /Ot (s + a)b(N(s)) exp(— /aa+t ) )

+s

x exp(— faa+s v(r)Y(N(r —a)) dr) ds ig(a) da}

< exp(—p t) {2]lioll + llgoll}

< 3¢y exp(—pt)

(2) ®4(t, C) est compact. Pour cela, nous aurons besoin de vérifier la condition (iii) du
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3.3. SEMI-FLOT, ATTRACTEUR COMPACT, TRAJECTOIRES TOTALES

théoreme [B.2.] de [104]

I(h) = /0_ (ia(t, a + h) —iQ(t,a))da+/t_ (ia(t, a + h) — is(t, a))da

h
- /t_hm(t—a—h,a—i—h)(S(t—a—h)J(t—a—h)+5R(t—a—h))
— m(t—a,a)[S({t—a)J(t —a)+0R(t —a)lda

— /th m1(a)[S(t —a)J(t — a) + 6 R(t — a)]da.

Le dernier terme tendant vers 0 quand h tend vers 0, nous considérons la premiere

intégrale.

Li(h) = /thm(t—a—h,a+h)[S(t—a—h)J(t—a—h)+5R(t—a—h)]
— m{t—a,a)[S{t—a)J(t —a)+0R(t—a)lda
= /Ot_hﬁl(t—a,a)[S(t—a—h)J(t—a—h)
+ OR(t—a—h)—S({t—a)J(t—a)—OdR(t—a)| da
t—h
+ / [S(t —a)J(t —a)+dR(t —a)|[m(t —a—h,a+ h) — m(t — a,a)] da
= /Ot_hm(t—a,a)[S(t—a—h)J(t—a—h)—S(t—a)J(t—a)]da
+ 5/t_h m(t —a,a)[R(t —a—h) — R(t — a)] da—i—/t_h[S(t—a)J(t—a)+5R(t—a)]

X [m(t—a—h,a+h)—m(t —a,a)lda
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_ /t_hm(t—a,a)[S(t—a—h)—S(t—a)]J(t—a—h)da
t—h

—I—/O m(t—a,a)[J(t—a—h)—J({t—a)lS{t—a)da

+ 5/t_h m(t—a,a)[R(t—a—h) — R(t — a)] da

t—h
+ (1Bl 3+ 6 c2) /0 [m1(t —a—h,a+ h) —m(t — a,a)] da.

Du a la continuité de m; par rapport a t et a et grace au théoreme de la moyenne, le
premier, le troisieme, et le dernier terme tendent vers 0 lorsque A tend vers 0. D'un

autre coté, nous avons les estimations suivantes sur .S and R,

1S'()] < A+ pea + (18]l ¢,

(R (0)] < (|9lloo ca-
ce qui implique que
_ pt—h
L(h) < L(h) = N/ J(t—a—h)— J(t — a)da,
0

Posons
J(t) = Ji(t) + Jo(t),
avec

Ji(t) = /0 Bla)m(t —a,a) [S(t —a)J(t —a) + I R(t — a)] da
(3.23)

- / B(t - o)mi(0.t — 0) [S(0) (o) + § R(0)] do

T(t) = /too Bla) =Y 0~ t)da

mi(a —1t)

= /Oooﬂ(a—l—t)wio(a)da.

m1(a)
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Ainsi, pour r, h > 0, nous avons
|J(r+h)—J(r)| < |L(r+h) = Ji(r)|+ |J2(r + h) — Ja(r)]

Nous nous focalisons sur chaque terme séparément,

|Ji(r+h)— Ji(r)] < /T B(r+h—s)m(s,r+h—3s)[S(s)J(s) +d R(s)] ds,

o
0

x [S(s)J(s)+ 6 R(s)] ds

B(r+h—s)m(s,r+h—3s)— p(r—s)m(s,r—s)

hIBIZ &3+ 0 11Blleo c2] + [1Blloc €3 + 0 c2]

{/OTﬁ(r+h—s)

+ / (s, —8)
0

le second membre de la derniere inégalité tend vers 0 lorsque h tend vers zero, uni-

mi(s,r+h—s)—m(s,r—s)

s}

ds

B(r+h—s)—p(r—s)

formément sur C, puisque 5 and 7; sont continues uniformément bornées.

mi(—a,a+1r+h)
77-1(_@’ CL)

[ o(r+h) = La(r)] =

(a+7r+h) io(a) da

- / Bla+r) 7T1 (aa+r)i0(a)da

a,a)

m(—a,a+r+h) m(—a,a+7)

m1(—a,a)  m(—a,a)

IA

da

Amﬁm+r+hﬂd@

N /°° m(—a,a+r)
0 71(_%@)

Sous les mémes arguments que précédemment, cette différence tend vers 0 lorsque h

Bla+r+h)—Bla+r)|da

tend vers 0, uniformément sur C. Ce qu’il fallait démontrer. n
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3.3.2 Trajectoires totales

Soient U = (S(t),i(t,.),q(t,.), R(t)) et U(t +r) = P(t,U(r)).

Posons (S,(t),i.(t,a),q-(t,a), R.(t)) = (S(t +r),i(t + r,a),q(t + r,a), R(t + 1)) et
Jo(t) = J(t+71).

En vue de , et la définition du semi-flot, nous avons

SI(t) = A= S, (t)J.(t) — uS,(t), S.(0) = S(r),

(Sp(t—a)J.(t —a)+0R.(t —a))m(t —a,a) si t>a

ir(t,a) =
, m(t —a,a) ‘
Z<T’a_t>7r1(t—a,a—t) st t<a
( ir(t —a,0) /Oav(s)w(Nr(stt—a))ZZEZ)m(S—i-t—a,s)ds sit>a
qr (t’ CL) = W:EZ(Ci)Q q(n a — t)
' — m2(a) ’ v(s s —a —Wl(t_a’s) 5 si a
it t)m(t—a,a—t)/at (N s+ =) s si t <
et

R = [ ol ltapda — (n+ R0,
NI(t) = A — (1),

Posons t = s —r avec s > r alors
§'(s) = A= 5(s)J(s) — S(s),
(S(s—a)J(s—a)+0R(s—a))m(s—r—a,a) si s—r>a

i(s,0) = m(s—7r—a,a)

i(r,a—s+r) st s—r<a

m(s—r—a,a—s+r)
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7T2(a>7r1(3—7" —a,0)do si s—1r>a

i(s — a,0) /OGU(UW(N(U Femr—a)

ma(a)
Q(Saa’) = 7T2<G—S+T)q<r7a 8+T)
- ma(a)
+i(r,a—s+r)
m(s—r—aa—s+r)
WI(S_T_G’J)CZJ si s—r <a.

/a VN (45 =1 =)

—s+r

X

et
{ R(s) = / o(a)q(s, a)da — (1 + O R(s),
N'(s) =A— uN(s).

Un calcul direct donne

A
N(s) = N(r)e"'==) 4 =(1 — ") pour s >r,
0

A présent, faisons r — —oo dans la derniére égalité

- A
N := —, pour tout s € R.

N(s) =
Ce qui (lorsque r — —o0) donne les trajectoires totales, pour tout t € R,
[ S'(t) = A= S(t)J (1) — pS(t),
i(t,0) = i(t — a,0)7 (a),

q(t,a) = i(t — a,0)m(a) /O wlo)ulN ) (o) (3.24)

{ m1(a) :=exp (— f{(u + U(S)w(N))ds) ’ (3.25)
exp (— [ (n+ ¢(s)) ds) .

)
no
—~
S
SN—
Il
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Dans ce cas, le nombre de reproduction de base pour (3.2]) est donc

Ry — / NB(s ds+% (W) /O oov(s);:i; / " (o) ma(0)dods.

Par le théoréeme de Fubini, nous avons

Ry = / NA(s ds+—¢ / (o) ma(0 / o)™ dsdo. (3.26)

’/TQ(S)

Lemme 3.2. Pour tout (Sp,i9,qo,70) € A on a

S(t) + /OO i(t,a)da + /OO q(t,a)da + R(t) = N, (3.27)

et
A

S _—
SRR

pour tout t € R.

o0 oo

Démonstration. Posons I(t) = / i(t,a)da et Q(t) = / q(t,a)da. En utilisant les
0 0
expressions de i et ¢ de (3.24)) et apres changement de variables, on obtient

I(t) = / i(s,0)m (t — s)ds

—00

Q) = [ itomt-s | oo () D s,

oo 7o (o)

Les fonctions I et () vérifient les équations suivantes

t

I'(t) =i(t,0) — ul(t) — / i(s,0)v(t — s)Y(N)7(t — s)ds,

—00

Q) = —nQ(t) - / i(5,0)0(t — s)malt — s) /0_sv<a>w<N>”1<")dads

oo mo(0)

+ /_ i(s,0)7(t — s)v(t — s)(N)ds.

En substituant ¢ par son expression et apres changement de variables nous obtenons

_ /_ ot — s)i(s, 0)ma(t — ) /0 o)) dods — (4 + 0B,

o (o)
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D’un autre coté, 'équation N(t) = S(t) + I(t) + Q(t) + R(t) impliquant que
N'(t) = A — uN(t).

donne avec les mémes calculs que pour la trajectoire totale ci- dessus N(t) = N pour

tout ¢ € R. Il est facile d’observer que

S'(t) = A= (1 + 8]l N)S(t)

Ainsi, par un calcul direct, on a pour tout ¢t € R

A

Sty > ———
O = B

3.4 Stabilité globale de 1’équilibre sans maladie

Théoréme 3.4. Si Ry < 1, alors Ey = (N,0,0,0) est globalement asymptotiquement
stable.

Démonstration. En premier lieu, posons ug = (So,7%(.),q0(.),70) € A. puisque A

est invariant, alors il existe, une trajectoire totale ¥ : R — A telle que U(t) =

(S(t),i(t,.),q(t,.), R(t)) est solution de ) avec (5(0),1(0,.),¢(0,.), R(0)) = wuo.

Posons
(0)
I I / oo (a)

) = (1 [ (F80m) + 00 83 [ oermierac Jao ).

o+ p

Remarque 3.3. Remarquons que h(a) > 0 si Ry < 1.

Nous considérons la fonctionnelle suivante

V(¥(t)) = F(S) + /OOO h(a)i(t,a)da + /UOO k(a)q(t,a)da + %R(t). (3.28)
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| ta

ol F(S)=S—NIn—=—Net N =

Dérivons F' le long de la solution de ((3.24))

CR(S(1) = p(1 SN 8) — 5(1)J(1) + NI ().

En second lieu, des expressions de i dans (3.24]) nous avons

L) = /O " Pua)B(t — a)da,

avec B(t) =i(t,0) et Pi(a) = 7 (a)h(a). Suivant les mémes arguments que ceux de la

preuve du Lemme [9.18] de [I04] on peut montrer que [; est absolument continue et
I;(t) = P (0)B(t) + /000 P/(a)B(t — a)da.
En exploitant I'expression de P nous obtenons
1) = 5() - [ (N5 + v@u (V@) ) (B¢ - alda

De maniere similaire, on pose Py(a) = k(a)ma(a) /av(a)qp(]\_])?gz;
0 2

do, et I'on a

Qut) = / Py(a)B(t — a)da,
0
(1 est donc absolument continue et

Qi(t) = /OOO Pj(a)B(t — a)da.

En exploitant 'expression de Pj nous obtenons

Qu(t) = / ) (—Las(am(a) / "oy LY da+k<a>m<a>v<a>¢<m)B(t—a)da.

(o)
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A présent, calculons la dérivée de V' donnée par ([3.28) le long de la trajectoire totale
(3-24)

GVO) = 1= )N =)= S0IO + N [ Blam (@Bt - ayda
+ S(t)J(t) +IR(t) — /000 (Nﬁ(a) + v(a)gb(N)k(a))m(a)B(t —a)da

n /0 h (_ %Qﬁ(a)ﬂ'g(a) /0 av(a)¢(N) Z;E(‘;;da + k(a)mi(a)v(a)y (N ))

xB(t —a)da + % ( /000 ¢(a)B(t — a)ma(a) /Oa v(a)@b(]v)mdada —(n+ 5)R(t)>

(o)

Apres simplifications il s’en suit que

vm) = w12 -5)

dt
_ OOL a7 (a av m(o) —a)da
/055+0%¢<>2<>/0a (@0 2 o Bl
+ m/ﬂ o(a)ma(a) i v(o)y N)WQ(J)d B(t — a)da,
= - N -8) <0

Notons que %V(‘I’(t)) = 0 implique que S = N. Du a nous obtenons i =
q = R = 0. Ce qui signifie que le plus grand ensemble invariant vérifiant la propriété
%V(\If(t)) = 0est {(IV,0,0,0)}. D'un coté, A étant compact alors le w(ug) et a(ug) (les
ensembles omega et alpha limites respectivement) sont non vides, compacts, invariants
et attirent, par principe d’invariance de LaSalle, ¥ () as t — oo respectivement. D'un
autre coté, V(W(t)) est une fonction décroissante en ¢, V' est donc constante sur w(ug) et
a(u), ainsi w(ug) = aug) = {(N,0,0,0)}. Par conséquent, tlirinoo\lf(t) = {(N,0,0,0)}
et
lim V(¥(t)) = lim V(¥(t)) = {(N,0,0,0)}.

t——o0 t—+o0

Finalement, nous obtenons V(¥ (t)) = V(N,0,0,0) pour tout ¢t € R. Comme a(u) =
{(N,0,0,0)} alors V(¥(t)) < V(N,0,0,0) pour tout ¢ € R. Puisque V atteint son mi-
nimum en (N, 0,0, 0) on conclut que ¥(¢) = (N, 0,0,0) pour tout ¢ € R, en particulier
en ug = (N,0,0,0). Par conséquent, 'attracteur A est le singleton formé par I’équilibre
sans maladie (N,0,0,0). En vertu du théoréme [2.39] de [104] 1’équilibre sans maladie

est globalement asymptotiquement stable.

]
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3.5 Stabilité globale de I’équilibre endemique et per-

sistance uniforme

3.5.1 Existence et unicité

Commencons par prouver [’existence et ['unicité dun équilibre endémique positif lorsque
Ry > 1.

Lemme 3.3. Supposons que Ry > 1 alors il existe un équilibre positif unique de (3.24)).

Démonstration. Un point d’équilibre est tel que

(A= S + us,

(o) (3.29)

u+5/ #la

Posons

Alors, en combinant la cinquieme et derniere équation du systeme ([3.29)), nous obtenons

*(0) = 5*3*(0) /0 " B(a)mi(a)da + i*(O)% /0 " b(a)Fla)da

Dot pour ¢*(0) # 0, il s’en suit que

/@ a)7(a da+—/ é(a . (3.30)

Par ailleurs, considérons la premiere équation de (3.29) combinée avec (3.30]), nous

aurons

A/Ooo B(a)m (a)da + (1 + J")ﬁ/@oO ¢(a)F(a)da = p+ J*.
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Ainsi,
1
(s | sorre) = [ oot (5 [ oriin)
D’ou
= N h a)da + —— a)da — 1
(1= [ doran) = o8 [ somiaita 22 [T s -1),
= p(Ro—1).
Des que +6/ ¢(a)F(a)da < 1 et Ry > 1 on a J* > 0 existe et par suite :*(0)
H 0
existe.

Finalement, par le systeme ([3.29)) nous concluons quand a l’existence et 'unicité d'un

équilibre positif (5*,7*(.), ¢*(.), R*) pourvu que Ry > 1. ce qui prouve le lemme. ]

3.5.2 Persistance uniforme

Soient ug = (So,i0(.),q0(.),70) €t p: XT — R une fonction definie par

p(®(t)ug) :=i(t,0) = B(t), t >0, ugp€ X"

Qp = {uo e XT; plug) > 0}.

ot
XT:=R" x (L*(0,00;R")* x R"

Commencons par établir les deux lemmes suivants

Lemme 3.4. Si p(U(t)) = 0 pour tout t < 0, alors p(U(t)) = 0 pour tout t > 0.

Démonstration. Supposons que p(U(t)) = 0 pour tout t < 0, alors J(t) =0et R(t) =0
pour tout ¢t < 0. Le systeme ([3.24)) implique

/ B(a)m1(a)B(t — a)da + SR(1). (3.31)

En résolvant (3.24) en R, il s’en suit

t o
R(t) = roe” (Wt —|—/ e_(“+5)(t_”)/ ¢(a)B(o — a)F(a)dado
0 0
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avec F(a) = ma(a) /0 (o)) nga

En substituant cette expression de R dans (3.31]) et en utilisant le fait que R(0) = 0 il

s’en suit
/ﬁ t—ada+5/ “+5t"/ ¢(a)B(o — a)F(a)dado

Sachant que F' est une fonction bornée, le théoreme de Fubini donne

t t

B(t) < NHﬁHOO/ B(a )da+(5/ (a)/ e~ W= (5 — a)F (0 — a)doda,

0
O||pF |00
< ol + L2802 [ payaa

Par suite, 'inégalité de Gronwall entraine que B(t) = 0 pour tout t € R,

]

Lemme 3.5. Supposons que soit 5 soit ¢ est non nulle presque partout. Alors, soit

p(U(.)) est identiquement nulle sur R soit p(U(.)) est positive partout sur R.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, et par un shift pour chaque r € R tel que
p(U(t)) = 0 pour tout ¢ < r cela implique que p(U(t)) = 0 pour tout ¢ > r. Ainsi, soit
p(U(.)) est identiquement nulle soit il existe une suite t; - —oo quand j — +oo telle

que p(U(t;)) > 0. Supposons le second cas. Soit B;(t) = B(t +t;). Par le lemme (3.2)),

nous avons

A t B
B0 > TR / Ao Bt o

+ (5/0 ~(uro)(t= ")/0 ¢(a)B,(0 — a)F(a)dado + B;(t),

avec B;(0) = B(t;) > 0. Par le théoréme de Fubini, nous avons

B;(t) > /L+||ﬁ||N/5 B;(t — a)da
5| B; Wt)(t=0) (5 — 0 F (0 — a)doda + B;
; / J<a>/e oo — ) (o — a)doda + B (t),

a

t A ~
/0 <Wﬁ(t—a)m(7§—a)+(5§(t—a))B](a)da+B](t),

t
ou(t) = / e~ Wt 4(5) F(0)do. Notons que B; est continu en zero et que B;(0) >
0
0.
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Par conséquent, le corollaire [B.6] de [104] permet d’assurer Iexistence d’'un b > 0 tel
que p(U;(t)) > 0 pour tout ¢ > b. Ainsi, p(U(¢)) > 0 pour tout ¢t > b+t;. Par passage a
la limite lorsque j — oo nous prouvons que p(U(t)) > 0 pour tout ¢ € R, ce qui achéve

la preuve. O

L uniforme persistance du semi-flot fait ['objet du lemme suivant.

Lemme 3.6. Supposons que Ry > 1. Alors, est uniformément fortement persis-
tant pour toute donnée initiale non triviale i.e il existe € > 0 tel que li%n inf p(®(t)ug) >
—00

€ pour tout ug € .

Démonstration. D’abord, par les lemmes (3.4), (3.5) on peut appliquer le théoreme
[5.2] de [TI04] pour conclure que la persistance uniforme faible implique la persistance

uniforme forte.

A présent supposons, par I’absurde, que le semi- flot ® n’est pas faiblement persistant i.e
lim sup p(®(t)ug) = 0. Ce qui, avec (3.4))-(3.5)), impliquent que tlgglo i(t,.) = tlg?o q(t,.) =

Otgojirglo R(t) = tlggo J(t) = 0. Ainsi, il existe T > 0 tel que J(t) < € pour tout € > 0 et
t>1T.

D’une part, I’équation .S dans nous donne S(t) > N — ¢ pour tout t > 7.
D’autre part, N(t) — N lorsque t — oo et W est une fonction continue, il existe T > 0
tel que U(N) —e < W(N(t)) < ¥(N) + ¢ pour tout t > T.

Introduisons, le probleme suivant

( 0i(t,a) N dit,a)

ot 9 —(p+v(a) (W(N) +e))i(t, a),

acjgt,a) i %g;a) = v(a) (Y(N) — e)i(t,a) — (u + ¢(a))d(t, a),

/ d(a)q(t,a)da — (u+ 0)R(t),
(3.32)

i(t,0) = (N —e)J(t) + 0R(t),

\ 0

aux données initiales (3.3]). Par le principe de comparaison on peut voir qu’il existe
T > 0 tel que i(t,.) < i(t,.), G(t,.) < q(t,.) et R(t) < R(t) pour tout t > T.
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Maintenant, si Ry > 1 alors pour € > 0 assez petit, il existe \. > 0 tel que

[T =2

T fS Ul OICIIRD /:0 (o) Z((Z)) e_E(U_S)dU] i (s)e JoOerer®degs = 1,
(3.33)
Posons, (s)
0 > T2\8) _e(s—a
belo) = o [ 09 e, (3:34)
et
@ = [ w20
1) — o 77'2(0') —e(o—s ﬁl(‘S) Ae+ev(€))d
u—l—(5—|—€v( )(@D(N)—E)L ¢(0)7T2(S)6 ( )dO':| Py a)e Ja( (€)d¢ 1 g

= /OO [(N —&)B(s) +v(s)(P(N) — 6)k(3)j| m(s) - S Orev(©)de g g

mi(a)
(3.35)
avec m et my sont définies dans (3.25). Les fonctions données en ([3.34))-(3.35)) vérifient
(@) = (u-+ 6(0) + )hela) = = o(a) (3.30
: p+o0+e

et

ho(a) = (Ae + p+v(a)(V(N) + €))he(a) = —(N —£)B(a) — v(a)((N) — €)k.(a).

Des lors, par un simple calcul nous avons

G [ @it = [ (160 = et v@@d) + D) + 50 )it o)

et

& [ @it = [ (k) - ot stk )it

+ /000 v(a)(Y(N) — e)k.(a)i(t, a)da.

R(t), en utilisant

P L(t) = [ he(a)i(t,a)d ke(a)q(t, a)d
osons I(t) /0 (a)i(t,a) a+/0 (a)q(t, a) a+u+5+€
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(13-36)), (3.37)) nous obtenons

I'ty = A\ /0 h he(a)i(t, a)da + ¢ /0 h ke(a)j(t,a)da + ¢ R(t)

> max{A;, e}l (t).

w+o+e

Ceci implique que I.(t) > ema{ =i (0). Par conséquent, la bornitude de h. et k.

conduit & limsup B(t) = oo dans {2y, qui est une contradiction. Le lemme est prouvé.
t—o0
O

Du Théoreme [5.7] de [103)] nous avons

Proposition 3.1. Il existe un attracteur compact Ay qui attire toutes les solutions a
données initiales dans €y. De plus, Ay est p— uniformément persistant i.e il existe
C>0;

B(t) :=i(t,0) > C' pour tout (So,io(.),qo(.),70) € Aj. (3.38)

Nous donnons, maintenant, quelques estimations des solutions de ({3.24)).

Lemme 3.7. Pour tout (So,i(.),qo(.), Ro) € Ay les estimations suivantes sont satis-

faites _
z(t,a) S ‘C 7 J(t) < ‘C’ | R(t) < ‘C '
i*(a) —*(0)"  J* —4(0) R+ — i*(0)
pour tout t € R et a > 0 et C définis dans la proposition (3.1)).

Démonstration. Par (3.24)), (3.29)) et la proposition (3.1f) nous vérifions facilement que

i(t,a) B(t—a) C
@)~ 0) =)

J* —i*(0)’
pour tout t € R et a > 0, et par (3.24), (3.29) et la Proposition (3.1) également,
d(t.0) = Bt — a)F(a) > CF(a)

C

> Wq*(a),

77'1(0')

avec F'(a) = 7r2(a)/ v(o)Y(N)
0 (o)
Ceci, avec ’équation en R de (3.24]), donne

do.

C 00
(0) Jo

R(t) > ¢(a)q" (a)da — (p+ 0)R(t).
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Utilisons l'expression de R* donnée par ([3.29)), nous obtenons

> %(u +0)R* — (n+ 0)R(1).

Soit r € R et t > r, alors en intégrant cette derniere inégalité en (7, ) on trouve

R(t)

CR'
(0)

CR*
i*(0)’

el to)r—0)

R(t) = (R(r) —

en passant a la limite lorsque » — —o0 nous concluons que

R(t) C
> - ,
R — *(0)
pour tout ¢ € R. Le lemme est prouvé. [

3.5.3 Stabilité globale

A présent, nous retournons a la stabilité globale de [’équilibre positif.
Théoreme 3.5. Supposons que Ry > 1. Alors I’équilibre positif est globalement asymp-

totiquement stable sur €.

Démonstration. On pose

L) SR [* 0(0)F (o)
ko) = g2t —#0) [ stomiovin — g [t o

Remarque 3.4.
1) k(a) >0 pour tout a > 0. En effet, de la derniére équation du systéme (3.29), la

fonction k peut étre réécrite comme suit

k(a) = J*— i /5 d0+ = (1—/ fo (? da),
_ zo/ B(o)(o)do + S*/a fooo(;g;é)dgda

2) k. k' € L'(R"). En fait, le théoréme de Fubini donne

> L > _ SR* [ (
/o k(a)da = i (0)/0 of(o)m(o)do + S*/o f0m¢(€)F<5)d5da.
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Remarquons que ces derniéres intégrales sont finies. Finalement, k' € L' peut étre

aisément démontré.

Maintenant, comme A; est invariant, alors il existe une trajectoire totale ¥y : R — A,
telle que Wy (t) = (S(t),i(t,.),q(t,.), R(t)) soit solution de (3.24]) avec
(S<O)7 7’(07 ')7 q(07 ')7 R(O)) - (S()u 7:0(‘)7 QO(')y TO)'

Soit H(z) = = — In(z) — 1. Introduisons la fonctionnelle de Lyapunov suivante

vin) =) + [ (o gt 1),

En dérivant le premier terme de V' nous avons

dyS®, 1, S

dt ( S )= S*< S(t)

(A= pS(t) = S(t)J (1)),

En utilisant le fait que A = pS*+ S*J* on a

1) = 5 H ) =t - oo 5 - Za 4 s+ (- 50)

(3.39)

Concernant le second terme de V| utilisons la seconde équation de (3.24]) et les mémes

arguments que ceux de la preuve du lemme [9.18] de [104] pour obtenir

Ly(t) = i/ooo k(a)H(i.(t’ a))da = ki(O)H(i(t’O)) + /OO K (a Z(t,a) a.

dt i*(a) . i*(0) 2* a)
_ i*(0) (S(t)J +5R +/ K (a B(t—a)
S (0
(3. 40))
ou B(t) =1i(t,0). R

#0) " #(0)

De la derniere équation de ([3.29)), découle = 1. Ceci, avec la convexité de

H, conduit a

S*J*S(#)J(t)  OR* R(t)
(l*(O) G J* *(0) R* )
S*J* CSHJ(). SR R(t)

S(t)J () + 5R(t))

(
B TR
= z’*(O)( S _1“(F>_1H(T)_1>+z*(0)m R
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Substituons cette derniere inégalité dans (3.40)), il en résulte que

() 1) OB 2

SHJ() . S(t) . )
e S VR

/ < *
e < J S ln(S ) —

o [T

En sommant I] and I} il s’en suit que

B0+ B0 < 1= g0 - 20— H (G
(a

+ /OOO (B =D,

Grace a I'inégalité de Jensen (voir annexe) nous avons

SO (/ Alayma t‘a)

FH(E) = o

IN
C\8
T

|
IS
I
=
Q

Par conséquent,

Comme

_ORT ¢(a)F(a)
S Jo $EF(€)ds

alors

-
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A présent, nous considérons le troisieme terme de V'

, SR d_ R
L(t) = S*%MRi-é)EHRE(g* )*(0) ~ o "
— S*(,u+5)H,( e )( ", ¢(a)F(a) " (0) da — (p+9) = >
Sachant que
) = 7O ) Fayda
0 Jo 7
Des lors
¢
Pour I(t) := V(V1(t)) = I1(t) + Ix(t) + I5(t), nous avons
10 < wi-g0- 50 -+ A
o /°°H B(t—a>> @)
53* o (f)%f(t Cme
+ R* / / ¢ i(0) da — T —H (=~ i ).
Finalement,
/ S* S(t) Lo, S
" - lc;.(Rl*_ gt ' R(t)S* - 2(?£S(;)) R(t), (B(t—a) R(t)
- 5 [ - S (- )|
L @FE)
JARGLGE:

(3.41)
Comme H(z) — H(y) + H'(z)(y — x) < 0 alors le troisieme terme de (3.41)) est négatif

et par suite I < 0.
B(t—a) R(t)

De plus, notons que %V(\Ill(t)) = 0 implique que S(t) = S* et

pour
tout t € R et a > 0. L’équation des susceptibles S du systeme (3.24]) implique que
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J(t) = J* pour tout t € R. Ce qui entraine

r= " Bla)m(a) B(t — a)da,
Bty o
— R_;%;;O)/ B(a)m (a)da,
R(1
J T

et ainsi R(t) = R* pour tout t € R. It vient que B(t — a) = i*(0) pour tout ¢t € R
et a > 0. Par conséquent, i(t,a) = i*(a) et q(t,a) = ¢*(a) pour tout t € R et a > 0.
Enfin, avec des arguments similaires que ceux utilisés en fin de preuve du théoreme

(3.4)), nous prouvons la stabilité asymptotique globale de I’équilibre endémique. H

3.6 Simulation numérique

Les résultats théoriques obtenus dans les sections précédentes sont illustrés par des
simulations numériques. Nous considérons différentes valeurs pour les paramétres de
notre modéle et l’on a les cas suivants, chacun comporte les deux sous cas :

Premier cas

A=0.01, w=10.02 v(a) =0.1 et »(2)
avec les conditions initiales

Sy = 0.9, io(a) = 10727019, qola) =0, et ro=0.

Les fonctions [ et ¢ sont choisies telles que

0, sta <5,
Bla) =
8.1073(a — 5)%2e~%1a=3)  giq > 5,
et
0, if a < 10,
¢(a) =

8.1073(a — 10)2e(~0-1@=10) = 4f g > 10.

ler sous cas : Dans un premier temps, nous fixons 06 = 0 alors Ry < 1, grace au

théoreme [’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable voir

Figures (3.2) et (3.3).
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03t
02t

o1f 4 002

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Time t Time t

FIGURE 3.2 — L’évolution des solutions S (& gauche) et R (a droite) a 'instant t.

FIGURE 3.3 — L’évolution des solutions i (& gauche) et ¢ (a droite) a 'dge a & l'instant ¢.

2éme sous cas : Dans un second temps, nous firons 6 = 0.4 alors Ry > 1, grace au

théoréme (3.9)), {’équilibre positif est globalement asymptotiquement stable voir Figures

ED o B3,

0.025

0.015

0.005

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Time t Time t

FIGURE 3.4 — L’évolution des solutions S (& gauche) et R (a droite) a 'instant t.
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FIGURE 3.5 — L’évolution des solutions i (a gauche) et ¢ (a droite) ayant I’age a & l'instant
t.

0.02 T T T T T T T

0.018 - b

0.016

0.014

0.012

0.01 -~

i(t,0)

0.008

0.006 |- \ E
\.
\
0.004 |- N g
N
.,
0.002 o g
~
\\\\\
0 1 P [ Enpp— - . -l 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

FIGURE 3.6 — L’évolution de i(¢,0) a I'instant ¢.

Deuxiéme cas
Maintenant, nous allons prendre de nouveaux parameétres pour voir l'influence du re-
chute § sur lincidence.

ler sous cas : On choisit v(a) = 0.2 et

0, st a < 10,

¢(a) =
4.1073(a — 10)2e(-0-1@=10) = 5 g > 10.

Ainsi, on obtient un Ry < 1 pour 6 € {0,0.1,0.5}
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Time t Time t

FIGURE 3.7 — L’évolution des solutions S (a gauche) et R (a gauche) a 'instant ¢.

FIGURE 3.8 — L’évolution des solutions ¢
t.

0.015 T T T T T T T
—6=0
-—-0=0.1
ot = §=05 |

0.005

FIGURE 3.9 — L’évolution de i(t,0) au temps t¢.

2éme sous cas : Ensuite, nous allons prendre d’autres parameétres tels que Ry > 1
pour tout § > 0. On choisit A = 0.015, p = 0.01, v(a) = 0.1 et

0, sta < B,
Bla) =

9.1073(a — 5)%e~%Me=%)  siq > 5,
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et
0, st a < 10,
¢(a) =
8.1073(a — 10)2e(-0-1@=10)). 5 g > 10.

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Time t Time t

FIGURE 3.10 — L’évolution des solutions S (a gauche ) et R (a droite) a l'instant ¢.

FIGURE 3.11 — L’évolution des solutions i (& gauche) et ¢ (a droite) ayant ’age a a U'instant
t.
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0.09 T T T T T T T

0.08 - —46=0
——=6=0.05
0.07 [ ——-6=0.1 A
0=0.2
0.06 - —0=0.5 -

0 50 100 150 200 250 300 350 400

FIGURE 3.12 — L’évolution de i(¢,0) & Uinstant ¢.

Troisiéme cas
ler sous cas : Maintenant, nous allons prendre de nouveauxr parametres pour voir

Uinfluence du tauzx de la rechute 6 sur incidence. On choisit v(a) = 0.2 et

0, if a < 10,
¢(a) =
4.1073(a — 10)2e(~0-1e=10). 4f g > 10.

Ainsi, on obtient un Ry < 1 pour 6 € {0,0.1,0.5}

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Time t Time t

FIGURE 3.13 — L’évolution des solutions S (a gauche) et R (& droite) a U'instant ¢ .
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3.6. SIMULATION NUMERIQUE

FIGURE 3.14 — L’évolution des solutions ¢ (& gauche ) et ¢ (a droite) ayant I’age a a I'instant
t.

0.015

0.01

0.005

FIGURE 3.15 — L’évolution de i(¢,0) a 'instant t.

2éme sous cas : Ensuite, nous allons prendre d’autre paramétres telle que Ry > 1
pour tout 6 > 0. On choisit A= 0.015, pr = 0.01, v(a) = 0.1 et

0, if a <5,
Bla) =
9.107%(a — 5)%e~01 %) jfa > 5,
et
0, st a < 10,
¢(a) =

8.1073(a — 10)2e(~0-1@=10)). 5 g > 10.
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Time t Time t

FIGURE 3.16 — L’évolution des solutions S (& gauche ) et R (a droite) a l'instant .

FIGURE 3.17 — L’évolution des solutions 7 (& gauche ) et ¢ (& droite) ayant ’dge a a 'instant

t.
0.09 T T T T T T T
0.08 - =0 |
***** 6=0.05
0.07 - ——-6=0.1 A
—4=0.2
0.06 - —=0.5 A

0 50 100 150 200 250 300 350 400

FIGURE 3.18 — L’évolution de i(¢,0) a 'instant t.
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3.6. SIMULATION NUMERIQUE

3.6.1 Discussion

Dans ce chapitre, des résultats de stabilité globale sont obtenus pour un modéle du type
SIQRI avec structure d’age incorporant le dépistage en fonction de la réponse de la
population en vue de passer a la quarantaine. Pour souligner l'impact de ces mesures
combinées, nos simulations sont basées sur chaque paramétre séparément : Pour les
meémes parametres, avec un taux de dépistage fizé a 0.1 par exemple, faisons varier le
parameétre du taux de rechute sur une période fizée :

- Pour § = 0, nous obtenons Ry < 1. La fonction incidence i(t,0) est décroissante a
0 (voir Figure ), ce qui conduit & la convergence des trajectoires vers l’équilibre
trivial.

- Dés que § = 0.4, nous obtenons Ry > 1. La fonction incidence i(t,0) est plus impor-
tant (voir Figure ), dans ce cas on remarque qu’il y a convergence vers [’équilibre

endémique.
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Chapitre 4

Dépistage optimal pour un modele
structuré en age avec fonction

réponse et rechute.

4.1 Introduction

En théorie du contréle, un aspect d’un apport considérable particulicrement en science
et technologie, est le contréle optimal [108] : une question extrémement importante
qui se préte aux différents domaines de dynamique de population, pour ne citer que [,
[13], [7] et [a], [8], [73], [43], [49], voir aussi [62], pour les problémes de diffusion et/ou
différentes structures d’age. On peut voir par exemple [48] pour d’autres processus non
linéaires .

Un intérét tout particulier est accordé a l'épidémiologie comme dans [3], [Jl], ot des
problemes de controle optimal sont formulés pour des systemes d’EDPs. Pour les problemes
de contréle optimal gouvernés par des EDPs, nous nous référencions a [70].

Dans ce chapitre nous revenons sur le modele de base proposé dans le chapitre 3,
voir également [102] en wvue de considérer un probléme de contréole optimal. Rappe-
lons que ce modeéle est a quatre classes; les susceptibles, les infectés, la quarantaine et
les réfractaires. Cependant et pour une prise en charge efficace, le passage de la classe
des infectés a la classe de la quarantaine nécessite un dépistage, encore faut il que la po-
pulation accepte de se faire dépister. Une fois que le dépistage est effectué, et avec une
bonne coopération des individus au programme de la quarantaine, une certaine immu-
nité est acquise permettant le passage a la classe des réfractaires (classe non vulnérable

ot il n’ y a plus de transmission de l'infection). Or, pour quelques réfractaires, cette
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4.2. PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

immunité n’est que temporaire et une rechute est envisageable .

Le modéle de base est ainsi soumis a une action de dépistage v(t,a) (contréle dépendant
de l’age d’infection a a linstant t) via une certaine réponse de la population, et qui
prend en considération laspect de la rechute a un taux & (supposé constant).

Le probleme de controle optimal consiste a maximiser le nombre des individus ayant
accepté de se faire dépister tout en minimisant a la fois les individus infectés et le cott
médical.

Le choix de la linéarité du contréle dans notre objectif, est justifié (voir motivation)
par la lenteur de la période latente ainsi que la longue période de prise en charge pour
le cas de certaines maladies. Nous pensons a la tuberculose entre autres.

Dans [3], un probléme de contrdle optimal a été proposé et analysé pour un modéle de
type SIR avec l’age de linfection, sous une stratégie de dépistage v(t) dépendante du
temps seulement, via la fonction réponse de la population totale.

Dans [§)], la propagation de l'infection TB a été étudiée en présence du phénoméne de
Uimmigration (considérée comme une nouvelle variable) quand la stratégie de dépistage
est appliquée en deux procédures : la premiere consiste a dépister la population entiere,
la seconde concerne les immigrants seulement. Deux probléemes de controle optimal sont
utilisés comparativement.

L outil utilisé pour la caractérisation du controle optimal est généralement le principe
du mazximum de Pontryagin. Pour les systémes d’EDOs, on peut voir [1] et [20] pour
les applications et pour les systemes d’EDPs, on peut voir [3] et [4].

Le présent chapitre, est organisé comme suit : dans la section 2, le probleme est formulé
mathématiquement suivi de quelques résultats préliminaires. La section 3 concerne le
théoréme d’existence de solutions. Les conditions d’optimalité font [’objet de la section
4. Grace a la méthode de descente de gradient, un algorithme de calcul du meilleur
controle est proposé en section 5. Finalement, la section 6 est laissée pour la conclu-

SL0M.

4.2 Probleme de controle optimal

Rappelons que S(t), i(t,a), q(t,a), R(t) sont les densités respectives des susceptibles,
infectés, quarantaine et réfractaires ou (t,a) € D := (0,T) x (0,a4), (0,a4) est la
période d’infection et ay désigne l’age mazimum de l'infection (représente la guérison
ou le déces), supposé fini mais pouvant étre suffisamment grand et (0,T') est une période
de dépistage (T > 0 fizée et finie).
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4.2. PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

A présent, considérons le dépistage v = v(t,a) comme contréle de la population totale.

Le systeme controlé est le suivant

(

S'(t) = A= pS(t) = S()J(1),

di(t,a)  0i(t,a) » .
5 T o — Hilta) — vt a)d(N(©))ilt, a),

200.0) L 9D o 1,0) p(NW)ilt,0) — 1+ D)),

- /0a+ ¢(a)q(t, a)da — (u+ ) R(1), (4.1)

S(O) So S |R+ R(O) =179 € |R+,
i(0,a) = ip(a), ip € L>(0,ay;R"), (4.2)
q(0,a) = qo(a), qo € L=(0,a4;R").

On cherche un v, pour le probléme P° suivant

F%(v,) = max F°(v) (4.3)

veV

_ /0 : /0 ot Q)N ()it a)dadt—n /0 ' /0 it a)dadt—0 /0 ' /0 ot a)dadt.
(4.4)

ot le domaine des controles
V={velL*(D);0< v <v(ta) < Vnwupp}
et v(t,a) est le dépistage de l'individu d’age a d’infection a l'instant t. v, n, 0 sont des

constantes de pondération.

Dans (4.4), le premier terme désigne le nombre d’individus acceptant de se faire dépister
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4.2. PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

identifiés infectés, le second terme représente le nombre d’individus infectés et le terme

de dépistage apparait linéairement dans le dernier terme.

- La description biologique des paramétres du (4.1)) est la méme que dans le chapitre 3
(voir [102] également). En plus des hypothéses du chapitre 3 nous faisons ’hypothése

suvante

(H2)’ 1 est positive, continiment différentiable de R} .
Remarquons que notre systéme peut étre remplacé par

;

S'(t) = A —pS(t) = S(t)J(1),

di(t,a) N Ji(t,a)
ot Jda

= —pi(t,a) — v(t, a)p(N(t))i(t, a),

dq(t,a) N dq(t,a)

ot o = vlt:a) e(N ()it a) — (i + é(a))a(t, 0),

N'(t) = A= uN(),

i(t,0) = S(t)J(t) + 6 (N(t) — S(t) — I(t) — Q(t)), (4.5)

et
{ S(0) = Sy € R, N(0) = N, € R,

7;<07 a) = io(a)v Q(O, CL) = QO(a)'
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4.3. EXISTENCE DU CONTROLE OPTIMAL

4.3 Existence du controle optimal

Proposition 4.1. Pour chaque v € V, le systeme (4.1)- (4.2) admet une solution glo-
bale v’ = (S,1i,q, R)" dans C1.(0,T) x [LY(D)]*x C(0,T) pour chaque (S, i, o, Ro) €
X, De plus, u’€V € W™(0,T) x [L(D)]? x W>(0,T).

L’existence reléve du théoréme (3.1). Rappelons qu’avec (3.14), (3.1) et la continuité

de 1, nous avons les estimations suivantes

(

S(t) < Co, R(t) < Co ,
at
/ i(t,a)da < ¢,
0
at
/ Q<t7 a’) da < Co,
0

Y, < Y(N(t)) <.

\

A
Ot 1), et p* désignent les bornes inférieures et supérieurs respectives de v sur [0, —].

o
D’autre part, par le systéme (3.2)), (3.1)), (3.15) et avec la bornitude de (3, il existe des
constantes positives telles que

J(t) < collBlloe = ¢,

(4.7)
Z(t,O) < Cg“ﬁ”oo +9 Co = C;
et
{ 5'(t)] < esa. @5
IN'()] < A.

Supposons, sans perte de généralité, que T > a™. Des lors, pour tout v fixé dans V et
pour presque tout (t,a) € D, les formules (3.4)-(3.5) (voir chapitre précédent) assurent

[’existence de deux constantes ci et co positives telles que
i(t,a) < ¢

et
q(t,a) < cs.
Théoréme 4.1. Le probléme (4.3)-(3.2)-(4.2) admet un controle optimal v,.
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4.3. EXISTENCE DU CONTROLE OPTIMAL

Démonstration. La fonctionnelle F est uniformément bornée sur V, alors

—00 < d :=sup F'(v) < +oo0.
veV

Il existe une suite maximisante (v, ), C V et une trajectoire associée u’ := (Sn, in, ¢n, Nn)new,
ie.

lim F°v,) =d (4.9)

n——+o0o
Le domaine V' étant non vide convexe fermé borné, faiblement compact dans L?(D)

(puisque D est borné). Alors, on peut extraire des sous suites successives

v, — v, faiblement dans L*(D),

Sn — S, uniformément dans C[0, 77,
R, — R, uniformément dansC|0, 7],
N, — N, uniformément dansC|0, T},

i, ~— i faiblement dans L? (D),

{ ¢» — ¢ faiblement dans L* (D).

Par le lemme de Mazur, il existe A\; > 0, Ef;n N=1;

in(t,a) = Xk

oAt a) = ik(t, a) fortement dans E*(D)

pour laquelle

Sk, At a)p(N(0)in(t, a)

: ,if S Niy(t a) #0
D(NL(8))552, Ni(t, a) ”

U, (t,a) =
Ummass if 27 Nii(t,a) = 0.
Il est facile de remarquer que @, € V. Notons N, (t) := N (t), alors il existe une

sous-suite aussi notée (v, ), telle que
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4.3. EXISTENCE DU CONTROLE OPTIMAL

¥, — v, faiblement dansL?(D)

Comme F°(4,) = ¥,

N FP(v;) et grace a ([4.9), il s’en suit que

FO(v,) — d (4.10)

i.e. la suite (0,), est aussi maximisante dont la trajectoire correspondante est telle que

=

— S, uniformément dans C10, 77,

avh
3
1

R, uniformément dans C[0, T,

=
)

N, uniformément dans C[0, 77,
in — i fortement dans L? (D),

(| ¢» — g¢.fortement dans L* (D).

Montrons enfin que, u” := (S, Ny, ix, g«) est solution de (4.1)).
En effet, le passage a la limite sur n € N dans (4.1]), donne

(

S;(t) = A- NS*<t) - S*<t>J*(t)
Ni(t) A a0,
J.(t) — [ Byt a)da

(4.11)
pour ¢y € C1(D) avec ¢o(T, a) = 0.
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Enfin, en passant a la limite dans (4.4)), nous obtenons
FO(4,) — F°(v,)

puisque,

(4.12)

/ / N (t))in(t adadt—>/ / N, (t))i. (¢, a)dadt

// tadadt—)// «(t,a)dadt
// tadadt—)// «(t,a)dadt

Avec (4.10]), (4.12) et par unicité de la limite, le suprémum est atteint en v,.

4.4 Conditions d’optimalité

Soit 0 < € < 1, considérons la famille de problémes de contréle optimal (P€)

veV

{ max F¢(v)

avec

T a4 T a4
/ / v(t,a)p(N(t))i(t, a)dadt — 77/ / i(t,a)dadt
o Jo

Hfo a)dadt — fo “02(t, a)dadt

(4.13)

(4.14)

Sous les hypothéses ci dessus, pour tout € > 0 fizé, (4.13)-(4.5) admet un contréle op-

timal v<. On peut montrer aisément que v, la solution de (PY) est la limite (faible) de

vs solution de (P€) lorsque € — 0 (on peut considérer e = —, n € N* et les sous suites
n

successives).

Pour le probléme ({.13))-(4.5) on définit la famille de lagrangiens par
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LE(v; 8,4, q, R; As, Aiy A\, Ar) = F(v)
+ /OT [S"(t) — A+ uS(t) + S()J(t)] As(t)dt
. /OT/OM [ai(at;fa) +8igfgla)] M(t, a)dadt
o 7w oe v e e apdaat

+ / {(to / B(a ta)da—éR()]/\i(t70)dt

+// [&]t(z 8qéta)1 (¢, a)dadt

+ /0 /Oa+ [—v(N(t))i(t,a) + (n+ d(a)q(t, a))] A\ (¢, a)dadt

+ / { / o(a)q(t,a)da+ (u+95) R(t)| Ag(t)dt.

Les dérwwées de L par rapport aux variables d’état et de controle dowwent s’annuler en

ve. Alors, il existe Ag, Ni, Ay, Ar (€ est omit) des variables adjointes satisfaisant le
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4.4. CONDITIONS D'OPTIMALITE

systeme adjoint

(

X500+ (1090 250

— TN 0) — /0 it ) (7 + A — AW (V) da,
SO M+ (N (0) + o0 () )

— = BN — vt (V) + SOB@N(E0) — SHB@As()
+ (vz'@bl(N) +v @/)(N)) A(t,a),

(4.15)
Dbt D) (s o) — ol ()l
= ¢(a)Ag(t) — viY)' (N) (’y + )\i) ,
—Np(t) + (1 + 52 Ar(t)
=0 \(t,0) — /0 vi(t,a)(y + N — M) (N) da
((As(T) = 0,
>\2(T7 a’) = Az(tv a+) = 07
A(T.a) = 0, (4.16)
Ag(tar) = g(t),
L WR(T) =0

Ou g est une fonction connue et v désigne v(t,a).

Calculons, a présent, la dérivée de L par rapport au controle.

dL¢ T at
Csia s x ) = [ (34 < tna Jerv it

—0 — ev(t,a)dadt.
(4.17)

Si e est différent de zéro, le controle optimal v satisfait a

dL¢
dv

(U; S?¢7Q7 Ra A,5'7)‘757 >\q7 )\R) =0
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4.5. SCHEMA NUMERIQUE

ce qui donne

vi(t,a) = ! [(7 + \i(t,a) — )\q(t,a)>¢(Nf(t))ii(t,a) - 6’} p.p.(t,a) € D  (4.18)

€

Si € est égal a zéro, on obtient

(s st (3 4 0(1.0) = X0 ) (V.0 =0 > 0,

Ui(t,a) = ¢ [VUmin, Vmax| SI (”y + Xi(t,a) — A\ (¢, a))w(N*(t))i*(t, a)—60=0, (4.19)

\ Upnin S1 (7 + Ni(t,a) — A (2, a))@b(N*(t)i*(t, a)— 60 <0.

4.5 Schéma numérique

Dans le but de calculer numériquement v,, nous commengons par discrétiser (3.2)),
utilisant le schéma explicite d’Euler pour les dérivées et la formule des rectangles pour

les intégrales..

Sotent h > 0 et k > 0 les pas de discrétisation selon les axes en temps et en age res-

a
pectivement. Posons ng .= — et lp .= —, o0 T > 0 et ay > 0 sont définis plus haut,

h k
et pour 0 <m<mnget0<I<ly;t,:=1ty+nh eta :=ay+ k.

Soient S™, i}, q', N™ les approximations respectives de S(nh), i(nh,lk), q(nh,lk),
N(nh) et les parameétres pu, By, v, ¢1, J" ceux de py (lk), B(lk), v(nh, k), ¢(lk), J(nh)
respectivement. Le systéme [3.2] devient
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; Sn+1 . Sn

J’n

ntl _ on
by

-
T

n+1
q " —q

q —

Rn+1 — R"

SO
ITL

Qn

0
Y

— A—puS"—Jrsn,

_ lo n
= k El:1 B 1,

= —(p+oup(NT) i,

= —(u+) q@ +vfY(NT)ap,

= Q7 — (u+9)R"

SOa

lo ;n
kX2 a7,

k 250:1 q,

kS o

S’VZ

STL

1,0

0,

+1"+ Q"+ R",

J"+dR",

Y

q1,0-

131

(4.20)

(4.21)
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ou de maniére équivalente,

(
gntl (1 — h(p+ J”)) S™+ hA,
J" = kX Brip,
h h
n+1 __ n n )T )
)it = (1 - h(p+ vf(N )))Zl At (4.22)

g = (1 — =+t ¢z))q7 + 2 aity + P (N A,

R = (1 — (h+ 5)) R" + hQ7.

A présent, nous discrétisons (4.15)) ;

¢ )\Sn+1 . )\ n

SEE I (e T A" = (T - AR,

Mttt = ) = () n
e e (N )]

=10 — v (N") + (5"8; — 6)(Ni)g — S"BiAs™ + v (N™) (Ag)] (4.23)

A\ n+l A n A\
_( q)z ; (q>l _ ? ql_1+(#+¢l)>‘q?:_5)‘igv

_)\Nn+1 o )\Nn

e AN = A — oY (NI (7 A = Ay
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(A" = 0,

A0 = A0 =0,

A0 =0, (4.24)
Ay = 9"

(e =0

ou g" est lapprozimation de g(t,).
Le systeme adjoint (4.23) discrétisé s’exprime par
(
A" = (1 + h(p + J")) As" = h(J™ = 0) Nig,
h

n h n n
i = (1 % + h(ﬂ + vfw(N”)))Au + E)\”_l

FhS™BAs™ — hol (N™) A — h(S™B — ) A — hny + hy v (N™)
(4.25)

h h
At = <1 % +h(p+ ¢l)) Agi + E/\Q?fl +hoig,

AN = (1 + hu) AN A+ hop ! (N™)ip (7 4 il — Ag)') — hoAg.

1
Dans le cas particulier ot h =k et p(N) = 1—|——N ;

- Le systéme d’état discrétisé (4.20)) est réduit a
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(

Sl = <1 — h(p+ J")) S™+ hA,

Jr=hXl gir,

” Uk o
7 +1 _ —h(# + : +1Nn)zl + 21, (426)

n

qu —h(u—i-gbl)ql +qZ—1+h1 +an LR

Rl = (1 — (h+ 5)> R™ + hQ?.

\

En plus des conditions initiales données par (4.21)).

- Le systéeme d’état adjoint discrétisé (4.25)) devient

(

)\Sn+1 = (1 + h(u + Jn)>)\5n — h(Jn — 5) )\18,

At = h(p+ YA+ Ay

U
1+ Nn
HhS"BAS" — h— Nn —L A\ = h(S"B = ) Nify — hny + by v (N7,

{ (4.27)

A =R+ G + A, + hOAG,

AN = (14 ) A" — b (y + A — Ag") — hOAL

\

En plus des conditions de transversalité données en (4.24)).
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- L’expression de la dérivée discrétisée du lagrangien (4.17) est donnée par

dL\" )
( dv ) ks, s, [(v L0 - Agl)w”)z? 0 ea (4.28)
l

Algorithme : Méthode de descente du gradient.

Etape 0 : Choisir aléatoirement vy € V' et fiver un seuil de tolérance tol > 0.
FEtape 1 : résoudre — .

Etape 2 : résoudre -.

Etape 3 : calculer %(vr) comme dans

Etape 4 : si L (v.) > tol

FEtape 5 : pourvr =0,1,2,... calculer un nouveau controle par le schéma suivant

dL*
Ur41 = Up + 1% dv (UT)

Etape 6 : Projeter sur le domaine des contraintes V.

Etape 7 : si||v,41 — Upl|eo < tol, stop, sinon, vy = v,41 aller a Etape 0.

ot

[Vr1 — Urlloe = €55 Sup@ayen|vrs(t, @) — v, (¢, a)]

La constante positive p est choisie de sorte que v,y1 reste dans le méme voisinage que
€

).

Pour la simulation, les données sont A, u,d, B(a), ¢(a), ¥(x).

v, dans la direction

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, un probleme de controle optimal a été analysé pour un modéle
épidémiologique structuré en age sous le controle du dépistage via la réponse de la
population, et soumis a la rechute. Sous ces conditions, ’existence d’un dépistage op-
timal mazimisant le nombre de dépistés et minimisant le nombre d’infectés mais aussi

le cout économique, est possible. Cependant,

— Le calcul du controle optimal nécessite d’évaluer a chaque age de l'infection
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4.6. CONCLUSION

a a linstant t, la quantité

VYN (2))in(t, @) — 6

ce qui montre que la fonction réponse de la population a une influence signi-
ficative pour le calcul du controle optimal. D’ou l'intérét de la sensibilisation

soit dans les établissements scolaires soit par médiatisation.

— A cause de la décroissance de la fonction réponse, nous pensons que dépister
une population de petite taille est plus efficace que dépister une population

de taille tres importante.

— L’une des perspectives consiste en le calcul numérique d’un dépistage optimal
et de ses trajectoires correspondantes aux différentes valeurs de la fonction
réponse de la population totale au dépistage puis pour différentes valeurs de

rechute.

— Prendre

T a4
V={velL*(D);0 < vpu< / / v(t,a)dadt < Ve p.p}
o Jo

comme domaine des controles est également envisageable.
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Résumé.

Un modele épidémiologique du type SIR avec quarantaine et structure en age d’infection est
considéré dans cette these. L'analyse mathématique concerne : - La stabilité globale des trajectoires
du modele moyennant I'existence d’un attracteur compact. La construction de fonctions de
Lyapunov appropriées suivie de simulations numériques ont montré que I'équilibre trivial est
globalement asymptotiquement stable si RO<1, instable si RO>1 au quel cas I'équilibre endémique est
globalement asymptotiquement stable. — Le control optimal consiste a maximiser le nombre de
dépistés en minimisant le co(t de dépistage avec le nombre d’infectés.

Mots clés.

Modele épidémiologique structuré en age d’infection, Stabilité, nombre de reproduction de base RO,
fonction de Lyapunov, controle optimal.

Abstract.

A class of SIR epidemiological models with quarantine and the infection age structure is considered
in this thesis. The mathematical analysis is concerned by : - The global stability of the trajectoires is
proved by showing the existence of a compact attractor. The construction of an appropriate
Lyapunov functions and some numerical simulations show that the free equilibrum is globally
asymptotically stable if RO<1, instable si RO>1 whenever the endemic equilibrium is asymptotically
stable. — The optimal control problem consists on maximazing the screened individuals and
minimizing the cost of screening strategy with the density of the infected individuals.

Key words.

An infection age structured model, stabilité, basic reproduction number RO, Lyapunov functional,

optimal control.
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