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Résumé

L’objectif principal de cette these s’inscrit dans le cadre général de I’étude mathé-
matique de deux modeles modélisant la dynamique d’une population cellulaire
dans le cas de la leucémie myéloide chronique.

Notre étude nous a conduit a répondre a une problématique biologique impor-
tante concernant la progression ou la regression de la maladie. Pour cela, notre

travail a été scindé en deux parties :

Dans la premiere, on a commencé par une analyse mathématique quantitative
et qualitative d’'un modele hybride ([51]) qui contient une équation structurée
en age modélisant les cellules souches normales et une équation différentielle or-
dinaire pour les cellules leucémiques. Cette analyse comprend la recherche des

états stationnaires et ’étude de stabilité locale.

Dans la seconde, on a étudié un modele structuré en age developpé par les au-
teurs ([3], [13]) dans le cas ou les cellules souches normales et leucémiques se
proliferent a partir des ages a; et as réspectivement. Ensuite on a transformé le
modele structuré en adge a un modele (EDO) qui dépend seulement du temps
dans un cas ou les taux de division ainsi que les taux de mortalité des cellules
souches normales et les cellules leucémiques sont constants afin de voir la stabi-

lité locale de I’équilibre blaste et non pathologique dans un cas général.

Mots clés :
Leucémie myéloide chronique, modele hybride, modele structuré en age, probleme

bien posé, stabilité locale.



Abstract

The main objective of this thesis is to analyze two mathematical models that
describes the dynamics of cellular population in the case of chronic myeloid leu-
kemia disease.

To answer this biological problem, our work was devided into two parts :

In the first part, we started with an quantitative and qualitative study for an
hybrid mathematical model ([51]) that describes the dynamics of hematopoietic
stem cell population in the chronic myeloid leukemia disease. First, we formulate
the basic model as a one which contain two equations, one of them represent an
age structured equation and the other one is an ordinary differential equation.
Next to understand behaviour of our solutions we study the existence of steady

state and their stability.

In the second part, we studied the existence of steady states and their stabi-
lity for an age structured model of leukemic diseases wich has developped by the
authors ([13], [3]) in the case that the normal and leukemic stem cells proliferate
from the ages a; and ay respectively. Then we transforme the (PDE) system
to an (ODE) system in the case that the division rates and the death rates of

normal stem cells and leukemia cells are constant.

Keywords :
Chronic myeloid leukemia, hybrid mathematical model, an age structured model,

existence of solution, local stability.
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Abréviations

CSH : Cellules Souches Hématopoitiques.

CSN : Cellules Souches Normales.

CSL : Cellules Souches Leucémiques.

CD : Cellules Différenciées.

CSND : Cellules Souches Normales Différenciées.
CSLD : Cellules Souches Leucémiques Différenciées.
CLQ : Cellules Leucémiques Quiescentes.

CLP : Cellules Leucémiques Proliférentes.

CLM : Cellules Leucémiques Matures.

CIA : Cellules Immunitaires Active.

CR : Cellules Résistentes.

LMC : Leucémie Myéloide Chronique.

L.A.S : Localement Asymptotiquement Stable.
EDO : Equation Différentielle Ordinaire.

EDP : Equation aux Dérivés Partielles.

EDR : Equation & Retard.



Notations

m1(a) : La probabilité de survie.

Ly : La durée de vie estimée.

() : Espace de Banach.

I|l.]l, - Norme dans l'espace LP

I||lo : Norme dans l'espace L.

WP . Espace de Sobolev.

I|.|lw1.r : Norme dans 'espace W1?,

C! : Espace des fonctions de classe C' & support compact.
L(X) : Ensemble des opérateurs linéaires bornés.
p(A) : L’ensemble résolvant de A.

R(\, A) : La résolvante.

og(A) =C\ p(A) : Le spectre de A.



Introduction Générale

Au XIXe siecle, les medecins ont abandonné les théories héritées de 1’ Anti-
quité, on se basent sur les observations cliniques, anatomiques et expérimentales
et ceci a conduit a plusieurs recherches scientifiques qui ont permis de comprendre

les mécanismes physiopathologiques des maladies leucémiques (voir [20]).

Biologiquement 'apparition de cette hémopathie maligne est diie au dysfonc-
tionnement de I’hématopoise qui est le processus physiologique de production de
cellules sanguines dans la moelle osseuse.

Au point de vue modélisation et en s’inspirant des travaux de Lajtha ([33]),
Burns et de Tannock ([10]), Mackey ([30]) a proposé le premier modele qui
d’écrit la population des cellules souches hématopoitiques, ensuite il a développé
un autre modele ([38]) qui est devenu une référence pour modéliser les maladies
leucémiques et plus précisement la Leucémie Myloide Chronique (LMC).
La leucémie Myéloide Chronique (LMC) est une maladie hématologique die a
une anomalie chromosomique qui a été développée par Nowell et Hungerford
en 1960.

En 1973 Rowley a identifié le chromosome de Philadelphie qui résulte de la
translocation réciproque des chromosommes 9 et 22.

A la fin du XXe siécle, la biologie moléculaire a déterminé I’existence du gene
hybride BCR-ABL qui contient une proteine d’activité tyrosine kinase respon-

sable & la (LMC) (voir [20]).



Pour comprendre la dynamique de la leucémie myloide chronique, plusieurs
études mathématiques ont été menées dont : ([13], [14], [L1], [2], [17], [3], [8])
L’intérét principal de I'étude de ces modeles a pour objectif de répondre a une
problématique biologique concernant la progression ou la régréssion de cette pa-

thologie.

Cette these se compose de quatre chapitres :

Les chapitres 1 et 2 contiennent respectivement, les différentes notions biologiques
des maladies leucémiques, la modélisation mathématiques de quelques modeles
de (LMC) et quelques résultats importants qui nous servent dans la suite de
notre analyse mathématique.

Les chapitres 3 et 4 sont consacrés aux travaux mathématiques réalisés dans cette
these, a savoir :

1/L’analyse mathématique quantitative et qualitative d’'un modele hybride qui
d’ecrit la dynamique cellulaire dans le cas de (LMC).

2/L’étude d'un modele structuré en age de (LMC) dans le cas ou les cellules
souches normales et leucémiques se proliferent a partir des ages a; et as réspecti-
vement. Ensuite on a transformé le modele structuré en 4ge en un modele (EDO)
qui dépend seulement du temps dans un cas ou les taux de divisions ainsi que les
taux de mortalités des cellules souches normales et les cellules leucémiques sont

constants.



Chapitre

Sur la leucémie

Dans ce chapitre, nous allons présenté les différentes notions biologiques des

maladies leucémiques (voir [25], [13], [31], [11]).

1.1 Biologie de la leucémie

1.1.1 Définition de la maladie et facteurs de risque

Leucémie (du grec leukos, blanc, sang) est un cancer des tissus respon-
sable de la formation du sang. Il est caractérisé par une prolifération excessive
de globules blancs dans la moelle osseuse !. Cette pathologie est divisée en leu-
cémie aigué dans le cas de la production de globules blancs immatures et en

leucémie chronique pour les globules blanc matures (voir [13], [25]).

Le risque de développer une leucémie augmente dans les cas suivants (voir[25]) :
1/Les leucémies aigués peuvent étre dues soit a des radiations ionisantes, ou a
des substances chimiques, ou bien a un traitement préalable par certains médi-
caments antinéoplasiques.

2/Dans certains pays Asiatique et Africain ou l'infection par un virus est fré-
quente, ceci peut causer certaines formes de leucémie lymphoblastique aigué.
3/Des antécédents de troubles hématologiques, dont des syndromes myélodys-
plasiques et des néoplasies myéloprolifératives, peuvent conduire a une leucémie

my¢loide aigué.

1. matiere moelle est spongieuse située au centre de la plupart des os.
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1.2 Classification de la leucémie

Selon le systeme 2016 de 'organisation mondiale de la santé (OMS), la clas-

sification de leucémie est basée sur une combinaison de caractéristiques cliniques,
morphologiques, immunophénotypiques et génétiques.
A travers le pourcentage de cellules leucémiques ou blastes dans la moelle osseuse
ou le sang, on distingue deux grandes types de leucémie aigué ou chronique. Ces
dernieres se divisent en myeloide ou lymphoide suivant la lignée prédomi-
nante des céllules malignes (voir[25]).

Dans les sections suivantes, on présente les différents types de la leucémie.

1.2.1 La leucémie aigué

La leucémie aigué représente 1% de I’ensemble des cancers (18°™¢ cancer le
plus fréquent chez ’lhomme et 17°™¢ chez la femme), elle concerne environ
4.9 hommes sur 100 000 et 4.1 femmes sur 100 000. Bilogiquement cette
maladie est définie comme un type de cancer caractérisé par une multiplication
anarchique et rapide de cellules immatures du sang, elle comprend la leucémie

myéloblastique et lymphoblastique aigué (voir [31]).

1.2.2 La leucémie chronique

La leucémie chronique représente 60 % des cas pour les hommes.
A Topposé de la leucémie aigue, les cellules anormales sont plus matures et
passent dans le sang.
La leucémie chronique comprend deux autres types : la myélomonocytaire
chronique, et la myeloide chronique que nous développons dans les sections

qui suivent.

1.3 La leucémie myeloide chronique

1.3.1 Définition, évolution et biologie moléculaire

11



Définition de (LMC)

La leucémie myeloide chronique (LMC) ou cancer du sang est une patho-
logie liée a une augmentation du nombre de globules blancs (hyperleucocytose)
dans le sang. Biologiquement il s’agit d’une anomalie chromosomique dite chro-
mosome Philadelphie (voir figure 1.1) résultant d’une translocation réciproque
des chromosomes 9 et 22 qui entraine la mise en contact des génes ABL? et
BCR,? en construisant une nouvelle protéine dite BCR-ABL (voir figure 1.2)

qui présente une activité tyrosine kinase (voir [0], [31], [12], [10]).

LE CHROMOSOME DE PHILADELPHIE

Avant |la translocation Aprés la translocation

' )

BCR

BCR 8 ABL

Chromosome

de Philadelphie

no 22
ABL v T
n° 9

"/
der 9

FIGURE 1.1 — Chromosome de Philadelphie (]0])

2. Abelson.
3. Breakpoint Cluster Region.
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Protéines Bcr-Abl
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FIGURE 1.2 — Schéma de la protéine BCR-ABL avec ses domaines issus des génes
BCR et ABL et en fonction du point de cassure (Schéma issu du diaporama de

Nicolini FE. et Réa D. réunion AIH en 2008) ([0])

Evolution de (LMC)

L’évolution de LMC se fait en trois phases : phase chronique, phase d’accélé-
ration et crise blastique ou acutisation. Chaque une de ses phases est caractérisée

par des manifestations cliniques et biologiques.

Phase Chronique

C’est la phase la moins dangereuse pour le patient atteint. Elle dure en
moyenne de 3 a 5 ans sans traitement. Cliniquement, lors de cette phase
les symptomes remarqués sont divisés en signes généraux qui sont : asthénie avec
une incidence élevés de 83%, amaigraissement (61%) et fievre (11%). Pour
les signes en rapport avec la splénomégalie on a : splénomégalie avec une inci-
dence qui varie entre 50% a 70%, hépatomégalie (48%), apesanteur abdominale

(38%) et douleurs abdominales (33%) (voir [10], [18]).
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FIGURE 1.3 — Aspect du frottis sanguin (gauche) et de 'étalement médullaire

(droite) montrant une hyperplasie granuleuse pour LMC ([31]).

Phase d’accélération

Dans cette phase le pourcentage de blaste dans le sang varie entre 15% a
20%. Elle dure en moyenne entre 6 mois & une année sans traitement. Parmi
les symptomes liés a la maladie on trouve : fatigue, anémie, malaise général,

essoufflement et perte d’appetit (voir [6], [10], [12]).

Phase blastique

Cette phase ressemble a une leucémie aigiie et conduit a la mort du malade
entre 2 et 6 mois. Elle est marquée par tous les signes cliniques d’une leucé-
mie aigué : fievre, amaigrissement, douleurs osseuses, anémie, thrombopénie et

hyperleucocytose suivant I’annonce de la crise blastique (voir[6], [10], [31]).
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FIGURE 1.4 — Aspect du sang pour LMC en phase blastique de type lymphoide
(gauche) et de type myéloide (droite). ([31]).

Biologie moléculaire

Le mécanisme moléculaire de (LMC) commence par la production du chro-
mosome Philadelphie qui resulte de la translocation réciproque entre les bras
longs des chromosomes 9 et 22. Le géne (ABL) situé le long du chromosome 9
se coupe et sa partie télomérique vient se localiser a la place de la partie télomé-
rique du chromosome 22 dans le géne (BCR).

L’ARN chémirique du nouveau gene obtenue BCR-ABL possede un role onco-

génique, avec une activité tyrosine kinase (voir [0], [31], [12]).
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FIGURE 1.5 — Formation du gene BCR-ABL. ([31], [19]).

1.4 Traitemant contre la leucémie

Le traitemant de la leucémie myeloide chronique a pour objectif de limiter
les risques de rechute. Dans la premiere étape, il consiste a détruire le plus grand
nombre de cellules leucémiques possible, puis une seconde étape consiste a éra-
diquer les cellules restantes.

Dans la suite, nous allons présenté les différents traitements possibles pour lutter

contre la (LMQC) (voir [31], [10], [6], [12], [9]).

1.4.1 Chimiothérapie

Dans les années 1950 le Busulfan a été la premiere molécule utilisée dans le
traitement de la chimiothérapie avec une dose de 0.1 mg/kg/jour.
A cause des effets secondaires trés importants (aplasies médullaire, fibroses pul-
monaire) et au cours des années 1970 le traitement de Busulfan a été abandon-
née au profit de ’Hydroxyurée avec une dose de 40 mg/kg/jour. Ce dernier
permet d’obtenir une rémission hématologique dans environ 70% des cas mais

les rémissions cytogénétiques sont tres rares (voir [31], [10]).
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1.4.2 Interferon

Ce traitement posseéde une rémission hématologique de 80% des cas et une

rémission cytogénétique ne dépassant pas 20% des cas (voir [0]).

1.4.3 Greffe

C’est une nouvelle technique de greffe de la moelle osseuse en cours d’évalua-
tion et moins toxique. Ce traitement est précédé par une chimiothérapie a fortes
doses pour détruire les céllules souches du patient (voir [0]).

La figure ci-dessous contient une comparaison entre les traitements disponibles
avant l'apparition de I'Imatinib avec les médianes de survies relatives a ces trai-

tements (voir [10], [28]).

Probabilité de survie

IFNee or SCT, 1995-2008 (CML Ill) 5 years 63%

0.31 FNe. 1986-2003 5 vears 53%
0.27
Hydroxyurea, 1983-1994
0.1 X '
1 1 (S S S LS S, T 1! DYl S S e TS

------------------

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Années apres le diagnostic

FIGURE 1.6 — Synthese des médians de survies avec différents traitements chez

les patients atteints de LMC ([10], [28]).

1.4.4 Imatinib (Inhibiteurs de tyrosine kinase)

Les proteines tyrosine kinases sont une famille de proteine jouant un role

fondamental dans divers processus biologiques (prolifération cellulaire, métabo-
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lisme, différenciation, I’apoptose).

Le premier inhibiteur de tyrosine kinase est I’'Imatinib ou Glivec ou STI571.
Cette molécule fonctionne en bloquant le site de liaison a 'ATP de I'enzyme
tyrozine kinase BCR-ABL empéchant la phosphorylation et donc 'activation
et la transduction du signal. Au point de vue sécurité, I'Imatinib a été mieux

toléré que la combinaison des deux autres traitements (voir [10], [15]).

La figure ci-dessous résume les médianes de survie des malades en fonction de

leur thérapie.

Best Available Therapy 5-Yr0S, %

FN-xor SCT*
IFN-a
Hydroxyurea

1995-2008, IFN-a or SCT?

B
B
[1+]
o
(=]
—
o
s
2
e
-
w

(All Ph+ CML Disease Phases)

8 10 12 14

Yrs After Diagnosis
*CML IV. TCML HIA. TCML 111,

Leitner AA, et al. Intemist (Berl). 2011:52:209-217

FIGURE 1.7 — Chronologie des meilleures thérapies disponible pour traitement

de la LMC ([10], [31]).
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Chapitre

Préliminaires

2.1 Notations et Outils mathématiques

Ce chapitre est constitué de deux parties, dans la premiere on rappelle quelques
notions générales et certains résultats préliminaires. Dans la deuxiéme, on pré-
sente quelques modeles mathématiques de la LMC qui vont nous servir dans la

suite de notre travail.

2.1.1 Quelques espaces fonctionnelles

Soit E/ un espace vectoriel.

Définition 1 [22/(Norme)
On dit que l'application
Il E— 10, 00)
est une norme si
(i) ||u + v||< Jul|[+||v]|, Yu,v € E, (Inégalité triangulaire).
(i) || Aul|=] M| ||lu||, Yu € E;X € R
(1i7) ||u||= 0, ssiu=0.
Définition 2 [/7/(Espaces des fonctions continues)

Soit Q un ouvert borné de R™ et K = R ou C, on note C(Q2) l'espace des fonctions

continues de § a valeurs dans K, munit de la norme

[flloe = sup [ f ()]
reK

est un espace de Banach.
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Définition 3 [///(Espaces de Lebesgue)

Soit Q un ouvert de R™. Pour 1 < p < oo,

1. LP(Q) est l’espace des fonctions f: Q — C mesurables, telles que

Jo lf (@)|P dz < 400, avec la norme

iy = 171 = ([ 17 @)™

est un espace de Banach, en particulier pour p = 2, L*(Q) est un espace de

Hilbert.

2. L>®(Q) est l’espace des fonctions f : Q — C mesurables telles que :
C >0; |f(x)|<C (pp sur Q)
avec la norme
1oy = I flloe = Inf{C; u({z € Q; |f(2)] > C}) = 0}
3. WP est lespace de Sobolev défini par :

Wir(Q) = {u cIPQ); Vi=1,..,n, aa; c LP(Q)} ,

ot la dérivation est au sens des distributions. Il est muni de la norme

ou
8@-

n
lullwrs = llull, +
i=1

cette norme est equivalente a la norme suivante :

p\ /P
p)

ou
&ci

n
fullyns = (uuuz+z
=1

On pose
HY(Q) = W2(Q).

muni du produit scalaire
(u, V) =< u,v >p2 + < u' v >pe,

est un espace de Hilbert.
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Inégalités

L’inégalité de Holder est une généralisation de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 1 [1)/(Inegalité de Holder)

1 1
Soit p,q € [0,00][ tels que —+ — =1 et f,g € LP(QY). Alors
p q

foe L' et [ |fgldz <l lgll,

Théoréme 2 [1)/(Inégalité de Minkowski)

Soit p € [1,+00] et f,g deuzx fonctions dans LP(S2). Alors

I1f+gll, <1171, + llgll,

Lemme 1 [50](lemme de Gronwall (version 1))

Soit T > 0 et 1, ¢ deux fonctions intégrables sur (0,T) non négatives, telles que

o e LY0,T) et
t
AC1,Cy > 0; o(t) < Cy + C’g/o w(s)p(s)ds,  pp sur (0,7T).
Alors :

(t) < C)exp (Cg /Ot¢(s)ds> ., pp sur (0,7T)

Théoreme du point fixe de Banach

Théoréme 3 [1)]

Soit (E, ||.||) un espace de Banach et f : E — E une application telle que :
k€ [0,1[V(z,y) e Ex E, |[f(z) — fy)ll < kllz -yl (2.1.1)
alors f admet un unique point fixe dans E, c’est-‘a-dire
lxg € E 5 f(xo) = xo.

Remarque 1 Si k > 1, f est dite lipschitzienne.
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2.1.2 Généralités sur la théorie spectrale des opérateurs

Définition 4 [27]
Soient E et F' deux espaces vectoriéls normés.
On appelle opérateur linéaire toute application linéaire x — Ax € F définie sur

un sous-espace vectoriel D(A) C E, nommé domaine de A.
D(A)={zx € E, A est défini en x}

Définition 5 [22/
Un opérateur linéaire A : E — F est dit borné s’il existe une constante ¢ > 0
telle que Vx € E

[Az]p < e |zl

Définition 6 [22]

Soit A E — F un opérateur linéaire borné. On definie la norme de A par :
[All = inf {M >0; [[Az|p < M|zllz}, VYzek

Proposition 1 [27]

Si A: E — F est un opérateur linéaire borné alors,

Ax
1Al = sup [[Az] = sup AT _ gy Az
2] <1 lzlzo 2l jz=1

Définition 7 [27]

Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A), inclus dans un espace de Banach
complexe X a valeurs dans X.

On dit que A est un opérateur linéaire fermé si pour toute suite {x, }nen C D(A),
telle que

T, > x et Ar, =y

alors

re€D(A) et Ax=y.
Ceci est équivalent a dire que le graphe de A,
G(A) ={(z,Az) e X x X, z € D(A)}
est fermé dans X x X.
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Résolvante et spectre d’un opérateur

Définition 8 /[22/

Soit A: X — X un opérateur linéaire borné.

1. L’ensemble résolvant de A est :
p(A)={reC; (A—X) est inversible dans L(X)}.
2. Le spectre o (A) est le complémentaire de 'ensemble résolvant,
o (A) =C\p(A)

3. La résolvante de A est :
R(34): p(A) = LX)
A= (A=)t
ot L(X) désigne l'espace des opérateurs linéaires bornés dans X .

4. On dit que X est une valeur propre de A, et on note A € VP(A) si
ker(A — A\I) # {0x},
ot ker(A — M) est l’espace propre associé a N\, défini par

ker(A— M) ={ue X tel que (A— X)u=0}.

2.2 Sur la théorie des semi-groupes

2.2.1 Définitions, proprietés élémentaires

Définition 9 [/?/(Semi groupe)

Soit X un espace Banach.

Une famille {T'(t)},., d’opérateurs linéaires bornés de X wvers X est dit semi
groupe d’opérateurs linéaires bornés dans X, si

1. T(0) = I, (I opérateur identité dans X ).

2. T(ty +ty) = T(t))T(ts), V1, 13 > 0.

Définition 10 [/2/(C, semi groupe)
{T'(t)},50 est un semi groupe fortement continue d’opérateurs linéaires bornés si

de plus
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lim T(t)x =z, Vx € X.

t—0t

le semi groupe fortement continue d’opérateurs linéaires bornés dans X est appelé

semi groupe de classe Cy ou simplement Cy semi groupe.

Définition 11 [/2](Générateur infinitésimal)

L opérateur linéaire A définie par

T(t)xr —
D(A) = {ac € X, lim ()fm, exz’sts}

t—0t

T(t)r — dt
et Az = lim Tz -z = —T(t)x|i=0, pour x € D(A) c’est le générateur
t—0+ t dt

infinitésimal du semi groupe {T'(t)},5,, avec D(A) le domaine de A.
Théoréme 4 []”]

Soit {T'(t)},~, un Co semi groupe , alors il existe une constante w > 0 et M > 1,

IT(8)] < Mev',¥ 0 <t < oo,

Siw =0 alors {T(t)},5 est dit uniformement bornée et si de plus M =1 alors

Cy est un semi groupe de contraction.

Proposition 2 [/2]
St A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi groupe alors

1. A est un opérateur linéaire fermé.

2. D(A) est dense, (D(A) = X).

2.3 Semigroupes intégrés

Dans cette section nous rappelons quelques résultats sur les semi-groupes in-
tégrés. Nous renvoyons a ([47], [48]), [4], et ([39], [10]) pour des résultats plus
détaillés.

Soient X un espace de Banach et L(X) I'espace des opérateurs linéaires bornés
de X dans X .

Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire. Si A est le générateur infinitési-
mal d'un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X et

{TA(t) }+>0 un semi-groupe. Alors l’ensemble résolvant de A est donné par
p(A) ={\ € C: A\ — A est inversible}
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Définition 12
A est dit un opérateur de Hille-Yoshida s’il existe deux constantes, w € R et
M > 1 telles que (w,+00) C p(A) et

M

jar =], < W)

VA >w,Vk > 1,

Dans la suite, nous supposons que A satisfait les conditions suivantes.

1. Supposons que A : D(A) C X — X est un opérateur linéaire sur un espace
de Banach (X ||.||) vérifiant les propriétés suivantes :

a/ A est un opérateur de Hille-Yoshida.

b/ limy oM — A) 'z =0,V € X.

Donnons maintenant la définition d’un semi-groupe intégré.

Définition 13

Soit (X, ||.||) un espace de Banach. Une famille d’opérateurs linéaires bornés
{S(t)}i>0 sur X est appelée un semi-groupe intégré si :

1. S(0) = 0.

2. L’application t — S(t)x est continue sur [0,+00) pour chaque z € X.

3. S(t) satisfait
S(5)S(t) = /0 (S(r +1) — S(r))dr, Vt, s > 0.

Remarque 2

Le semi-groupe intégré {S(t)}i>o est dit non dégénéré si pour tout t > 0
St)xr=0=z=0

Proposition 3 [/7]
Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est le générateur d’un semi-groupe

intégré non dégénéré {S(t) >0 sur X si et seulement si
¢
r€D(A), y=Ax & S(t)x —tx = / S(s)yds, ¥t > 0.
0

Remarque 3
Si A engendre un semi-groupe intégré {Sa(t)}i>0, alors pour chaque x € X et
t>0,

/Ot Sa(s)xds € D(A) et Sa(t)r = A/Ot Sa(s)xds + tx.
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Définition 14
Un semi-groupe intégré {S(t)}i>o est dite exponentiellement bornée s’il existe

deuz constantes, M>0etd> 0, telles que
IS ) < Me™, vt > 0.

Théoreme 5
Soit {S(t) }i>0 une famille exponentiellement bornée fortement continue d’opéra-
teurs linéaires bornés sur un espace de Banach (X, ||.]|) et A: D(A) C X — X un
opérateur linéaire. Alors {S(t)}i>0 est un semi-groupe intégré non dégénéré et A
son générateur si et seulement s’il existe un certain w > 0 tel que (w, +00) C p(A)
et

(M — Al = )\/ “XG(s)wds, YA > w.

Le résultat suivant est bien connu dans le contexte des semi-groupes intégrés.

Proposition 4
A génére un semi-groupe intégré exponentiellement borné non dégénéré déterminé
de maniere unique {Sa(t)}i>0. De plus, pour chaque x € X, chaque t > 0, et

chaque 1 > wa, Sa(t)z est donné par
t
Sa(t)r = M/O Tag(s)(ul — A)~ ads + [T — Tay ()] (u] — A)~'a

De plus, Uapplication t — Su(t)x est continiment dérivable si et seulement si

r e Xp et
dSA(t)ZE

i = TAO(t)ZL‘,\V/t > 0,Vr € Xp.

On définit désormais
(Sax* f)(t /SA t—s)f(s)ds,Vt € [0,T]

ot f € LY((0,T), X).

2.4 Probleme de Cauchy non homogéne

On considere le probleme a valeur initiale suivant

du
= Au(t) + f(t), t€][0,T] (2.4.1)

u(0) = 2 € D(A)
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Ou f:[0,T[— X. On assume dans cette sous section que A est un opérateur

linéaire et f € L'((0,T), X).

Définition 15
Une application continue u € C([0,T], X) est appelée solution intégrée (ou solu-

tion faible) de 2.4.1 si et seulement si
¢
| uls)ds € D(A), vt € 0,7,
0
et
t t
u(t) =z + A/ u(s)ds +/ f(s)ds, Vtel0,T].
0 0

Remarque 4
D’aprés les résultats de []7] et lorsque le domaine de A est dense dans X et A

est un opérateur de Hille-Yosida, la solution intégrée de 2.4.1 est donnée par
t
u(t) = Ta(Ma + | Ta(t = )f()ds.

ot {T4(t)}+>0 est le Cy semi-groupe linéaire engendré par A.

Lorsque D(A) # X, posons X := D(A) et Ap la partie de A dans Xy, qui est

un opérateur linéaire sur X, défini par
Apx = Az, Yz € D(Ay) :={y e D(A): Ay € X,}
Supposons que (w, +00) C p(A). Alors, pour tout A > w,
D(Ag) = (M — A)'X,

et
(A= Ag) ™" = (M — A)7x,.

on en déduit que D(Ay) = Xy. Par le théoreme de Hille-Yosida (voir [12]) et le

fait que si p(A) # 0 alors p(A) = p(Ap) (voir [10]), on obtient le lemme suivant.

Lemme 2
Ap est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe linéaire fortement continu

{T 4, () }50 sur Xo, avec

T4, ()] < Mae®4t, ¥t > 0.
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Alors lunique solution intégrée de (2.4.1) est donnée par u(t) = Sa(t)x, ou
{Sa(t)}i>0 est une famille fortement continue d’opérateurs linéaires bornés sur

X, qui est le semi-groupe intégré engendré par A, et
t
Sa(t)z = (A — Ay) / Ty (s)ds(MT — A)~!
0
ou A € p(A).

Puisque A engendre un semi-groupe intégré non dégénéré sur X, on peut appli-

quer le théoreme 3.7 de [17] et on obtient le résultat suivant.

Lemme 3
Pour chaque x € D(A) et chaque f € L'((0,T),X), 2.4.1 a au plus une solution
intégrée (lorsqu’elle existe) est donnée par :

u(t) = T, ()7 + jt / "Gt — ) f(s)ds

chaque fois que 'application

(Sa % f)(t /SAt—s (s)ds

est continiment dérivable.

2.5 Transformation de Laplace

On présente quelques définitions et propriétés de la transformation de Laplace

(voir ([44])).

Définition 16 [///
Soit F(t) une fonction définie pour t > 0. Alors la transformation de Laplace de

F(t) noté L(F(t)) est définie de la maniére suivante
L(F()) = f(s) = /m eUF(1)dt, Vs R (2.5.1)
0

La transformation de Laplace existe si l'intégrale (2.5.1) converge pour quelques

valeurs de s.

Définition 17 [///(Fonction d’ordre -exponentielle)
La fonction F(t) est dite d’ordre y-exponentielle quand t — oo, si il existe deux

constantes réelles v et M avec M > 0 telle que
le " F(t)| < M
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2.5.1 Quelques propriétés de la transformation de La-

place

Théoréme 6 [///(Linéarité)
Soit f1(s), fa(s) les transformations de Laplace des fonctions Fy(t) et Fy(t) rés-

péctivement, alors
L(ci Fi(t) + o Fy(t)) = cifi(s) + cafa(s), Ver, e

Théoréme 7 [///(translation)
Si L(F(t)) = f(s), alors L(e™F(t)) = f(s — a).
Si L(F(t)) = f(s) et
F(t—a), t>a
G(t) = (2.5.2)
0, t<a

alors L(G(t)) = e~ * f(s)

2.6 Quelques notions de stabilité

Définition 18 [27]

Soit le systeme differentiel suivant :

ng —— (2.6.1)

Une solution y(t) = (y1(t), ..., ym(t)) de 2.6.1 est dite stable si
pour tout € > 0, il existe 6 > 0, pour toute autre solution x(t) = (x1(t), ..., zy(t))
qui pour un t = to vérifie ||(y —x)(t)||< 0 satisfait a ||[(y —z)(t)||< €, pourt > to.
De plus on dit que la solution est asymptotiquement stable si

|z —y||— 0, quand t — +o0

Théoréme 8 Poincaré-Lyapunov/”’’]

Soit le systeme différentiel suivant

d
diz{ =Ay+g(y,t) (2.6.2)

ot A est une matrice carrée d’ordre (n), g(y,t) est continue dans le domaine

t
ly[|[< 6, t > 0 et satisfait la condition M — 0 quand y — 0, uniformé-

Iyl
ment par rapport at > 0.
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S1 les valeurs propres de A ont toutes leur partie réelle strictement négative, alors
la solution y = 0 est asymptotiquement stable.
Si la matrice A posséde au moins une valeur propre a partie réelle positive, alors

y = 0 n’est pas une solution stable du systeme.

2.6.1 Critére de Routh-Hurwitz

Le critere de Routh-Hurwitz est un moyen permettant de conclure la stabilité

locale d’un point d’équilibre sans calculer explicitement les valeurs propres.

Théoréme 9 [/

Soit le systeme linéaire de dimension n suivant :
, n
Y = > bijy;
Jj=1

pour i € [1,n], ou B = [b;;] est une matrice carée de dimension n d coefficients
constants avec un déterminant différent de zero.
La matrice B admet n valeurs propres qui sont solutions de [’équation

det(B — AId) = 0, donnée par le polynome suivant
AN+ b AN 4+ b, A+ b, =0

Considerons les n déterminants sutvants :

H1:b17
by b
ngdet ! ’
1 by
b1 b3 bs
1 by by
Hy=det| 0 b by . . .|, avecke[l,n]
0O 0 . . . b

Alors 'équilibre est asymptotiquement stable < Vk € [1,n], H, > 0
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2.7 Modélisation mathématique de quelques mo-

deéles de LMC

Cette partie est consacré a la modélisation mathématique de quelques modeles

de la leucémie myeloide chronique voir ([13], [L4], [11], [2], [17], [3], [8], [7])-

2.7.1 Modeles de compétition entre les cellules normales

et les cellules leucémiques

De nombreux modeles mathématiques ont été utilisé pour modéliser la com-
pétition entre les cellules leucémiques et les cellules normales dans LMC.
Parmi ces modeles, les auteurs dans [3] ont étudié le modele de croissance des

cellules hématopoitiques représenté par le systeme suivant

dx
dito =ng [e1(xo + Yo) + €2(x1 + y1)] 2o — doo, te€(0,7)
dx
7; =TTy — dll’l, t e (07T)
(2.7.1)
d
% = mi [e1(zo + ayo) + e2(x1 + ay1)] yo — goyo, t € (0,T)
din
A - — te (0,7
ek (e JEY € (0,T)
avec

xo(t) la densité des (CSN) a l'instant t € (0,7)

x1(t) la densité des (CSND) a l'instant ¢ € (0,7)

yo(t) la densité des (CSL) a Iinstant ¢ € (0,7)

y1(t) la densité des (CSLD) a l'instant ¢ € (0,7))

do, dy, go, g1 | les taux de mortalités pour chaque compartiment

n,m taux de division des cellules

r,q taux de production des (CD)

o phase de ’homéostasie des (CSN)
W phase de ’homéostasie des (CSL)

L’analyse mathématique du modele (2.7.1) comprend trois scénarios. Dans le
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FIGURE 2.1 — Organigramme du modele (2.7.1)

premier scénario, e, = 1 et e = 0. Dans le second, ¢, = 0 et e = 1. Dans le

troisieme scénario, €, = €5 = 1.

Un modele structuré en age a été etudié dans ([2], [13])

Oxr  Ox

E + % = —dg(a)x, (ta a) € (O7T) X (O,A),

dy Oy

W go(ay, (t.0) € (0.7) x (0, 4),
A A

2(t,0) :/O é /0 ki(a,a)(z + y)(t, @) d&) o(t,a)da, te[0,T], (2.7.2)
A A

w00 = [0 [ hataife + ot da) y(t.a)da, t € [0.T],

avec
x(t,a) la densité des (CSN) a l'instant t € (0,7) et 'age a € (0, A)
y(t, a) la densité des (CSL) a l'instant ¢ € (0,7) et 'dge a € (0, A)

do(a), go(a) | les taux de mortalités pour chaque compartiment

ki, ko coéfficients d’intéraction

o, la phase de 'homéostasie des (CSN) et (CSL) respectivement

Les auteurs dans [2] ont étudie le probleme de controle optimale pour le mo-
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FIGURE 2.2 — Organigramme du modele (2.7.2)

dele (2.7.2). D’autre part les auteurs dans [13] ont étudie le comportement de la
solution a l’aide d’une étude qualitative du modele qui comprend la recherche

des états stationnaires et ’étude de la stabilité locale.

2.7.2 Modeles d’intéraction entre la LMC et le systeme

immunitaire

Dans cette section on présente quatres modeles d’intéractions entre les cellules
leucémiques et le systeme immunitaire.
Les auteurs dans ([17]) ont proposé un modele a cinq équations différentielles
ordinaires décrivant les intéractions entre les cellules leucémiques et le systeme

immunitaire chez les patients traités par imatinib.
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Le modele s’écrit comme suit

o _y — age — Y07
7 W~ oo — 17
%Zay — by + (1= L) — digy —
7 0% — 011 1 % R sy
L O S (2.7.3)
dt — inhi? P 14 ey? o
dys _ O gy — 1Y
dt — inhy”? T 14 eyl
dz Y3z
— =s—d
dt Z+1+ey§
avec
Yo(t Concentration des (CLQ) a l'instant t € (0,7)

Concentration des (CLP) a 'instant ¢t € (0,7)

Concentration de progéniteurs a U'instant ¢ € (0,7")

Concentration des (CLM) a U'instant ¢ € (0,7")

Concentration des (CIA) a l'instant ¢ € (0,7)

parametres de transferts entre les populations leucémiques

taux de mortalité naturelle pour chaque compartiment

taux de croissance des (CLP)

capacité limite
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FIGURE 2.3 — Organigramme du modele (2.7.3)

Dans le modele (2.7.3), les auteurs supposent que I'immunosuppression a des
effets inhibiteurs sur le taux d’expansion ays; et de 'efficacité p des cellules im-
munitaires sur les cellules leucémiques. les taux sont divisés par le terme 1+ ey?,
ou € représente la force de I'immunosuppression. Les parametres inh; et inho
représentent l'inhibition de 'amplification des cellules leucémiques induite par

traitement ITK.

Les auteurs dans ([%]) ont donnés un modele simplifié de (2.7.3), présenté comme

suit 4
Y1 Y1
AR 1— 2 — dvy —
dt 7y ( K) 191 — Mz
dya ay
_— = — d —
gt kmhyl 2Y2 — [Y2% (2.7.4)
dz QYo Z
i —_ d
7 S z+ 1+ ey

Suite a la modification des parametres r et/ pour éliminer le parametre d; de
la premiére équation du modele (2.7.4), nous utilisons dorénavant a; comme un
parametre libre.

De facon a généraliser la modélisation de la réponse immunitaire, nous nous
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ramenons au systeme de trois EDO suivant.

dy, Y1

- = 1—Z2) —

o 1 ( K) [y1 2
@Zay — day — P2z
dt 1Y1 2Y2 2
dz

at —f(3/2)2

Un autre modele qui décrit I'effet des taux de reproduction net
(R;, pour i =
1)

préssence des cellules résistances (voir (]

Le modele est donné comme suit

Ouy(t,a)  Ouy(t,a)

(2.7.5)

1,2,3) sur la progression ou la régréssion de LMC dans le cas de

o1 e~ ml@ulta) (t.a) € (0,T) x (0, 4),
aui;? V a“g(j Y — _pa(a)ult, ), (t,a) € (0,T) x (0, A),
6U3a(z,a) N 8u%(2, a) _ —pz(a)us(t, a), (t,a) € (0,T) x (0, A),

A

/0 <a ko / (w1 (t, @) + us(t, )] da> wit,a)da,  telo,T],
A

/0 P2 <a kg/ [uy(t, a) + aus(t, a)] da) us(t, a) da, t€10,7],

— /OA By <a kg/ [uy (t, a) + aus(t, a)] da) uy(t,a) da t €10,17,
ul(oaa') = ¢ a)a a € [O,A],
us(0,0) = (a), wc 0.4
U3<07 CL) = ¢3<a)7 a € [0, A],

(2.7.6)
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uy(t, a) la densité des (CSN) a l'instant t € (0,7") et 'age a € (0, A)

t,a) la densité des (CSL) a l'instant t € (0,7") et 'age a € (0, A)

us(t, a) la densité des (CR) a l'instant ¢ € (0,7) et I'age a € (0, A)

pi(a), po(a), ps(a) | les taux de mortalités pour chaque compartiment

ki, ko, k3 coéflicients d’intéraction

¢1(a), pa(a), p3(a) | données initiales des céllules

2.7.3 Modele avec des équations a retards

Dans le monde biologique, 'interet d’utiliser les équations a retard est justifié
par le temps de transfert des informations, le temps de maturation ou de gestation
des éléments biologiques.

En mathématique une équation différentielle a un seule retard a la forme suivante

!

U'(t) = f(t,U®), Ut — 1)) (2.7.7)

Ou U (t) represente une espece biologique a U'instant ¢ € (0,7") et 7 c’est le retard
qui modelise des phénomenes soumis a des contraintes temporelles.

D’autre part une EDR a deux retards possede la forme suivante

!

Ut)=f(t,U@),U(t—m),U(t—1)) (2.7.8)

Ou 7, et 75 sont deux retards distribué.
Cette derniére équation est utilisée dans ([11]) pour modéliser un modele d’éry-

thropoiese qui prend la forme d'une ED2R. sous la forme suivante
U'(t) =aU(t)+bf(U(t —m)) —cf(U(t — 1)) (2.7.9)

ou la fonction U(t) représente le nombre de cellules matures, 7 et 75 représentent
respectivement 1’age auquel les cellules deviennent matures et 'age auquel elles
meurent.

Un autre modele tres simple de deux EDO linéaires représentant les interactions

entre un compartiment de cellules quiescentes leucémiques () et un compartiment

de cellules proliférantes leucémiques P donné comme suit ([7], [21], [32])
d
™~ aP(t) - BQ), te0.7)
(2.7.10)
ir

7 = PR —(a—m—a)P(t), te(0,T)
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avec

a | taux d’activation des CLQ

[ | taux de désactivation des CLP

a | taux de multiplication des CLP

m | taux de mortalité des CLP

ay )R

FIGURE 2.4 — Organigramme du modele (2.7.10)

Il est possible de le réécrire de maniere équivalente sous la forme d’une unique
EDR .
En effet la solution de la premiére équation du modele (2.7.10) est de la forme

suivante
t
Q(t) = Qo™ +/ aP(s)e P9 ds (2.7.11)
0

En injectant (2.7.11) dans la deuxiéme équation de (2.7.10), nous obtenons une
EDR non autonome avec un retard distribué dans le temps

P t
Cfit =(a—m—-—a)P+ aﬂ/o P(s)e‘ﬁ(t_s) ds + Qe (2.7.12)

A travers une distribution exponentielle, on peut approximer cette distribution
continue par un dirac centré en 7 = —.

B

Alors nous obtenons 1’équation différentielle a retard suivante

dP

—r=(a=m=a)P+aP(t—7)+BQec " (2.7.13)
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Chapitre 3

Modele mathématique hybride de la

leucémie myeloide chronique

3.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est ’analyse mathématique d’'un modele
hybride qui décrit la dynamique des cellules souches hématopoiétiques dans le
cas de la leucémie myéloide chronique (LMC). Le but est de déterminer les
parametres importants qui jouent un réle dans la progréssion ou la régréssion de
(LMC).

Inspiré par les travaux ([3], [2], [13]), nous étudions un modele mathématique

hybride de (LMC) (voir [51]).

3.2 Présentation du modele

Juq (t, a) N Juq (t, a)

5 P —pp(a)uy(t,a), (t,a) € (0,T) x (0, A),
" I (U1 6) + au(6)) ~ o] ua(t), telo)
uy(t,0) = /OA &1 (a, k1 l/oA uy(t,a)da + u2(t)]) uy(t,a)da, te€0,T],
u1(0,a) = ¢1(a), a € [0, 4],
us(0) = ¢,
(3.2.1)
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En utilisant la fonctionnelle de Hill', la phase de ’homeostasie des (CSN) et

(CSL) sont données par les équations suivantes (voir |

P1 <a, ky [/OA uy(t,a)da + uQ(t)D =

(UL(t) + aus(t))

avec

I, [35], [1])
0"p1(a)

o + (/ﬁ VoAul(t,a) da + u2(t)Dn.

1
T 11 (UL + aus (D)

uy(t, a) la densité des (CSN) a 'instant ¢ € (0,7") et I'age a € (0, A)

ua(t) la densité des (CSL) a l'instant ¢ € (0,7)

Up(t) = /OA uy(t,a) da | densité totale des (CSN)

¢1(a) donnée initiale des (CSN)

b2 donnée initiale des (CSL)

pi(a) taux de mortalité des (CSN)

9o taux de mortalité des (CSL)

m taux de division des (CSL)

v1(a) taux de division des (CSN)

kq coéfficient d’intéraction

a parametre de compétition entre (CSN) et (CSL) avec
a €0, 1[([2],[3],[24],[27])

7 Ieffet d’encombrement (voir [35],[37])

c parametre de dimension

3.3 Existence

et unicité de la solution globale

3.3.1 Recherche de probleme de Cauchy abstrait

L’objectif principal de cette sous section est de réécrire le systéme (3.2.1) sous

sa forme générale qui est un probleme de Cauchy abstrait dont la partie linéaire

de ce probleme est un opérateur a domaine non dense .

1. C’est une fonction sigmoide monotone décroissante, donnée par Mackey en 1970, elle

modélise les intéractions entre les composées cellulaires pour former des réseaux de régulation.
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Considerant la structure d’age des cellules leucémiques

ol 0l
a + % - —gol(t (Z), (ta a) € (O7T) X (07 A) (331)

La population totale des (C.L) a I'instant ¢ est donnée par

us(t) = /0 1t a) da (3.3.2)

L’intégrale dans (3.3.2) peut étre prolonger de 0 a co.

En intégrant 1’équation (3.3.1) de 0 & oo, nous obtenons
uy(t) — 1(t,0) = —gous(t) (3.3.3)
En identifiant ’équation précédente avec 1’équation de wusy(t) dans le systeme

(3.2.1), nous obtenons

1(t,0) = 7 (U%f)aum)n = Gy (t,.), 1(t,0)) (3.3.4)

A partir de (3.3.1) et (3.3.4), nous obtenons le systéme suivant

ol(t,a) 0l(t,a)
ot * da
[(t,0) = Ga(uq(t,.),(t,0)) t €[0,7],

1(0,a) =1° € LL((0, +00),R),

= —gol(t,a), (t,a) € (0,T) x (0,+00),

(3.3.5)

On pose

Nous avons
ou  Ou pi(a) 0 (ui(t,a)
o o
a 0 9o l(t7a)

ou Ou pi(a) 0

avec les conditions aux bords

Ul (t, 0) Gl(t, 0)
u(t,0) = ( ) - ( ) = G(u(t,.)).
l(t> 0) GQ(t7 0)
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Donc on obtient le systéme suivant

ou Ou
En + e —Mu(t,a).

u(t,0) = G(u(t,.)). (3.3.6)

u(0,.) = ug € L1((0, A),R?)

avec

3.3.2 Probleme semi-linéaire

Dans cette sous section on introduit une formulation du systeme 3.2.1 comme
un probleme a domaine non dense. Pour prendre en compte la condition de bord

non linéaire, on commence par considérer ’espace de Banach
X =R?x L'((0,A),R?).
muni de la norme produit usuelle :
a
= llallge + [l@llzr
2
On considere By : D(By) — X Dopérateur défini par

b @ - <—ﬁ&§ (—O)Mﬁ>

D(B;) = {0} x W11((0, A), R?).

de domaine

Ainsi, le domaine de B; n’est pas dense dans X, puisque

Xy = D(B,) = {Op2} x L'(0, +00) # X.

On considere By : D(B;) — X lopérateur défini par

)-()
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La premiere composante de 'application Bj est a rapprocher de la condition de
bord non linéaire et permet ainsi de traiter ce type de condition de bord. Enfin,

. . 0
en identifiant u(t,.) et z(t) = (u(ﬂji)

probleme de Cauchy abstrait non dense.

), on peut réécrire le systéme 3.2.1 comme un

dx
= = Bi(a(0) + Ba(x(1)), >0 (3.3.7)
x(0) = xg

Pour étudier I'existence et 'unicité de la solution du probleme (3.2.1), on doit
étudier l'existence et 'unicité de la solution du probléme (3.3.7) qui est un cas
général du systeme (3.2.1).

Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifies

(H1) By : D(B;y) — X satisfait la condition de Hille-Yosida (puisque D(B;) # X,
le reste du travail se fait sur le domaine D(B;) = Xj).
(H2) La fonction By : Xy — X est localement lipschitzienne i.e pour chaque

compact C' de X il existe K(C) > 0, telle que :
|B2(z) — Ba(y)llx < K(C)llz = yllx,, Vo, y € Xo.

(H3) Le semi-groupe continue S(t) = —Sg, () est exponentiellement bornée, i.e.

dt
il existe deux constantes w > 0, M > 1 telle que :

1S(#)]| < Me*t, vt > 0.

Pour prendre en compte la solution positive, revenons au systeme 3.2.1, qui
est un cas particulier du systeme 3.3.7, la valeurs initiale positive appartient
a L'((0,4+00), R), la solution du systeme 3.3.7 est positive ce qui énonce le

théoreme suivant :

Théoréme 10
Le probleme 3.3.7 admet au moins une solution intégrale positive dans Xy, et

elle est donnée par
: d rt
o(t) = S, (a0 + = | Sp,(t =) Bala(s))ds, ¥t € [0, T)
ot S, (t) le semi-groupe intégré engendré par l'opérateur Bj.
Preuve 1 On considere le probléme de point fixe suivant

§(x) (1) == (t)
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avec

§ : C([()? T]a XO) _>C([07 T]7 XO)a
tel que Yz € C ([0, T, Xo),
£(2)(t) = Sl (t)wo + jt / " S (¢t — 5)Ba((s))ds Wt > 0.

Pour trouver une solution de 3.3.7 revient a montrer que & admet un point fize

dans l’espace suivant
R={zeC(0, T}, Xo): supa(t)]| < oo, ¥t € [0, T]}.
t
1- Montrons que &(x)(t) € R, i.e. il faut montrer que :

sup [§(z) ()] < oc.
te(0,T)
Nous avons
: d rt
1€@) @) = (IS5, (t)zo + ﬁ/o Sp, (t — 5)Ba(x(s))ds|
t
< Me ||zl + M@”t/o e || Ba(2(s)) — Ba2(0)[|ds + [| B2(0) |
t
< Me! |zl + M@‘“tK(C)/O e ||z(s) — Of|ds + || B2(0) ]
alors, nous obtenons

sup [lg() ()] < Me*" ||| + MeTK(C) /OTe”s\lw(8)||d8+||32(0)l| < +o0

te(0,T)

Donc
§(x)(t) € R.
2- Maitenant on montre que ['application & est contractante.

Supposons que x, y € R sont deux solutions du probléme (3.5.7), alors

(o)1) = S, (t)z0 + 5 [ St =) Balals)ds,
et
() (1) = Sp, (o + 55 [ St = ) Balu(s))ds
Alors, nous obtenons
1€@)(®) = €W (D)l < MeTTK(C)]2(5) = y(s)lloc,

Si Me*TTK(C) < 1 Uapplication & est contractante.

D’ot Uexistence et l'unicité de la solution positive pour le systéme (3.3.7).
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3.3.3 Solution globale

Raisonnement par absurde

Supposons qu’il existe 7" < oo tel que lim; 7 |x(t)| = +o0.

lz(t)] =[S, (t)xo + jt/ot Sp, (t — s)Ba(x(s))ds

S'g, (t)zo + jt/()t Sp, (t — s)Bs(x(s)) + B2(0) — By(0)ds

S, (t)xo + c;lt/ot Sp, (t — s)Ba(x(s)) — Ba(0)ds| + | B2 (0)]

t
< _Afewqx0|+-Afeﬁz((c0l/‘e—wﬂaxsnds-+|£g(on
0
Par le lemme de Gronwall, nous obtenons
t t w(t—r)dr
2(8)] < (Me |+ Ba(0)])+ | (Me= ||+ | Ba(0) ) (MK (C)et=IMEEO a7 g
0

Faisons tendre ¢ vers T nous obtenons :

T w(T—r)d
foe( r)dr

T
+o00 < (Me“T|x0]—|—|BQ(O)|)+/ (Me“s]x0|—|—]32(0)])(MK(C)@”(T’S))eMK(C) ds < +o0.
0

Ce qui est absurde, d’ou la globalité de la solution.

3.4 Existence des états stationnaires

Dans cette section, on analyse l'existence des états stationnaires de (3.2.1),

ou u(a) = (ui(a),ul). Cette derniere se traduit par la résolution du systéme

suivant : s
uy 0.
dt
W p(@)una)
da - /"Ll 1 9
done
dus m

7 =0 st et seulement si ) 7 — 9go| us = 0.
1+c </ uy(a) da+au§>
0
(3.4.1)

Ceci implique que u3 = 0 ou bien

1 — A 1 —
@:<ﬁm %—/1M®m0=<”m %—Uﬁ,
«Q ¢ 9o 0 « c 9o
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A -
ou Ul*:/ uy(a)da, avec 0 < Uf < ’Hm %,
0 C go

De méme l'intégration de I’équation

dU1

— = —m(a)us(a) (3.4.2)

da

avec

A 0"p1(a)ui(a)

ui(0) = / | da (3.4.3)

“ oo <k1 [/()Aul(a)damgb

uy(a) = uy(0)m(a)

sur [0, A], nous donne

oum(a) =e" Jo 1) qanote la probabilité de survie.

Trois cas se présentent :

1. Siuy(0) =0 alors uy(a) = 0, donc on a :

I’état stationnaire trivial u® = (0, 0) et I’état stationnaire blaste
1 m —
! ¢ 9o

2. Siuy(0) # 0 et uy =0, I'égalité (3.4.3) devient

ub existe si m > g.

oA 0" o1 (a)m(a) we [ 0" p1(a)mi(a)
1_/0 (0"+(klul(O)foA(m(a)da)n) I /0 <9n+(k1u1(0)L1)”

(3.4.4)

A
ou L4 :/ m1(a)da.
0

A partir de (3.4.4), on obtient 1'équation suivante

o" + (k1u1 (O)Ll)n = Han, (345)

A
ou Ry = / ¢1(a)m (a)da est le taux de reproduction net.
0
Si le taux de reproduction net R; > 1 (condition nécessaire),

De I’équation (3.4.5) on obtient

YR —1

w0 =

(3.4.6)

donc le troisieme état stationnaire dit non pathologique est donnée par :

w [(OVE—T
u" = Tﬂ'l (Cl), 0

u" existe si Ry > 1.
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3. Siug(0) # 0 et ui #0, avec u =

Q|+

(-
¢ 90
De l'égalité (3.4.3), on a

=/ (9" (e u;ﬂ") o (34.7)

Ce qui équivalent a

ki(ui(0)Ly +u3) =03y Ry — 1 (3.4.8)

1 -
En remplagant uj = o ( o/ Uf‘) dans I’équation (3.4.8) on obtient

¢ 9o
]_ _
krui (0) Ly + Ky — ( m=g% Uf) —0%/R, — 1 (3.4.9)
(6% C Jo

Si on note by =03/ Ry — 1 et by = 7 m- go’ I’équation (3.4.9) devient
¢ 9o

1
l{:lul(O)Ll + k?la (bg — Up (O)Ll) = bl. (3410)

La résolution de I’équation (3.4.10), nous donne

(0) = 2o —Fibe

e kiLi(a—1)

Alors

uy(a) = mﬁl(a) > 0 si et seulement si Ry < alzlen(mcgogo) +1,

donc le quatrieme état stationnaire dit chronique est :

Al VR =1 — Jy p L0 oy o 90 g /Ry —
¢ C o C 9o

v lelOé—l k’lOé—l

Les conditions d’existence des états stationnaires sont donnée par le résultat

suivant :
Théoréme 11
Le systéme (3.2.1) admet les états stationnaires suivants.
1. L’état stationnaire trivial u® existe toujours.
2. 8im > gy, alors l'état stationnaire blaste u® existe.
3. Si Ry > 1, alors l’état stationnaire non pathologique u™ existe.

k\" — ki \" —
4. Sim > g, et il =% +1< R < - =9 + 1, alors
0 cqo af cqo

[’état stationnaire chronique u® existe.
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3.5 Stabilité locale

Dans cette section nous allons étudier la stabilité locale des états stationnaire,

notre méthode est basée sur la linéarisation (voir [13], [30], [19]) du systéme

(3.2.1).
Soit
r1(t,a) =ui(t,a) —ui(a),
1(t:0) = wr{t,) — s (a) -
To(t) = ug(t) — us,
ou (uy(a),ul) est un état stationnaire de (3.2.1).
On dérive la premiere équation de (3.5.1),
8;171 8;1:1
E(t’ a) + %(t, a) = —py(a)zy(t, a) (3.5.2)
Avec la condition au bord

A partir de ’équation (3.2.1), on a

u(t,0) = /OA 51 <a, ko /OA un(t, ) da + u2<t)D u(t, a)da

- /oA P1 (a, ky /OA (z1(t,a) +uy(a)) da + (z2(t) + uZ)D (x1(t,a) +uy(a)) da
_ /OA B (0, k1 (Xa(t) + UT) + b (20(8) + 43) (21(t, @) + w (a)) da

A
O X, (1) = /O 21 (t, a) da.

Nous avons

uy(t,0) = /OA &1 [a, (k1 X1 () + krxo(t)) + (K Uy + kyuy)] (z1(t, a) + ui(a)) da

48



uy(t,0) = /OA &1 (a,X(t) + [7) (x1(t,a) +ui(a)) da.

Nous avons

A1l X(0) + D) aa(t,) + aa)) = |0, 0) + LX) + (X (1)

(x1(t,a) + uy(a)).

= ¢ (a, [7)951 (t,a)+p1(a, U)ul(a)—i- g(gl X(t)x1(t,a)

051

+ -
oU

X(H)ur(a) +o(X(1)).

D’autre part nous avons

A .
u (0) = /O 51(a, U)ui (a) da.
Alors, 'équation linéarisée de (3.2.1) au point (0,0) est

A . A Y&
©1(t,0) = [ @ila Oty da+ x(0) [ 25

uy(a) da (3.5.4)
On dérive la seconde équation de (3.2.1)

dry _ du _ m
dt — dt |1+ c(Xi(t) + Uf + axo(t) + aus

] (020) + ).

B mao(t)
14X (8) + U + amy(t) + aus)

~ — gowa(t)

n muo
14 (X1 (t) + Uf + axs(t) + aus

)n - gouz

On pose
dl’g

S J(). ()

Par le développement de Taylor de la fonction f(X(t), z2(t)) au point (0, 0) nous

obtenons 1’équation suivante

dx —nmuic(UF + aul)™ ! m nmuiac(UF + aui)™ 1
2 _ 2 (*1 *2) : Xl(t)—i- - - . 2 ( *1 *2) ; — 9 SL’Q(t)
dt 11+ c(Uf + aus)”| (1+c(Uy + aus)") (1 + c(Uf + aus)")
(3.5.5)
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On pose

—nmuic(Us + aub)"!
1+ c(Uf + aus)"?
m nmusac(UT + aul)
L+ c(Uf +auz))  (1+c(Uf + auj)r)?

Ay =

n—1

Ay = — 90

En tenant compte des équations (3.5.2), (3.5.4) et (3.5.5), le systeme linéarisé de

(3.2.1) est
a;;(t,a) + égzl(t,a) = —(a)z1(t, a), (t,a) € (0,T) x (0, A)

X(t) = ky (/OA 21(t, a) da+x2(t)> =y (Xi(t) + o)), t€[0,T]

21(t,0) = /OA@(Q, 01 (t,a) da + X (¢) /0 ! g?ul(a)da, t €0,

d
% = A1 X1 (1) + Ao (D), t€(0,T]

(3.5.6)
On cherche des solutions sous la forme
z1(t,a) = fi(a)eM, xy(t) = foe*, avec fi(a) >0, fo >0et X € C.

A partir du systéme (3.5.6), nous obtenons

dfi
7 + (A + w(a)) fi(a) =0,

fila) = fi(0)e” foa(*ﬂLm(S))ds7

F = /OA fi(a)da, (3.5.7)

A Do -
22 (0,0 (a) da

110 = [ GO da+ i 17+ 1) [

(A= As)fo — A1 Fy =0,
A partir de la quatriéme équation de (3.5.7) nous obtenons
A . A Adg -
£(0) = /0 G1(a, 0 fi(a)da + by l /0 fi(a)da + fQ] /0 S (@0 (a) da.
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fl(()) = /OA 951 (G, U)fl (0)6_ foa()‘+“1(5))d8 da

A o A5 .
+ ky [/0 f1(0)e™ Jo Ot ds g f2‘| /0 (;(071 (a,U)uy(a) da.

£100) = £1(0) /0 ! (. Dy S s g,

A a A A5 ~
+ [klfl(o)/o el (/\+m(s))d8da—|—k1f2]/o s001(@, U)ui(a)da.

11(0) = 110) [ " p1(a, 0)em (a) dat [k1f1<0> /

A9y N
3;(771 (a,U)uq(a) da.

On pose H, = /
0

A

A ~
£1(0) = A(0) [ éi(a, D) m(a) da+ [k:lfl(m | e mia) da+ klfgl .

A B A
f1(0) = f1(0) /0 &1 (a, U)e™ 7y (a) da + ky f1(0)H, /0 ey (a) da + ki foH,.

Soit K;(a) = ¢1(a, U)m (a), donc nous obtenons léquation suivante

A A
£1(0) = £,(0) /0 Ki(a)e ™ da + ki f1(0)H, /0 e () da + ki foaHy. (3.5.8)

L’intégrale dans ’équation (3.5.8) peut étre prolonger de zéro jusqu’a l'infini |

I’équation devient,

Ki(\) :/ Ki(a)e ™ da, A1 (N) :/ e 7, (a) da, désignent respectivement,les
0 0

transformées de Laplace de K;(a) and 7 (a).

Alors ’équation (3.5.8) devient

FIO)L = (K1(\) + ki Hi71(N)] — by H fo = 0 (3.5.9)
De (3.5.9), et la derniére équation de (3.5.7), nous obtenons le systéme suivant

A1 = (Ky(\) + ky Hiwy (W)] =k Hyfa =0
(3.5.10)

()\ - Az)fz - Alfl(())ﬁl()‘) =0

Le systeme (3.5.10) peut étre écrit sous la forme matriciel suivante :

1— (Ky(\) 4 ki Hyw (\)  —kiHy O
A A= 4, ) o
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Alors, 'équation caractéristique correspondant a 1’état stationnaire (uq(a),u)

est donnée par :
det(A(N) = [1 = (K1) + ki Him (V)| (A = A) = kA (N Hy =0 (3.5.11)

ou

1— (Ki(\) + B Hiai (\) —k Hy
— A7 (M) A — Ay

AN =

3.5.1 Stabilité d’état stationnaire trivial

Pour «° = (0,0) nous avons H; = 0 et Ay =m — go
Alors (3.5.11) devient
<1 — IA(l()\)) (A — (m — go)) = 0, ceci implique 1 = K;(\) ou A = m — go.

Dans cette section, nous avons besoin de la proposition suivante.
Proposition 5
Soit Ky(a) > 0.

1. Sz'/ Ki(a)da > 1 alors Uéquation 1 — K1(\) = 0 a une seule solution
0

réelle positive \.

2. S@'/ Ki(a)da < 1 alors Uéquation 1 — Ky(X\) = 0 n’a pas de solution
0

complexe A avec Re(\) > 0.

Dans notre cas, nous avons

/OO Ki(a)da = Ry
0

Alors on a le théoreme suivant.

Théoréeme 12
1. St Ry <1 et m < gg alors l’état stationnaire trivial est L.A.S.
2. Si R <1 etm > gg alors l’état stationnaire trivial est instable.
3. St Ry > 1 et m < gg alors l’état stationnaire trivial est instable.

4. 81 Ry >1 et m > gg alors ’état stationnaire trivial est instable.
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3.5.2 Stabilité d’état stationnaire blaste

b _
Pour u® = (0, =) nous avons H; = 0 et Ay = _M.
« m

Alors (3.5.11) devient

(1-K:i() ()\ + ”9"(7”_90)> =0

m

Alors nous obtenons

1=K (\)ou\= _ngo(m = 9o) < 0 (m—go > 0 c’est une condition d’existence
m
de ub).
Dans ce cas, nous avons
: (af)"
Ki(0)= ———-R
V0= e

Alors on donne la proposition suivante.

Proposition 6

ki\" (m— 5
1. Si Ry > <1> (m go> + 1 alors 'équation 1 — K1(\) = 0 admet une
af cgo

solution réelle positive .

ki \" (m— A
2. SiR < <1> (mgo> + 1 alors Uéquation 1 — K1(\) = 0 n’admet pas
ab cqo

de solution complexe A avec Re(\) > 0.
On donne le théoreme de stabilité de I'état stationnaire blaste .

Théoreme 13 Soit m > gy

ki\" —
1. Si R < <1> (m g0> + 1 alors ’état stationnaire blaste est L.A.S.
af cqo

2. Si Ry > <k1> <m—go> + 1 alors l’état stationnaire blaste est instable.
af cqo
3.5.3 Stabilité de I’état stationnaire non pathologique

b1
Lyt

Pour v = ( (a),0), 'équation (3.5.11) devient

(1 - (Ba(N) + ki Hiiy (V) ()\ - (m - go)> = 0.

n
mkj

Alors, nous obtenons (1 — (Ki(\) + k’1H17AT1()\)) =0ou\= ey
1 1

— 9o-
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nous avons

by 4001, -

H, = / T U da.

Y7 %Ly Jo aU<“’ Jm(a)da
b —nfnb

B ki Ly (6™ + (b})2 /0 ¢1(a)m(a) da

Alors nous obtenons

—nf" b}
— R;.
ki Ly(0m + bp)2

H,

Lemme 4 Soit Ry > 1

Sim = H[lérix] p1(a) et ne = max ¢i(a) , alors S(A\) = [A(l()\) + ki Him (A) >0
ac|0,

a€[0,A]
. . n
st et seulement st Ly <

nn2 — 1

Preuve 2 S(\) = K1(\) 4+ ki Hi#t1 ()
A

S(A) = /0 e (K, (a) + ki Hym (a)) da

S(A\) >0 ssi (Ki(a) + k1Hymi(a)) >0

1 (a)

LRy

Ki(a) + ki Hymi(a) = [Ligi(a) — n(Ry —1)]

1l est nécessaire que

Lypi(a) . Lym
Ri—1 "= R -1
Nous avons aussi , Ry —1 < noly — 1, alors Ly <

[Lip1(a) —n(Ry — 1)] >0, ceci implique n <
nna —m

A
D’autre part, nous avons dd)\S()\) = —a/ e (Ki(a) + k Hymi(a)) da.
0

n
Alors S()\) est strictement décroissant sous la condition L; < ———.
nnz —1m

De plus

5(0) :/OA Ky(a) da+k1H1/O

— /OAKl(a)da+_n(Zl_1>.

A A
1 (a) da = / Ky(a)da + kyHy Ly

0

avec Ky(a) = ¢1(a,U)mi(a) = p1(a, by)mi(a) = enﬁl_(;z) m
1

(a), ceci implique

/OAKl(a) da = 1.
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Alors S(0) =1+ R

< 1ssi Ry >1.
De plus lim S(\) = 0.
A—00

Maitenant on donne la proposition suivante.

Proposition 7
Si Ry > 1, alors Uéquation Ky(\) + kyH17(\) = 0 n’admet pas de solution

compleze A avec Re(\) > 0.

Nous avons les résultats suivants.
n
nn —m

1. Si Ry > (kel)”bg + 1, alors u™(a) est L.A.S.

2. Si Ry < (k;)"bg + 1, alors u™(a) est instable.

Théoréme 14 Soit Ry > 1 et L <

3.5.4 Stabilité de I’état stationnaire chronique

Pour u¢ = (lmm(a), ]/:(b;:l?))’ I'équation (3.5.11) devient
(1= (K1(\) + ki Hii (M) ) (A = Ag) — kp Ayi (A Hy = 0 (3.5.12)
— n—1 _ _ n—1 .
Dans ce cas, nous avons A; = mncby__(k1bs — by) 9 = mncaby _(kibs — by)

k(o —1)(1 4 cby)? k1o — 1) (1 4 cby)?

On note que Ay = aA;y.

D’autre part, nous avons

A 95, -
H, = /0 ol (a,U)uq(a)da

oUu
. ab; — kaby A (9(,51 ~
= Lok k) /0 50 (a,U)m(a) da.

_—nb"b T (aby — kibs)
Lk (07 4+ 07)2(a — 1)

R;.
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Alors, pour démontrer l'instabilité de u(a) il suffit de trouver au moins une

valeur propre A tel que Re(A) > 0.

En effet
(klbg - bl>(ab1 — k‘lbg)

det(A) |xzo= aA; (K (0)—1)+#1(0)n>mcf by~ b7~
etA) hmo= adi (B0 (0) =D (O)n met™ b5 b e 7 + g (0" + 07)

Ry,
Montrons que det(A) [x=o< 0.

Nous avons

R [e'¢) oo ~ 0” Qn
Ei0) = [ Ki(@da= [ i, da = = R
1(0) 0 1(&) a 0 ¥1 (CL U)7T1(CL) a o + b?l’b Rl on + ‘gn(Rl _ 1) 1

=1.

Alors (K7(0) — 1) = 0 ceci implique que aA;(K;(0) —1) = 0.

Il reste a démontré que :

(k’lbg — bl)(ozbl — klbg)
le'l(()é — 1)(1 + CbS)Q(Qn + b?)Q

#1(0)n%meombly 1o

R1<0.

Nous avons (kiby — b1) < 0 et k(o — 1) < 0 (condition de positivité de uj

dans u‘(a)).

De plus nous avons (ab; — k1be) < 0 (condition de positivité de wu;(a) dans

u(a))-

Alors det(A) |x=0< 0, et Alirp det(A) = +o00, donc il existe au moins une valeur
— 400

propre Ay avec Re(A;) > 0, det(A) |x=r,= 0, nous concluons que u°(a) est in-

stable.

Le théoréme de stabilité est donnée comme suit.

Théoreme 15 Soit m > gy

B\ — ko \" —
Si (=2 =9 +1<R< |2 =9 + 1, alors u¢ est instable.
0 cqo af cqo
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5 =
45k Ry
R, 5
4 u0 instable
ub instable 4
Fay 6 unp stable u0 instable
5 | u0 instable ub stable
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15 ub stable
unp instable
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FIGURE 3.1 — Les différentes zones d’existences et de stabilité des états station-
naires. u’ : Etat stationnaire trivial, u® : Etat stationnaire blast,
u™ : Etat stationnaire non pathologique, u¢ : Etat stationnaire chronique,
Ry : le taux de reproduction net des cellules normales, m : le rapport entre le

9o
taux de division et le taux de mortalité des cellules leucémiques,

. k n/ M =g " k n/ =g
Ri = Gy 1, Ry = () 41,

3.6 Simulations numériques

Afin de confirmer les résultats théoriques, et a I'aide du logiciel Matlab nous

allons donné les simulations numériques suivantes.
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Normal stem cells

Age i g Time

Leukemic stem cells

u2(t)
/

3 1

2 \\\\

1 "“H._H_ .

0 e
0 1 2 3 4 5 5] 7 8 9 10

Time

FIGURE 3.2 — Simulations numériques des cellules souches normales et leu-
cémiques pour les parametres : ¢i(a) = 0.85 X exp(—a), p; = 0.005, 6 =
1.62 x 10%, n = 2, k; = 0.8, m = 0.005, « = 0.9, go = 0.5, ¢ = 0.1, cas
Ry < 1 avec Ry = 0.1540, nous sommes dans la zone 1 figure (3.1), alors ’état
stationnaire trivial u® est stable, voir (Th 12). Nous remarquons que les cellules

normales et les cellules leucémiques vont vers ’extinction.
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Normal stem cells

4000 -

3000 ~

2000 4

ul(at)

1000 - [

Age i g Time

Leukemic stem cells

40
P,
35 ot
.
30
25
& 20
3
15 f
10 |
5F /
0 I ——— i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7
Time

FIGURE 3.3 — Simulations numériques des cellules souches normales et leu-
cémiques pour les parametres : ¢i(a) = 0.85 X exp(—a), p; = 0.005, 6 =
1.62x 108, n=2, k1 =08, m=6, a=0.9, go=0.5, ¢=0.01,cas R; <1
avec Ry = 0.1540, nous sommes dans la zone 2 figure (3.1), alors u® est instable
et u® est stable, voir (Th 12; 13). Nous observons une croissance des cellules

leucémiques et une disparition des cellules normales.

29



Normal stem cells

%102

ut{at

Age 00 Time

Leukemic stem cells

’ 1 ’ ’ Time ’ : ’ '
FIGURE 3.4 — Simulations numériques des cellules souches normales et leu-
cémiques pour les parametres : pi(a) = 25 X exp(—a), uy = 0.005, 0 =
1.62x 108, n=2, k;, =08, m=6, a=0.9, go=0.5 ¢=0.01, cas Ry > 1,
Ry > R; avec Ry = 4.5295, nous sommes dans la zone 5 figure (3.1), alors u® est

instable, u® est instable et u™ est stable, voir (Th 12; 13; 14).
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Normal stem cells

ut(a,)

Age i g Time

Leukemic stem cells

’ ' Time ’ : ’ '

FIGURE 3.5 — Simulations numériques des cellules souches normales et leu-
cémiques pour les parametres : pi(a) = 10 X exp(—a), pu1 = 0.005, 0 =
1.62x10%, n=2, ky, =08, m=0.5, a=0.9, go=6, c=0.1, cas R; > 1
avec R; = 1.8118, nous sommes dans la zone 6 figure (3.1), alors u° est instable

et u" est stable, voir (Th 12; 14).
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Normal stem cells
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ul(at)
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Age i g Time
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d |
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15T
1 |
|
|
0.5 j

Time

FIGURE 3.6 — Simulations numériques des cellules souches normales et leu-
cémiques pour les parametres : ¢i(a) = 8.22 X exp(—a), p; = 0.005, 6 =
1.62x10%, n =25, ky =08, m=7, a=0.9, g = 0.0004, ¢=2.1529¢—287,
cas Ry > 1 et Ry < Rj, nous sommes dans la zone 3 figure (3.1), nous avons
Ry = 1.4893, R} = 1.7757e + 83, alors u° est instable, u® est stable, u" est
instable, voir (Th 12; 13; 14).
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%102
Fi

ut(a,t)

Age

Normal stem cells

Leukemic stem cells

Time
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100

B0
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207

15 2 25
Time

3.5 4

FIGURE 3.7 — Simulations numériques des cellules souches normales et leu-

cémiques pour les parametres :

p1(a) = 9.22 x exp(—a), py = 0.005, 6 =

1.62x10%, n =235 k=08, m=17, a=0.09, g =4, c=2.1529 —287, cas

R} < Ry < R7*, nous sommes dans la zone 4 figure (3.1), nous avons R} = 1.001,

Ry = 1.6705, R{* = 2.6222¢ + 32, alors u est instable, u® est instable, u® est

stable, u" est stable, voir (Th 12; 13; 14; 15). Nous remarquons des oscillations

pour les cellules normales et une extinction des cellules leucémiques.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi un modele mathématique hybride de la
leucémie myéloide chronique (voir [51]).
Notre analyse mathématique est basée sur la recherche des états stationnaires et
I’étude de la stabilité locale. Les conditions de stabilité des états stationnaires
sont données a travers la comparaison entre le taux de reproduction net R; et
la quantité ;n qui est le rapport entre le taux de division et le taux de mortalité
des cellules l(;ucémiques dans le modele (3.2.1) (voir Th 12; 13; 14; 15). Ces
états stationnaires sont schématisés dans la figure (3.1) qui represente six zones
d’éxistences et de stabilité.
Dans la figure (3.1), si le taux de reproduction net R; et la quantité ;n sont
inférieur a 1, nous sommes dans la zone (1) avec un seul état stationnaire (?LLO qui
est toujours stable, alors qu’il devient instable dans les autres zones.
L’état stationnaire blaste existe dans les zones (2; 3; 4; 5) sous la condition
ZL > 1 et il est stable dans le cas R; < R}*.
L(’]état stationnaire non pathologique existe dans le cas Ry > 1 (zones 3; 4; 5;
6) et il change de stabilité suivant sa position par rapport & R;. Le dernier état
stationnaire est le chronique qui est toujours instable si R} < Ry < R}* (voir
zone 4).
A travers la figure (3.1), nous remarquons que le contrdle médical afin d’éradiquer
la tumeur est interessant dans la zone 5 et 6, la ou 1’état stationnaire blast est
stable et ’état stationnaire non pathologique est instable. Une autre remarque
importante concerne la figure 3.7, ou nous observons des oscillations des cellules

normales et cela peut étre aussi un phénomene de bifurcation de Hopf. Ces deux

remarques seront traitées dans notre futur travail.
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Chapitre

Modele mathématique Structuré en age

de la leucémie myeloide chronique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudié un modele mathématique structuré en
age de (LMC) développé par les auteurs ([2], [3], [I3]) pour un cas particulier
ol les cellules souches normales et leucémiques se proliferent a partir des ages a;
et as respectivement.

Dans la premiere partie, nous avons commencé par la recherche des états sta-
tionnaires et la stabilité locale.

Dans la seconde partie nous avons transformé le modele structuré en age en un
modele différentiel ordinaire avec des taux de division et de mortalité constants.
Le but est de voir le comportement des états stationnaires blaste et non patho-

logique sans 1'utilisation de la condition de (Ianneli).
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4.2 Présentation du modele

On consideére le modele structuré en age suivant

Ouq(t, a) n Ouq(t, a)

ot da = _:ul(a)ul(ta CL), (t7 CL) < (O, T) X (07 A),
Jually ) + Oualina) _ —p2(a)us(t, a), (t,a) € (0,T) x (0, A),

ot Oa

u(t,0) = / @ (a, Ky /0 Yt 0) + w(t, a)] da) wi(t,a)da,  te[0,T],

us(t,0) = / 2 <a, ks /0 * lun(t, @) + aus(t, a)] da) ws(t,a)da,  te0,T],

u1(0,a) = ¢1(a), a € [0,A]
u2(0,a) = ¢2(a), a € [0,A]
(4.2.1)

En utilisant les fonctionnelles de Hill, la phase de 'homéostasie des (CSN) et

(CSL) sont données par les deux équations
0"¢1(a)

0" pa2(a) .
o + <k2 /0  lun(t, @) + aus(t, @) da)

P2 (a, ko /OA [u1(t,a) + aus(t, a)] da) -

avec

uy(t,a), us(t,a) | la densité des (CSN) et des (CSL) a Uinstant ¢ € (0,7) et I'age a € (0, A)

¢1(a), ¢o(a) données initiales des (CSN) et (CSL)

pi(a), po(a) les taux de mortalités des (CSN) et des (CSL)

v1(a), pa(a) les taux de divisions des (CSN) et des (CSL)

k1, ko les coéfficients de compétition entre (CSN) et des (CSL)

o' parametre de compétition entre (CSN) et des (CSL) avec a €]0, 1]
0 Ieffet d’encombrement.
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4.3 Existence des états stationnaires

Dans cette section, on analyse l'existence des états stationnaires de (4.2.1),
ou u(a) = (ui(a),us(a)).

De (4.2.1), les états stationnaires vérifient le systéme suivant

W (@), ae (A
(4.3.1)
W (@), ae (A

et

ul(0) = / o (a, k) /0 * [un(a) + ua(a)] da) w(a)da,  te0,T],

1

ug(0) = /aj P2 (a, ko /OA [u1(a) + aug(a)] da) us(a) da, t 10,77,
(4.3.2)

alors, nous avons

ui(a) = U1(0)e/o pu(s)ds .
uz(a) = ua(0)e /oa pa(s) ds 0

Soit m;(a) = e~ Jo () 45 pour i € {1,2} les probabilités de survie.

Si u;(0) = 0 pour 7 € {1,2}, alors I’état stationnaire trivial est donné par

u®(a) = (0,0).

Si u;(0) # 0 pour i € {1,2}, alors de (4.3.2) nous avons

_ [ 0"¢1(a)m(a)
1= a1 on + [k‘l(ul (O)Ll + UQ(O)LQ)]n dCL, t e [0, T],
(4.3.4)
— 4 0" p2(a)ma(a)
- as 0" + [ka(u1(0) L1 + aus(0)Ly)]" da. teloT],

A
avec L; = / mi(a) da, pour i € {1, 2}.
0
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A partir de (4.3.4), nous avons

A

6" + (k1)" [ur (0) Ly + ua(0)Lo]" = 67 / Ce@m(a)da, 1€ [0.7)
0™ + (ko)™ [u1(0) L1 + cug(0)Lo]™ = 6™ /: pa(a)me(a, as) da, t € 0,7,

(4.3.5)

A
Soit R; = / @i(a)m;(a) da, pour i € {1,2} sont les taux de reproduction nets.

Soit 0 = (k) , pour i € {1,2}, alors nous obtenons les équations suivantes

{ ur(0) Ly + up(0) Ly = by, (4.3.6)

ul(O)Ll + OZUQ(O)LQ = bg.

avec b; = 0; 3/R; — 1, pour i € {1,2}, Notons q’une condition nécéssaire pour
avoir une solution de (4.3.6) est que les taux de reproductions nets R; > 1.
Le systeme (4.3.6) peut étre réecrit sous la forme suivante

L L w(0) (b
Ll OéLQ UQ(O) N bg

—_———
A

nous avons, det(A) = LiLy(a — 1), avec det(A) # 0, pour a > 1, alors les

solutions de (4.3.6) sont

Cl/bl — bQ
S )

Notons q'une condition nécéssaire pour avoir une solution de (4.3.7) est que les

deux taux de reproduction nets R; > 1 et

k n k n
L) (Ry—1)+1<Ry < |——] (Ry—1)+1, alors 'état stationnaire chro-
]{32 OékQ
nique est
¢ . 0601 V/ R1 — 11— 92 \n/ RQ -1 92 V/ R2 — 11— 01 \n/ Rl —1
u(a) = m1(a), mo(a)
Li(a—1) Ly(a— 1)

Si u1(0) # 0 et ug(0) = 0, alors 1’état stationnaire non pathologique est
0, VR, — 1
u™(a) = <1Ll7rl(a),0>.
1

Si ug(ay) =0 et ug(ag) # 0, alors I'état stationnaire blaste est
0y ¥/ Ry — 1
ub(a) = <0, 227@(@)).
O{LQ
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On donne le théoreme d’existence des états stationnaires

Théoréme 16

Le systéme (4.2.1) admet les états stationnaires suivants.
1. L’état stationnaire trivial u®(a) existe toujours.
2. Si Ry > 1, alors l’état stationnaire non pathologique u"?(a) existe.
3. Si Ry > 1, alors l’état stationnaire blaste u®(a) existe.

k)" E\"
4. STR; > 1, pouri € {1,2} et (l;) (Re—1)+1 < Ry < (;) (Re—1)+1
2

QR
alors l’état stationnaire chronique u®(a) existe.

4.4 Stabilité locale des états stationnaires

Dans cette section nous allons étudié la stabilité locale des états stationnaires

du systeme (4.2.1).

Soit
z1(t,a) = ui(t,a) —ui(a),
\(t,) = wi{t,0) ~ wi(a) o
x?(ta a) - u?(tv a) - UQ(G)'
ou (uy(a),us(a)) c’est 'état stationnaire de (4.2.1).
On dérive les équations de (4.4.1),
8I1 8x1 .
E + E - _ul(a)xl(ta &)7 (ta a) S (OaT) X (Oa A)
(4.4.2)
81'2 81'2 .
o e —pa(a)za(t,a), (t,a) € (0,T) x (0, A).
avec les conditions aux bord
z1(t,0) = u1(¢,0) — u1(0),
1(£,0) = ui(¢,0) — ui(0) (4.43)

De (4.2.1) nous avons

u(,0) = / "o (a, b /0 it a) + us(t, a)] da> u(t, a) da

1
A
0

— /: 1 (a, kl/ (x1(t,a) +uq(a)) da + ky /OA (x9(t,a) + ug(a)) da)
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(z1(t,a) + ui(a)) da

— /: @1 (a, ky (X1 () + UF) + by (Xa(t) + U3)) (z1(t,a) 4+ ui(a) da

A A
Ou X;(t) = / zi(t,a)da et U = / u;(a) da, pour i € {1,2}.
0 0

Nous avons

u(t,0) = / 51 [ (X (8) + X (8)) + (B1U? + kU] (21 (2, @) + w1 () da

1

A -

w(t,0) = / o1 (0. X (1) + ) (@1(t,a) +w(a)) da.

1

Ou X (t) = k1 (X1(t) + Xa(t)), U = ky (Uy + U3).
Nous avons

G1(a, X () + U)(x1(t, a) + ui(a)) = [gﬁl(a, U) + 021

ou

X(t) +o(X(1))

(x1(t,a) + uq(a)).

= J 2} d % r1(t, a
= $1(a, U)z1(t,a)+¢1(a, U)ur(a)+ 50 X(t)x1(t, a)

D’autre part nous avons

u (0) = / * 1(a, U)ua(a) da.

1
Alors, la premiére équation linéarisée de (4.4.3) au point (0,0) est

21(t,0) = / * G(a, U (t, a) da + X (1) / ! g?ul(a) da (4.4.4)

1 1

On applique la méme chose sur la deuxieme équation de (4.4.3), alors nous ob-

tenons 1’équation suivante

A 5 A 95
o (t,0) = / fala, V)t @) da+ Y (1) | a‘?jug(a) da (4.4.5)

ol Y () = ko(X1(t) + aXa(t)) et V = ky(UF + aU3).

De (4.4.2), (4.4.4) et (4.4.5) le systeme linéarisé est
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8x1 8x1

E(t,a) + %(t, a) = —p(a)xy(t,a), (t,a) € (0,T) x (0, A)
%x;(t, a) + aaxj(t, a) = —po(a)xe(t, a), (t,a) € (0,T) x (0, A)
X(t) =k (/OA 21(t, a) da + /OA 2a(t, a) da> — b (X0 () + Xo(8)),  te[0,T]

Y(t) = ks (/OA 1(t,a) da + @/OA 2a(t, a) da> — ko (X31(£) + aXo(t)), te€[0,T]

A - A A

x1(t,0) = / &1(a,U)zy(t,a) da + X (t) ({gggul(a) da, te0,1]
A . A 9G

2a(t,0) = / Ga(a, V)ra(t,a) da + Y (1) / ;’VQ us(a) da, t € [0,]

(4.4.6)

On cherche des solutions sous la forme

r1(t,a) = fi(a)eM, zo(t,a) = fo(a)eM, ou fi(a) > 0, pour i € {1,2} et A\ € C.

De (4.4.3), nous obtenons

Z{j%—()\—i—m(a))fi(a) =0, =12

fila) = fi(0)e Jo Otminds i 9

E-:/Afi(a)da, i=1,2
0 a4

7 495, - (4.4.7)
fl(o) :/a1 (,51(CL,U)f1(a)da+kl [F1+F2]/a 8‘;01

) 80 (CL, U)U1 (a) daa

A 5 A9G, -
f2(0) = /(12 Ga(a, V) fala)da + ke [F1 + aFY] /a2 8?/2 (a, V)us(a) da,

A partir de la quatrieme équation de (4.4.7) nous avons

£1(0) = / A &1(a, 0) f1(a) dath l /0 " (@) da + /0 * b da] / A ‘Z‘gl (a, 0)us(a) da.

f1(0) = /A G1(a, U) f1(0)e Jo Otmids g

A a A a A 5. ~
+ky [/ f1(0)e~ Jo Otpa(s)) ds da +/ f2(0)e™ Jy Otpz(s)) ds da] / g%l (a,U)uy(a)da.
0 0 al

f1(0) = f1(0) /A &1 (a, U)e— Jy Ot ds g,

71



A a A a A ~
+lk:1f1(0) / e Jo Ok ds gy 1 g £ 0) / e Js <A+M2<s>>d8da1 / Q2L (4 Yy (a) da.
0 0 ay

ou

£1(0) = £1(0) / A &1(a, 0)e9my(a) da
+ lkl £1(0) /0 e ar (a) da + by f2(0) /0 e (a) da]

A A~
/a1 (Z%l (a,U)uy(a) da.

op .
Soit H, = / af]l (a, 0)ui(a) da, K, (a) = @1(a, 0)mi(a).
L’intégral dans I’équation (3.5.8) peut étre prolonger de zéro jusqu’a linfini |

I’équation devient

F1(0) = F1(0)K1(N) + Hiky f1(0)&1(A) + Hiky f2(0)72(A) (4.4.8)

O K1(\), #1(\), #2()) désignent,respectivement,les transformées de Laplace de

Ki(a), m(a), m(a).

A partir de la derniére équation de (4.4.7) nous avons

f2(0) = /0: Ga(a, V) fola) da+ks, l/OA fi(a) da + a/OA f2(a) da] /: 29‘0:/2 (a, V)usy(a) da.

f2(0> — /A Q0~2(CL V)f2(0)€_ foa()\-l—uz(s))ds da

+ks [/ fi1(0)e = Jo Ot () ds da+a/0A fo(az)e™ Jo Octua()ds 4, ]/GA 880:2 (a,V)us(a)da.

2 OV

A

f2(0) = fg(())/ éa(a, ‘7)6_ Jo Otua(s)) ds da

2

A a A a A ~ -
+ [kal (0) / o~ Jo Otm()ds g, + aksy f5(0) / o~ Jo Otna(s)) ds da] / 88?/2 (a, V)us(a) da.
0 0 az

£2(0) = (0) [ @afa, V) msla) da
P A
+ lk‘zfl(()) /0 e 71 (a) da + aksf2(0) /0 ey (a) da]

A Db -
/a2 ?;‘072 (a, V)us(a) da.

Soit Hy = [ 2220, V)us(a) da, Kala) = Bala, Vma(a)

L’intégral dans la derniére équation de (3.5.8) peut étre prolonger de zéro jusqu’a

2
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I’infini, donc nous ontenons ’équation suivante
£2(0) = f2(0)K2(\) + Hoks f1(0)71(N) + aHaks f2(0)72()) (4.4.9)

On Ky(N), #1(N\), #2(\) désignent réspéctivement les transformée de Laplace

Ksy(a), m(a), ma(a).

De (4.4.8), (4.4.9), nous obtenons le systeme suivant

{ £1(0) [1 = (K1(N) + Hiki ()] = Hiki72(N) £2(0) = 0. (4.4.10)

£200) [1 = (Ka(A) + aHakaa(N))| = Hakatti (V) £1(0) = 0,

Le systeme (4.4.10) peut étre réecrit sous la forme matricielle suivante A(\)
1— (Ky(\) + ke Hy 7ty (V) —ky Hy () ) (0
—Hgk’gﬁl ()\) 1-— (f(g()\) + ak‘zHg’/ATQ()\)) fg(O) 0

L’équation caractéristique conrespond aux états stationnaires (u;(a),uq(a)) est

donnée comme suit
avec
Af(A) = 1= (Ki(\) + ki Hiim (V)

AQ(/\) =1- (KQ()\) + OékgHgﬁ'Q()\))

4.4.1 Stabilité d’état stationnaire trivial

Pour u°(a) = (0,0) nous avons H; = Hy =0
Alors I'équation (4.4.11) devient
A1 (N)A2(X) = 0, ceci implique que A;(A) =0 ou Az(A) = 0.

Dans la suite, nous avons besoin de la proposition suivante.
Proposition 8
Soit K;(a) > 0, pouri € {1,2}.

1. Si/ Ki(a)da > 1 alors ’équation A;(X\) = 0 a une seule solution réelle
0

positive \.
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2. Si /oo K;(a)da < 1 alors léquation A;(N) = 0 n'a pas de solution compleze
0
A avec Re(A\) > 0.

nous avons K;(0) = /0 @1(a, U)m(a) da

=) i (a)mi(a) da

= [Melam@dat [ piam(@ do

0

= /(:o vi(a)m(a)da

= / - K;(a)da
ay
Dans ce cas nous avons
R, = /OO K;(a)da, pour i € {1,2}
Alors nous obtenons le résultat suivant.
Proposition 9

1. Si R; > 1 alors l’équation A;(N\) = 0 admet une solution réelle \.

2. 51 R; < 1 alors Uéquation A;(\) = 0 n’admet pas de solution complexe \

avec Re(\) > 0.
Nous avons les résultats suivants.
Théoréme 17

1. Si max R; > 1, alors u®(a) est instable.
1<i<2

2. S max R; < 1, alors u°(a) est L.A.S.
1<i<2

4.4.2 Stabilité d’état stationnaire blaste

VR 1
Pour o — (0, 02 /Ry — 1

oL, 7r2(a)> nous avons H; = 0.

Alors I'équation (4.4.11) devient
A1 (AN)A2(A) =0

Alors nous obtenons
1= K,(\) ou 1= Ky(\) + akyHaita ().

Dans ce cas nous avons
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O G

K0)=——" R
1(0) (af)" + krby

Proposition 10
1. St Ry > (Oi;)” (Ry — 1) + 1 alors Uéquation 1 — K1(\) = 0 admet une
solution réelle positive .
2. Si Ry < ((j};)n (Ry — 1) + 1 alors Uéquation 1 — K1(\) = 0 n'admet pas
de solution complexe A avec Re(\) > 0.

Oék’QLQRQ ’

Nous avons aussi Hy, =

Pour Sy(\) = K5(\) + aky Hyftp()), on donne le lemme suivant.

Lemme 5
Soit Ry > 1, 1y = min _pa(a), alors Sy(A) >0 ssin < 22
’ a€[0,4] ’ - ~Ry—1
Preuve 3
Sl()\> = KQ(/\) + O(kQHQ'ﬁ’Q(A)
A
Si(A) = /0 e (Ky(a) + akyHamy(a)) da
S1(A) >0 ssi (Ka(a) + akoHoma(a)) >0
ma(a
Ko(a) + ok Hyma(a) = Y [Lygo(a) - n(Ry — 1)
Lo R
1l est nécessaire que
L L
[Loga(a) —n(Ry —1)] >0 = n < ];ZDQ_(? ssin < R22221
d A
D’autre part nous avons 551()\) = —a/ e (Ky(a) + akyHamy(a)) da.
0
L
Alors S1(A) est stictement décroissante sous la condition n < I 27721.
Y —
De plus
A A A

S1(0) = / Ko(a) da + akeHs / 7o(a) da = / Ky(a) da + akyHy Ly

0 0 0

A —n(Ry — 1

:/ Ky(a)da + 2= 1)
0 RQ

A
Avec/ Ky(a)da = 1.
0
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Alors S1(0) =1+ M

Ry
Si S, (0) < 1
_ -1 — —1
R2 RQ
Si S, (0) > 1
“n(Ry — 1 —n(Ry —1
1—|—n<RQ)>1 = n(RQ)>O = —n(Ry — 1) > 0 (contradiction
2 2

car on travaille dans le cas Ry > 1).
De plus lim S;(A\) = 0.
A—00

On donne la proposition suivante.

Proposition 11
$i S1(0) < 1i.e Ry > 1 alors léquation Ky(\) + akoHyfta(X) = 0 n'admet pas de

solution compleze A avec Re(\) > 0.

Alors le théoréme de stabilité est donné comme suit.

L
Théoréme 18 Soit Ry > 1 etn < 27772.
(B2 —1)
k
1. St Ry > (%)” (Ry — 1) + 1 alors u®(a) est stable.
1
k
2. 8i Ry < (%)" (Ry — 1) + 1 alors u®(a) est instable.
1

4.4.3 Stabilité d’état stationnaire non pathologique

0, VR —1

Pour u"?(a) = ( 7
1

Wl(a),()), I'équation (4.4.11) devient
A1 (AN)A2(A) =0

Alors on obtient
1= f{l()\) + lel'ﬁ—l(A) oul= KQ()\)
Dans ce Cas nous avons

ey (0)"

RO T

Alors on donne la proposition suivante.
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Proposition 12

ko \" .
1. 8i Ry > <k:2> (R1 — 1) + 1 alors l’équation 1 — Ky(\) = 0 admet une
1
solution réelle positive ).

ks \" .
2. Si Ry < <k2> (Ry — 1)+ 1 alors léquation 1 — K3(X\) = 0 n’admet pas de
1

solution compleze A avec Re(\) > 0.

—n(R1 — 1)
k1L Ry

nous avons aussi H; =

Pour Sy(\) = K1 (\) + kyHy71 (M), on donne le lemme suivant.

Lemme 6
Soit Ry > 1, m = min py(a), alors Se(A) >0 ssin < 2
’ a€[0,A] ’ - “ R -1
Preuve 4
S5(A) = Ki(N\) + k1 Hywy (N)
A

So(\) = /0 e (K1 (a) + by Hym (a)) da
So(A) >0 ssi (Ky(a) + kiHymi(a)) >0

m(a
Ky(a) + ki Hym (a) = (R) [Ligr(a) — n(Ry — 1)]

1
1l est nécessaire que
L L

[Ligi(a) —n(Ry —1)] >0 = n< lel_(? ssim Rllill

d A
D’autre part nous avons —Sa(\) = —a/ e (Ky(a) + kyHymi(a)) da.
0

A
L
Alors S(A) est strictement décroissante sous la condition n < 7 17711‘
L —
De plus
A A A
SQ(O) :/ Kl(a) da+k1Hl/ 7T1(CL) da:/ K1<O,) d(l+k1H1L1
0 0 0
A - -1
:/ Ki(a)da+ ML= D)
0 R1
A
avec/ Ki(a)da = 1.
0
- -1
Alors 55(0) =1+ M
Ry
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_ -1 — -1
1+M<1:>M<O:>—n(Rl—l)<0:>R1>1-
R1 Rl
_ -1 — -1
1_1_71(];1)>1 - n(f];l)>() = —n(R; — 1) > 0 (contradiction
1 1

puisque on travaille dans le cas Ry > 1).
De plus lim Sy(\) = 0.
A—00

On donne la proposition suivante.

Proposition 13
Si S5(0) < 1 d.e Ry > 1 alors Uéquation Ky(\) 4+ kiH171(N) = 0 nadmet pas de

solution compleze A avec Re(\) > 0.

Alors le théoréme de stabilité est donné comme suit.

L1771

Théor¢ 19 Soit Ry >1etn < ———.
éoréme oit Ry en_(Rl_l)

k

1. St Ry < (k—Q)" (Ry — 1) + 1 alors u™(a) est stable.

1

2. 8i Ry > (Zz)" (R, — 1) + 1 alors u™(a) est instable.
1

4.4.4 Stabilité d’état stationnaire chronique

Pouruc(a) _ (0491 W—Qz mﬂ (a) 75 (/F—Ql mﬂ (a))
n Li(a—1) B Ly(a —1) ’ ’

alors I’équation (4.4.11) devient

Ar(N)Az(N) — ko Hy Hyie (N 2(\) = 0 (4.4.12)

D’autre part nous avons

—n (kb)) (aby — by)
Li(a —1)(6"Ry)
—n(kaby)" "1 (by — by)
Ly(ar — 1)(6™Ry)

le

Hy =

Alors, pour démontrer I'instabilité de u(a) il suffit de trouver au moins une va-

leur propre A tels que Re(\) > 0.
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Nous avons
det(A) ’)\:0: Al(O)AQ(O) — klkngHzﬁ'l(O)ﬁ'Q(O)
= k)leHngLlLQ(OZ — 1)

Nous avons det(A) [x=o< 0, et /\lirf det(A) = +o0, donc il existe au moins une
—+00

valeur propre A\; avec Re(A;) > 0, det(A) |x=x,= 0, nous concluons que u¢(a) est
instable.
Le théoréeme de stabilité est donnée comme suit.

Théoréme 20 Soit R; > 1, pour i € {1,2}.

E\" ko \"
o (Re— 1) +1 < Ry < LS (Ry — 1) + 1 alors l’état stationnaire
]{52 Oékg

chronique u(a) est instable.
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R ul instable i .lnstable
45 1 uc instable
; ub stable
: - unp instabl ub stable b instable
ar R.=R. 7 unp stable uc instable
- 6 ub stahle
Sl unp stable
5
3 I u0 instable o
" ub stable -
o 25F 8 =
“h ,a-p--"'”fﬁ ul instable
ub instable
her unp stable
4
1
ul instable
0.5 unp stable
3

FIGURE 4.1 — Les différentes zones d’éxistence et de stabilité des états station-

naires. uo : Etat stationnaire trivial, u, : Etat stationnaire blast, u,, : Etat

stationnaire non pathologique, u. : Etat stationnaire chronique, R; : le taux de

reproduction net des cellules normales, Ry : le taux de reproduction net des
ks

k
cellules leucémiques, R* = (k—z)"(Rl -1)+1, R} = (?)H(Rl —-1)+1
1 1

4.4.5 Simulations numériques

Afin de confirmer les résultats théoriques et a ’aide du logiciel Matlab nous

allons donné les simulations numériques suivantes.
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Normal stem cells

4000 -~

ul(at)

Leukemic stem cells

u2(a,t)

FIGURE 4.2 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour
les parametres suivants : ¢; = 0.00009, ¢ = 0.00009, p; = 0.00005, po =
0.00005, 0 =1.62x10% n=1, ki =1, ka=1, a=0.9,cas Ry <1, Ry < 1,
avec Ry = 1.1925 x 107° et Ry = 7.7495 x 10~% | nous sommes dans la zone 1
figure 4.1, alors uy est stable (voir th 17). Nous observons une distinction des

deux types de cellules.
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Normal stem cells

%108
15

Leukemic stem cells

0.1

Time 0 o0 Age

FIGURE 4.3 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour
les parametres suivants : ¢; = 8, ¢ = 0.00009, p; = 0.05, pus = 0.5, 6 =
162 x 108, n =1, ky =1, by = 1, a = 0.9, cas B, > 1, Ry < 1, avec
R, = 1.0535 et Ry = 7.1934 x 107%, nous sommes dans la zone 2 figure 4.1, alors

ug est instable, u" est stable (voir th 17; 19).
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Normal stem cells

Time o o Age

Leukemic stem cells

0.1

Time o o Age

FIGURE 4.4 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour
les parametres suivants : ¢; = 8, ¢o = 15, py; = 0.005, puy = 0.05, 6 = 1.62 x
105, n=2, k1 =01, ks =1, a=0.9,cas Ry > 1, Ry > 1 et Ry < R}, avec
Ry =1.0593, Ry = 1.2820 et R} = 5.8063, nous sommes dans la zone 3,4 figure

4.1, alors g, est instable, u™ est stable et u® est instable (voir th 17; 18; 19).
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Normal stem cells

0.1
0.05
Time o 0 Age

Leukemic stem cells

%108
15

FIGURE 4.5 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour
les parametres suivants : ¢; = 8, ¢o = 15, py; = 0.005, puy = 0.05, 6 = 1.62 x
105, n=2, k1 =0.1, kp =0.1, a=0.9, cas By > 1, Ry > 1 et Ry > R}*, avec
Ry = 1.0593, Ry = 1.2820 et R}* = 1.0593, nous sommes dans la zone 7 figure

4.1, alors g, est instable, u™ est instable et u® est stable (voir th 17; 18; 19).
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Normal stem cells

Time o o0 Age
Leukemic stem cells

%109
15 -

0.1

Time o o Age

FIGURE 4.6 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour
les parametres suivants : ¢; = 4, c¢o = 15, py; = 0.005, g = 0.05, = 1.62 x
105, n=1, k1 =02, ks =0.2, a=0.9,cas By <1, Ry > 1et Ry > R}*, avec
Ry = 0.5297, Ry = 1.2820 et R}* = 0.5297, nous sommes dans la zone 8 figure

4.1, alors u;, est instable et u® est stable (voir th 17; 18).
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FIGURE 4.7 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour
les parametres suivants : ¢; = 20, co =19, py = 2.5, po = 0.0003, 0 = 1.62 x
108, n=15, k; =22, ks =30, a=04,cas Ry > 1, Ry > let B} < Ry > R},
avec 1 = 1.9593, Ry = 1.6360, R} = 1.0001 et R7* = 101.5583, nous sommes
dans la zone 4-5 figure 4.1, alors uj, est instable, u¢ est instable, u® est stable et
u™ est stable (voir th 17; 18; 19; 20). Nous observons des oscillations pour les

cellules normales et une distinction des cellules leucémiques.
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4.5 Etude du modele pour ¢; et u; constants

Dans le but de voir le comportement général des deux états stationnaires
blast et non pathologique, nous avons transformé le modele (4.2.1) en un modele
différentiel ordinaire pour des taux de division et de mortalité constants.

Nous allons intégrer les équations du modele (4.2.1), nous obtenons le systéme

suivant QU
7; =u(t,0) — pUi(2)
(4.5.1)
dU-
cTtQ = us(t,0) — p2Us(t)
avec 0" o, U (1)
"o1Uy
ui(t,0) = o
1(:0) =7 + [k1 (UL(t) + Us(2))]
(4.5.2)
0" Us(t)
u t,O = n
Alors, nous avons obtenu le systeme suivant
dU1 ‘9”301[]1(75)
= = — U (t
dt 0+ [k (i) + )" M (1)
(4.5.3)
dUQ 9”@2[]2(15)
= — uaUs(t
dt 0"+ [k (U1(0) + aUs(0))]” 12 2(t)
avec les conditions initiales
U1(0) = o1, U2(0) = ¢y (4.5.4)

4.5.1 Existence de la solution globale

Théoréme 21 Le systéme (4.5.3-4.5.4) admet une unique solution bornée dans

R2, pour t > 0.

4.5.2 Existence des équilibres

Dans cette section on analyse 'éxistence des équilibres de (4.5.3), de la forme

U = (U7, U3).
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A partir de (4.5.3), nous avons

dU; ) 0"p Uy
=0 — U =0
dt U v e (U +Up)” T
(4.5.5)
du; . 0" pUs
=0 — U5 =0
dt o ke (U + a2
Ceci implique
U'=0ou U =By —U,.
By — U, (4.5.6)

Uy =0 ou U5 =

0 [oi :
avec Bi:k—in ii—l,pourz:{l,Q}.

Le systeme (4.5.3) admet quatre équilibres.
Ui = (0,0) I'équilibre trivial.

B
U; = (0, =2) I'équilibre blaste.

a

Uy, = (B1,0) I'équilibre non pathologique.
O{Bl - Bz BQ - B

U: =

e = a—-1 " a-1

1) I’équilibre chronique.

Le théoreme d’existence des équilibres est donné comme suit.

Théoreme 22
1. L’équilibre trivial existe toujours.
2. Si w9 > o, alors l’équilibre blaste existe.
3. Si w1 > uy, alors l’équilibre non pathologique existe.

4. Soit p; > p;, pouri € {1,2}. Si aBy < By < By, alors l’équilibre chronique

existe.

4.5.3 Stabilité locale des équilibres

Soit

0"p1U (1)
A2 =55 i + s~

_ 0" paUs(1)

F2<U17 U2)

n N2U2(t)

alors, nous obtenons
8F1 . 9”@1 _ nk?(Ul + UQ)"_19”g01U1
Uy — O+ k(U +Us)™  [07 + k3 (U, + Uy

— M1
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8F1 . _nk{‘(Ul -+ Ug)”_lengolUl

U, (0" + KUy + Uy)n)?

OFy  nk3(Un + als)" 10" psUs

U, (07 + k3 (U, + als)")

OF, 0" o2 _ naki(Uy +aly)"10"poUs
oUy 0" + k3 (Uy + aUy)" [0 + k3 (U, + all)") e

4.5.4 Stabilité de I’équilibre trivial

Nous avons

_ 0
J0,00= [T
0 Yo — U2

alors, les valeurs propres sont données par \; g = ¢; — y;, pour @ € {1,2}.

Théoreme 23
1. Si max Aio <0, alors 'équilibre trivial est L.A.S.

2. Si max Aio > 0, alors U'équilibre trivial est instable.
_Z_

4.5.5 Stabilité de I’équilibre blaste

Nous avons
OF, | "o
ou, i gran v kpBy M
oF;
—— |g==0.
Uy v
oF,

982 | = —nO" kL BY o _ M2 P2 1
ouy "t alfr+ /{:QLBS]Q a | P2 '

%]*:n H2
U, U; H2 s .

Alors
0" a™py

oran + ki By

J(O,BQ> -
(6%

251 0

nz [Mz_ll ” [m_1]
o | P2 ©Y2

alors, les valeurs propres sont données par
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0" a"py
oran + ki BY
libre blaste).

Aip =

< 0 (condition d’existence d’équi-

— 1, Agp = N2 [M —1
P2

nk,n
Sidiy >0 By <aBie 22 <142 22 ),
2 li}cn t
Sl)\lb<0<:>Bz>aBlle£>1+aﬁ(ﬂ )
H2 1 M

Théoréme 24 Soit ws > L.

nkn
L8214 2 — (<p1 — 1), alors ’équilibre blaste est L.A.S.
M2 kY
"k
2. 521422 (— — 1), alors I’équilibre blaste est instable.
M2 Kt

4.5.6 Stabilité de I’équilibre non pathologique

Nous avons
oF, e = nps f_
— |Uurx. — 1| — .
ou, | P1
OF, lus =n -& -1
8U Unp f _301
0F;
— |yx. = 0.
a0, %
oF, | 0"ps
ou, YT g gy 1
Alors
Ny [M — 1] Ny [M — 11
1 1
J(B1,0) =
0 0" 0o _
YT
Alors, les valeurs propres sont données par
Monp = N [Ml — 1| < 0 (condition d’existence d’équilibre blaste),
¥1
6”%02
t Aon — lo.
& = g gy P
SiAgp > 04 By > By ie 22 > 14 -2(2L )
K2 k}t H1
Sl)\gnp<0¢>Bz<Blleﬂ<1+l(ﬂ—1)
2 H1
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Théoreme 25 Soit o1 > .

k%
1. S 2142 (ﬂ — 1), alors I’équilibre non pathologique est L.A.S.
% kT
k%
2. S 2142 (ﬁ — 1), alors ’équilibre non pathologique est instable.
M2 KT

4.5.7 Stabilité de I’équilibre chronique

Nous avons

% _ —nk{'ui By Uy
ouy ' T
oF, s —nkt 2By U
U, ve 0mp1 '
OF, | —nkg3By'Us
ou, Vi om0, '
%’ _ —nakbusBy~ 1U2
oU, ver 9”902
Alors

—nkP BT UY —nkipdBY T UY
9”g01 0”@1

J (UL, Us5) =
—nky 3By 'Us  —nakip3By'Us
0™ o 0™ o

Nous avons

det(J — Ad) = N + a1\ + ag, avec

nkiui By UY +nak§u%8§ 1U2

a1 =

2 enwl n—1 pn—1 9”802
ay = n’kiky s By By UtUs (a—1)
(0")2 1602

Nous avons a; > 0 et ajas < 0, par le théoreme de Routh-Hurwitz I’équilibre

chronique est instable.

Théoréme 26 Soit v; > p;, pouri € {1,2}.

Si aBy < By < By, alors léquilibre chronique est instable.
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FIGURE 4.8 — Les différentes zones d’éxistence et de stabilité des équilibres.
U° : Equilibre trivial, U® : Equilibre blast, U™ : Equilibre non pathologique,

U° : Equilibre chronique, LN rapport entre le taux de division et le taux

H1
de mortalité des cellules normales, ¥2 . le rapport entre le taux de division et
2
k
le taux de mortalité des cellules leucémiques, A}* = (k—z)"(ﬂ —-1)+1, A" =
1 251
aks., p1
—)"(—=—=1)+1.
G-

4.5.8 Simulations numériques

Afin de confirmer les résultats théoriques et a 'aide du logiciel Matlab, nous

allons donné les simulations numériques suivantes.
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FIGURE 4.9 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour
les parametres suivants : p; = 0.04, @9 = 0.05, pu; =4, ps =5, 6 = 1.62 x
108, n=2, ky =6, ko =8, a = 0.006, nous sommes dans la zone 1 figure 4.8
, alors Uy est stable (voir th 23). Nous observons une disparition des deux types

de cellules.
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FIGURE 4.10 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour

les parametres suivants :

Y1 = 4, Yo = 005, H1 = 004, Mo = 5, 0 = 1.62 x

108, n =2, k1 =6, ky = 8, o = 0.006, nous sommes dans la zone 2 figure

4.8, alors Uy est instable et Uy, est stable (voir th 23 et 25). Nous obsevons une

augmentation des cellules normales et une disparition des cellules leucémiques.
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FIGURE 4.11 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour

les parametres suivants :

o1 =4, vo =3, pp = 0.04, py = 0.99, 6 = 1.62 x

108, n=2, k1 =1, ky =40, o = 0.006, nous sommes dans la zone 3 figure 4.8

avec A* = 158401, alors Uj est instable, U} est stable et Uy est instable (voir

th 23; 24; 25).
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FIGURE 4.12 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour
les parametres suivants : o1 = 4, vy =5, pu; = 0.04, puy = 0.05, 6 = 1.62 x
108, n =2, ky = 0.1, ko = 0.008, a = 0.4, nous sommes dans zone 5 figure

4.8, alors Uy est instable, Uy est stable, Uy est instable (voir th23; 24; 25).

96



Normal stem cells

20

18

16

14

12

=10

15 20 25 30 35 40 45 50
temps

12

0t -
F

Leukemia stem cells

15 20 25 30 35 40 45 50
temps

FIGURE 4.13 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour

les parametres suivants :

©1 = 04, Yo = 5, [25% 24, Mo = 05, 0 = 1.62 x

108, n=2, k1 =6, ky =8, a=0.006, nous sommes dans la zone 6 figure 4.8,

alors U est instable et Uy est stable (voir th 23 et 24).
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FIGURE 4.14 — Simulations numériques des cellules normales et leucémiques pour
les parametres suivants : @1 = 40, o = 50, uy = 4, py = 3, 6 = 1.62 x
108, n =20, k; =60, ky =80, a = 0.006, nous sommes dans la zone 4 figure
4.8 avec A* = 1, A™ = 2.8390 x 103, 22 _ 16.6667, alors Uj est instable,

H2
U: est instable, U, est stable et Uy est stable (voir th 23; 24; 25; 26). Nous

observons des oscillations pour les cellules leucémiques et une disparition des

cellules normales.
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié un modele mathématique structuré en age
de (LMC) developpé par les auteurs (voir [2], [3], [13]) dans un cas ou les cellules
normales et leucémiques se proliferent a partir des ages a; et as réspectivement.
Notre analyse mathématique a été scindée en deux parties.

Dans la premiere nous avons commencé par la recherche des états stationnaires
ainsi que la stabilité locale qui a été résumée dans la figure 4.1 qui represente les
huits zones d’existence et de stabilité des états stationnaires.

Dans la seconde partie nous avons transformé le modele structuré en age en un
modele différentiel ordinaire par rapport au temps dans un cas ou les taux de
division et les taux de mortalité des (CSN) et (CSL) sont constants afin de voir
le comportement des états stationnaires blaste et non pathologique dans un cas
général sans 'utilisation de la condition de (Ianneli).

L’analyse mathématique du modele comprend I'existence de la solution globale
qui est donnée par le théoreme 21, la recherche des équilibres et I’étude de stabilité
locale autour de chaque équilibre. Ces résultats ont été résumé dans la figure 4.8
qui représente les six zones d’existence et de stabilité des équilibres.

On remarque dans cette figure que les deux quantités ,il et 52 représentent les
deux taux de reproduction nets R; et Ry dans le cas oﬁlles ta121X de divisions et
les taux de mortalités sont constants. Pour I’étude du contole optimale il serait
interessant de les traiter dans les zones 7 et 8 pour la figure 4.1. Les zones 5
et 6 pour la figure 4.8, ainsi que la bifurcation de Hopf puisqu’on a obtenu des
solutions periodiques dans les figures 4.7 et 4.14. Ces remarques vont étre résolues

dans un prochain travail.
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Conclusion et Perspectives

Pour répondre a une problématique biologique importante concernant la pro-
gression ou la regréssion de la Leucémie Myloide Chronique (LMC), nous avons
réalisé une analyse mathématique d’un modele hybride ([51]), et un modele struc-
turé en age développé par les auteurs dans ([3], [13]) dans un cas particulier ou
les cellules normales et leucémiques se proliferent a partir des ages a; et ag rés-

pectivement.

Dans le chapitre 3, nous avons établi un modele hybride de (LMC). Notre ana-
lyse mathématique commence par la démonstration de I'existence et I'unicité de
la solution globale, ensuite la recherche des états stationnaires et I’étude de la
stabilité locale a travers la comparaison entre le taux de reproduction net Ry des
(CSN) et la quantité Zl qui représente le rapport entre le taux de division et le
taux de mortalité des (OCSL).

Ces états stationnaires sont schématisés dans la figure 1 qui représente six zones

d’éxistences et de stabilité.

Dans le chapitre 4, on a étudié le modele structuré en age développé par les
auteurs ([3], [13]). Pour connaitre le comportement de la solution, nous avons
commencé par la recherche des états stationnaires avec la stabilité locale. Afin
de voir le comportement des deux équilibres blaste et non pathologique sans la
condition de (Ianneli), nous avons transformé le modele structuré en dge a mo-
dele EDO dans le cas ou les taux de mortalité et les taux de division des cellules

souches normales et leucémiques ne dépendent pas de ’age.
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Nous terminons chaque chapitre par des simulations numériques pour confirmer

les résultats théoriques.

En perspective, et a travers les résultats obtenus dans ce travail il serait in-
téressant de réaliser :
* Une étude du comportement global des solutions.
* Une étude quantitative et qualitative d’'un modele hybride avec résistance
et un modele avec contréle.
* Une étude de la bifurcation de Hopf pour les modeles de LMC avec résis-

tance (modele hybride et modele structuré en age).
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Résumé :

L'objectif principal de cette these s'inscrit dans le cadre général de
I'étude mathématique de deux modeles modélisant la dynamique d'une
population cellulaire dans le cas de la leucémie myéloide chronique.

Mots clés :

Leucémie myéloide chronique, modele hybride, modele structuré en
age, probleme bien posé, stabilité locale.

Abstract :

The main objective of this thesis is to analyze two mathematical models
that describes the dynamics of cellular population in the case of chronic
myeloid leukemia disease.

Keywords:

Chronic myeloid leukemia, hybrid mathematical model, an age
structured model, existence of solution, local stability.
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