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Abstract

All the conservation laws (mass, momentum and energy) are written in the form of the
convection-diffusion equation, hence the importance of solving this type of equation. The
numerical solutions approximated by the finite element method of the Galerkin type are
polluted by non-physical oscillations in the case of dominant convection. To remedy these
numerical instabilities, our work consists in developing and implementing an off-centre method
of the finite element type based on the addition of an artificial viscosity. The developed model

has been tested and found to be stable and accurate.




Toutes les lois de conservation (masse, quantité de mouvement et énergie) s’écrivent sous
la forme de I’équation de convection-diffusion, d’ou I’importance de résolution de ce type

d’équation. Les solutions numériques approchées par la méthode des éléments finis de type

Galerkine sont polluées par des oscillations non physiques dans le cas de convection

dominante. Pour y remédier a ces instabilités numériques, notre travail consiste a développer
et a mettre en ceuvre une méthode décentrée de type éléments finis basée sur 1’ajout d’une

viscosité artificielle. Le modéle développé a été testé, il s’est avére stable et précis.

Mots clés :la viscosité artificielle ajoutée , élément finis , language matleb




Introduction et problématique :

La simulation numérique, qui est en relation directe avec la physique, les mathématiques et
I’informatique, est devenue aujourd’hui un moyen de recherche courant qui s’est largement
diffusé dans I’industrie grace a 1’ évolution et aux performances des moyens de calculs. Ainsi
la simulation numérique s’est affirmée comme un moyen de conception efficace et
indispensable, elle permet :
- De simuler des phénomeénes physiques complexes,
D’¢étudier les itérations de plusieurs disciplines,
D’améliorer les modeles théoriques en passant des fluides parfaits aux fluides réels,
De raccourcir la durée de mise au point du prototype final,

De réduire le cout de conception.

Parmi les méthodes numériques employées dans le domaine de la modélisation des fluides,
citons la méthode des différences finies, la méthode des volumes finis et la méthode des
éléments finis. Chacune a ses mérites et ses défauts.
Introduite vers les années quarante, la méthode des éléments finis s’est désormais imposée
comme une des méthodes les plus puissantes congues a ce jour, parmi les particularités de
base qui ont conduit a son succes, on peut citer :
- La possibilité de choisir une variété de formulations vibrationnelles associées au
probleme mathématique,
La possibilité de travailler sur des maillages non structurés, ce qui facilite la
modélisation des géométries complexes,
Une bonne précision a co(t raisonnable,

Le traitement naturel des conditions aux limites de type différentiel,

Au début des années soixante dix, 1’évidence du succes de la méthode des éléments finis de
type Galerkine était garanti. Cependant, les chercheurs ont exprimé une certaine
appréhension quant a son utilisation dans la simulation numérique des problemes de
mécanique des fluides. En effet, on pensait que le succes de cette méthode serait directement
exploitable pour la modélisation pour ce type de problémes. En fait, ceci se révéla une vue

trop optimiste, particuliérement en ce qui concerne la modélisation des phénomeénes de

e
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transport a convection dominante.
La présence des termes de convection dans les équations de Navier-Stokes, fait apparaitre une

importante difficulté. En pratique, les solutions numériques approchées par la méthode des

éléments finis de type Galerkine sont souvent polluées par des oscillations non physiques,

ceci a amen¢ au développement de nouvelles méthodes d’éléments finis (méthode SUPG,
GLS, DAA, ...)
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CHAPITRE O

LOIS DE CONSERVATION

0.3 Introduction

Les lois de conservation sont au nombre de trois (conservation de la masse, conservation de la
quantit¢ de mouvement et conservation de I’énergie). Ces lois peuvent étre établies de
différentes manieres parmi-elles la notion du volume de controle.

Un volume de contrdle est un volume imaginaire limité par un surface fermée appelée surface
de controle. Le volume de contr6le peut étre fixe ou mobile, il peut suivre, se déplacer a la
vitesse du fluide, comme il peut avoir un mouvement arbitraire.

On appelle volume de contrdle matériel, un volume de contrdle qui se déplace avec le fluide et
la vitesse en un point de la surface est égale a la vitesse locale du fluide. On désigne par V,,,(t)

le volume de controdle et par A,,(t) la surface de contrdle.

0.2 Notation
- Dans cette étude, un vecteur ou une matrice est désigné en gras.
- Pour toute fonction scalaire ¢, on désigne par :

(O
dx
dg
dy
dg

\5z/

- Pour tout vecteur v de composantes v, v, et v; on désigne par :

0%p 0%p 0%
20 = Ap =
roet Voo ) 6x2+6y2+622

dv, 0vy 0vq]
dx Jdy 0z

dv; Jdv, O0vs av, av,
V"’_ax+ay+az et Vv = o 7
dvy; 0dv; 0Jvs

| dx Jdy 0z

- Pour tout tenseur T, on désigne par :




\ dx dy

0x

[ dx 0dy
- Pour tout tenseur T, on désigne par :

(0T ot 0
11+ 12 n T13))
0x ady 0z
ot ot 0
21 n 22 n T23
0x ady dz
0731 073,  0Ts3
\ Jx ay 0z J

Dans cette étude, on désigne par x(x,y, z) le vecteur des coordonnées et par u(u,, u,, us) le
vecteur vitesse du fluide.
0.3 Théoreme de transport

Soit un volume de contrdle V, (t) limité par une surface de contréle A, (t) (figure 1) :

Va(®)

Aqa (1)

Figure 1 : Volume de controle
et soit ®(x, t) une fonction definie dans le volume de contréle V,(t). Le theoreme de

transport est 1’égalité suivante :

d 0P
— CDdV=J —dV+J dwndA
Va Aqg(t)

dt Jy, ) © 0t

ou w designe la vitesse locale de la surface de contrdle et n est la normale extérieure.
Corollaires
(0) Si le volume de contr6le est fixe alors w = 0 et par conséquent :

e
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d ddV = f i av
dt Jy, o) Vo) 0t

(2) Dans le cas d’un volume de controle matériel (figure 2), la vitesse de la surface de

contrble w est égale a la surface de fluide u. On a alors :

d D
—j (I)def —dV+f dundA
dt Jy,.o Vim(e) Ot Am(®)

V,, (55) Yn (13)

Figure 2 : Volume de contrdle matériel
(3) D’apres le théoréme de Green-Ostrogradsky :
f d)undAzf V.dudlV
Am (D)

Vi (t)

et le théoreme de transport devient :

d od
—f (DdV:f (—+V.(Du)dV
dt )y, @ V() \ O

0.5

En prenant @ = pg, ou p est la masse volumique du fluide, 1’équation précédente s’écrit :

dpy

ppdV = j (7 + V. p(pu) dv

dt Jy,.« Vim(£)

Ou apres développement :

= [ (o2 ) p (P uny)ar
—|  ppdv= oo+ V.pu)+p(--+uve
At Sy V@ L N0 ot

Le premier terme a droite est nul (voir équation (0.8)), d’ou 1’égalité :

d f v f (a<p+ v )dV
— ppdV = pl==+uve
atJy, @ V(@) MOt

0.4 Lois de conservation

Conservation de la masse




Considérons un volume de contrdle V;,,(t). La masse contenue dans ce volume est :
m= pdVv 0.7
Vi
ou p est la densité locale. Si le volume de contréle ne contient ni source, ni puit, la masse
contenue dans V,,,(t) est constante et par consequent :
d dV =0
atc), P T
m

En appliquant le théoréme de transport (équation (0.5)) :

1 pav f (ap +V )dv 0
dt )y v (&) \Ot
Comme V,, est arbitraire, on obtient :

ap
FT +V.pu=0 0.8a

L’¢équation (0.8) est appelée loi de conservation de la masse ou équation de continuité.

L’équation précédente peut Etre aussi étre mise sous la forme :

ap+v =0
5 uve f=

f=—-pV.u
Dans le cas d’un fluide incompressible, p est constante et 1’équation (0.8a) devient :

V.u=0

Conservation de la quantité de mouvement
Considérons un volume de contrdle 1},,(t). La quantité de mouvement contenue dans ce volume

est :

f pudV
v,

m

Le principe fondamental de la dynamique stipule que la variation de la quantité de mouvement

d’un systéme est égale a la somme des forces extérieures qui lui sont appliquées :

d dV =F
dt Vmp nar=
Les forces extérieures sont de deux types :
(1) les forces de volumes qui sont principalement des forces de gravité, que I’on peut

exprimer par :




f pg dv
v

m

(2) les forces de surface qui agissent sur la surface A,,(t) que I’on peut exprimer par :

[
A

m

ou t représente le vecteur contrainte, égal a :
t=-pn+1tTn
ou p est la pression du fluide, T le tenseur des forces visqueuses et n la normale extérieure a

la surface 4,,(t) , I’équation (0.10) devient :

d
—f pudef pgdV+ | (—pn+1n)dA
dt Vin Vin Am

En appliquant le théoréme de Green-Ostrogradsky :

(-pn+1tTn)dA = f (=Vp+V.v) dV
Am Vi
D’apres 1’équation (0.6) :

d

du
— pudef p(—+uVu)dV
dtl%dﬂ V(@ Ot

En substituant les équations (0.12) et (0.13) dans I’équation (0.11), on obtient :

du
f p(—+uVu) dv =f pgdV+ | (=Vp+V.v) dV
V() 0T v,

m Vm

Jdu
J (p—+puVu+Vp—V.‘t—pg)dV=0
Vi (0) at

Comme V,, est arbitraire, I’équation précédente est équivalente a :
ou

1 1
at+uVu+EVp—;V.‘t—g =0

En projetant I’équation (0.14) sur les axes d’un repére cartésien et sachant que :

_ aui n au]
Tij —H ax] axl-

ou u est la viscosité dynamique du fluide, 1’équation (0.14) devient :




qui peut étre mise sous la forme ;

aui 2
W+uVui—vV uy—f =0

1dp

fzgi—;a—xi

ou v = u/p est la viscosité cinematique du fluide.

Conservation de I’énergie

Considérons un volume de contrdle V;,,(t), I’énergie contenue dans ce volume est la somme

u?
f p<e+—> dv
v 2

m

des énergies interne et cinétique :

D’aprés le premier principe de la thermodynamique :

d
dt ),

u? L
p<e+7> dVv =W +4Q 0.17

W représente la puissance développée par les forces extérieures (les forces de volume et les
forces de surface) :
W= | pugdV + (—pu + Tu)nd4
Vm Am
D’aprés le théoréme de Green-Ostrogradsky :

(—pu + ‘tu)ndAzf V.(—pu +uv)dV

Am Vm

W = (pug+V.(—pu +ux))adv 0.18

Vim
En désignant par q le flux local de chaleur par conduction a travers la surface de contréle 4,,,
la quantité totale de chaleur passant par la surface A4,, est :
0= —-qndA
Am

D’aprés le théoréme de Green-Ostrogradsky :




Qz—fv V.q dV

m

D’apres 1’équation (0.6), on a

df i dv—f 9 (e+®) b uv(e+L))av
ac), P\°T2) YT, HP\ac\C T2 )T T

En substituant les équations (0.20), (0.19) et (0.18) dans 1’équation (0.17), on obtient :

)

m

0 u? u?
pl=—le+—=|+uvVje+—=)|dV=]| (pug+V.(—pu +ut)—-V.q )dV
® at 2 2 Vi

Puisque le volume de controle V,,(t) est arbitraire, I’équation précédente devient :

d u? u? 1 1
a(e+7> +uV<e +7> = ug+;V.(—pu +ut) —;V.q
En utilisant le théoréme de 1’énergie cinétique et sachant que :

q=-AVT; e=c,T
ou T est la température, A la conductivité et c,, la chaleur spécifique a volume constant,

I’équation (0.21a) devient (Candel, 1990) :

oT
= HuVT —kV’T = f =0

—1('V TapV)k—)L
f_pc,, T:Vu 3T ul, =
0.5 Equation de convection-diffusion

En examinant les trois lois de conservation (équations (0.8b), (0.16b) et (0.21b)), on constate

qu’elles s’écrivent toutes sous la forme :

dc 5
— uVc — k V-c - f =0
ot —_—— —_— -
— termes de convection termes de diffusion terme source
terme temporel

ou c(t, x) est une variable scalaire représentant soit une masse volumique, soit une vitesse,
soit une température ou autre. u, k et f sont des fonctions quelconques qui dépendent de
I’espace x et de la fonction inconnue c.

L’équation (0.22) est appelée équation de convection-diffusion. Sa résolution fera I’objet de

ce travail car maitriser sa résolution permet de résoudre toutes les lois de conservation.




CHAPITRE 1

METHODE DES ELEMENTS FINIS




CHAPITRE 1

METHODE DES ELEMENTS FINIS

1.1 Introduction

Un probleme unidimensionnel stationnaire de convection-diffusion est représenté par

I’équation :

d d d
u(c,x)é —a(k(c,x)é>— fle,x) =0 ou x€[0,L]

terme source

termes de convection termes de diffusion

ou c(x) est une variable scalaire représentant soit une température, soit une concentration,
soit une vitesse, etc. u(c,x), k(c,x) et f(c, x) sont des fonctions quelconques qui dépendent

de I’espace x et de la fonction inconnue c.

Remarque : Dans certains problémes, 1’équation de convection-diffusion se présente sous la

forme ;

d

M— d (k(c,x)d—) —flc,x)=0

c

dx dx X
Alors et sachant que :

dg(c,x) 0dgdc N dg

dx  dcdx Ox

L’ équation (1.2) s’écrit :




(k) (
dcdx dx\ dx

qui est de la forme que I’équation (1.1) avec :
dg dg
u(c,x)—% ; fle,x) = 3% 1.5
u(c,x) peut étre interprétée comme étant la vitesse du fluide et k(c,x), le coefficient de
diffusion (toujours positif), appelé aussi viscosité. L’équation (1.1) peut aussi étre écrite sous
la forme suivante :
L()—f=0 1.6
ou L est I’opérateur différentiel :
d d d 1.7
(v5)

L=v o\ ax

La solution de I’équation (1.1) est unique que si ’on impose des conditions aux limites
appropriées. Sur la frontiere définie par les points x = 0 et x = L, on peut imposer soit c(x)
(condition aux limites dite de type de Dirichlet), soit k dc/dx (condition aux limites dite de
type flux ou Neumann). Les conditions aux limites peuvent étre mises sous la forme :

c=¢C sur Sy 1.7a
dc

k— =
dx 1

ou S, et S, sont les points frontiéres :
Sl USZ ={X=0,X=L}

sur S, 1.7b

SiS, =0,alors S; = {x = 0,x = L}, ce qui revient a imposer des conditions de Dirichlet sur
les deux points frontiéres, de méme S; = 0, revient a imposer des conditions de Neumann sur
les deux points de la frontiere.

Remarque : On ne peut pas imposer au méme point et a la fois une condition aux limites de

Dirichlet et une autre de Neumann.

Forme intégrale
La méthode des éléments finis ne résout pas I’équation (1.1) mais plutot sa forme intégrale

notée W dite forme variationnelle et qui est donnée par I’expression suivante :

dc d(dc

szL b (x) (ua—a ka)—f>dx=0 18

ou ¢(x) est une fonction de pondération arbitraire, appelée fonction test vérifiant la condition
suivante :
o(x)=0 sur §; 1.9

La fonction test ¢ (x) est nulle sur les points frontieres concernés par une condition aux limites

e
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de type Dirichlet.
Une intégration par parties du terme de diffusion conduit a :

W—f ( de Pl )dx+we =0
A ¢udx dx dx 1 )dx B

L

We = ( de)
= ) ax/, 1.11

Remarque : L’équation (1.8) est dite forme forte et I’équation (1.10) est dite forme faible.

L’intégration par parties du terme de diffusion a deux avantages :
- Permet de réduire 1’ordre de la dérivée de la fonction c(x) et pouvoir ainsi choisir des
fonctions d’interpolation linéaires (¢quation (1.19))
Prendre en compte d’une fagon exacte les conditions aux limites de type Neumann

(équation (1.49)).

Maillage
Le maillage ou discrétisation spatiale consiste a découper (ou discrétiser) le domaine spatial

L en sous-domaines L¢ (figure 1.1) :

Figure 1.1 : Maillage ou discretisation du domaine spatial
Définitions
- Les sous domaines L¢ sont appelés des éléments finis, ils sont numérotés de 1 a n,..
Les points du maillage sont appelés les neeuds, ils sont numérotésde 1 a N.
Les coordonnées x; sont appelés les coordonnées nodales.

Les variables c; sont appelés les variables nodales.

Dans notre cas, le sous-domaine L¢ est un segment a 2 nceuds appelé élément L2. On désigne

par x, et x, ses coordonnées nodales, par c,et c, ses variables nodales, par nnel le nombre de




ses neeuds qui est égal a 2 et par h, sa taille, h, = x, — x; (figure 1.2) :

Figure 1.2 : Elément linéaire a deux nceuds (L2)
L’opération du maillage consiste a déterminer le vecteur x de dimension N contenant les
coordonnées de I’ensemble des nceuds et la matrice connec de dimension (n,, nnel) contenant
les connectivités de tous les éléments. On entend par connectivités d’un élément e, les numéros
des nceuds qui lui y sont attachés, par exemple les connectivités de 1’élément n°1 (figure 1.1),

sont les nceuds 1 et 2, ainsi d’apres la figure 1.1, ona :

X1 1 2

X = xz ,connec = 2 3 1.12

XN N—-—1 N
On désigne par le mot table, un vecteur ou une matrice. Ainsi le vecteur x est appelé la table
globale des coordonnées nodales et la matrice connec est appelée la table globale des
connectivités. On désigne par loce(e) les connectivités de 1’élément n°e, ce vecteur loce est
extrait de la table connec, ainsi pour 1’¢lément n°l, loce(e = 1) est tout simplement la
premiere ligne de la table connec, loce(1) = (1 2). Pour un élément n°e, loce(e) est la
e’®™e ligne de la table connec :

loce(e) = connec(e, :)=(e e + 1) 1.13

Le maillage peut étre régulier (uniforme) ou non. Un maillage régulier signifie que tous les
éléments ont la méme taille h, avec h, = L/n,, donc si le domaine de calcul est I’intervalle

[a, b], le vecteur des coordonnées x s’écrit :
Xl =a

X, =a+h,

X = soitx; =a+ (i —1)h,aveci=1,..,N

xy =a+ (N—1)h,

Suite a la discrétisation du domaine, il en résulte :

Ne
L= Z L,
e=1

et par conséquent 1’équation (1.10) s’écrit :




Ne
W=we +ZW€
e=1

ou We est la forme intégrale élémentaire, calculée sur le sous-domaine L, :

We_f ( dc+kd¢dc )d
e d)udx dx dx ¢f)dx 117

Donc, le calcul de W passe d’abord par le calcul de W€, et pour pouvoir calculer W€, il faut se

donner des expressions pour les fonction c(x) et ¢ (x).

Choix de la fonction c(x)

Regle : Pour la méthode des éléments finis standard, on suppose qu’a l’intéricur d’un

élément L?, la fonction c(x) dépend uniquement des variables nodales de cet élément, soit :
c(x) = Ny(x)cq + Ny(x)cy 1.18

Les fonctions N;(x) et N,(x) sont appelées les fonctions d’interpolation ou fonctions de

forme. Dans le cas général, ces fonctions peuvent étre quelconques, c'est-a-dire polynomiales,

trigonométriques ou autre mais le choix d’une forme polynomiale est le plus souvent utilisé, et

dans ce cas, les fonctions N; (x) et N, (x) sont les polynomes d’interpolation de Lagrange :

Ny () Xy—X Xp—X
x = =
! Xy — Xq he

1.19
X —X X —X
Ny (x) = L — -

X2 =X he
Une autre fagon d’obtenir N; (x) et N, (x) est de poser :

c(x)=ax+b

{c(xl) =c,=ax;+b
c(xz) =cy,=ax, +b

ce qui donne :

C2 — (1
a= et b=c —ax,
X2 =X

En substituant les valeurs de a et b dans 1’équation (1.20), on obtient :

()_(xz_x> +(x—x1)
X = Xy — Xq “ Xy — Xq “2 1.23

N1 (%) Nz (x)

Remarque : la fonction c(x) est linéaire par élément, cette approximation est dite de type C°.
Propriétés des fonctions d’interpolation

Si c(x) est constante (c(x) = ¢) alors I’équation (1.18) s’écrit :




¢ = N;(x)c+ N,(x)c
ce qui donne :
Nl(X) + Nz(x) = 1

Les fonctions d’interpolation vérifient toujours la relation :

ou nnel représente le nombre de nceuds de 1’élément.
Sachant que c(x;) = c;, I’équation (1.18) écrite aux nceuds de 1’élément, donne :
c(x1) = Ny(x1)eg + Na(x1)ep = ¢4
c(xz) = Ni(x2)¢1 + Na(xz)c, = ¢
ce qui donne :
Ni(x1) =1 et Np(x;) =0
Ni(x2) =0 et Np(xz) = 1

Les fonctions d’interpolation vérifient toujours la relation :

1 sii=j
Ni(xf)={o Sii#

Choix de la fonction test ¢ (x)
L’un des points forts de la méthode des éléments finis est le fait d’avoir une multitude de choix
pour la fonction test ¢(x), chaque choix correspond a un type de formulation (Galerkine,

Galekine-discontinue, Pétrov-Galerkine...).

1.2 Méthode de Galerkine

La méthode de Galerkine correspond a la version standard de la méthode des éléments fins,
elle consiste a choisir la fonction ¢ (x) de la méme forme que la fonction c(x), c’est-a-dire :
¢ (x) = N1 (x)p1 + N2 (x) 1.30

ou les fonctions N, (x) et N, (x) sont données par I’équation (1.19), ce sont les mémes fonctions
d’interpolation utilisées pour I’approximation de la fonction c(x) et ¢4, ¢, sont les valeurs de
¢ (x) aux nceuds de 1’élément.
Calcul de la forme intégrale élémentaire
On réécrit les équations (1.18) et (1.30) sous la forme matricielle suivante :

$(x) = ¢peN

c(x) = Ntc,




_ {Cl} 1.32

e CZ

be = (b1, 2) 1.2
N
N = {N;} N' = (N;,Ny) 1.33

c. est nommeé le vecteur élémentaire des variables nodales. ¢, est le vecteur élémentaire des
variables nodales virtuelles. N est le vecteur de fonctions de forme et N* le vecteur transposé.
D’aprés les équations (1.31)on a :
d¢ dN
dx  Pedx
dc dN'
dx  dx ¢

D’aprés 1’équation (1.19), on a :

dx  he
En substituant les équations (1.31) et (1.34) dans 1’équation (1.17), on obtient:

. dN' dN dN*
w =J- ¢eNu_ce+k¢eaace_¢eNf dx 1.36
Le

dN 1 (-

1

d
Pour éviter de faire recours a I’intégration numérique et faciliter ainsi les calculs, on considere
les parametres physiques u, k et f constants par élément, ainsi 1’équation (1.36) devient :

we = —f NdNtd +k dN dNtd f Nd
= Pe He | Ny dxtke ) oy ax @)t Ndx

ol i, ket ]_Ce sont les valeurs moyennes par élément. En posant :

X2

1
szNdxzf—
L e

e X1

K—fN d—VdNt
vE N e T e T

_ [ dNdN'  dNdN' 1 {_1
Z_Ledxdx T dxdx Tl
I’équation (1.36) s’écrit :

We = de (T K1Ce + kcKzCe — f, V)

we = dR,




R, =K.c. —F, 1.41
K. = %, K; + k.K; 1.42
Fe

—Fv 1.43
e

R, est appelé le vecteur résidu élémentaire, K, est appelée la matrice de rigidité élémentaire et F,

le vecteur élémentaire des sollicitations.

Remarque : Selon le profil de la fonction f(x), il est préférable parfois de la considérer
linéaire par élément, c’est-a-dire :

f = M@+ N = N aveet, = {1} 144

ou f; et £, sont les valeurs de f aux nceuds de I’¢1ément et Ny, N, les fonctions de forme données
par I’équation (1.19). En substituant 1’équation précédente dans 1’équation (1.36), on obtient :

F.=K;f, 1.45

her2 1
— t _ e
Kg—jLeNN dxdy 6[1 2
Prise en compte des conditions aux limites de type Neumann (s’il y en a)

Revenons au terme de frontiere W€ donné par 1’équation (1.11) :
L

We = ( kdc)
= ¢ ix), 1.47

WC—< kdc) ( kdc> 1.48
B ¢ dx in=1 ¢ dx in=N .

On rappelle que si en un nceud frontiére in (in = 1 et/ou in = N), la condition aux limites est
de type Dirichlet (c’est-a-dire on impose c) alors la fonction test ¢ est nulle en ce nceud et par
conséquent (¢ k dc/dx);, = 0. Cependant si la condition aux limites est du type Neumann,
on a d’apres 1’équation (1.7b) :

we=—(¢q)s
1.48

W =¢1q: — dnaz = (b1 dn) R 1.49

R, = | _6152} 1.50

et q, et g, sont respectivement les valeurs de g aux nceuds 1 et N. Dans la majeure des cas, le

e
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flux g se présente sous la forme :

q(c) =fc+a
Dans le cas linéaire, les coefficients a et £ sont constants.

En substituant 1’équation (1.51) dans (1.50), on obtient :

o=k (0) R

Assemblage

L’étape d’assemblage est une étape importante de la méthode des éléments finis, elle consiste
a calculer la forme intégrale globale W (équation (1.16)) a partir des formes élémentaires W ¢
(équation (1.40)) et du terme de frontiere W€ (équation (1.49)) puis en déduire les tables
globales (Rg, Kg, Fy).

Revenons a I’équation (1.40) :

we = ¢eRe

On rappelle que les connectivités d’un élément n°e (1 < e < n,), c'est-a-dire les nceuds qui

lui sont attachés sont données par le vecteur loce(e) (équation (1.13).

On rappelle aussi que ¢, est le vecteur qui contient les valeurs de ¢ aux nceuds de 1’élément,
soit :
be = (P Pet1) 1.55

En substituant 1’équation précédente dans 1’équation (1.40), on obtient :

we = (¢e ¢e+1)Re
qui peut étre écrite sous une forme étendue :




We=($r . Pe - ¢n)

Lo
ou ¢y est le vecteur qui contient les valeurs de ¢ de I’ensemble des nceuds du maillage :

bg=(p;, -~ P -~ Py) 1.58
¢, est nomme vecteur global des variables nodales virtuelles.

De méme, 1’équation (1.49) peut s’écrire :

R (1)
(Re()
viag 0|

0
R.(2))

En substituant les équations (1.57) et (1.59) dans 1’équation (1.16), on obtient :
W = ¢gRy

(Re(1))
0

: Te :
0 b + z <

: e=1

0 :
\R.(2)/

N

R, est nomme le vecteur résidu global. D’apres les équations (1.52) et (1.41) on a:

-Kc(l;l) 0 drs wss wss aes was 0 7 s C1 \ (FC(]‘)\

(Rc(l)\ 0 CZ 0

0
0

0




0 0 0 00
0 0 0 00
. 0 Ke(1,1) Ke(1,2) O ...

0 Ko(21) Ke(22 O ...
0 0 0 00

I : : CN-1
0 0 0 00 0lyy\cn/

En injectant les équations précédentes dans 1’équation (1.61), on obtient :

Ry = Kgc; — Fy

= (Cli C2, C3, ey CN>t

—0 e

]

0

Ne
+ Z Ke(L1) K, (1,2)
Ke(2,1) K. (2,12
e=1 0

OO OO O OO

N

Table K¢ étendue

r(}\

ne 0
- Z IF,
e=1 0

\F.(2)) Lo/ y

——
Table Fe étendue

K, est appelée la matrice de rigidité globale, Fy est le vecteur global des sollicitations et cg le

vecteur global des variables nodales. Pour effectuer 1’opération d’assemblage, on applique

I’algorithme ci-dessous :

Algorithme d’assemblage
- Initialiser a zéro les tables suivantes :
Kg(l:N,l:N) =0; Fg(:N)=0
Boucle sur les éléments
- Extraire les connectivités de 1’élément loce (équation (1.13)).
- Calculer les tables élémentaires K, , F. (équations (1.42) et (1.43)).

- Effectuer les opérations suivantes :

e
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K, (loce, loce) = K4 (loce, loce) + K,
Fy(loce) = Fy(loce) + F,
Fin de la boucle sur les éléments.

- Ajouter les termes de frontiére comme suit :

Kg(1,1) = Kg(1,1)+K((1,1)
Fy(1) = Fg(1) + F.(1)

Kg(N, N) = Kg(N, N) +K.(2,2)

Fg(N) = Fg(N) + Fc(2)

Fin de I’algorithme d’assemblage

Remarque : Les eéquations (1.71) et (1.72) ne sont appliquées que si la condition aux limites
est du type Neumann, c'est-a-dire, que si on applique au nceud 1 une condition de Dirichlet,
alors les équations (1.71) n’auront pas lieu, de méme que pour les équations (1.72) si une

condition de Dirichlet est appliquée au nceud N.

Dans I’équation (1.60), ¢4 est non nul car la fonction test ¢ est quelconque et par conséquent
c’est le vecteur Rg qui doit étre nul, il en résulte d’apres 1’équation (1.64) que :

Kgc; = Fy 1.73
La résolution du systeme (1.73) permet de calculer le vecteur inconnu ¢, qui représente les

valeurs de la fonction ¢ aux nceuds du maillage, mais la résolution de ce systéme nécessite

d’abord la prise en compte des conditions aux limites de type Dirichlet.

Prise en compte des conditions aux limites de type Dirichlet et Résolution
Pour introduire les conditions aux limites de Dirichlet, on a choisi la méthode du "terme unité
sur la diagonale" (Dhatt, 1984) dont le principe consiste a modifier pour chaque nceud in de

la frontiere S; ou on a imposeé une valeur c;,, le vecteur Fg puis la matrice K, comme suit :

Fo(j) = Fg()) — Kg(Jj, in)cin, pourj = 1aN et Fg(in) = ¢ 1.74

Ky(j, in) = Kg(in,j) = 0; pour j = 1a N et Kg(in, in) = 1 1.75

Différentes étapes de la méthode des éléments finis
On peut résumer la formulation précédente dans les étapes suivantes :
1- Maillage
Le maillage consiste a calculer les tables x et connec (équation (1.12)).

2- Calcul élémentaire




Le calcul élémentaire consiste a calculer pour chaque élément les tables élémentaires K, et
F. (équations (1.42) et (1.43) ou (1.45)).

Assemblage

L’assemblage permet de calculer les tables globales K, et F, (équations (1.67)).

Prise en compte des conditions aux limites de type Neumann (équations (1.71) et (1.72)).
Prise en compte des conditions aux limites de type Dirichlet (équations (1.74) et (1.75)).

Reésolution du systeme (1.73) et détermination de c,.

Résolution
Pour résoudre le systéeme (1.73), on distingue deux cas :

1" cas : K, et Fy ne dépendent pas de 1’inconnu cg, dans ce cas le probleme est dit linéaire et

la résolution du systeme est directe.

2¢me cas K, et/ou Fy dépendent de ¢, on parle alors d’un probléme non linéaire et la résolution

du systéme nécessite 1’utilisation d’une méthode de linéarisation telle que la méthode de

Newton-Raphson par exemple.

Remarque : La méthode des éléments finis permet de calculer uniquement les valeurs de la

fonction ¢ aux nceuds de I’élément, représentées par le vecteur ¢g. Si on souhaite calculer une

valeur c(x) pour laquelle x n’est pas une coordonnée nodale, on doit d’abord identifier

I’élément e dans lequel se situe la valeur x puis extraire les coordonnées nodales x, = {x;} et

. C1 L ] , n \
les variables nodales ¢, = { Cz} de I’élément e. La valeur c(x) sera ensuite calculée grace a

I’équation (1.18) (voir exemples au paragraphe 1.6).

Nous nous limitons dans notre étude au probléme linéaire. Le probléme est linéaire si les
paramétres u, k sont indépendants de c et si f, g sont des fonctions linéaires de c, soit :
u=ulx), k=k(x) 1.76a
f =A(x)c + B(x) 1.76b
qg=pfc+a 1.76¢
ou A(x) et B(x) sont des fonctions quelconques de I’espace x et a, f sont des constantes. En

substituant 1’équation (1.31b) dans 1’équation (1.76b), I’équation (1.36) devient :




ol 4, et B, sont les valeurs moyennes par élément.

Remarque : Pour toute fonction s(x), sa valeur moyenne élémentaire s, est égale a :

_ _ _ X1 + Xy
Se =— | s(x)dx =s(x,) avec x, = 1.81
he Je 2

Dans certains cas, la fonction s(x) est connue uniquement aux nceuds de 1’élément, dans ce cas

la moyenne se calcule comme suit :

_ 1
Se =5 (51 +s2) 1.82

Dans de nombreux problémes, les fonctions u, k, A et B proviennent d’un calcul numérique et
sont eux-mémes des valeurs nodales, on utilise dans ce cas 1’équation (1.82) pour calculer leurs

valeurs moyennes.

Remarque : Selon le profil de la fonction B(x), il est préférable parfois de la considérer

linéaire par élément, c’est-a-dire :
B
B = N;(x)B; + No(x)B; = N'B, avec B, = {Bl}
2

L’équation (1.80) devient :

Le terme frontiére a été déja traité (équations (1.47)-(1.54)).




CHAPITRE 2

CAS DE CONVECTION DOMINANTE




CHAPITRE 2

CAS DE CONVECTION DOMINANTE

2.1 Introduction

Considérons le cas simple de I’équation linéaire de convection-diffusion sous la forme
unidimensionnelle stationnaire :
2.1

ou u et k sont supposés constants et positifs.

On désigne par le nombre adimensionnel P, défini comme suit :

p =uhe
°T 2k 2.2

le nombre de Peclet local. Ce nombre permet de mesurer 1’influence de la convection par
rapport a la diffusion, ainsi :
- si P, > 1, la convection est dominante

- si P, < 1, ladiffusion est dominante

Dans I’équation (2.2), h, désigne la longueur de I’élément.

Solution par Méthode de Galerkine
Pour un maillage uniforme de longueur d’élément h, la matrice de rigidité élémentaire K,
donnée par 1’équation (1.42) peut se mettre sous la forme :

kf1-pP, P —1

Ke=7lc1-p, 14n,

On obtient apres assemblage :




ou G, P et D sont trois points consécutifs du maillage. Pour tout nceud intérieur P, on a selon
I’équation précédente :

—(1+P)cg+2cp+(P,—1cp =0 2.3
Solution par la méthode des différences finies centrées
La discrétisation de 1’équation (2.1) par la méthode des différences finies centrées s’écrit :

Cp — Cg ¢cp — 2¢p + ¢
u —_ =
2h h?

(k-l-u) +2k +( k+u> =0

nz " op) e T Apzp nz T oR)P T
k{(1+h”) 2 +(1 hu) }—o
h2 2 k)6 2P 2k)PS T

(1+P€)CG_2CP+(1_P€)CD :0

soit :

qui est identique a I’équation (2.3).

Donc, la solution obtenue par la méthode de Galerkine est équivalente a celle obtenue par la

méthode des différences finies centrees.

En cherchant une solution a 1’équation (2.3) sous la forme c(x) = e®*, on obtient :
(14 P)e®xp=h) _ 2 paxp 4 (1 — p,)eCp+h) =
eP{(1+P)e ™ -2 +(1—-P)e*"} =0

En postant 1 = e%" et en multipliant I’équation précédente par A, on obtient :

1-P)A2-22+(1+P)=0

et dont les solutions sont égales a :

M =1 ,12=1+Pe
1-P,
Sachant que :

edx ahx/h _— /'lx/h

=e
la solution au point P d’abscisse xp €st :

xp/h

1+P
CP == A/11Xp/h + B/12Xp/h == A + B ( e>

1-P,

Pour un domaine [0, L] et un maillage uniforme, ona x, = (P — 1)h, d’ou :

1+ Pe>P_1
1-P,

Les constantes A et B sont calculées grace aux conditions aux limites.

CP=A+B<
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Par définition, A doit étre positif, or A, ne I’est que si :
P, e [-1,1]
Conclusion : La méthode de Galerkine est stable si |P,| < 1.
Exemple
La solution exacte du probléme régi par 1’équation (2.1) et les conditions aux limites de type

Dirichlet est égale a :

ux

ek —1
cx)=(L—c)|—=p— |t <o

ek —1

ou ¢, et c; représentent respectivement les valeursde cenx =0 etx = L.

La solution exacte a été comparée avec la solution numérique obtenue par la méthode de
Galerkine pour différentes valeurs du nombre de Peclet et avec les données suivantes : ¢, =
1,c, = 0,u=1etL = 1. Lalongueur L a été discrétisée en 10 éléments, soit h, = 0.1. Quatre
valeurs du coefficient de diffusion k ont été considérées : k = 0.1,k = 0.05,k = 0.04 etk =
0.01, ce qui correspond a quatre valeurs du nombre de Peclet: P, =0.5,P, =1,P, =
1.25et P, = 5. La figure 2.4 montre que la solution numérique obtenue par la méthode de
Galerkine présente des instabilités numériques dés que le nombre de Peclet devient supérieur

a 1. Ces oscillations non-physiques s’amplifient au fur et a mesure que le nombre de Peclet

augmente et tendent vers 1’infini dans le cas d’une convection pure(P, = o).

Conclusion : La méthode des éléments finis de type Galerkine ne convient pas aux problemes
a convection dominante(P, > 1). La raison est que I’approximation de 1’équation (2.1) par la
méthode de Galerkine introduit une diffusion numérique négative, siege potentiel d’oscillations
non-physiques. Ce type de discrétisation conduit a la résolution d’une équation modifiée a

diffusion réduite.




— Galerkin Pe=0.4 — Galerkin Pe=1
—& —Exacte Pe=0.5 —& —Exacte Pe=1

Galerkin Pe=1.25 — Galerkin Pe=A
—& —Exacte Pe=1.25 —& —Exacte Pe=5

Figure 2.4 : Influence du nombre de Peclet sur la solution numérique

2.2 Méthode de Petrov-Galerkine

Pour remédier aux problemes des oscillations générées par la méthode de Galerkine, Hughes

et al (Brooks, 1980) ont eu I’idée de changer la fonction test. Ils ont pris une fonction test ¢p* de

la forme:

¢ = dp(x) + T Lstan(P) 2.6

ou ¢ (x) est la fonction test de Galerkine (équation (1.30)) et L, €st un opérateur différentiel

de stabilisation qui difféere selon les méthodes suivantes :




a- Methode SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkine method):
Pour la méthode SUPG, L, correspond a la partie advective de 1’opérateur £ donné par
I’équation (1.7):

2.7
Lstap = U=

dx

ainsi la fonction test s’écrit :

¢>*=¢+Tui—¢

b- Méthode GLS (Galerkine Least-Squares method) :
Pour la méthode GLS, on prend Lgqp = L :

I _ d d(kd)
stab = W T dx N dx

et la fonction test s’écrit :

. _ dp d ( do
d) —¢+T<Ua—a(ka)> 2.10

Le terme t présent dans 1’équation (2.6) est un parametre de stabilisation, il dépend des
parameétres physiques du probleme (u et k) et du parametre du maillage h,.

Comme les fonctions d’interpolation sont linéaires, les méthodes SUPG et GLS sont identiques
dans notre cas.

2.3 Méthode de la diffusion artificielle ajoutée (DAA)

L’apparition des instabilités numériques dans le cas de la convection dominante est due au fait
que 1’équation discrétisée a 1’aide de la méthode de Galerkine revient a résoudre un probléme

sous diffusé de la forme :

de_d_wy%) -y 2.11
udx dx dx | '

ou k™ est une diffusion parasite qui augmente avec le nombre de Peclet et devient supérieure a
la diffusion physique k et par conséquent la diffusion totale (k — k*) devient négative
provoquant ainsi des instabilités numériques, d’ou I’idée de rajouter a 1’équation d’origine (1.1)
une diffusion artificielle k pour contre balancer cette diffusion parasite k* engendrée par la
formulation de Galerkine, ceci est le principe de la méthode DAA. Pour déterminer la valeur

optimale de %, considérons I’exemple suivant :




u_—_

dc d(
dx dx

dx

c(0)=0, c(L)=c¢

En supposant u et k constants et en prenant un maillage a deux éléments égaux de
longueurs h, = L/2, la solution exacte au centre du domaine est, selon 1’équation (2.5), égale
a:

uh,

E) () e ons

c, =C = avec P, =
z uL e4Pe — 1] e2Pe + 1 € 2k

ek —1
Par ailleurs, la solution au centre du domaine calculée par la méthode de Galerkine est :

Cy = %(1 —F) 2.14
D’apres I’équation précédente ¢, devient négative pour P, > 1, ce résultat est non physique car
d’aprés I’équation (2.13),c, est positiveV P,, d’ou I’idée est de rajouter a la diffusion
physique k, une diffusion artificielle k de la telle sorte que la solution de Galerkine soit

identique a la solution exacte :

c‘(l uh, )_ c
2 2(k+k)  e?Pe+1

uh, 2 e?Pe — 1

—=1- =
2(k+k) e?Pe +1 e2Pe 41

= th(R,)

En inversant 1’équation précédente, on obtient :
2 (k+k)
uh,

2k 1
= coth(P,) — Fe

= coth(P,)

~ uh, 1
k = T(COth(Pe) - E)

qui s’écrit sous la forme :

((Pe) = COth(Pe) _Pl

e




La méthode DAA est une méthode de Galerkine mais avec un coefficient de diffusion égal

ak + k, latable F, reste identique a celle de Galerkine, par contre la table K, est égale a :

Ke = 'l_le K1 + &TeKz 217

U h 2.18
ez = ((Pe)

Le précédent exemple a été traité par la méthode DAA, la solution numérique concorde

g, =k, +

parfaitement avec la solution exacte quelle que soit la valeur du nombre de Peclet, et méme

dans le cas extréme d’une convection pure(P, = o) (figure 2.5).

Cette pratique d’ajouter une diffusion artificielle k est beaucoup utilisée pour stabiliser la
solution numérique, malheureusement la valeur de cette diffusion, donnée par 1’équation (2.15)
est valable uniqguement pour le cas unidimensionnel linéaire, dans le cas non linéaire ou dans

le cas multidimensionnel, on ajuste manuellement ce coefficient.




Galerkin Pe=0.5
—& —Exacte Pe=0.5

Galerkin Pe=1
—& —Exacte Pe=1

N N . W . W N . W .

— Galerkin Pe=1.25
— —Exacte Pe=1.25

— izalerkin Pe=5
—& —Exacte Pe=5

Figure 2.5 : Solution donnée par la méthode DAA
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3.1 Composantes d’un code de calcul Eléments Finis

Un code de calcul Eléments Finis se compose de trois parties :

* Maillage ou preétraitement

Cette opération consiste a découper le domaine de calcul D en sous domaines D,. Dans le cas
1D, le domaine D est une longueur L et D, est soit un élément linéaire a 2 nceuds (L2), soit un
¢lément quadratique a trois nceuds ou autre mais 1’¢lément L2 reste I’élément préféré en
mécanique des fluides. L opération du maillage est cruciale pour la précision du calcul, le
maillage doit étre raffiné (h, faible) dans les zones de forte variation de la solution, mais
comme on ignore la solution au départ, on procéde d’abord a un premier calcul sur un maillage
initial quelconque, on localise les zones de forte variation de la solution et on refait le calcul
avec un maillage plus raffiné en ces zones. Dans le cas 1D ou 2D (domaine quadrilatere), le
programme informatique qui fait le maillage est trés simple. Cependant, pour les formes
géométriques complexes (2D ou 3D), I’opération du maillage s’avére complexe. Un spécialiste
de la méthode des éléments finis n’est pas censé étre un spécialiste du maillage car c’est une
spécialité a part. Fort heureusement qu’on puisse trouver sur le web des mailleurs (logiciel qui
fait le maillage) gratuits. Les inputs du maillage sont la géométrie, le type de 1’élément et la
taille h,. Les outputs du maillage sont les coordonnées de chaque nceud et les connectivités de

chaque élément.

* Solveur

Le solveur est la partie principale d’un code éléments finis, c’est la partie qui fait le calcul :
Lecture des donnees (maillage, paramétres physiques, conditions aux limites et
initiales,..)

Calcul élémentaire : K¢, K¢, Fe, Re

Assemblage : Kg, Kig, Fg, Rg

Prise en compte des conditions aux limites




- Reésolution du systeme

* Post-traitement
La partie post-traitement est la partie qui traite les résultats (tracé des courbes, isosurfaces,

isolignes,...).

Algorithme

Maillage
- Lecture des données (Longueur L, Conditions aux limites,...)
- Choix du nombre d’éléments n,
- Calcul de la table des coordonnées x
- Calcul de la table des connectivités connec

Solveur
- Initialisation a zéro de K, et F,
- Boucle sur les éléments

- Extraire la table de localisation loce

- Extraire les coordonnées élémentaires x. (X, peut servir éventuellement

au calcul des paramétres physiques i, k,, A, B,0U B.

x. = X(loce)
- Introduire les paramétres élémentaires #,, k,, A, B,0U B,
- Calculer K, et F,
- Assemblage
- Fin de la boucle sur les éléments
- Prise en compte des conditions aux limites de Neumann
- Prise en compte des conditions aux limites de Dirichlet
- Résolution du systeme linéaire obtenu.
Post-traitement

- Tracer les courbes, comparer...

3.2 Exemples




Résoudre le probleme ci-dessous avec les trois méthodes citées précédemment dans les deux
cas suivants :
a- un maillage a 2 éléments

b- un maillage a 4 éléments. En déduire c(x = 2.75).

h( dc d(_de) ( ) = 0 € [0.4]
cosh(x T dx e I cosx)c —sinx =0 x ,

c(x=0)=1 etc(x=4)=0
Faire un programme matlab et tracer les solutions numeériques en utilisant un maillage

a 10 éléments.

a- Maillage a 2 éléments
La figure 3.1 résume toutes les informations liées au maillage, numéros des nceuds,
coordonnées nodales, numéros des éléments et leurs connectivités. Le nombre total des nceuds

est N = 3, le nombre total des éléments est n, = 2, la taille de I’élément est h, = 2.

3

1
]
L]

1

[

1

[

[

I

[

|
®

[
€1
= 0 Xy = 2?2

=y
[aN]

(45 )

Il
e

Figure 3.1 : Discrétisation du domaine en deux éléments L2

Les tables des coordonnées et connectivités globales sont données par les deux tableaux

suivants :

N° nceud | Coordonnée x
0.
2.




N° élément | connectivités
1 1 2
2 2 3

D’apres la figure 3.1, on a :

(9 12
X {Z} ,connec [2 3]

€1
L’inconnu du probleme est le vecteur global des variables nodales ¢g = {Cz}.
C3

1- Méthode de Galerkine

Calcul élémentaire

Le calcul élémentaire consiste a calculer K, et F, pour chaque élément du maillage.
Elémentl (e=1):

Table élémentaire des connectivités : loce(1) = connec(l, )=(1 2)
) ] c
Table elémentaire des variables nodales : ¢ = {Cl}

Table élémentaire des variables nodales virtuelles : ¢e = (1, P5)

X
Table élémentaire des coordonnées : x, = x(loce) = {x;} = {(2)}

Valeurs moyennes
T = X;+X;
¢ 2
U, = cosh(x,) = 1.5431

k, = e % = 0.3679

e = cosx, = 0.5403

B, = sinx, = 0.8415
- Tables élémentaires K, et F, : équations (1.79) et (1.80)

[—0.94-78 0.4075
—1.1356 0.5953

1

Ke-1 =
_ (0.8415
Feu1 = {0.8415}
- Forme intégrale élémentaire : équation (1.40)

SR e W )

- Extension de la forme intégrale élementaire

48




( —0.9478 0.4075 0](¢1 0.8415
We=t = (¢, P, P3)| |[-1.1356 0.5953 o0f{c2t— {0.8415
bg 0 0 0 \cs) 0

~————
extension de Ke=1 Cg extension de Fe=1

Elément2 (e = 2):
- Table élémentaire des connectivités : loce(2) = connec(2, :)=(2 3)
Table elémentaire des variables nodales : ¢, = {Z}
Table élémentaire des variables nodales virtuelles : ¢ = (¢, , P3)

X
Table élémentaire des coordonnées : x, = x(loce) = {xz} = {i}

Valeurs moyennes
_ Xyt X3
Xe=—F— =
u, = cosh(x,) = 10.0677
.= e %= 0.0498

3

e = cosx, = —0.99

B, = sinx, = 0.1411

Tables élémentaires K, et F, : équations (1.79) et (1.80)
K. = [—4.3489 5.3389
e=2 7 1-4.7287 5.7187

Fer = 0 1411)

- Forme intégrale élémentaire : équation (1.40)

v ([ - G1)

- Extension de la forme intégrale élémentaire

0 0 0 C1 0
We=2 = (¢, ¢, $3)| |0 —4.3489 5.3389 {CZ — {0.1411}

S 0 —4.7287 5.7187l\cs)  lo.1411

extension de Ke=2» Cg extension de Fe=7

Assemblage
L’assemblage consiste a additionner les formes intégrales €lémentaires et en déduire K, et Fy.

En additionnant les deux formes élémentaires (W ¢=1) et (W*¢=2), on obtient :




( —0.9478 0.4075 0 0.8415
W = ¢, [—1.1356 0.5953 — 4.3489 5.3389] Cg — {0.8415 + 0.1411}
0 —4.7287 5.7187 0.1411
Kg Fg

d’ou:

Kg =|—-1.1356 —3.7537 5.3389 0.9826

—0.9478 0.4075 0 0.8415
ct Fg =
0 —4.7287 5.7187 0.1411

Prise en compte des conditions aux limites de Dirichlet

Des conditions de Dirichlet sont appliquées aux deux nceuds frontiéres, in = 1 avec ¢; = 1,

in=3avecc; =0.

En appliquant les équations (1.74) et (1.75) avec in = 1 et c; = 1, on obtient :

0.8415) (—0.9478 1
F, = {0.9826( —{ —1.1356 { c; etFy(1) = c; soit Fy = {2.1182

0.1411 0

0.1411

1 0 0
=Kg=|0 -3.7537 5.3389
0 —4.7287 5.7187

En appliquant les équations (1.74) et (1.75) avec in = 3 et c; = 0, on obtient :

1 0 1
F, = {2.1182} - {5.3389} c; etFy(3) = o soit Fy = {2.1182}
0.1411) 57187 0

1 0 0
K,=|0 -3.7537 0
0 0 1
Résolution (équation (1.81))

1 0 07 (€1 1
0 —3.7537 0f3C2¢ =42.1182
0 0 1163 0

La résolution du systeme précédent donne :

C1 1
Cg = {Czl = {—0.5643}
C3 0




2. Méthode DAA

Ce que differe par rapport a la méthode de Galerkine, est uniquement le calcul de la table K4,
calculée a partir de ’équation (2.17) :

Elément 1 :

e

P, _uh = 4.1945 £, = 1.5438
e =55 =% , & =1

—0.3599 -0.1805

Ke-1 = [—1.7235 1.1832

Elément 2 :

P, =202.2144, &, =10.0677

K :[0.6600 0.3300
e=2 797377 10.7277

Aprés assemblage et prise en compte des conditions aux limites de Dirichlet, on obtient :
1 0 07 (61 1
0 1.8432 0|3¢2¢ =42.7061
0 0 11\¢3 0

Soit apres résolution :

b- Maillage a 4 éléments
La figure 3.2 résume toutes les informations liées au maillage. Le nombre total des noeuds

est N = 5, le nombre total des éléments est n, = 4, la taille de I’élément est h, = 1.

e =3 e =4

4 5

l_'T

o

:3 ::":1'

¥y =10 7 =2 x

Figure 3.2 : Maillage du domaine en quatre éléments L2

Les tables des coordonnées et connectivités globales sont données par les deux tableaux

suivants :




Coordonnée x

N° élément | connectivités

2

3
4
5

Les tables globales des coordonnées et connectivités sont égales a :
(0Y

1 2

1
x=!2L connec = 23
’ 3 4
4 5

&
4
L’inconnu du probléme du probléme est le vecteurcg =(c1 ¢ €3 €4 Cs)t

1- Méthode de Galerkine
Pour éviter de faire 1’extension de chaque matrice ¢lémentaire et gagner ainsi en espace de
stockage, on applique 1’algorithme d’assemblage pour le traitement du 2°™ cas.

- Initialiser a zéro Kg et Fy:

Boucle sur les éléments
Elémentl(e=1):

- Table élémentaire des connectivités : loce(1) = connec(1, :)=(1 2)




1z . . C1
Table élémentaire des variables nodales : ¢, = {Cz}
Table élémentaire des variables nodales virtuelles : ¢ = (¢1, P5)

sz . , . _ _ xl . 0
Table élémentaire des coordonnées : x, = x(loce) = {xz} = {1}

Valeurs moyennes
¥ = X1 + X _
¢ 2

i, = cosh(x,) = 1.1276

k, = e~ = 0.6065

A, = cosx, = 0.8776

B, = sinx, = 0.4794

- Tables élémentaires K, et F,

0.5

0.2498 —0.1890
1.3166 0.8778

Foes = {7307}

Ke-1 = [:

- Assembler K, dans K, et F, dans F,

En appliquant les équations (1.69) et (1.70), on obtient :

0.2397
0.2397

—0.2498 —-0.1890 0
0
01; Fg = 0
0
0

0
—1.3166 0.8778 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Elément2 (e = 2):

0
0

0
0
0
0
0

Table élémentaire des connectivités : loce(2) = connec(2, :)=(2 3)
. C

Table élémentaire des variables nodales : ¢, = {62}

Table élémentaire des variables nodales virtuelles : ¢ = (¢, , P3)

s . L X2 1
Table elémentaire des coordonnées : x, = x(loce) = {x3} = {2}

Valeurs moyennes
- Xt Xy
Xe=—F— =
i, = cosh(x,) = 2.3524
k, = e % = 0.2231
A, = cosx, = 0.0707

1.5




B, = sinx, = 0.9975
- Tables élémentaires K, et F,

—0.9767 0.9413
—1.4111 1.3758

Foez = {s087)

Ke=2 =

- Assembler K, dans K, et F, dans Fg

En appliquant les équations (1.69) et (1.70), on obtient :

—1.3166 0.8778 —0.9767 0.9413
0 —-1.4111 1.3758

l 0 0 0
0 0 0
02397
0.2397 + 0.4987
0.4987

0 )

- Table élémentaire des connectivités : loce(3) = connec(3, :)=(3 4)

[—0.2498 —0.1890 0

Kg =

Elément3 (e = 3):

Y . . C
Table elémentaire des variables nodales : ¢, = {Ci}

Table élémentaire des variables nodales virtuelles : ¢ = (¢3 , P4)

X
Table élémentaire des coordonnées : x, = x(loce) = {xi} = {;2:,}

Valeurs moyennes
7 = X1 + Xy _
e — 2 -
U, = cosh(x,) = 6.1323
k, = e % = 0.0821
A, = cosx, = —0.8011
B, = sinx, = 0.5985
Tables élémentaires K, et F,

K :[—2.7170 3.1176
e=3 7 1-3.0147 3.4153

Foes = {q'4o37)

2.5




- Assembler K, dans K, et F, dans Fg

En appliquant les équations (1.69) et (1.70), on obtient :

—0.2498 —0.1890 0 0

—1.3166 0.8778 —0.9767 0.9413 0
0 —-1.4111 1.3758 — 2.7170 3.1176

0 0 —3.0147 3.4153
0 0 0 0
( 0.2397 \
0.2397 + 0.4987
=4 0.4987 + 0.2992 }
0.2992

0 )

g

Elément4 (e = 4):
Table elémentaire des connectivités : loce(4) = connec(4, :)=(4 5)

" . . Cy
Table élémentaire des variables nodales : ¢, = {Cs}

Table élémentaire des variables nodales virtuelles : ¢ = (¢4, Ps)

Table élémentaire des coordonnées : x, = x(loce) = {x;‘} = {i}

Valeurs moyennes
— X tXp
Xe = > =
u, = cosh(x,) = 16.5728
k, = e % = 0.0302

3.5

A, = cosx, = —0.9365

B, = sinx, = —0.3508

- Tables élémentaires K, et F,

—7.9441 8.4123]
—8.1605 8.6288

Foos = {Zg1754)

Ke-4 =

- Assembler K, dans K, et F, dans Fg

En appliquant les équations (1.69) et (1.70), on obtient :




—0.1890 0 0 0
0.8778 — 0.9767 0.9413 0 0
-1.4111 1.3758 — 2.7170 3.1176 0

0 —3.0147 3.4153 —7.9441 8.4123
0 0 —8.1605 8.6288

{ 0.2397 ‘

0.2397 + 0.4987
Fg = i0.4987 + 0.2992}

]

0.2992 - 0.1754
—0.1754

Fin de la boucle sur les éléments

On réécrit K, et Fy :
[—0.2498 —0.1890 0 0 0 ] { 0.2397 ]

~13166 —0.0988 0.9413 0 0 0.7385
Ko=| 0  —14111 -13413 31176 0 ‘ L= 0.7980}
0 0  —3.0147 —45288 84123 0.1238
0 0 0  —81605 8.6288 —0.1754)

Prise en compte des conditions aux limites de Dirichlet

En appliquant les équations (1.74) et (1.75) avec, in = 1 etc; = 1, puis avec, in =5 et ¢g =
0, on obtient :

1 0 0 0
[0 —0.0988 0.9413 0
K, =10 -1.4111 -1.3413 3.1176

0 0 —3.0147 —4.5288

0 0 0 0
Résolution (éguation (1.73))

0 0 0
—0.0988 0.9413 0
—-1.4111 -1.3413 3.1176

0 —3.0147 —4.5288
0 0 0

1.0000
—4.7136
=4 1.6883
—1.1512

0

2. Méthode DAA

Ce que difféere par rapport a la méthode de Galerkine, est uniquement le calcul de la table K,.

D’aprés 1’équation (2.17) :




Elément 1 :

P, =0.9296, £, =0.7719

K :[—0.0844 —0.3544
e=1 7114820 1.0432

Elément 2 :

P, =52714, £, =11763

K :[—0.0235 —0.0119
e=2 — 23643 2.3289

Elément 3 :

P, =37.3533, £ =3.0661

K . _[02670 01335
e=3 7 |_59988 6.3993

Elément 4 :

P, = 274.4083, &, = 82864

K =[0.3122 0.1561
e=4 "~ | _16.4167 16.8850

Aprés assemblage, on obtient les tables globales :

—0.0844 —0.3544 0 0 0 0.2397

—1.4820 1.0197 -0.0119 0 0 0.7385
0 —2.3643 2.5959 0.1335 0 , g =4 0.7980

0 0 —5.9988 6.7115 0.1561 0.1238
0 0 0 —16.4167 16.8850 —0.1754

Apres la prise en compte des conditions aux limites de Dirichlet, on obtient le systeme :

0 0 0 07 (1 1
1.0197 —-0.0119 0 C2 2.2205
—2.3643 2.5959 0.1335 €3 =140.7980

0 —5.9988 6.7115 Cq 0.1238
0 0 0 Cs 0

0
0
0
0

Apreés résolution :

Discussion : La figure 3.3 trace les solutions des trois méthodes pour un maillage a 10 éléments

(n, = 10), la solution de Galekine est erronée, ce résultat était attendu car on est dans un cas

e
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de convection dominante, cependant, les méthodes DAA et SUPG donnent des résultats trés

proches, les deux solutions deviennent identiques en raffinant d’avantage le maillage.

Solution Galekine

Solution DAA
———-Solution SUPG

1

2
X

Figure 3.3 : Solutions numériques obtenues par les trois méthodes

Programme numérique en langage matlab
La résolution d’un probléme mathématique par la méthode des éléments finis passe

nécessairement par 1’établissement d’un programme numérique en choisissant un langage de

programmation (Fortran, C, C++,... ou matlab). Pour des raisons de simplicité, on a choisi le

langage matlab. On donne ci-dessous un programme matlab incluant les trois méthodes et
permettant de résoudre 1I’exemple en question. On a essayé de donner un programme le plus
simple possible, devant chaque ligne du programme, on a donné 1’équation qui lui correspond

dans la formulation mathématique.

Probléme linéaire avec des conditions aux limites de Dirichlet
Méthode Galerkine
Méthode DAA
Méthode SUPG

%oclear all

% Choix de la méthode: imeth = 1(Galerkine), 2(DA), 3(SUPG)
imeth=3;

%

L=4; % L = longueur totale du domaine

ne=10; % ne = nombre des éléments

e
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he=L/ne; % he = taille de I'élément
N=ne+1; % N =nombre total des nceuds
% Introduire les valeurs limites
c0=1; cl=0;
% Calculer les coordonnées des nceuds Eq.(1.14)
for in=1:N
x(in)=he*(in-1);
end
% Calculer les connectivités des éléments Eq.(1.12)
for ie=1:ne
connec(ie,1)=ie;
connec(ie,2)=ie+1;
end
% Initialiser a zéro Kg et Fg
Kg=zeros(N,N); Fg=zeros(N,1);
% Boucle sur les éléments
for e=1:ne
% Extraire les connectivités de I'élément Eq.(1.13)
loce=connec(e,:);
% Extraire les coordonnées nodales de I'élément
xe=x(loce);
% Calculer la valeur moyenne de xe
Xm=mean(xe);
% Calculer les paramétres physiques élémentaires moyennes
uem=cosh(xm); kem=exp(-xm); Aem=cos(xm); Bem=sin(xm);
% Calculer les matrices K1, K2, K3
K1=0.5*[-1 1;-1 1]; % Eq. (1.38)
K2=[1-1;-1 1}/he; % Eq. (1.39)
K3=[2 1;1 2]*he/6; % Eq. (1.46)
V=0.5*he*[1;1]; % Eq. (1.37)
U=[-1;1];
% Calculer Ke et Fe
if imeth==1
Ke=uem*K1+kem*K2-Aem*K3; % Eq. (1.79)
Fe=Bem*V, % Eq. (1.80)
elseif imeth==2
Pe=0.5*uem*he/kem; % Eq. (1.117)
zeta=coth(Pe)-1/Pe; % Eq. (1.124)
epe=kem+0.5*uem*he*zeta; % Eq. (1.126)
Ke=uem*K1+epe*K2-Aem*K3; % Eq. (2.17)
Fe=Bem*V; % Eq. (1.80)
elseif imeth==
Pe=0.5*uem*he/kem;
zeta=coth(Pe)-1/Pe;
we=0.5*he*zeta;
epe=kem+we*uem;
Ke=uem*K1+epe*K2-Aem*(K3+we*K1");
Fe=Bem*(V+we*U);
end
% Assemblage
Kg(loce,loce)=Kg(loce,loce)+Ke; % Eq.(1.69)
Fg(loce)=Fg(loce)+Fe; % Eq.(1.70)
end
% Fin de la boucle sur les éléments

% Introduire les conditions aux limites de Dirichlet
Fg=Fg-Kg(:,1)*c0; Fg(1)=cO0; % Eq.(1.74)
Kg(:,1)=0; Kg(1,:)=0; Kg(1,1)=1; % Eq.(1.75)
Fg=Fg-Kg(:,N)*cl; Fg(N)=cl; % Eq.(1.74)
Kg(:,N)=0; Kg(N,:)=0; Kg(N,N)=1; % Eq.(1.75)

e
59




% Résolution du systeme (1.73)
cg=Kg\Fg

% Tracé du graphe
plot(x,cg,'-k")

xlabel("x")

ylabel('c")

legend('Solution Galekine")

Fin du programme

Dans notre étude, on a présenté deux formules pour calculer F.. Dans cet exemple, on a

utilisé 1’équation (1.80) et pour calculer F,, on donne ci-dessous les solutions numériques du
2°™ cas en utilisant I’équation (1.84).

1- Méthode de Galerkine : équation (1.84)

E ={0.1402} F . _ (04320 0.3266 —0.0791
e=1 " 10.2805J)" "¢

=2 = {0.4433}’Fe=3 - {0.1986}'F"=4 - {—0.2287}
La solution obtenue est :

¢ 1.0000
(Cﬂ (—4.6429‘

C3 } =4 1.6682 }

Cy —1.1369
Cs 0 }

2- Méthode DAA : identique a celle de Galerkine

= Q3 - L4850 - (0

La solution obtenue est :

1.0000
2.1775
=142.1787
1.9651

0

On donne ci-aprés le programme matlab utilisant la 2°™ formule pour calculer F,

Probléme linéaire avec des conditions aux limites de Dirichlet
Méthode Galerkine
Méthode DAA
Méthode SUPG

%clear all
% Choix de la méthode: imeth = 1(Galerkine), 2(DA), 3(SUPG)
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imeth=3;
%
L=4; % L = longueur totale du domaine
ne=10; % ne = nombre des éléments
he=L/ne; % he =taille de I'élément
N=ne+1; % N =nombre total des noccuds
% Introduire les valeurs limites
c0=1; cl=0;
% Calculer les coordonnées des nceuds Eq.(1.14)
for in=1:N
x(in)=he*(in-1);
end
% Calculer les connectivités des éléments Eq.(1.12)
for ie=1:ne
connec(ie,1)=ie;
connec(ie,2)=ie+1;
end
% Initialiser a zéro Kg et Fg
Kg=zeros(N,N); Fg=zeros(N,1);
% Boucle sur les éléments
for e=1:ne
% Extraire les connectivités de I'élément Eq.(1.13)
loce=connec(e,:);
% Extraire les coordonnées nodales de I'élément
xe=x(loce);
% Calculer la valeur moyenne de xe
Xm=mean(xe);
% Calculer les paramétres physiques élémentaires moyennes
uem=cosh(xm); kem=exp(-xm); Aem=cos(xm);
% Calculer les valeurs nodales de B(x)
Be=sin(xe");
% Calculer les matrices K1, K2, K3
K1=0.5*[-11;-1 1]; % Eq. (1.38)
K2=[1-1;-1 1}/he; % Eq. (1.39)
K3=[2 1;1 2]*he/6; % Eq. (1.46)
% Calculer Ke et Fe
if imeth==1
Ke=uem*K1+kem*K2-Aem*K3; % Eq. (1.79)
Fe=K3*Be;; % Eq. (1.84)
elseif imeth==
Pe=0.5*uem*he/kem;
zeta=coth(Pe)-1/Pe;
epe=kem+0.5*uem*he*zeta;
Ke=uem*K1+epe*K2-Aem*K3; % Eq. (2.17)
Fe=K3*Be; % Eq. (1.84)
elseif imeth==3
Pe=0.5*uem*he/kem;
zeta=coth(Pe)-1/Pe;
we=0.5*he*zeta;
epe=kem+we*uem;
Ke=uem*K1+epe*K2-Aem*(K3+we*K1");
Fe=(K3+we*K1")*Be;
end
% Assemblage
Kg(loce,loce)=Kg(loce,loce)+Ke; % Eq.(1.69)
Fg(loce)=Fg(loce)+Fe; % EQq.(1.70)
end
% Fin de la boucle sur les éléments

% Introduire les conditions aux limites de Dirichlet
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Fg=Fg-Kg(:,1)*c0; Fg(1)=cO0; % Eq.(1.74)
Kg(:,1)=0; Kg(1,:)=0; Kg(1,1)=1; % Eq.(1.75)
Fg=Fg-Kg(:,N)*cl; Fg(N)=cl; % Eq.(1.74)
Kg(:,N)=0; Kg(N,:)=0; Kg(N,N)=1; 9% Eq.(1.75)

% Résolution du systéeme (1.73)
cg=Kg\Fg

% Tracé du graphe
plot(x,cg,'-k")

xlabel("x")

ylabel('c")

legend('Solution Galekine")

Exemple 2

On reprend I’exemple précédent et on change les conditions aux limites :

(cosh(a) T2~ (e 5) ~ (cosx)e —sinx = 0 x € [0,4]
cosn(x dx dx e dx cosx)c sSinx = X )

L (x=0)=1 t(kdc) —2c-35
C\X = = c dxx=4_c

Résoudre le probléme ci-dessus en utilisant les trois méthodes avec un maillage & 4 éléments.
Faire un programme matlab et tracer la solution.

1. Méthode de Galerkine

On reprend les tables K, et Fy déja calculées :

—0.2498 -0.1890 0 0 0

—1.3166 —0.0988 0.9413 0 0
0 -1.4111 -1.3413 3.1176 0 | Fg=

0 0 —3.0147 —4.5288 8.4123
0 0 0 —8.1605 8.6288

Prise en compte des conditions aux limites de Neumann :

En identifiant le flux imposé (kdc/dx) -, = 2c — 35 avec I’équation (1.51), ona f = 2 et
a = —35. Cependant, ce flux est imposé uniquement au nceud in = N et par conséquent les

tables K. et F. définies par les équations (1.53) et (1.54) sont égales a :

Ke=[o Sl Fe={35)

En appliquant les équations (1.72), on obtient :
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—0.2498 -0.1890 0 0 0 0.2397

—1.3166 —0.0988 0.9413 0 0 0.7385
0 —-1.4111 -1.3413 3.1176 0 |, Fg=4 0.7980

[ 0 0 —3.0147 —4.5288 8.4123J 0.1238
0 0 0 —8.1605 6.6288 —35.1754

Prise en compte des conditions aux limites de Dirichlet

En appliquant les équations (1.74) et (1.75) avec in = 1 et ¢c; = 1, on obtient :

1 0 0 0 0 1

0 —0.0988 0.9413 0 0 2.0551
K,=10 —-14111 -1.3413 3.1176 0o |, Fy = 0.7980

g
l0 0 —3.0147 —4.5288 8.4123 0.1238
0 0 0 —8.1605 6.6288 —35.1754
Résolution

o 0 0 1 (1)

—-1.4111 -1.3413 3.1176 0 €3 =4 0.7980
llO 0 —3.0147 —4.5288 8.4123JI LC4J L 0.1238 J
0 0 0 —8.1605 6.6288- \C5 —35.1754

0
|O —0.0988 0.9413 0 0 | C2 2.0551 L
0

(€1 ( 1.0000 Y
C2 17.1724
=46 =4 3.9864

LC4J L 9.7438 J
Cs 6.6890

Remarque : La prise en compte des conditions aux limites de Neumann est la méme pour

Cg

toutes les méthodes.
2. Méthode DAA

On refait la méme procédure mais avec les tables K, et F, calculées par méthode DAA :

—0.0844 —0.3544 0 0 0 0.2397

—1.4820 1.0197 —-0.0119 0 0 0.7385
0 —2.3643  2.5959 0.1335 0 g =1 0.7980

0 0 —5.9988 6.7115 0.1561 0.1238
0 0 0 —16.4167 16.8850 —0.1754
On obtient apreés la résolution :

1.0000
2.2033
2.2112

Probléme linéaire avec des conditions aux limites mixtes
Méthode Galerkine
Méthode DAA




%clear all
% Choix de la méthode: imeth = 1(Galerkine), 2(DA), 3(SUPG)
imeth=3;
%
L=4; % L = longueur totale du domaine
ne=10; % ne = nombre des éléments
he=L/ne; % he = taille de I'élément
N=ne+1; % N =nombre total des nceuds
% Introduire les valeurs limites
c0=1; cl=0;
% Calculer les coordonnées des nceuds Eq.(1.14)
for in=1:N
x(in)=he*(in-1);
end
% Calculer les connectivités des éléments Eq.(1.12)
for ie=1:ne
connec(ie,1)=ie;
connec(ie,2)=ie+1;
end
% Initialiser a zéro Kg et Fg
Kg=zeros(N,N); Fg=zeros(N,1);
% Boucle sur les éléments
for e=1:ne
% Extraire les connectivités de I'élément Eq.(1.13)
loce=connec(e,:);
% Extraire les coordonnées nodales de I'élément
xe=x(loce);
% Calculer la valeur moyenne de xe
Xxm=mean(xe);
% Calculer les paramétres physiques élémentaires moyennes
uem=cosh(xm); kem=exp(-xm); Aem=cos(xm); Bem=sin(xm);
% Calculer les matrices K1, K2, K3
K1=0.5*[-11;-1 1]; % Eq. (1.38)
K2=[1-1;-1 1}/he; % Eq. (1.39)
K3=[2 1;1 2]*he/6; % Eq. (1.46)
V=0.5*he*[1;1]; % Eq. (1.37)
u=[-1;1]; % Eq. (1.150)
% Calculer Ke et Fe
if imeth==1
Ke=uem*K1+kem*K2-Aem*K3; % Eq. (1.79)
Fe=Bem*V, % Eq. (1.80)
elseif imeth==2
Pe=0.5*uem*he/kem;
zeta=coth(Pe)-1/Pe;
epe=kem+0.5*uem*he*zeta;
Ke=uem*K1+epe*K2-Aem*K3; % Eq. (2.17)
Fe=Bem*V, % Eq. (1.80)
elseif imeth==3
Pe=0.5*uem*he/kem;
zeta=coth(Pe)-1/Pe;
we=0.5*he*zeta;
epe=kem+we*uem;
Ke=uem*K1+epe*K2-Aem*(K3+we*K1");
Fe=Bem*(V+we*U);
end
% Assemblage
Kg(loce,loce)=Kg(loce,loce)+Ke; % Eq.(1.69)

e
64




Fg(loce)=Fg(loce)+Fe; % Eq.(1.70)
end
% Fin de la boucle sur les éléments

% Introduire la condition aux limites de Neumann au nceud in=N
Kc=[0 0;0 -2]; Fc=[0;-35]; % EQqs.(1.53) et (1.54)
Kg(N,N)=Kg(N,N)+Kc(2,2); % Eq. (1.72a)
Fg(N)=Fg(N)+Fc(2) % Eq. (1.72b)
% Introduire la condition aux limites de Dirichlet au nceud in=1
Fg=Fg-Kg(:,1)*c0; Fg(1)=cO0; % Eq.(1.74)
Kg(:,1)=0; Kg(1,:)=0; Kg(1,1)=1; % Eq.(1.75)
% Résolution du systeme (1.73)
cg=Kg\Fg
% Tracé du graphe
plot(x,cg,"-k")
xlabel("x")
ylabel('c")
legend('Solution Galekine")
Fin du programme




Conclusion Générale

La méthode de Galerkine, version standard de la méthode des éléments finis, est défaillante
quant a la résolution numérique de 1’équation de transport a convection dominante. En effet,
des oscillations parasites et non physiques apparaissent dés que le nombre de Peclet devient
supérieur a 1. Dans notre étude, nous avons développé une méthode alternative a celle de

Galerkine. Notre approche est basée sur 1’ajout d’une viscosité artificielle permettant de

stabiliser la solution numérique. Dans notre travail, nous avons pu quantifier avec exactitude

cette viscosité artificielle, le modele développé a été programmé dans un environnement matlab

et a été validé avec succes.
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