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Introduction

Une variété complexe (M,J), de dimension complexe 2n+ 1 est dite variété com-

plexe de contact s'il existe un recouvrement ouvert {Oi} de M tel que

1. Sur chaque Oi , il existe une 1-forme holomorphe θi telle que, en tout point,

θi ∧ (dθi)
n 6= 0,

2. Si Oi∩Oj 6= ∅, alors il existe une fonction holomorphe λij non nulle sur Oi∩Oj
telle que θi = λijθj sur Oi ∩ Oj.

La théorie des variétés complexes de contact est presque aussi ancienne que la théorie

moderne de la géométrie de contact réelle. Elle a commencé avec les articles de S.

Kobayashi [35] et W. M. Boothby [11, 12], mais elle n'a pas reçu autant d'attention

que la théorie de la géométrie de contact réelle. En 1965, dans [48], J. A. Wolf a étu-

dié les variétés complexes de contact homogènes et leur relation avec les quaternions

symétriques. Récemment, B. Foreman a dé�ni des structures métriques de contact

complexes et il a montré l'existence de telles structures dans sa thèse [24], ainsi il a

donné des exemples intéressants des variétés complexes de contact avec des formes

de contact globales [25]. Dans [32, 33, 34], S. Ishihara et M. Konishi ont développé la

théorie Riemannienne des variétés complexes de contact. Cependant, leur notion de

normalité telle qu'elle apparaît dans [33] semble trop forte puisqu'elle oblige la struc-

ture d'être de Kähler et n'inclut pas certains exemples naturels comme le groupe

complexe de Heisenberg HC. Cela a conduit B. Korkmaz à dé�nir une version plus

faible de la normalité dans [39], incluant ces exemples ainsi que les espaces projectifs

complexes de dimension impaire CP 2n+1 et c'est la notion de normalité que nous
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utilisons ici.

En 2003, B. Korkmaz a poursuivi son étude de la courbure des variétés complexes

métriques de contact et des déformations H-homothétiques, en particulier, elle a dé-

veloppé une théorie des espaces complexes de (κ, µ)-contact, qui sont des espaces

analogues à celle du cas réel [40].

Dans cette thèse nous nous intéressons aux propriétés symétriques des variétés com-

plexes de contact, à savoir, la Ricci-symétrie, la Ricci-semi-symétrie et la Ricci-pseudo-

symétrie. Les variétés complexes de contact normales et les variétés complexes de

(κ, µ)-contact localement symétriques sont étudiées par D. Blair et A. Mihai [8, 9].

D'après Schouten, la courbure d'une variété RiemannienneM peut être dé�nie comme

la mesure de second ordre pour le changement de direction après le transport parallèle

d'un vecteur autour d'une courbe fermée in�nitésimale. Les espaces dont les direc-

tions sont préservées après un transport parallèle autour de chaque courbe fermée

sont localement plats, c'est-à-dire qu'elle a R = 0. Les variétés non plates les plus

simples sont les espaces à courbure constante. Comme généralisation des espaces à

courbure constante, Cartan [15] a introduit les espaces localement symétriques, carac-

térisés par la condition ∇R = 0, c'est-à-dire par un tenseur de courbure parallèle. La

condition d'intégrabilité de ∇R = 0 est R.R = 0 et donc chaque espace symétrique

satisfait R.R = 0, mais l'inverse n'est pas vrai et les espaces pour lesquels R.R = 0,

en tout, point ont été appelés semi-symétriques par Szabó [44]. Les espaces les plus

simples pour lesquels le tenseur R.R de type courbure (0, 6) n'est pas identique à zéro

sont les espaces pseudo-symétriques au sens de R. Deszcz, qui se caractérisent par la

condition R.R = LQ(g,R), où L est une fonction réelle sur M et Q(g,R) est le ten-

seur Tachibana de M . Alors ces espaces pseudo-symétriques sont des généralisations

des espaces à courbure constante. Dans [28], S. Haesen, L. Verstraelen ont donné une

interprétation géométrique du tenseur R.R en montrant que ce (0, 6)- tenseur mesure

le changement de deuxième ordre de la courbure sectionnelle après le transport paral-

lèle d'un plan autour de chaque parallélogramme in�nitésimal dans M . De même, R.

Deszcz [18] a introduit la notion de la Ricci-pseudo-symétrie. Dans [10], B. Jahanaraa
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et coauteurs ont donné une interprétation géométrique du tenseur R.ρ.

L'objectif est d'étudier la pseudo-symétrie au sens de R. Deszcz des variétés com-

plexes de contact. Le travail est constitué de cinq chapitres :

Dans le premier chapitre nous avons tenu à rappeler les dé�nitions et théorèmes

fondamentaux concernant les variétés di�érentiables et en particulier les variétés Rie-

manniennes. Le second chapitre est consacré à la pseudo-symétrie au sens de R. Deszcz

et sa interprétation géométrique. Dans le troisième chapitre, on donne un aperçu sur

les di�érentes structures : la structure complexe, la structure presque complexe, la

structure Hermitienne et la structure de Kähler. Le quatrième chapitre est consa-

cré à la structure complexe de contact, la normalité, la courbure GH-sectionnelle,

les variétés complexes de contact à courbure constante et les variétés complexes de

(κ, µ)-contact. Dans le dernier chapitre nous présentons les résultats obtenus après

l'étude des propriétés symétriques des variétés complexes de contact normales et les

variétés complexes de (κ, µ)-contact.



Chapitre 1

Variété Riemannienne

Dans ce chapitre on rappelle les dé�nitions et les propriétés générales des variétés

di�érentiables et en particulier les variétés Riemanniennes que nous utiliserons dans

la suite. Les références utilisées [23, 26, 36, 49]

1.1 Variété di�érentiable

Une variété di�érentiable M de dimension n est un espace topologique séparé

muni d'une collection d'homéomorphismes

ϕi : Ui → Vi ⊂ Rn

appelées cartes avec {Ui} est un recouvrement ouvert de M et les Vi des ouverts de

Rn tels que pour chaque j et i le changement de cartes

ϕj ◦ ϕ−1i : ϕi(Uj ∩ Ui)→ ϕj(Uj ∩ Ui)

soit un di�éomorphisme de classe C∞. L'ensemble U = {(Ui, ϕi)} est dit atlas di�é-
rentiable. Deux atlas di�érentiables {(Ui, ϕi)} et {(U ′j, ϕ′j)} sont équivalents si, pour
tout Ui ∩ U ′j 6= ∅, les applications ϕi ◦ ϕ′−1j : ϕ′j(Ui ∩ U ′j) → ϕi(Ui ∩ U ′j) sont des

di�éomorphismes.

Au voisinage d'un point p de M , une carte (U,ϕ) sera notée (U, x1, . . . , xn).

7
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Application di�érentiable

Les variétés di�érentiables sont supposées paracompacts.

Dé�nition 1.1.1. Soient (Mm,UM), (Nn,UN) deux variétés di�érentiables de dimen-

sion m et n respectivement. Une application f : M → N est dite di�érentiable de

classe Ck (resp. C∞) en x ∈ M s'il existe une carte (U,ϕ) de UM qui contient x et

une carte (V, φ) de UN qui contient f(x) telles que l'application

φ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ φ(V )

soit de classe Ck (resp. C∞) en ϕ(x).

Si f est di�érentiable en tout point de M on dit alors que f est di�érentiable sur M .

1.1.1 L'espace tangent

Dé�nition 1.1.2. Soient Mn une variété di�érentiable de dimension n et x un point

de M . Une courbe passant par x est une application γ d'un intervalle I de R qui

contient 0 dans M tel que γ(0) = x. L'ensemble des courbes passant par un point x

de M est noté Kx

On dé�nit sur Kx une relation d'équivalence R par :

∀γ1, γ2 ∈ Kx; γ1Rγ2 ⇔ ∃(U,ϕ) ∈ UM ; (x ∈ U) et
d(ϕ ◦ γ1)

dt
(0) =

d(ϕ ◦ γ2)
dt

(0),

R est indépendante du choix de la carte. L'ensemble quotient (Kx)/R = TxM est

appelé espace tangent à M en x. Un élément γ̇(0) de TxM est dit vecteur tangent à

M en x.

Remarque 1.1.1.

1. Un vecteur tangent agit comme dérivation sur le germe des fonctions C∞(M)

sur M .

2. L'espace tangent TxM en x admet une structure d'espace vectoriel réel de dimen-

sion n. Pour une carte locale {U, x1, . . . , xn} en x, on note par ( ∂
∂x1
|x, . . . , ∂

∂xn
|x)

la base de TxM .
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3. L'ensemble TM =
⋃
x∈M

TxM est appelé le �bré tangent à M . TM admet la

structure d'une variété di�érentiable de dimension 2n. Un élément de TM est

un couple (x,Xx) où Xx est un vecteur tangent à M en x.

4. En tout point x de M , TxM est un espace vectoriel, on note T ∗xM son dual.

T ∗xM est appelé l'espace cotangent à M en x. Localement, on note par {dx1 |x
, . . . , dxn |x} la base duale de la base précédente.

5. L'ensemble T ∗M =
⋃
x∈M

T ∗xM est appelé le �bré cotangent, ce dernier admet la

structure d'une variété di�érentiable de dimension 2n. Un élément de T ∗M est

un couple (x, ωx) où ωx est une forme linéaire sur TxM .

6. La projection canonique π : TM → M (resp. π : T ∗M → M) est donnée par

π(x,Xx) = x (resp. π(x, ωx) = x ).

1.1.2 Champ de vecteurs et forme di�érentielle

Dé�nition 1.1.3. Soit M une variété di�érentiable de dimension n. Une section sur

M est une application X : M → TM (resp. ω : M → T ∗M) telle que π ◦ X = idM

(resp. π ◦ω = idM). Un champ de vecteurs X (resp. une forme di�érentielle ω) sur M

est une section de classe C∞. L'ensemble des champs de vecteurs (resp. des formes

di�érentielles) sur M est noté Γ(TM) ou X(M) (resp. Ω1(M)).

Crochet de Lie

Dé�nition 1.1.4. Soient M une variété di�érentiable de dimension n et X, Y deux

champs de vecteurs surM. Le crochet de Lie de X, Y est le champ de vecteurs [X, Y ]

donné par :

[X, Y ] : C∞(M) → C∞(M)

f → X(Y (f))− Y (X(f)).

Propriétés 1.1.1. Le crochet de Lie sur une variété di�érentiable M admet les pro-

priétés suivantes :

1. Pour tous X, Y ∈ Γ(TM), [X, Y ] = −[Y,X].
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2. Pour tous X, Y ∈ Γ(TM) et f, g ∈ C∞(M),

[fX, gY ] = f.g[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

3. Pour tous X, Y, Z ∈ Γ(TM),

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (identité de Jacobi).

1.2 Tenseur sur une variété di�érentiable

Dé�nition 1.2.1. Soit x un point de M, on dé�nit l'espace vectoriel réel

T (p,q)
x M = TxM ⊗ . . .⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

pfois

⊗ T ∗xM ⊗ . . .⊗ T ∗xM︸ ︷︷ ︸
qfois

de dimension np+q. Au voisinage de x, dans un système de coordonnées (xi), la base

de T (p,q)
x M est donnée par { ∂

∂xi1 |x
⊗ ∂

∂xip |x ⊗ dx
j1
|x ⊗ . . .⊗ dx

jq
|x} 1 ≤ i1, . . . , ip ≤ n

1 ≤ j1, . . . , jq ≤ n

.

Un élément de T (p,q)
x M est dit tenseur de type (p, q), alors un tenseur T de type (p, q)

s'écrit sous la forme

T = T
i1...ip
j1...jq

∂

∂xi1 |x
⊗ ∂

∂xip |x
⊗ dxj1|x ⊗ . . .⊗ dx

jq
|x où T

i1...ip
j1...jq

∈ R.

Remarque 1.2.1.

- L'ensemble T(x) = ⊕
p,q
T

(p,q)
x M muni du produit tensoriel admet la structure

d'une algèbre appelé algèbre tensorielle.

- On considère la variété di�érentiable

T (p,q)M =
⋃
x∈M

T (p,q)
x M

T (p,q)M est dit �bré des tenseurs de type (p, q). Une section de classe C∞ de

ce �bré est appelé champ de tenseurs de type (p, q). L'ensemble des champs de

tenseurs de type (p, q) est noté T(p,q)(M).

- On note par T(M) = ⊕
p,q
T(p,q)(M) l'algèbre tensorielle des champs de tenseurs.
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1.2.1 Connexion linéaire

Dé�nition 1.2.2. Soit M une variété di�érentiable de dimension n. Une connexion

linéaire (ou dérivée covariante des champs de vecteurs) est une application

∇ : Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM)

telle que,

1. Pour tous X1, X2, Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M) ;

∇fX1+X2Y = f∇X1Y +∇X2Y.

2. Pour tous X, Y1, Y2 ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M) ;

∇X(fY1 + Y2) = f∇XY1 +∇XY2 +X(f)Y1.

Au voisinage de x, dans un système de coordonnées (xi), on a pour tous i, j,

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk
où Γkij ∈ C∞(M),

les Γkij sont appelés les symboles de Christo�el.

Si X =
n∑
i=1

X i ∂
∂xi

et Y =
n∑
j=1

Y j ∂
∂xj

, relativement à une carte (U, x1, . . . , xn), alors

∇XY = X i

[
∂Y k

∂xi
+ Y jΓkij

]
∂

∂xk
(Convention d'Einstein).

Une connexion linéaire est dite :

1. Symétrique si Γkij = Γkji.

2. Plate si Γkij = 0.

Extension de la dé�nition de la dérivée covariante

Soit M une variété di�érentiable de dimension n et X un champ de vecteurs sur

M . ∇X peut se prolonger à une application linéaire de l'algèbre tensorielle T(M) sur

M telle que (voir [49])
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1. ∇X est une dérivation sur l'algèbre tensorielle T(M).

2. ∇X preserve le type de tenseur.

3. ∇X commute avec les contractions des tenseurs.

En tout champ de tenseurs T de type (k, l) on lui associé un champ de tenseurs

(∇T ) de type (k, l + 1) tel que (voir [36])

(∇XT )(X1, . . . , Xk) = ∇XT (X1, . . . , Xk)− T (∇XX1, . . . , Xk)

− . . .− T (X1, . . . ,∇XXk)

pour tous X,X1, . . . , Xk ∈ Γ(TM).

Dé�nition 1.2.3. Un champ de tenseurs T est dit parallèle si ∇T = 0.

1.3 Métrique Riemannienne

Dé�nition 1.3.1. Soit M une variété di�érentiable de dimension n. Une métrique

Riemannienne sur M est un champ de tenseurs de type (0, 2) tel que pour tout point

x de M l'application

gx : TxM × TxM → R

soit une forme bilinéaire, symétrique et dé�nie positive.

Une variété di�érentiable M munie d'une métrique Riemannienne g est dite variété

Riemannienne.

Remarque 1.3.1. Toute variété Di�érentiable admet une métrique Riemannienne.

1.3.1 Connexion de Levi-Civita

Théorème 1.3.1. Sur toute variété Riemannienne (M, g) il existe une unique connexion

∇ telle que

1. ∇ est symétrique.
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2. ∇ est compatible avec la métrique (∇g = 0), c'est à dire,

∀X, Y, Z ∈ Γ(TM), Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ).

Dé�nition 1.3.2. La connexion ∇ obtenue s'appelle la connexion de Levi-Civita ou

la connexion Riemannienne.

Les symboles de Christo�el de la connexion de Levi-Civita sont donnés par

Γkij =
1

2

n∑
l=1

gkl(
∂gil
∂xj

+
∂glj
∂xi
− ∂gij
∂xl

)

où (gij)ij est la matrice de la métrique Riemannienne et (gkl)kl est la matrice inverse

de la matrice (gij)ij.

1.3.2 La dérivée covariante

Dé�nition 1.3.3. SoientM une variété di�érentiable de dimension n et γ : I ⊂ R→
M une courbe de classe C∞. On appelle champ de vecteurs le long de γ une section

X : I ⊂ R → M

t → Xγ(t)

.

Soit t ∈ I, relativement à une carte locale (U,ϕ) au voisinage de γ(t), on a X(t) =

X i(t)∂i|γ(t) .

On noté Γγ l'ensemble des champs de vecteurs le long de γ.

Pour tous X, Y ∈ Γγ et f, h ∈ C∞(I), fX+hY est un nouveau champ de vecteurs

le long de γ.

Si ∇ est une connexion linéaire sur M et γ : I → M est une courbe de classe C∞

alors pour tous X ∈ Γγ, ∇γ̇(t)X ∈ Γγ.

Dé�nition 1.3.4. Le champ de vecteurs ∇γ̇(t)X est appelé la dérivée covariante de

X le long de γ. On le note par ∇tX ou
D

dt
X.
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Soit t ∈ I, relativement à une carte locale (U,ϕ) au voisinage de γ(t), si X(t) =

X i(t)∂i|γ(t) et ϕ ◦ γ(t) = (γ1, . . . , γn) alors la dérivée covariante de X le long de γ au

point t est donnée par :

∇γ̇(t)X =
n∑
j=1

Xj(t)

dt
+

n∑
i=1

Γkij
dγi(t)

dt
Xj(t)

 ∂k|γ(t)
Lemme 1.3.2. La dérivée covariante ∇t véri�e les propriétés suivantes :

1. ∇t(X1 +X2) = ∇tX1 +∇tX2.

2. ∇t(fX) =
df

dt
X + f∇tX

De plus, si ∇ est la connexion de Levi-Civita d'une métrique Riemannienne g

alors

3.
d

dt
g(X1, X2) = g(∇tX1, X2) + g(X1,∇tX2).

Dé�nition 1.3.5. Un champ de vecteurs X le long de γ est dit parallèle si ∇tX ≡ 0.

Proposition 1.3.3. Soit γ : I ⊂ R→M une courbe de classe C∞ dans M . Si t0 ∈ I
et v ∈ Tγ(t0)(M) localement il existe un unique champ de vecteurs parallèle X ∈ Γγ

tel que X(t0) = v.

1.3.3 Tenseur de torsion

Dé�nition 1.3.6. Soit M une variété di�érentiable de dimension n et soit ∇ une

connexion linéaire sur M. La torsion de ∇ est le champ de tenseurs de type (1, 2)

donné par

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ].

Remarque 1.3.2.

1. La connexion ∇ est symétrique si et seulement si elle est sans torsion c'est à

dire T = 0.

2. Toute connexion ∇ localement plate est sans torsion.

3. La connexion de Levi-Civita est sans torsion.
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1.3.4 La courbure Riemannienne

Dé�nition 1.3.7. Soit M une variété di�érentiable de dimension n et soit ∇ une

connexion linéaire sur M. Le champ de tenseur R de type (1, 3) dé�ni par

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

est dit tenseur de courbure associé à la connexion ∇.

Propriétés 1.3.1. Pour tous X, Y, Z ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M) on a

1. R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z.

2. R(fX, Y )Z = fR(X, Y )Z.

Si ∇ est la connexion de Levi-Civita sur (M, g) alors R est dite courbure de

Riemann.

Une courbure de Riemann peut être considéré comme le champ de tenseurs de type

(0, 4) donné par

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) ∀X, Y, Z,W ∈ Γ(TM).

Propriétés 1.3.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tous X, Y, Z,W ∈
Γ(TM), le tenseur de courbure de Riemann véri�e les propriétés suivantes

1. R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ),

2. R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ),

3. L'identité de Bianchi algébrique

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

4. L'identité de Bianchi di�érentielle

(∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X, Y ) = 0.
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1.3.5 Courbure sectionnelle

Dé�nition 1.3.8. Soient x un point d'une variété Riemannienne (Mn, g) (n ≥ 2) et

P le 2-plan engendré par les vecteursX et Y de TxM. On appelle courbure sectionnelle

de P en x le scalaire

Kx(P ) =
R(X, Y,X, Y )

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
.

Cette dé�nition est indépendante du choix de la base.

La courbure sectionnelle détermine la courbure de la variété.

Dé�nition 1.3.9. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. On dit

que M est une variété à courbure constante si en tout point x de M la courbure

sectionnelle est constante sur chaque 2-plan section de TxM .

Théorème 1.3.4. (Schur) Soit (M, g) une variété Riemannienne connexe de di-

mension n(n ≥ 3). Si pour chaque 2-plan P de TxM la courbure sectionnelle K(P )

ne dépend que du point x alors M est une variété à courbure constante.

Si la variété (M, g) est à courbure constante (= k) alors sa courbure Riemannienne

est donnée par

R(X, Y, Z,W ) = k [g(X,W )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y,W )] .

1.3.6 Courbure de Ricci

Dé�nition 1.3.10. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. La cour-

bure de Ricci est un tenseur de type (0, 2) dé�ni par

ρ(X, Y ) =
n∑
i=1

R(ei, X, Y, ei).

Le tenseur de Ricci ou l'opérateur de Ricci est le tenseur de type (1, 1) dé�ni par

QX =
n∑
i=1

R(X, ei)ei

pour tous X, Y ∈ Γ(TM), où {ei}i=1...n est une base orthonormée locale sur M.
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Remarque 1.3.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n.

1. La courbure de Ricci ρ est symétrique.

2. L'opérateur de Ricci Q est symétrique (auto-adjoint).

Courbure scalaire

Dé�nition 1.3.11. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. On appelle

courbure scalaire de M la fonction dé�nie par

s =
n∑

i,j=1

R(ei, ej, ej, ei).

où {ei}i=1...n est une base orthonormée locale sur M .

Propriétés 1.3.3. Soit (Mn, g) une variété Riemannienne à courbure constante k,

alors pour tous X, Y ∈ Γ(TM) on a

1. QX = k(n− 1)X,

2. ρ(X, Y ) = k(n− 1)g(X, Y ),

3. s = kn(n− 1).



Chapitre 2

La pseudo-symétrie et la

Ricci-pseudo-symétrie

Dans ce chapitre on donne la dé�nition de la pseudo-symétrie et la Ricci-pseudo-

symétrie au sens de R. Deszcz et leurs interprétations géométriques. Les références

souvent utilisées [10, 17, 18, 19, 20, 21, 28, 29].

2.1 La pseudo-symétrie

Soient (M, g) une variété Riemannienne et ∇ la connexion de Levi-Civita associée

à la métrique g. SoitK un champ de tenseurs de type (1, 1) alors d'après S. Kobayashi,

K. Nomizu [36], en tout point x de M , Kx est un endomorphisme linéaire de l'espace

tangent TxM qui se prolonge à une dérivation sur l'algèbre tensorielle T (x) tel que

∀T ∈ T (M)

(K.T )x = Kx.Tx.

Ainsi que K est une dérivation de T (M) admet les propriétés suivantes :

1. Pour tout champ de tenseurs T de type (0, k), K.T est un champ de tenseurs

de type (0, k + 2) donné par :

18
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(K.T ) (X1, . . . , Xk) = −T (KX1, . . . , Xk)− . . .− T (X1, . . . , KXk)

pour tous X1, . . . , Xk ∈ X (M)

2. Pour toute fonction f , K.f = 0.

3. K commute avec les contractions.

Soient X, Y deux champs de vecteurs sur M . R (X, Y ) et X ∧ Y sont les champs de

tenseurs de type (1, 1) donnés par

R(X, Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]. (2.1.1)

et

(X ∧g Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y (2.1.2)

alors d'après ce qui précède, ils déterminent des dérivations sur l'algèbre tensorielle

T (M) de M .

À la courbure Riemannienne R de type (0, 4) on lui associé le champ de tenseurs R.R

et le champ de tenseurs de Riemann-Tachibana Q (g,R) de type (0, 6) donnés

(R.R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = (R(X, Y ).R)(X1, X2, X3, X4)

= −R(R(X, Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, R(X, Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, R(X, Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, R(X, Y )X4),

Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = ((X ∧g Y ).R)(X1, X2, X3, X4)

= −R((X ∧g Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, (X ∧g Y )X2, X3, X4)

−R((X1, X2, (X ∧g Y )X3, X4)−R((X1, X2, X3, (X ∧g Y )X4)

pour tous X, Y,X1, X2, X3, X4 ∈ X(M).

Dé�nition 2.1.1. [44] Soit (M, g) une variété Riemannienne. M est dite semi-

symétrique si R.R = 0.

Évidemment, les espaces localement symétriques (∇R = 0) sont semi-symétriques.
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Dé�nition 2.1.2. [19] Soit (M, g) une variété Riemannienne. M est dite pseudo-

symétrique si R.R et Q (g,R) sont linéairement dépendants, c'est à dire ; s'il existe

une fonction LR sur M telle que la relation

R.R = LRQ(g,R) (2.1.3)

soit véri�ée sur UR = {x ∈M/Rx− s
n(n−1)Gx 6= 0}, où s est la courbure scalaire et G

est le champ de tenseurs de type (0, 4) dé�ni par

G(X1, X2, X3, X4) = g(X1, X4)g(X2, X3)− g(X1, X3)g(X2, X4).

Remarque 2.1.1.

1- Si LR est constante on dit que la pseudo-symétrie est de type constant et on dit

qu'elle est propre si LR 6= 0. Les espaces d'Atri de dimension 3 et les variétés

de Sasaki à courbure constante sont des modèles d'espaces pseudo-symétriques

de type constant [2, 3].

2- Toute variété semi-symétrique est pseudo-symétrique dont la fonction LR est nulle,

l'inverse n'est pas toujours vrai. Les espaces R3(−3) et H3(−3) sont des espaces

proprement pseudo symétriques [2, 3].

2.2 La Ricci-pseudo-symétrie

Dé�nition 2.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. M est dite Ricci-semi-

symétrique si le tenseur de courbure de Ricci ρ véri�e la relation suivante

R.ρ = 0 (2.2.1)

Dé�nition 2.2.2. [18] Soit (M, g) une variété Riemannienne. M est dite Ricci-

pseudo-symétrique si R.ρ et Q (g, ρ) sont linéairement dépendants, c'est à dire ; s'il

existe une fonction Lρ sur M telle que la relation

R.ρ = LρQ (g, ρ) (2.2.2)

soit véri�ée sur Uρ = {x ∈M/ρ− s
n
g 6= 0 en x}.
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Remarque 2.2.1.

1. Toute variété Ricci-semi-symétrique est Ricci-pseudo-symétrique, l'inverse n'est

pas toujours vrai. Dans [18], R. Deszcz a donné des exemples des variétés pro-

prement Ricci-pseudo-symétriques. Le produit tordu d'un intervalle ouvert de

R par une variété d'Einstein M de dimension≥ 3 est une variété Ricci-pseudo-

symétrique non Ricci-semi-symétrique.

2. Toute variété pseudo-symétrique est Ricci-pseudo-symétrique, l'inverse n'est pas

toujours vrai. Dans le cas des variétés conformément plates, la notion de la

pseudo-symétrie et la Ricci-pseudo-symétrie coïncident. Sur ces espaces, l'étude

de la pseudo-symétrie revient à l'étude des propriétés de la courbure de Ricci[16].

2.3 Interprétations géométriques

Le parallélogramme de Levi-Civita

Soient (M, g) une variété (semi-)Riemannienne et p un point de M . Soit ~u et ~v

deux vecteurs tangents àM en p. On considère la géodésique α passant par p tangent

à ~u et soit q un point sur α à une distance in�nitésimale A de p. On note par ~v le

vecteur obtenu par le transport parallèle de ~v le long de α de p à q. On considère la

géodésique βp (resp. βq) passant par p (resp. q) et tangente à ~v (resp. ~v). Soit p (resp.

q) un point sur βp (resp. βq) d'une distance in�nitésimale B de p (resp. q ).

Le parallélogramme de sommet p, dont les côtés sont tangents aux ~u et ~v, est complété

par une géodésique α passant par p et q. Soit A′ la distance géodésique entre p et q

(Figure 2.1). Levi-Civita a montré, à une première approximation, que la courbure

sectionnelle du plan π = ~u ∧ ~v s'exprime par

K(p, π) =
A2 − A′2

(ABsinψ)2
(2.3.1)

avec ψ est l'angle entre ~u et ~v.
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Figure 2.1 � Le parallélogramme de Levi-Civita
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Interprétation géométrique de l'opérateur de Riemann R

Soient p un point d'une variété Riemannienne (Mn, g) et (xk)1≤k≤n un système de

coordonnées locales au voisinage de p. On pose x = xh et y = xl, en gardant toutes

les autres coordonnées autour de p = (x1, . . . , xh−1, x, xh+1, . . . , xk−1, y, xk+1, . . . , xn)

�xes. On note par ~x (resp. ~y) le vecteur ∂
∂xl

(p) (resp. ∂
∂xl

(p)). Par une variation ar-

bitraire in�nitésimal ∆x et ∆y de x et y respectivement, on construit un parallélo-

gramme P , de sommet p avec des côtés de longueurs ∆x et ∆y tangents à ~x et ~y

respectivement.

Soit z un vecteur tangent àM en p. Le transport parallèle de z autour d'un parallélo-

gramme in�nitésimal P , de sommet p avec des côtés de longueurs ∆x et ∆y tangents

à ~x et ~y, donne le vecteur (Figure 2.2)

~z? = ~z + [R(~x, ~y)~z]∆x∆y +O>2(∆x,∆y),

alors l'opérateur de courbure R mesure, en second ordre, le changement du vecteur z

après se transporté parallèlement autour de P [28].

Proposition 2.3.1. [29](Schouten) L'opérateur de Riemann R d'une variété Rie-

mannienne (M, g) en un point p, mesure le changement de direction après le transport

parallèle autour d'un parallélogramme in�nitésimal de sommet p.

Théorème 2.3.2. [29] Les variétés Riemanniennes localement plates (R ≡ 0), sont

précisément les variétés Riemanniennes pour lesquels toutes les directions sont in-

variantes sous leurs transports parallèles entièrement autour de toutes les parallélo-

grammes in�nitésimals.

2.3.1 Interprétation géométrique de R.R

Soit π le 2-plan de TpM engendré par ~x et ~y (π = ~x ∧ ~y). On considère deux

vecteurs ~u et ~v de TpM linéairement indépendants. Le transport parallèle de ~u et ~v
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Figure 2.2 � Le transport parallèle de z autour de P

autour de P donne les vecteurs

~u? = ~u+ [R(~x, ~y)~u]∆x∆y +O>2(∆x,∆y),

~v? = ~v + [R(~x, ~y)~v]∆x∆y +O>2(∆x,∆y)

alors

R(~u?, ~v?, ~v?, ~u?) = R(~u,~v,~v, ~u)− [(R.R)(~u,~v,~v, ~u; ~x, ~y)]∆x∆y +O>2(∆x,∆y).

si ~u et ~v sont orthonormés alors, à une approximation de second ordre, on obtient

K(p, π?) = K(p, π) + [(R.R)(~u,~v,~v, ~u; ~x, ~y)]∆x∆y,

où π (resp. π?) est le plan engendré par ~u et ~v (resp. ~u? et ~v?)[28].

Théorème 2.3.3. [28] Soient p un point d'une variété Riemannienne M, ~x, ~y, ~u,~v ∈
TpM et π = ~u ∧ ~v. Soit π? = ~u? ∧ ~v? le plan obtenu par le transport parallèle du

plan π autour d'un parallélogramme in�nitésimal P, de sommet p avec des côtés de
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Figure 2.3 � L'interprétation géométrique de R.R

longueurs ∆x et ∆y tangents aux x et y respectivement. Alors, à une approximation

de seconde ordre,

δPK(p, π) = (R.R)(~u,~v,~v, ~u; ~x, ~y)∆x∆y, (2.3.2)

c'est dire, en tout point p de M , le tenseur R.R de type (0, 6) mesure le changement

de la courbure sectionnelle de tout plan π après son transport parallèle autour de tout

parallélogramme in�nitésimal P de sommet p (Figure 2.3).

Corollaire 2.3.4. [28]Une variété Riemannienne M est semi-symétrique si et seule-

ment si, en tout point p de M , la fonction K(p, π) de la courbure sectionnelle est

invariante, en second ordre, sous le transport parallèle de tout plan π autour tout

parallélogramme in�nitésimal P de sommet p.

Lemme 2.3.5. [28] Le tenseur R.R véri�e les propriétés algébrique suivantes :
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1.

(R.R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = −(R.R)(X2, X1, X3, X4;X, Y )

= (R.R)(X1, X2, X4, X3;X, Y )

= (R.R)(X3, X4, X1, X2;X, Y ).

(2.3.3)

2.

(R.R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) + (R.R)(X1, X3, X4, X2;X, Y )

+ (R.R)(X1, X4, X2, X3;X, Y ) = 0.
(2.3.4)

3.

(R.R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = −(R.R)(X2, X1, X3, X4;Y,X). (2.3.5)

4.

(R.R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) + (R.R)(X3, X4, X, Y ;X1, X2)

+ (R.R)(X, Y,X1, X2;X3, X4) = 0.
(2.3.6)

2.3.2 Interprétation géométrique de Q(g,R)

Soient (M, g) une variété Riemannienne, p un point de M et ~x, ~y deux vecteurs

orthonormés de TpM . Puisque les vecteurs ~x, ~y ∈ TpM sont orthonormés, alors on

peut choisir des vecteurs {~e3, . . . , ~en} de telle façon que {~x, ~y,~e3, . . . , ~en} soit une base
orthonormée de TpM . Dans cette base le vecteur ~z de TpM s'écrit sous la forme

~z = g(~z, ~x)~x+ g(~z, ~y)~y +
n∑
i=3

g(~z,~ei)~ei.

Par une rotation d'angle ε de (~x ∧g ~y)~z sur le plan ~x ∧ ~y, en �xant la projection de z

sur le plan de dimension (n− 2) engendré par {~e3, . . . , ~en}, on obtient le vecteur

~̃z = ~z + ε(~x ∧g ~y)z +O(ε2),

alors le vecteur (~x∧g ~y)~z mesure le changement, du premier ordre, du vecteur ~z après

une telle rotation in�nitésimale de ~z dans le plan ~x ∧ ~y en p.
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Soient ũ et ṽ deux vecteurs obtenus par une rotation in�nitésimale d'angle ε de la

projection des vecteurs ~u et ~v sur le plan ~x ∧ ~y, on a

~̃u = u+ ε(~x ∧g ~y)u+O(ε2), ~̃v = ~v + ε(~x ∧g ~y)v +O(ε2),

la relation entre la courbure sectionnelle du plan π = ~u∧~v et celle du plan ~̃π = ~̃u∧ ~̃v,
est donnée par l'équation suivante

K(p, π̃) = K(p, π) + εQ(g,R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) +O(ε2).

Alors Q(g,R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) mesure le changement de la courbure sectionnelleK(p, π)

sous une rotation in�nitésimale en p, sans quitter ce point [28]

2.3.3 La courbure sectionnelle double

Dé�nition 2.3.1. [28] Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n (n ≥ 3)

à courbure non constante. On note par UR l'ensemble des point pour lesquels le tenseur

de Tachibana-Riemann soit di�érent de zéro, c'est à dire ; UR = {x ∈ M/Q(g,R)x 6=
0}. Alors, en p de UR, le plan π = ~u∧ ~v ⊂ TpM est dit dépendant de la courbure par

rapport à un plan π = ~x ∧ ~y ⊂ TpM si Q(g,R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y) 6= 0.

La dé�nition est indépendante du choix des bases de π et π.

Dé�nition 2.3.2. [28]Soit π = ~u∧~v le plan tangent en un point p de UR dépendant

de la courbure par rapport au π = ~x ∧ ~y. Alors, on dé�nit la courbure sectionnelle

double comme le scalaire

L(p, π, π) =
(R.R)(~u,~v,~v, ~u; ~x, ~y)

Q(g,R)(~u,~v,~v, ~u; ~x, ~y)

La dé�nition est indépendante du choix des bases de π et π.

On considère, en un point p deM , les deux plans π = ~u∧~v et π = ~x∧~y. Soit ~u?, ~v?

les vecteurs obtenus par le transport parallèle de ~u et ~v respectivement autour d'un

parallélogramme in�nitésimal P dont les côtés sont tangents à ~x et ~y. On construit
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deux parallélogrammes à partir des vecteurs {~u,~v} et {~u?, ~v?} respectivement, dont les

côtés sont égaux à A et B. En général, les longueurs des géodésiques de fermeture A′

et A
′? sont di�érents. Plus précisément, en utilisant les expressions (2.3.1) et (2.3.2),

en second ordre par rapport aux côtés ∆x et ∆y du parallélogramme, on trouve

L(p, π, π) =
A′2 − A′?2

(ABsinψ)2Q(g,R)(~u,~v, ~u,~v; ~x, ~y)

Le scalaire L(p, π, π) mesure la di�érence de longueur entre les géodésiques de ferme-

ture de deux parallélogrammes qui sont liés au transport parallèle de leurs vecteurs

générateurs autour d'un parallélogramme in�nitésimal et au plan tangent π en p.

Dé�nition 2.3.3. [28] Une variété Riemannienne (Mn, g) (n ≥ 3) est pseudo-symétrique

au sens de R. Deszcz si et seulement si en tout point p de U toutes les courbures sec-

tionnelles doubles L(p, π, π) sont égaux, c'est à dire ; pour tous plans π et π dépendants

de la courbure L(p, π, π) = LR(p) pour une fonction LR : M → R.

2.3.4 Interprétation géométrique de R.ρ

Soient (M, g) une variété Riemannienne, p un point de M et ~z un vecteur tangent

à M en p. Le transport parallèle de ~z autour d'un parallélogramme in�nitésimal P
de sommet p et avec des côtés de longueurs ∆x et ∆y tangents aux vecteurs x et y

respectivement en p, détermine un nouveau vecteur z? tel que

~z? = ~z + [R(~x, ~y)~z]∆x∆y +O>2(∆x,∆y).

Soit p ∈ M , {~e1, ~e2, . . . , ~en} une base orthonormée de TpM . La courbure de Ricci

ρ(~e1, ~e1), dans la direction de ~e1, est (voir [10])

ρ(~e1, ~e1) =
n∑
j=1

K(p,~e1 ∧ ~ej)

où K(p,~e1 ∧ ~ej) est la courbure sectionnelle du plan section π = ~e1 ∧ ~ej de M en p.

Maintenant, on considère un vecteur ~v en un point p de M et un parallélogramme P ,
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de sommet p avec des côtés de longueurs ∆x et ∆y tangents aux vecteurs linéairement

indépendants ~x et ~y en p. Alors, par le transport parallèle de ~v autour de P on obtient

le vecteur

~v? = ~v + [R(~x, ~y)~v]∆x∆y +O>2(∆x,∆y)

et dans ce cas la courbure de Ricci dans la direction de v? est donnée par

ρ(~v?, ~v?) = ρ(~v,~v)− [(R.ρ)(~v,~v; ~x, ~y)]∆x∆y +O>2(∆x,∆y)

Théorème 2.3.6. [10] Soient (M, g) une variété Riemannienne et p point de M.

Soit ~v? le vecteur obtenu par le transport parallèle d'un vecteur ~v de TpM autour

d'un parallélogramme in�nitésimal P, de sommet p avec des côtés de longueurs ∆x

et ∆y tangents aux vecteurs x et y respectivement en p. Alors d'une approximation

de second ordre

δpρ(~v,~v) = −(R.ρ)(~v,~v; ~x, ~y)∆x∆y,

c'est à dire, en tout point p de M , le tenseur R.ρ de type (0, 4) mesure le changement

de la courbure de Ricci d'un vecteur ~v sous le transport parallèle autour de chaque

parallélogramme in�nitésimal P de sommet p.

Corollaire 2.3.7. [10] Une variété Riemannienne (M, g) est Ricci-semi-symétrique

si et seulement si, en tout point p de M , la fonction de la courbure de Ricci est

invariante sous le transport parallèle de tout vecteur ~v autour de tout parallélogramme

in�nitésimal P de sommet p.

Lemme 2.3.8. [10] Une variété Riemannienne (M, g) est d'Einstein si et seulement

si Q(g, ρ) = 0.

Dé�nition 2.3.4. [10] Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension n (n ≥
3) et U l'ensemble des points pour lesquels le tenseur de Ricci-Tachibana soit di�érent

de zéro, c'est à dire ; U = {x ∈ M / Q(g, ρ) 6= 0}. Alors, en p ∈ U , une direction

d engendré par le vecteur ~v ∈ TpM est dite dépendante de la courbure du plan

π = ~x ∧ ~y ⊂ TpM si

Q(g, ρ)(~v,~v; ~x, ~y) 6= 0.
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La dé�nition est indépendante du choix de la base {~x, ~y} de π et du vecteur ~v qui

détermine la direction d.

Dé�nition 2.3.5. [10] Soient p ∈ U et d une direction engendré par ~v dépendante

de la courbure de π = ~x ∧ ~y. On dé�nit la courbure de Ricci-Deszcz Lρ(p,~v, π) du

vecteur ~v par

Lρ(p,~v, π) =
(R.ρ)(~v,~v; ~x, ~y)

Q(g, ρ)(~v,~v; ~x, ~y)
.

Cette dé�nition est indépendante du choix de la base de π.

2.3.5 Les propriétés de la courbure de Ricci-Deszcz

En p ∈ M , on considère une base orthonormée {v = ~e1, ~e2, . . . , ~en} de TpM et

on construit, pour tout plan ~v ∧ ~ej, le parallélogramme de Levi-Civita dont les côtés

sont égaux A = B = ε. Soit ε′j la longueur de la géodésique de fermeture de ce

parallélogramme. La courbure de Ricci ρ(~v,~v) peut être, en première approximation,

s'exprime comme suit (voir [10])

ρ(~v,~v) =
n∑
j=2

ε2 − ε′2j
ε4

Soient {v, e2, . . . , en} une base de TpM et π = ~x ∧ ~y le plan engendré par ~x et ~y,

le transport parallèle de {~v,~e2, . . . , ~en} autour du plan in�nitésimal construit par ~x

et ~y. De plus, on construit les 2(n − 1) parallélogrammes dont les cotés sont égaux

(= ε), pour les plans ~v ∧ ~ej et ~v? ∧ ~e?j , j = 2, . . . , n. Dans le cas général, les géodé-

siques de fermeture les parallélogrammes ont des langueurs ε
′
j et ε

′?
j di�érentes. Plus

précisément, on obtient, en second ordre, par rapport aux côtés ∆x et ∆y [10]

Lρ(p,~v, π) =

n∑
j=2

(ε?
′2
j − ε

′2
j )

ε4Q(g, ρ)(~v,~v; ~x, ~y)

Alors le scalaire Lρ(p, v, π) mesure la di�érence de la somme des longueurs des géodé-

siques de fermeture des 2(n− 1) parallélogrammes construits construits à partir de v
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Figure 2.4 � Interprétation géométrique de la courbure de Ricci ρ(~v,~v)

qu'ils sont liés par le transport parallèle de leurs bases génératrices en p autour d'un

parallélogramme et du plan π = ~x ∧ ~y en p (Figure 2.5).

Théorème 2.3.9. [10] En tout point p ∈ U ⊂ M , le tenseur R.ρ est complètement

déterminé par la courbure de Ricci-Deszcz Lρ.

Théorème 2.3.10. [10] Une variété Riemannienne (Mn, g) (n ≥ 3) est Ricci-pseudo-

symétrique au sens de R. Deszcz si et seulement si, en tout point p de U les courbures

de Ricci-Deszcz sont égaux, c'est à dire ; pour toutes les directions d dépendantes de

la courbure de π, Lρ(p, d, π) = Lρ(p).
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Figure 2.5 � Interprétation géométrique de la courbure de Ricci-Deszcz



Chapitre 3

Variétés Complexes

Dans ce chapitre on rappelle quelques dé�nitions et propriétés concernant les

structures presque complexes. Les références utilisées [6, 31, 37, 49].

3.1 Fonctions holomorphes

Soit U un ouvert de C. Une fonction f : U → C est dite holomorphe si pour tout

point zo ∈ U il existe une boule Bε(z0) ⊂ U de rayon ε > 0 autour de z0 telle que

f peut être écrit sur Bε(z0) comme une série de puissance convergente, c'est-à-dire

(voir [31])

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n pour tout z ∈ Bε(z0).

La dé�nition équivalente plus utilise de l'holomorphicité est les équations de Cauchy-

Riemann. On note par x respectivement y la partie réelle et la partie imaginaire de z ∈
C. Ainsi, f peut être considéré comme une fonction complexe f(x, y) de deux variables

réelles x et y. En outre, f peut s'écrire sous la forme f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y), où

u(x, y) et v(x, y) désignent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de

f . Alors f est holomorphe si et seulement si u et v sont continument di�érenciables

et
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −

∂v

∂x
. (3.1.1)

33
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On utilise les opérateurs di�érentiels

∂

∂z
:=

1

2
(
∂

∂x
− i

∂

∂y
) et

∂

∂z
:=

1

2
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
). (3.1.2)

Alors, les équations de Cauchy-Riemann (3.1.1) peuvent être récrites comme ∂f
∂z

= 0.

Considérons une application di�érenciable f : U ⊂ C = R2 → C = R2. En un point

z ∈ U , sa di�érentielle df(z) est une application R- linéaire entre les espaces tangents
df(z) : TzR2 → Tf(z)R2. La di�érentielle df(z) est donnée par le Jacobien réel

JR(f) =

(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
.

Après avoir prolongé df(z) à une application C-linéaire df(z) : TzR2⊗C→ Tf(z)R2⊗C,
on choisit une base di�érente { ∂

∂z
:= 1

2
( ∂
∂x
− i ∂

∂y
), ∂
∂z

:= 1
2
( ∂
∂x

+ i ∂
∂y

)} alors le Jacobien
complexe est donné par la matrice suivante(

∂f
∂z

∂f
∂z

∂f
∂z

∂f
∂z

)
.

Si f est holomorphe, alors ∂f
∂z

= ∂f
∂z

= 0 et donc df(z) est donné par la matrice

diagonale suivante (
∂f
∂z

0

0 ∂f
∂z

)
.

Une fonction holomorphe f : U ⊂ C→ V ⊂ C est dite biholomorphe si f est bijective

et son inverse f−1 : V → U est aussi holomorphe.

Soit U un ouvert de Cn et soit f : U → C une fonction de classe C1. f est dite

holomorphe si les équations de Cauchy-Riemann (3.1.1) sont véri�ées pour toutes les

coordonnées zj = xj + iyj, c'est-à-dire

∂u

∂xj
=

∂v

∂yj
,

∂u

∂yj
= −

∂v

∂xj
, j = 1, . . . , n. (3.1.3)

Posons
∂

∂zj
:=

1

2
(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj
),

∂

∂zj
:=

1

2
(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj
)
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alors la formule (3.1.3) peut être réécrite comme

∂f

∂zj
= 0, j = 1, . . . , n.

Soit U un ouvert de Cm. Une fonction f = (f1, . . . , fn) : U → Cn est dite holomorphe

si toutes les fonctions de coordonnées f1, . . . , fn sont holomorphes de U dans C.
Soient U et V deux ouverts de Cn. Une fonction holomorphe f : U → V est dite

biholomorphe si elle est bijective et son inverse f−1 : V → U est aussi holomorphe

(voir [31]).

Dé�nition 3.1.1. [31] Soient U un ouvert de Cm et f : U → Cn une fonction

holomorphe. Le Jacobien complexe de f en un point z de U est la matrice

J(f)(z) =

∂fi

∂zj
(z)


1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ m

Un point z de U est dit régulier si J(f)(z) est surjective.

Théorème 3.1.1. (D'inversion locale généralisée)[31] Soient U et U ′ deux ouverts

de Cn. La condition nécessaire et su�sante pour qu'une application holomorphe

f : U → U ′ soit biholomorphe local est que

det(J(f)(z)) 6= 0,

pour tout point z de U .

3.2 Structure complexe sur un espace vectoriel

Soit V un R espace vectoriel de dimension n. Le complexi�é de V est dé�ni par

V C = V ⊗C. Ainsi V C est un C-espace vectoriel de dimension n et un R-espace vecto-
riel de dimension 2n. Si {e1, . . . , en} est une base de V alors {e1, . . . , en, ie1, . . . , ien}
est une base de V C comme R-espace vectoriel. L'espace vectoriel réel V est inclus dans

V C par l'application v → v⊗1, de plus, pour tous λ ∈ C et v ∈ V , on a v ⊗ λ = v⊗λ.
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Soit V un espace vectoriel réel de dimension n. Une structure complexe sur V est un

endomorphisme J sur V véri�e J2 = −Id. Si J est une structure complexe sur V alors

on peut dé�nir sur V une structure de C-module, en dé�nissant une loi extérieure

comme suit : si λ = λ1 + iλ2 est un scalaire complexe alors le produit d'un vecteur

v ∈ V par λ est donné par (voir [37, 49])

λv = λ1v + λ2Jv.

Réciproquement, si V est un C- espace vectoriel de dimension complexe n alors on

peut dé�nir une structure complexe J sur V par

JX = iX, ∀X ∈ V.

L'endomorphisme−J dé�nit une structure complexe sur V dite la structure conjuguée

et l'espace (V,−J) est souvent noté V .

Remarque 3.2.1.

1. Soit V un espace vectoriel réel de dimension n. Si V admet une structure com-

plexe alors la dimension de V est paire. En particulier, un espace vectoriel réel

de dimension paire admet toujours une structure complexe.

Soit V un espace vectoriel réel de dimension n. Si J est une structure complexe sur

V alors J sera prolonger sur V C par J(v⊗α) = Jv⊗α, dans ce cas V C se décompose

en somme directe de deux sous espaces propres associés aux i et −i (voir [37, 49]) :

V 1,0 = {Z ∈ V C/JZ = iZ} = {X − iJX/X ∈ V },

V 0,1 = {Z ∈ V C/JZ = −iZ} = {X + iJX/X ∈ V },

on remarque que V
1,0

= V 0,1. Tout vecteur Z de V C peut être écrit sous la forme

Z =
1

2
(Z − iJZ) +

1

2
(Z + iJZ).

D'autre part, J induit une structure complexe, notée J, sur l'espace dual V ∗, alors

l'espace V ∗C = V ∗⊗C se décompose en somme directe de deux sous espaces propres :

V1,0 = {λ ∈ V ∗C/Jλ = iλ} = {ξ + iJξ/ξ ∈ V },

V0,1 = {λ ∈ V ∗C/Jλ = −iλ} = {ξ − iJξ/ξ ∈ V }.
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On note par
∧∗ V C l'algèbre extérieure de V C on a

∗∧
V C =

n⊕
k=0

k∧
V C, et

∗∧
V C =

∗∧
V ⊗ C

où
∧∗ V est l'algèbre extérieure de V .

Dé�nition 3.2.1. [31] Soit V un espace vectoriel réel munie d'une structure complexe

J . On dé�nit
∧p,q V par

p,q∧
V :=

p∧
V 1,0 ⊕C

q∧
V 0,1

où le produit extérieure de V 1,0 et V 0,1 est le produit extérieure d'espaces vectoriels

complexes. Un élément α de
∧p,q V est dit de degré (p, q).

Proposition 3.2.1. [31] Soit V un espace vectoriel réel munie d'une structure com-

plexe J . On a

1.
∧p,q V est un sous espace de

∧p+q V C.

2.
∧k V C =

⊕
p+q=k

∧p,q V.

3. La conjugaison complexe sur
∧∗ V C dé�nit une application (C-antilinéaire) iso-

morphisme
∧p,q V et

∧q,p V , c'est à dire
∧p,q =

∧q,p.

En utilisant la décomposition 2 du proposition 3.2.1, on dé�nit la projection na-

turelle

Πk :
∗∧
V C →

k∧
V C et Πp,q :

∗∧
V C →

p,q∧
V.

De plus, J :
∧∗ V C →

∧∗ V C est un opérateur linéaire, qui agit sur
∧p,q V par

multiplication par ip−q, c'est à dire :

J =
∑
p,q

ip−q.Πp,q.

J est l'extension multiplicative de la structure complexe J sur V C. On note, aussi

les opérateurs sur l'espace duale
∧∗ V ∗, par Πk, Πp,q et J respectivement. Pour tous

v1, . . . , vk ∈ V et α ∈
∧∗ V ∗, on a

J(α)(v1, . . . , vk) = α(J(v1), . . . , J(vk)).
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3.3 Formes di�érentielles

Soit U un ouvert de Cn, U peut être considéré comme une variété di�érentiable

réelle de dimension 2n. Pour tout point x de U , l'espace tangent TxM est un espace

vectoriel réel de dimension 2n, la base canonique de TxM est

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
,
∂

∂y1
. . . ,

∂

∂yn
,

où z1 = x1 + iy1, . . . , zn = xn + iyn sont les coordonnées sur Cn. En tout point x de

U , l'espace tangent admet une structure complexe naturelle dé�nie par

J : TxM → TxM tel que
∂

∂xi
7→

∂

∂yi
,

∂

∂yi
7→ −

∂

∂xi
.

La base duale de (TxU)∗ est notée par dx1, . . . , dxn, dy1, . . . , dyn. La structure presque

complexe J induit une structure complexe sur (TxU)∗, donnée par

J(dxi) = −dyi, J(dyi) = dxi

Proposition 3.3.1. [31] Le complexi�é du �bré tangent TCU := TU⊗C se décompose

sous forme d'une somme directe des �brés vectoriels complexes

TCU = T 1,0U ⊕ T 0,1U,

telle que l'extension linéaire de J satisfait

J|T 1,0U = i.id et J|T 0,1U = −i.id.

Le complexi�é du �bré cotangent T ∗CU := T ∗U ⊗ C admet une décomposition

analogue à celle de TCU , c'est à dire,

T ∗CU = (T ∗U)1,0 ⊕ (T ∗U)0,1,

Proposition 3.3.2. [31] Soit f : U → V une application holomorphe entre un ou-

vert U de Cn et un ouvert V de Cm. L'extension C-linéaire de la di�érentielle df :

TxU → Tf(x)V respecte la décomposition précédente, c'est à dire, df(T 1,0
x U) ⊂ T 1,0

f(x)V

et df(T 0,1
x U) ⊂ T 0,1

f(x)V.
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La décomposition du �bré des k-formes sera faite à l'aide aux résultats précédents.

Soit U un ouvert de Cn. Au dessus de U , on dé�nit les �brés vectoriels complexes∧p,q U par
p,q∧
U :

p∧
((T ∗U)1,0)⊗

q∧
((T ∗U)0,1),

on note par AkC(U) et Ap,q(U) les espaces des sections
∧k

C U :=
∧k T ∗CU et

∧p,q U

respectivement.

Dé�nition 3.3.1. [31] Soit d : AkC(U) → Ak+1
C (U) l'extension linéaire complexe de

la di�érentiable extérieure usuelle. Alors

∂ : Ap,q(U)→ Ap+1,q(U), ∂ : Ap,q(U)→ Ap,q+1(U)

sont dé�nies par ∂ := Πp+1,q ◦ d et ∂ := Πp,q+1 ◦ d.
Localement, pour toute application f , on a

df =
∑
i

∂f

∂xi
dxi +

∑
i

∂f

∂yi
dyi =

∑
i

∂f

∂zi
dzi +

∑
i

∂f

∂zi
dzi

Ainsi, f est holomorphe si et seulement si ∂f = 0. De plus, les expressions expli-

cites des opérateurs ∂ et ∂ sont données par

∂(fdzi1 ∧ . . . ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ . . . ∧ dzjq) =
n∑
k=1

∂f

∂zk
dzk ∧ dzi1 ∧ . . . ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ . . . ∧ dzjq

et

∂(fdzi1 ∧ . . . ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ . . . ∧ dzjq) =
n∑
l=1

∂f

∂zl
dzl ∧ dzi1 ∧ . . . ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ . . . ∧ dzjq .

Lemme 3.3.3. [31] Pour les opérateurs ∂ et ∂ on a :

1. d = ∂ + ∂.

2. ∂2 = ∂
2

= 0 et ∂∂ = −∂∂.

3. ∂ et ∂ véri�ent les relations de Leibniz, c'est à dire,

∂(α ∧ β) = ∂(α) ∧ β + (−1)p+qα ∧ ∂(β)

∂(α ∧ β) = ∂(α) ∧ β + (−1)p+qα ∧ ∂(β)

pour tous α ∈ Ap,q(U) et β ∈ Ar,s(U).
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3.4 Variété complexe

Une variété complexe M de dimension n est un espace topologique séparé muni

d'une collection d'homéomorphismes

ϕi : Ui → Vi ⊂ Cn

appelées cartes, où les Ui sont des ouverts de M recouvrant M et les Vi des ouverts

de Cn tels que pour chaque j et i le changement de cartes

ϕj ◦ ϕ−1i : ϕi(Uj ∩ Ui)→ ϕj(Uj ∩ Ui)

est holomorphe. L'ensemble U = {(Ui, ϕi)} est dit atlas holomorphe. Deux atlas

holomorphes {(Ui, ϕi)} et {(U ′j, ϕ′j)} sont équivalents si, pour tout Ui ∩ U ′j 6= ∅, les
applications ϕi ◦ ϕ′−1j : ϕ′j(Ui ∩ U ′j)→ ϕi(Ui ∩ U ′j) sont holomorphes [22, 31].

Exemple 3.4.1. [22, 31]

1. L'espace Cn est une variété complexe.

2. Tout ouvert de Cn est une variété complexe.

3. L'espace projectif CP n est une variété complexe de dimension n. La structure

est dé�nie comme suit :

On dé�nit, sur l'ensemble Cn+1 − {0}, une relation d'équivalence R par :

∀z, z′ ∈ Cn+1 − {0}; zRz′ ⇔ ∃λ ∈ C∗; z = λz′,

l'espace projectif est l'espace quotient Cn+1/R, c'est dire CP n = Cn+1/R. Tout
point de CP n est de la forme [z1, . . . , zn+1] pour (z1, . . . , zn+1) ∈ Cn+1 \ {0},
cette notation est dite les coordonnées homogènes pour CP n.

Pour k ∈ {1, . . . , n + 1}, on pose Uk = {[z1, . . . , zn+1] ∈ CP n/zk 6= 0} et on

dé�nit l'application ϕk par :

ϕk : Uk → ϕk(UK) ⊂ Cn

[z1, . . . , zn+1] → ( z1
zk
, . . . , zn+1

zk
),
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les applications de transitions sont données par :

ϕk ◦ (ϕl)
−1 : ϕl(Uk ∩ Ul) → ϕk(Uk ∩ Ul)

( z1
zl
, . . . , zl−1

zl
, zl+1

zl
, . . . , zn+1

zl
) → ( z1

zk
, . . . , zk−1

zk
, zk+1

zk
, . . . , zn+1

zk
).

Alors U = {(Uk, ϕk)}1≤k≤n+1 est un atlas holomorphe de classe C∞ sur CP n.

Soit M une variété complexe. Une fonction f : M → C est holomorphe (ou

morphisme), si pour toute carte (Ui, ϕi) ∈ U , l'application f ◦ ϕ−1i : ϕi(Ui) → C est

holomorphe. L'ensemble des fonctions holomorphes sur M est notée F(M).

Dé�nition 3.4.1. [31] Soient M,N deux variétés complexes et UM ,UN des atlas

holomorphes sur M et N respectivement. Une application continue f : M → N est

holomorphe, si pour toute carte (Ui, ϕi) ∈ UM et (U ′j, ϕ
′
j) ∈ UN , l'application

ϕ′j ◦ f ◦ ϕ−1i : ϕi(f
−1(U ′j) ∩ Ui)→ ϕ′j(U

′
j)

est holomorphe.

Deux variétés complexes M et N sont dits isomorphe (ou biholomorphe) s'il existe

un homéomorphisme holomorphe entre elles.

Espace tangent holomorphe

Soit M une variété complexe. Soient f et g deux fonctions holomorphes dé�nies

sur un ouvert de M . On dit que f et g sont équivalentes en un point p de M s'il

existe un voisinage U de p tel que f|U = g|U . Une classe d'équivalence des fonctions

holomorphes en p est dite germe de fonctions holomorphes en p, noté Fp(M).

Soit p un point d'une variété complexe M . Un vecteur tangent holomorphe à M

en p est une dérivation linéaire complexe sur l'algebre Fp(M) des germes des fonctions

holomorphes à p, c'est à dire ; un vecteur tangent holomorphe en p est une application

linéaire complexe X : Fp(M)→ C telle que pour tous f, g ∈ Fp(M);

X(f.g) = X.(f)g + f.X(g).
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L'ensemble des vecteurs tangents holomorphes en p est dit espace tangent holomorphe

à M en p, noté TpM . Avec le respect des opérations

(X + Y )f := X(f) + Y (f), (λX)(f) = λ(Xf) ∀f ∈ Fp(M),∀λ ∈ C

l'espace tangent holomorphe TpM est un C-espace vectoriel [43].

- Si M est une variété complexe de dimension n alors pour tout p ∈ M , l'espace

tangent holomorphe TpM est un espace vectoriel complexe de dimension n [43].

- Le �bré tangent holomorphe à M est

TM =
⋃
p∈M

TpM,

le �bré tangent holomorphe à M est une variété complexe [43].

- L'application π de TM dans M dé�nie par π(p,Xp) = p, est surjective, c'est la

projection de TM sur M [43].

- Le �bré vectoriel sous-jacent à TM de la variété complexe M est isomorphe au

�bré tangent réel TM de la variété réelle M [43].

3.5 Structure presque complexe

Une structure presque complexe sur une variété di�érentiable réelle M est un

champ de tenseur J tel que en tout point x de M , J est un endomorphisme de TxM

véri�é J2 = −Id. Une variété avec une structure presque complexe est dite variété

presque complexe. Une variété M muni d'une structure presque complexe J est notée

(M,J).

Toute variété presque complexe est de dimension paire et de plus elle est orientée [37].

Exemple 3.5.1. Toute variété complexe admit une structure presque complexe natu-

relle dé�nie comme suit (voir [49] page 170). Par exemple l'espace complexe Cn admit

une structure presque complexe naturelle dé�nie comme suit :

On considère l'espace complexe Cn des n-uplets (z1, . . . , zn) avec

zj = xj + iyj, j = 1, . . . , n.
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On dé�nit une structure presque complexe J sur Cn dans le système de coordonnées

locales (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) par

J

(
∂

∂xj

)
=

∂

∂yj
, J

(
∂

∂yj

)
= − ∂

∂xj
, j = 1, . . . , n.

Remarque 3.5.1. Pas toutes les variétés reélles de dimension paire admettent une

structure presque complexe. L'exemple le plus simple est la sphère de dimension 4

(voir [31]).

Soit T un champ de tenseurs de type (1, 1). La torsion de Nijenhuis de T est le

champ de tenseurs de type (1, 2) donné par :

NT (X, Y ) = [T, T ](X, Y )

= T 2[X, Y ] + [TX, TY ]− T [TX, Y ]− T [X,TY ]

Pour une structure presque complexe J la torsion de Nijenhuis est donné par :

NJ(X, Y ) = −[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ] (3.5.1)

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Théorème 3.5.1. [37] Soit (M,J) une variété presque complexe. J est une structure

complexe sur M si et seulement si J est sans torsion (NJ = 0).

Le théorème de Newlander-Nirenberg montre que la condition nécessaire et su�-

sante pour qu'il existe une carte holomorphe autour de chaque point deM est NJ = 0

[22]. Si NJ = 0 alors M admet une atlas holomorphe.

Structure Hermitienne et structure Kählérienne

Soit (M,J) une variété presque complexe. Une métrique Riemannienne g sur M

est dite Hermitienne si elle véri�e

g (JX, JY ) = g (X, Y ) ; ∀X, Y ∈ Γ (M) (3.5.2)
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La variété (M, g, J) est dite presque Hermitienne. SiM est une variété complexe alors

g est dite métrique Hermitienne. Toute variété presque complexe admet une métrique

Hermitienne [49].

Dé�nition 3.5.1. [6] Soient (M,J, g) une variété presque Hermitienne et X, Y deux

champs de vecteurs sur M. La 2-forme fondamentale de M est donnée par

Φ(X, Y ) = g(X, JY )

pour tous champs de vecteurs X et Y sur M .

Théorème 3.5.2. [49] Si (M,J, g) est une variété presque Hermitienne et ∇ la

connexion de Levi-Civita associée a la métrique g. Les trois conditions suivantes sont

équivalentes :

1. ∇J = 0

2. ∇Φ = 0

3. La stucture presque de contact est sans torsion et la 2-forme fondamentale est

fermée c'est à dire ; dΦ = 0 et NJ = 0.

Dé�nition 3.5.2. [49] Une métrique Kählérienne est une métrique Hermitienne telle

que la 2- forme fondamentale Φ est fermée.

Une variété presque complexe (resp. complexe) munie d'une métrique Kählérienne est

dite variété presque Kählérienne (resp. Kählérienne).

D'apès le théorème 3.5.2, Une variété presque Hermitienne (M,J, g) est Kählé-

rienne si et seulement si ∇J = 0.

Exemple 3.5.2. Soit M une variété complexe de dimension 1. Alors toute métrique

Hermitienne sur M est une métrique Kählèrienne, puisque toute 2-forme et, en parti-

culier, la 2-forme fondamentale sur une variété de dimension réelle 2 est fermée (voir

[37]).

Théorème 3.5.3. [37] La courbure Riemannienne R et la courbure de Ricci ρ d'une

variété Kählèrienne possedent les propriétés suivantes :
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1. R(X, Y )J = JR(X, Y ) et R(JX, JY ) = R(X, Y ) pour tous champs de vecteurs

X et Y sur M ;

2. ρ(JX, JY ) = ρ(X, Y ) et ρ(X, Y ) = 1
2
(trace de JR(X, JY )) pour tous champs

de vecteurs X et Y sur M .

3.5.1 Variété Kählèrienne à courbure constante

Courbure sectionnelle holomorphe

Soient (M,J) une variété Kählèrienne et x un point deM . La courbure sectionnelle

K(P ) de chaque 2-plan P de TxM invariant par J est dite courbure sectionnelle

holomorphe. Alors la courbure sectionnelle holomorphe K(P ) est donnée par

K(P ) = g(R(X, JX)JX,X),

pour tout vecteur unitair X de TxM . Si pour tout point x de M la courbure section-

nelle holomorphe K(P ) est constante pour chaque 2-plan P ∈ TxM invariant par J

alors on dit que M est une variété à courbure sectionnelle holomorphe constante.

Théorème 3.5.4. [37] Soit M une variété Kählèrienne connexe de dimension com-

plexe n ≥ 2. Si la courbure sectionnelle holomorphe K(P ) où P est un 2-plan de TxM

invariant par J , ne dépend que de x, alors M est une variété à courbure sectionnelle

holomorphe constante.

Théorème 3.5.5. [37, 49]Une variété Kählèrienne M est à courbure sectionnelle

holomorphe constante c si et seulement si

R(X, Y )Z = − c
4

[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(JY, Z)X − g(JX,Z)Y + 2g(X, JY )JZ]

On donnera quelques exemples de variétés Kählèriennes

Exemple 3.5.3. [37] L'espace complexe Cn avec la métrique

ds2 =
n∑
k=1

dzkdzk,
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où (z1, . . . , zn) est le système de coordonnées naturel sur Cn est une variété complète

de Kähler et plate, le 2-forme fondamentale est donnée par

Φ = i

n∑
k=1

dzkdzk.

Exemple 3.5.4. [37] Soit CP n l'espace projectif complexe de dimension n (voir

Exemple 3.4.1) avec le système de coordonnée homogène [z0, . . . , zn], soit Uj un ouvert

de CP n dé�nit par zj 6= 0 pour chaque j. On pose

tkj =
zk
zj
, j, k = 0, . . . , n,

sur chaque Uj, on prend t0j , . . . , t̂
j
j, . . . , t

n
j ( où t̂jj signi�e que tjj est supprimé) en tant

que système de coordonnées locales et on considère la fonction fj =
∑n

k t
k
j t
k
j alors

fj = fkt
k
j t
k
j sur Uj ∩ Uk.

Comme tkj est une fonction holomorphe sur Uj ∩ Uk il en resulte que

∂∂logfj = ∂∂logfk surUj ∩ Uk.

En posant

Φ = −4i∂∂logfj surUj,

on obtient une globale (1, 1) forme Φ sur CP n. On pose

g(X, Y ) = Φ(JX, Y ),

pour tous champs de vecteurs X et Y sur M , g est une métrique Kählèrienne avec la

2-forme fondamentale Φ. Sur U0 on a

ds2 = 4
(1 +

∑
α t

αt
α
)(
∑

α dt
αdt

α
)− (

∑
α t

α
dtα)(

∑
α t

αdt
α
)

(1 +
∑

α t
αt
α
)2

,

avec tα = tα0 pour α = 1, . . . , n. Cette métrique Kählèrienne sur CP n est dite métrique

de Fubini-Study. Muni de la métrique de Fubini-Study, l'espace projectif complexe Cn

est une variété Kählèrienne à courbure sectionnelle holomorphe constante égale à 4.



Chapitre 4

Variété complexe de contact

Ce chapitre est consacré aux variétés complexes de contact. Les références utilisées

[6, 24, 25, 33, 34, 38, 39, 40].

4.1 Variété complexe de contact

Dé�nition 4.1.1. [6] SoientM une variété complexe de dimCM = 2n+1 et U = {Oj}
un recouvrement d'ouverts de M. M est dite variété complexe de contact si

1. pour tout j, il existe 1-forme θj holomorphe dé�nie sur Oj véri�é θj∧(dθj)
n 6= 0

en tout point,

et

2. si Oj ∩Ok 6= ∅ alors il existe une fonction holomorphe non nulle λjk sur Oj ∩Ok
telle que

θj = λjkθk sur Oj ∩ Ok.

Les sous-espacesHj = {X ∈ TOj|θj(X) = 0} dé�nissent un sous �bré holomorphe

non intégrable H de dimension complexe 2n appelé le sous �bré complexe de contact

ou le sous �bré horizontal. Le quotient L = TM/H est un �bré complexe en droites.[6]

Si (M, {θj}) est une variété complexe de contact, les fonctions de transition λjk dé�-

nissent un �bré holomorphe en droites sur M . En utilisant les sections locales de ce

47
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�bré, on dé�nit des 1-formes à valeur complexe {πj} de sorte que chaque πj est un

multiple de θj par une fonction complexe non nulle et sur Oj ∩ Ok 6= ∅,

πj = hjkπk, hjk : Oj ∩ Ok → S1.

Les hjk sont alors les fonctions de transition d'un �bré en cercles P sur M et sur Oj
(voir [34]),

πj ∧ (dπj)
n ∧ π̃j ∧ (dπ̃j)

n 6= 0.

En écrivant πj = uj − ivj, on a vj = uj ◦ J, puisque θj est holomorphe. De plus, uj et

vj se transforment naturellement par rapport à S1, à savoir, si hjk = a+ ib, alors

uk = auj − bvj, vk = buj + avj, a2 + b2 = 1.

L'ensemble {πj} est appelé une structure de contact complexe normalisée par rapport

à {θj} (voir [24]).
Localement, on dé�nit une section U de TM , c'est à dire une section de TO, par
du(U,X) = 0 pour tout X ∈ H, u(U) = 1 et v(U) = 0. Ces sections locales dé�nissent

alors un sous �bré global V tel que V
∣∣
O est engendré par {U, JU}. On a TM = H⊕V ,

et on note l'application de projection sur H par

p : TM → H.

Le sous ensemble V est appelé sous �bré vertical ou sous �bré caractéristique. On

suppose dans ce thèse que V est intégrable. Notons que dans [6], D. Blair a donné un

exemple d'une structure complexe de contact pour laquelle V est non intégrable.

Dé�nition 4.1.2. [25] Une variété complexe de contact avec une forme complexe de

contact globale est appelée variété complexe de contact strict .

4.2 Structure complexe presque de contact sur une

variété complexe de contact

Dans ce qui suit, M est une variété complexe de dimension complexe 2n+ 1(≥ 3).
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Dé�nition 4.2.1. ([6, 24, 39]) Soit (M,J) une variété complexe avec une métrique

Hermitienne g et un recouvrement ouvert {Oj}.M est dite variété complexe métrique

presque de contact si elle satisfait aux conditions suivantes :

1. sur chaque Oj, il existe une 1-forme uj et vj = uj ◦J avec un champ de vecteurs

dual orthogonal Uj et Vj = −JUj et un champ de tenseurs Gj de type (1,1) et

Hj = GjJ tels que

G2
j = H2

j = −I + uj ⊗ Uj + vj ⊗ Vj,

g(GjX, Y ) = −g(X,GjY ), g(Uj, X) = uj(X), uj(Uj) = 1

GjJ = −JGj, GjUj = 0.

2. Sur Oj ∩ Ok 6= ∅ ;

uj = auk − bvk, vj = buk + avk,

Gj = aGk − bHk, Hj = bGk + aHk

pour des fonctions a, b dé�nies sur l'intersection avec a2 + b2 = 1.

En conséquence de cette dé�nition, sur une variété complexe métrique presque de

contact M , les identités suivantes se véri�ent

HjGj = −GjHj = J + uj ⊗ Vj − vj ⊗ Uj,

JHj = −HjJ = Gj, g(HjX, Y ) = −g(X,HjY ),

GjVj = HjUj = HjVj = 0,

ujGj = vjGj = ujHj = vjHj = 0,

JVj = Uj, g(Uj, Vj) = 0.

La structure métrique presque de contact sur M est notée (u, v, U, V,G,H, g).

Ishihara et Konishi [34] prouvent qu'une variété complexe de contact admet une

structure complexe métrique de contact pour laquelle la forme de contact local θ est

de la forme u − iv à un multiple par une fonction complexe non nulle, les champs
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tenseurs locaux G et H sont liés à du et dv par

du(X, Y ) = g(X,GY ) + (σ ∧ v)(X, Y ), (4.2.1)

dv(X, Y ) = g(X,HY )− (σ ∧ u)(X, Y ), (4.2.2)

pour une 1-forme σ. Lorsque V est intégrable, σ est donnée par σ(X) = g(∇XU, V )

(voir [6]).

On supposera que le sous �bré V est intégrable et σ(X) = g(∇XU, V ). Dorénavant,

on travaillera avec une variété complexe métrique de contactM munie de la structure

(u, v, U, V,G,H, g) et la structure complexe J .

On dé�nit les 2-formes Ĝ et Ĥ sur M par

Ĝ(X, Y ) = g(X,GY ), Ĥ(X, Y ) = g(X,HY ).

Alors, pour des champs de vecteurs horizontaux X, Y ,

Ĝ(X, Y ) = du(X, Y ), Ĥ(X, Y ) = dv(X, Y ).

En général, on a

Ĝ = du− σ ∧ v,

Ĥ = dv + σ ∧ u.

Dans le cas d'une structure complexe de contact strict, u et v peuvent être pris

globalement de sorte que θ = u− iv et σ = 0 (voir [6, 25, 39])

Opérateur h

Pour une structure complexe métrique de contact, on dé�nit les champs de tenseurs

locals par

hU =
1

2
sym(£UG) ◦ p, hV =

1

2
sym(£UH) ◦ p
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où £ est la dérivée de Lie, p : TM → H est la projection et sym désigne la partie

symétrique. On a

hUG = −GhU , hVH = −HhV ,

hU(U) = hU(V ) = hV (U) = hV (V ) = 0,

et

∇XU = −GX −GhUX + σ(X)V,

∇XV = −HX −HhVX − σ(X)U,

où ∇ est la connexion de Levi-Civita associée à g (voir [6, 24]).

On dé�nit deux tenseurs symétriques, lU et lV sur M comme suit :

lUX = R(X,U)U, lVX = R(X, V )V,

ces opérateurs satisfont (voir [40]) :

lUU = lV V = 0, (4.2.3)

GlUG− lU = 2(G2 + h2U + Ω(U, V )v ⊗ V ), (4.2.4)

HlVH − lV = 2(H2 + h2V + Ω(U, V )u⊗ U), (4.2.5)

∇UhU = G−Gh2U −GlU , ∇V hV = H −Hh2V −HlV . (4.2.6)



52

4.3 Structure complexe de contact normale

S. Ishihara et M. Konishi [33] ont dé�ni trois tenseurs S, T et W de type (1, 2) sur

la variété complexe presque de contact par :

S(X, Y ) = [G,G](X, Y ) + 2v(Y )HX − 2v(X)HY + 2g(X,GY )U

− 2g(X,HY )V − σ(GX)HY + σ(GY )HX + σ(X)GHY − σ(Y )GHX

T (X, Y ) = [H,H](X, Y ) + 2u(Y )GX − 2u(X)GY + 2g(X,HY )V

− 2g(X,GY )U + σ(HX)GY − σ(HY )GX − σ(X)HGY + σ(Y )HGX

W (X, Y ) = [G,H](X, Y ) +
1

2
(σ(GX)GY − σ(HX)HY

− σ(GY )GX + σ(HY )HX)− u(Y )HX − V (Y )GX

+ u(X)HY + v(X)GY + 2g(X,GY )V + 2g(X,HY )U

avec [G,G] (resp. [H,H]) est la torsion de Nijenhuis de G (resp. H)

[G,G](X, Y ) = (∇GXG)Y − (∇GYG)X −G(∇XG)Y +G(∇YG)X,

et

[G,H](X, Y ) =
1

2
([GX,HY ] + [HX,GY ]−G[HX, Y ]

−H[GX, Y ]−G[X,HY ]−H[X,GY ]).

Si S = T = W = 0 alors la structure est dite normale au sens de S. Ishihara

et M. Konishi [33, 24] ou K-normale [25]. B. Korkmaz [39] a généralisé le notion de

normalité, et on adapte sa dé�nition dans cette thèse.

Dé�nition 4.3.1. [39] Une variété complexe métrique de contact M est normale si

1. S(X, Y ) = T (X, Y ) = 0 pour tous X, Y de H, et

2. S(U,X) = T (V,X) = 0 pour tout X.

Proposition 4.3.1. [24, 39] Si M est normale alors hU = hV = 0.
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Démonstration. Puisque M est normale alors pour tout champ de vecteurs X sur M

0 = S(GX,U) = [G,G](GX,U)− σ(U)HX

= (∇G2XG)U −G(∇GXG)U +G(∇UG)X − σ(U)HX

= −G(∇G2XU) +G2(∇GXU) + σ(U)HX − σ(U)HX

= G(∇XU)−∇GXU + v(∇GXU)V + σ(U)HX − σ(U)HX

= −G2X −G2hUX +G2X +GhUGX = 2hUX.

En utilisant T (HX,V ) = 0 et de la même façon on montre que hV = 0.

Proposition 4.3.2. [39] Soit M une variété complexe métrique de contact. M est

normale si et seulement si

(I) g((∇XG)Y, Z) = σ(X)g(HY,Z) + v(X)Ω(GZ,GY )− 2v(X)g(HGY,Z)

− u(Y )g(X,Z)− v(Y )g(JX,Z) + u(Z)g(X, Y )− v(Z)g(X, JY ),

et

(II) g((∇XH)Y, Z) = −σ(X)g(GY,Z) + u(X)Ω(HZ,HY )− 2u(X)g(HGY,Z)

+ u(Y )g(JX,Z)− v(Y )g(X,Z) + u(Z)g(X, JY ) + v(Z)g(X, Y ),

avec Ω = dσ.

De plus, si la structure complexe métrique de contact est normale alors on a

(III) g((∇XJ)Y, Z) = u(X)(Ω(Z,GY )− 2g(HY,Z))

+ v(X)(Ω(Z,HY ) + 2g(GY,Z)).

Propriétés de la courbure

Sur une variété complexe métrique de contact normale (M,u, v, U, V,G,H, g), on

a

R(U, V )V = −2Ω(U, V )U,

d'où

R(U, V, V, U) = −2Ω(U, V ). (4.3.1)
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Pour deux champs de vecteurs horizontaux X et Y , on a (voir [39, 40])

R(X,U)U = X, R(X, V )V = X, (4.3.2)

R(X, Y )U = 2(g(X, JY ) + 2dσ(X, Y ))V, (4.3.3)

R(X, Y )V = −2(g(X, JY ) + 2dσ(X, Y ))U, (4.3.4)

R(X,U)V = σ(U)GX + (∇UH)X − JX, (4.3.5)

R(X, V )U = −σ(V )HX + (∇UG)X + JX. (4.3.6)

R(X,U)Y = −g(X, Y )U + g(X, JY )V + dσ(HY,HX)V (4.3.7)

R(X, V )Y = −g(X, Y )V + g(JX, Y )U + dσ(HX,HY )U. (4.3.8)

4.4 La courbure GH-sectionnelle

Dé�nition 4.4.1. [39] Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de contact

normale. Pour un champ de vecteurs horizontal X, le 2-plan engendré par X et

Y = aGX + bHX avec a2 + b2 = 1 est dit GH-section ou H-section holomorphe.

La courbure GH-sectionnelle GHa,b(X) est la courbure du plan GH-section :

GHa,b(X) = K(X, aGX + bHX)

où K(X, Y ) est la courbure sectionnelle du plan engendré par X et Y .

Lemme 4.4.1. [39] GHa,b(X) est indépendante du choix de a et b si et seulement si

K(X,GX) = K(X,HX) et g(R(X,GX)HX,X) = 0.

Démonstration. On peut écrire la courbure GH-sectionnelle comme suit

GHa,b(X) = a2K(X,GX) + b2K(X,HX) +
2ab

g(X,X)2
g(R(X,GX)HX,X).

Si GHa,b(X) est indépendante du choix du a et b alors :

Pour a = 1 et b = 0, on a GHa,b(X) = K(X,GX).

Pour a = 0 et b = 1, on a GHa,b(X) = K(X,HX).
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Alors K(X,GX) = K(X,HX) et g(R(X,GX)HX,X) = 0.

Réciproquement, si K(X,GX) = K(X,HX) = K et g(R(X,GX)HX,X) = 0, alors

GHa,b(X) = K donc GHa,b(X) est indépendante du choix du a et b.

Dans la suite, GHa,b(X) est indépendante du choix de a et b, et on la note

GH(X).

Proposition 4.4.2. [39] Pour un champ de vecteurs X horizontal, on a

K(X, JX) =
1

2
(GH(X +GX) + GH(X −GX)) + 3.

4.5 Variété complexe de contact normale à courbure

constante

Proposition 4.5.1. [39] Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de contact

normale de dimension supérieure ou égale à 5. Si la courbure GH-sectionnelle est

indépendante du choix de GH-section en tout point, alors elle est constante sur M .

Dans ce cas la courbure Riemannienne est donnée par

R(X,Y )Z =
c+ 3

4
[g(Y,Z)X − g(X,Z)Y + g(Z, JY )JX − g(Z, JX)JY + 2g(X, JY )JZ]

+
c− 1

4
[(u(X)u(Z) + v(X)v(Z))Y − (u(Y )u(Z) + v(Y )v(Z))X

+ 2u ∧g v(Z, Y )JX − 2u ∧g v(Z,X)JY + 4u ∧g v(X,Y )JZ + g(Z,GY )GX

− g(Z,GX)GY + 2g(X,GY )GZ + g(Z,HY )HX − g(Z,HX)HY + 2g(X,HY )HZ

+ (u(Y )g(X,Z)− u(X)g(Y, Z) + v(X)g(JY, Z)− v(Y )g(JX,Z) + 2v(Z)g(X,JY ))U

+ (v(Y )g(X,Z)− v(X)g(Y,Z)− u(X)g(JY, Z) + u(Y )g(JX,Z)− 2u(Z)g(X, JY ))V ]

− 4

3
(dσ(U, V ) + c+ 1)[(v(X)u ∧g v(Z, Y )− v(Y )u ∧g v(Z,X) + 2v(Z)u ∧g v(X,Y ))U

− (u(X)u ∧g v(Z, Y )− u(Y )u ∧g v(Z,X) + 2u(Z)u ∧ v(X,Y ))V ].

(4.5.1)

De plus la courbure de Ricci ρ est donnée par

ρ = ((n+ 2)c+ 3n+ 2)g − ((n+ 2)c− n+ 2 + 2Ω(U, V ))(u⊗ u+ v ⊗ v). (4.5.2)
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Dé�nition 4.5.1. [39] Une variété complexe de contact normaleM avec une courbure

GH-sectionnelle constante est dite à courbure constante.

Une variété complexe K-normale est une variété de Kähler-Einstein[33].

Exemples des variétés complexes de contact normales

L'espace projectif complexe CP 2n+1(4)

L'espace projectif complexe de dimension impaire CP 2n+1(4) avec la métrique de

Fubini-Study de courbure holomorphe constante (=4) admet une structure complexe

métrique de contact par la �bration de Hopf

π : S4n+3 → CP 2n+1.

Munie de cette structure, l'espace projectif complexe CP 2n+1(4) est une variété com-

plexe de contact normale à courbure constante avec c = 1 [39]. De plus, l'espace

projectif complexe CP 2n+1(4) est un espace d'Einstein est sa courbure de Ricci est

donnée par

ρ = (4n+ 4)g.

Le groupe complexe de Heisenberg HC

Le groupe complexe de HeisenbergHC est un sous groupe fermé de GL(3,C) donné

par ([1]) 


1 z2 z3

0 1 z1

0 0 1

 /z1, z2, z3 ∈ C

 ' C3

Si la translation à gauche par B ∈ HC est notée LB alors

L∗Bdz1 = dz1, L
∗
Bdz2 = dz2, L

∗
B(dz3 − z2dz1) = dz3 − z2dz1.
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Les champs de vecteurs invariants à gauche ∂
∂z1

+ z2
∂
∂z3
, ∂
∂z2
, ∂
∂z3

sont les duals des

1-formes dz1, dz2 et dz3 − z2dz1.
Relativement à un système de coordonnée (z1, z2, z3, z1, z2, z3) la métrique

g =
1

8



1 + |z2|2 0 −z2
0 0 1 0

−z2 0 1

1 + |z2|2 0 −z2
0 1 0 0

−z2 0 1


est Hermitienne et invariante à gauche mais cette métrique n'est pas de Kähler. La

1-forme θ = 1
2
(dz3 − z2dz1) = u − iv est une structure complexe de contact sur HC.

De plus, les tenseurs G,H et leurs dérivées covariantes sont données par

G =



0 1 0

0 −1 0 0

0 z2 0

0 1 0

−1 0 0 0

0 z2 0


, H =



0 −i 0

0 i 0 0

0 −iz2 0

0 i 0

−i 0 0 0

0 iz2 0


(∇XG)Y = g(X, Y )U − u(Y )X − g(X, JY )V − v(Y )JX + 2v(X)GHY,

(∇XH)Y = g(X, Y )V − v(Y )X + g(X, JY )U + u(Y )JX − 2u(X)GHY.

et

g(∇XU, V ) = σ(X) = 0, ∇XU = −GX, ∇XV = −HX.

Muni de cette structure, le groupe complexe de Heisenberg HC est une variété com-

plexe de contact normale à courbure constante avec une courbure GH-sectionnelle

(=-3) et une courbure holomorphe 0. De plus, sa courbure de Ricci est

ρ = −4g + (4n+ 4)(u⊗ u+ v ⊗ v).
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Théorème 4.5.2. [39] Soit M une variété complexe métrique de contact. M admet

une courbure GH-sectionnelle constante (= c) si et seulement si, pour un vecteur

horizontal X, la courbure sectionnelle holomorphe du plan engendré par X et JX est

c+ 3.

Proposition 4.5.3. [39] Soit M une variété complexe métrique de contact. Si M

admet une courbure sectionnelle holomorphe constante (= c) alors c = 4 et la variété

M est de Kähler.

Théorème 4.5.4. [39] Soit M une variété complexe métrique de contact normale à

courbure GH-sectionnelle constante égale 1 et Ω(U, V ) = −2. Alors M admet une

courbure sectionnelle holomorphe constante égale à 4 et elle est de Kähler. Si de plus

M est complète et simplement connexe, alors M est isométrique à CP 2n+1(4) avec la

métrique de Fubini-Study à courbure holomorphe constante 4.

4.6 Déformation H-homothétique

B. Korkmaz [39] a introduit la notion de la déformation H-homothétique d'une

structure complexe métrique de contact. Soit α une constante positive et considérer

les tenseurs de la structure locale (G,H,U, V, u, v, g). On dé�nit de nouveaux tenseurs

de structure par

ũ = αu, ṽ = αv, Ũ =
1

α
U, Ṽ =

1

α
V, G̃ = G, H̃ = H,

g̃ = αg + α(α− 1)(u⊗ u+ v ⊗ v).

Dé�nition 4.6.1. [39] Ce changement de structure est appelé la déformation H-
homothétique.

Si la structure donnée est normale, la nouvelle structure l'est aussi. Dans [39], B.

Korkmaz a calculé la courbure et a montré que si sur une variété complexe métrique

de contact normale, la structure d'origine a une courbure GH-sectionnelle constante



59

c alors la nouvelle structure a une courbure GH-sectionnelle constante c̃ =
c+ 3

α
− 3,

en particulier, elle a prouvé les résultats suivants :

Théorème 4.6.1. [39] En outre de sa structure standard, l'espace projectif complexe

CP 2n+1(4) possède également une structure complexe métrique de contact normale

avec une courbure GH-sectionnelle constante 4
α
− 3 et Ω(U, V ) = − 2

α2 pour tout α

supérieur à 0.

Théorème 4.6.2. [39] Une variété complexe métrique de contact normale munie

d'une métrique g̃ à courbure GH-sectionnelle constante c̃ > −3 est H-homothétique à

une variété complexe métrique de contact normale munie d'une métrique g à courbure

GH-sectionnelle constante c = 1. De plus, si Ω(Ũ , Ṽ ) = − (c̃+3)2

8
alors la métrique g

est de Kähler à courbure holomorphe constante 4.

Remarque 4.6.1. La courbure GH-sectionnelle du groupe complexe de Heisenberg HC

est invariante sous la déformation H-homothétique.

4.7 Variété complexe de (κ, µ)-contact

Dé�nition 4.7.1. [40] Une variété complexe de (κ, µ)-contact est une variété com-

plexe métrique de contact (M,u, v, U, V,G,H, g) avec hU = hV =: h dont le tenseur

de courbure et la 2-forme Ω satisfont :

R(X, Y )U = κ[u(Y )X − u(X)Y ] + µ[u(Y )hX − u(X)hY ]

+ (κ− µ)[v(Y )JX − v(X)JY ]

+ 2[(κ− µ)g(JX, Y ) + (4κ− 3µ)u ∧ v(X, Y )]V, (4.7.1)

R(X, Y )V = κ[v(Y )X − v(X)Y ] + µ[v(Y )hX − v(X)hY ]

− (κ− µ)[u(Y )JX − u(X)JY ]

− 2[(κ− µ)g(JX, Y ) + (4κ− 3µ)u ∧ v(X, Y )]U, (4.7.2)

Ω(X, Y ) = (2− µ)g(JX, Y ) + 2g(JhX, Y ) + 2(2− µ)u ∧ v(X, Y ),
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pour des constantes κ et µ.

Théorème 4.7.1. [40] Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-

contact. Alors κ ≤ 1. Si κ = 1, alors M est normale et h = 0. Si κ < 1, alors M

admet trois distributions [0], [λ], [−λ] orthogonales et intégrables dé�nis par les espaces

propres de h, où λ =
√

1− κ. De plus, on a

R(Xλ, Yλ)Z−λ = (κ− µ) [g(Xλ, GZ−λ)GYλ − g(Yλ, GZ−λ)GXλ

+ g(Xλ, HZ−λ)HYλ − g(Yλ, HZ−λ)HXλ,

R(X−λ, Y−λ)Zλ = (κ− µ)[g(X−λ, GZλ)GY−λ − g(Y−λ, GZλ)GX−λ

+ g(X−λ, HZλ)HY−λ − g(Y−λ, HZλ)HX−λ],

R(Xλ, Y−λ)Z−λ = −κ[g(Xλ, GZ−λ)GY−λ + g(Xλ, HZ−λ)HY−λ]

− µ[g(Xλ, GY−λ)GZ−λ + g(Xλ, HY−λ)HZ−λ],

R(Xλ, Y−λ)Zλ = κ[g(Y−λ, GZλ)GXλ + g(Y−λ, HZλ)HXλ]

− µ[g(Xλ, GY−λ)GZλ + g(Xλ, HY−λ)HZλ],

R(Xλ, Yλ)Zλ = (2− µ+ 2λ)[g(Yλ, Zλ)Xλ − g(Yλ, JZλ)JXλ

− g(Xλ, Zλ)Yλ + g(Xλ, JZλ)JYλ − 2g(JXλ, Yλ)JZλ],

R(X−λ, Y−λ)Z−λ = (2− µ− 2λ)[g(Y−λ, Z−λ)X−λ − g(Y−λ, JZ−λ)JX−λ

− g(X−λ, Z−λ)Y−λ + g(X−λ, JZ−λ)JY−λ − 2g(JX−λ, Y−λ)JZ−λ],

avec Xλ, YλZλ ∈ [λ] et X−λ, Y−λZ−λ ∈ [−λ].

Théorème 4.7.2. [40] Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-

contact avec (κ < 1). Alors, pour tous vecteurs unitaires horizontaux X, Y

1. la courbure U-sectionnelle et la courbure V -sectionnelle sont données par

K(X,U) = K(X, V ) = κ+ µg(hX,X) =

{
κ+ λµ, si X ∈ [λ],

κ− λµ, si X ∈ [−λ]
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2. la courbure sectionnelle du plan section engendré par X et Y est donnée par

K(X, Y ) =


(2− µ+ 2λ)(1 + 3g(X, JY )2), si X, Y ∈ [λ],

−(κ+ µ)(g(X,GY )2 + g(X,HY )2), si X ∈ [λ], Y ∈ [−λ],

(2− µ− 2λ)(1 + 3g(X, JY )2), si X, Y ∈ [−λ].

Lemme 4.7.3. [40] Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

de dimCM = 2n+ 1. Alors

1. R(GX,U)U−GR(X,U)U = 2µhGX, R(HX, V )V −HR(X, V )V = 2µhHX,

2. h2 = (κ− 1)G2, κ < 1 et κ = 1 si et seulement si M est normale,

3. R(U,X)Y = κ(g(X, Y )U−u(Y )X)+µ(g(hX, Y )U−u(Y )hX)+(κ−µ)(g(X, JY )V+

v(Y )JX + 2v(X)JY ) + (4κ− 3µ)v(X)(u(Y )V − v(Y )U),

R(V,X)Y = κ(g(X, Y )V−v(Y )X)+µ(g(hX, Y )V−v(Y )hX)−(κ−µ)(g(X, JY )U+

u(Y )JX + 2u(X)JY )− (4κ− 3µ)u(X)(u(Y )V − v(Y )U),

4. QU = 4nκU , QV = 4nκV où Q est l'opérateur de Ricci,

5. (∇XG)Y = −u(Y )(X+hX)−v(Y )J(X+hX)+σ(X)HY −µv(X)JY +(g(X+

hX, Y ) + µv(X)v(Y ))U + (g(J(X + hX), Y )− µv(X)u(Y ))V ,

(∇XH)Y = u(Y )J(X+hX)−v(Y )(X+hX)−σ(X)GY +µu(X)JY −(g(J(X+

hX), Y ) + µu(X)v(Y ))U + (g(X + hX, Y ) + µu(X)u(Y ))V ,

(∇XJ)Y = −µu(X)HY + µv(X)GY ,

6. (∇Xh)Y − (∇Y h)X = (κ − 1)(u(Y )GX − u(X)GY ) + (µ − 1)(u(Y )GhX −
u(X)GhY ) + (κ − 1)(v(Y )HX − v(X)HY ) + (µ − 1)(v(Y )HhXv(X)HhY ) +

2(κ− 1)(g(GY,Z)U + g(HY,Z)V .

De (3) on a (voir [40])

lUX = R(X,U)U = κ(X − u(X)U − v(X)V ) + µhX.

Si X est un champ de vecteurs horizontal alors

lUX =

{
κ+ λµ si X ∈ [λ]

κ− λµ si X ∈ [λ]
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Lemme 4.7.4. [40] Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact.

Alors pour tous champs de vecteurs X et Y sur M on a

(∇Xh)Y = u(Y )(hGX + (κ− 1)GX) + v(Y )(hHX + (κ− 1))HX)

+ µh(u(X)GY + v(X)HY ) + (g(X, hGY )− (κ− 1)g(X,GY ))U

+ (g(X, hHY )− (κ− 1)(g(X,HY ))V.

(4.7.3)

En conséquence de ce lemme, la dérivée covariante de h le long de U , V est donnée

par (voir [40])

∇Uh = µhG, ∇V h = µhH. (4.7.4)

Lemme 4.7.5. [40] Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact.

Alors pour tous champs de vecteurs X, Y et Z sur M on a

R(X, Y )hZ − hR(X, Y )Z = κ{g(Y,GhZ)GX − g(X,GhZ)GY + g(Y,GZ)GhX

− g(X,GZ)GhY + g(Y,HhZ)HX − g(X,HhZ)HY + g(Y,HZ)HhX

− g(X,HZ)HhY } − µ{2g(X,GY )GhZ + 2g(X,HY )HhZ}.

L'espace Cn+1 × CP n(16)

Soient [t0, . . . , tn] le système de coordonnées homogène sur CP n et Ui = {[t0, . . . , tn] ∈
CP n/ti 6= 0}.On pose wj =

tj
ti
, j = 1, . . . , n et i 6= j. SoitOi = Cn+1×Ui et (z0, . . . , zn)

le système de coordonnées sur Cn+1. On dé�nit une 1-forme holomorphe θi sur Oi par

θi =
1

ti

n∑
k=0

tkdz
k

alors on a θi ∧g (dθi)
n 6= 0 sur Oi et θj =

ti

tj
θi sur Oi ∩ Oj. Ainsi {θi}1≤i≤n est une

structure complexe de contact sur Cn+1 × CP n(16).
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On considère O0 avec θ0 = dz0 +
n∑
k=0

wkdzk.

La métrique sur Cn+1 × CP n(16) est donnée par la matrice

g =
1

8


0

In+1 0

0 g1

In+1 0

0 tg1
0


avec 1

8
g1 est la métrique sur CP n(16) et

g1ij =

(1 +
n∑
k=1

|wk|2)δij − wiwj

8(1 +
n∑
k=1

|wk|2)2
.

Soit f0 = 1 +
n∑
k=1

|wk|2. On dé�nit les 1-formes réelles u0 et v0 par

u0 =
1

4
√
f0

(dz0 + dz0 +
n∑
k=1

(wkdzk + wkdzk)),

v0 =
i

4
√
f0

(dz0 − dz0 +
n∑
k=1

(wkdzk − wkdzk)),

les champs de vecteurs U0 et V0 sont donnés par

U0 =
2
√
f0

(
∂

∂z0
+

∂

∂z0
+

n∑
k=1

(wk
∂

∂zk
+ wkd

∂

∂zk
)),

V0 =
− 2i
√
f0

(
∂

∂z0
− ∂

∂z0
+

n∑
k=1

(wk
∂

∂zk
− wkd

∂

∂zk
)).

Alors θ0 = 2
√
f0(u0− iv0), du0(U0, X) = 0 pour tout X de H, u0(U0) = 1, v0(U0) = 0

et g(X,U0) = u0(X) pour tout X.

Soit

G0 =


0

0 G1

G2 0

0 G1

G2 0
0





64

avec

G1 =



w1 w2 . . . wn

|w1|2 − f0 w1w2 . . . w1wn

w1w2 |w2|2 − f0 . . . w2wn
...

...
. . .

...

w1wn w2wn . . . |wn|2 − f0


et G2 = f 2

0


−w1

−w2

... In

−wn

 .

On a G0 = −Id + u0 ⊗ U0 + v0 ⊗ V0, G0J = −JG0 = H0, G0U0 = 0, g(X,G0Y ) =

du0(X, Y ) et g(X,H0Y ) = dv0(X, Y ) pour tous X et Y de H.
Sur O1 on pose f1 = 1 + |w0|2 +

n∑
k=2

|wk|2. On a f0
f1

= |t1|2
|t0|2 . Sur O0 ∩ O1 on pose

a− ib = t0
t1

√
f0
f1

alors a2 + b2 = 1 et

u1 = au0 − bv0, G1 = aG0 − bH0,

v1 = bu0 + av0, H1 = bG0 + aH0,

où (u1, v1, G1, H1) sont les tenseurs de structure sur O1. Donc (uk, vk, Uk, Vk, Gk, Hk)

avec le recouvrement ouvert {Ok}1≤k≤n est une structure complexe métrique de

contact sur Cn+1 × CP n(16). La connexion de Levi-Civita de g est donnée par

∇ ∂
∂wk

∂

∂wk
=
−2wk
f

∂

∂wk
,

∇ ∂
∂wk

∂

∂wj
=
−1

f
(wj

∂

∂wk
+ wk

∂

∂wj
)
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d'où les dérivées covariantes de U et V sont données par

∇XU = −f
3
2 [

n∑
k=1

(bkwk + bkwk)(
∂

∂z0
+

∂

∂z0
)

+
n∑
j=1

((wj

n∑
k=1

(bkwk + bkwk)− 2fbj)
∂

∂zj

+ (wj

n∑
k=1

(bkwk + bkwk)− 2fbj)
∂

∂zj
)]

∇XV = if
3
2 [

n∑
k=1

(bkwk + bkwk)(
∂

∂z0
− ∂

∂z0
)

+
n∑
j=1

((wj

n∑
k=1

(bkwk + bkwk)− 2fbj)
∂

∂zj

− (wj

n∑
k=1

(bkwk + bkwk)− 2fbj)
∂

∂zj
)]

avec X =
n∑
k=0

(ak
∂
∂zk

+ ak
∂
∂zk

) +
n∑
k=1

(bk
∂
∂wk

+ bk
∂
∂wk

).

Finalement la 1-forme σ est l'opérateur symétrique h = hU = hV sont donnés par

σ =
i

4f

n∑
k=1

(wkdwk − wkdwk),

hX =
1

f
[(

n∑
k=1

akwk − a0
n∑
k=1

|wk|2)
∂

∂z0
+ (

n∑
k=1

akwk − a0
n∑
k=1

|wk|2)
∂

∂z0

+ (
n∑
j=1

((a0wj − ajf + wj

n∑
k=1

akwk)
∂

∂zj
+ (a0wj − ajf + wj

n∑
k=1

akwk)
∂

∂zj
)]

+
n∑
j=1

(bj
∂

∂wj
+ bj

∂

∂wj
).

Par un calcul simple on trouve que la courbure Riemannienne véri�ée R(X, Y )V = 0

pour tous X et Y (voir [38]).

Déformation H-homothétique d'une variété complexe de (κ, µ)-contact

Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact. En appliquant

une déformationH-homothétique à (u, v, U, V,G,H, g), alors le tenseur h̃ est le tenseur
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de courbure R̃ sont donnés par

h̃ =
1

α
h,

αR̃(X, Y )Ũ = R(X, Y )U + (1− α)[(∇XG)Y − (∇YG)X − u(Y )(X + hX)

+ u(X)(Y + hY ) + v(Y )J(X + hX)− v(X)J(Y + hY )

+ σ(Y )HX − σ(X)HY − 2g(Jh(X + hX), Y )Ṽ ]

+ (1− α)2(u(Y )X − u(X)Y − v(Y )JX + v(X)JY + 2g(JhX, Y )Ṽ ),

αR̃(X, Y )Ṽ = R(X, Y )V + (1− α)[(∇XH)Y − (∇YH)X − v(Y )(X + hX)

+ v(X)(Y + hY )− u(Y )J(X + hX) + u(X)J(Y + hY )

− σ(Y )GX + σ(X)GY + 2g(Jh(X + hX), Y )Ũ ]

+ (1− α)2(v(Y )X − v(X)Y + u(Y )JX − u(X)JY − 2g(JhX, Y )Ũ).

La structure obtenue est aussi une structure complexe de (κ, µ)-contact avec

κ =
κ+ α2 − 1

α2
, µ =

µ+ 2α− 2

α
,

on dé�nit l'invariant de Boeckx

IM =
1− µ

2√
1− κ

,

pour κ ≤ 1, IM est invariant sous les déformations H-homothétiques.

Le groupe complexe de Heisenberg HC a une structure complexe métrique de contact

normale, avec cette structure, HC est un espace complexe de (1, 2)-contact. Cela on

donne le cas où IM n'est pas dé�ni. D'autre part, Cn+1 × CP n(16) a IM = 1 (voir

[40]).

Théorème 4.7.6. [38] Soit M une variété complexe métrique de contact avec hU =

hV . Si R(X, Y )V = 0, alors M est localement isométrique à Cn+1 × CP n(16).



Chapitre 5

Les propriétés symétriques des

variétés complexes de contact

Dans le cas réel, M. Okumura [42] a prouvé qu'une variété de Sasaki est locale-

ment symétrique si et seulement si elle est localement isométrique à S2n+1(1) et elle

est Ricci-symétrique si et seulement elle est d'Einstein, d'autre part, T. Takahashi a

montré qu'elle est semi-symétrique si elle est localement isométrique à S2n+1(1) [46].

M. Belkhelfa, R. Deszcz et L. Verstraelen [2] ont prouvé que toute variété de Sasaki

à courbure constante est pseudo-symétrique.

Dans le cas complexe, une variété complexe de contact normale est localement symé-

trique si et seulement si elle est localement isométrique à CP 2n+1(4) avec la métrique

de Fubini-Study c'est le résultat de D. Blair et A. Mihai [9].

Ce chapitre contient deux parties. Dans la première partie, on étudie les proprié-

tés semi-symétriques, pseudo-symétriques, Ricci-symétriques, Ricci-semi-symétriques

et Ricci-pseudo-symétriques des variétés complexes de contact normales. On prouve

qu'une variété complexe de contact normale est semi-symétrique si et seulement si

elle est d'Einstein et on montre qu'une variété complexe de contact normale à cour-

bure constante est proprement Ricci-pseudo-symétrique (Lρ 6= 0) si et seulement si

sa courbure GH-sectionnelle est égale à -1. Finalement, on montre que les variétés
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complexes de contact normales à courbure constante ne sont pas proprement pseudo-

symétriques.

Dans la deuxième partie, on étudie les propriétés Ricci-symétriques, Ricci-semi-symétriques

et Ricci-pseudo-symétriques des variétés complexes de (κ, µ)-contact (κ < 1). En pre-

mier lieu, on montre que les variétés complexes de (κ, µ)-contact (κ < 1) ne sont

pas d'Einstein. On prouve que toutes les variétés complexes de (κ, µ)-contact (κ < 1)

sont Ricci-symétriques, Ricci-semi-symétriques si et seulement si elles sont localement

isométriques à Cn+1 × CP n(16). En outre, elles sont Ricci-pseudo-symétriques si et

seulement si elles sont localement isométriques à Cn+1 × CP n(16), en d'autre terme,

les variétés complexes de (κ, µ)-contact (κ < 1) ne sont pas proprement Ricci-pseudo-

symétriques. Finalement, on prouve que l'espace Cn+1×CP n(16) est semi-symétrique.

5.1 Variété complexe de contact normale Ricci-semi-

symétrique

Lemme 5.1.1. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe métrique de contact

normale de dimension complexe 2n + 1. Alors QU = (4n − 2dσ(U, V ))U et QV =

4n− 2dσ(U, V )V, où Q est l'opérateur de Ricci.

Démonstration. Choisissons une base locale orthonormée {Xi, GXi, HXi, JXi, U, V/

1 ≤ i ≤ n} . On calcule l'opérateur de Ricci dans la direction de U , on trouve

QU =
n∑
i=1

[R(U,Xi)Xi +R(U,GXi)GXi +R(U,HXi)HXi

+R(U, JXi)JXi] +R(U, V )V.

En utilisant la formule (4.3.7), on obtient

QU =
n∑
i=1

[g(Xi, Xi) + g(GXi, GXi) + g(HXi, HXi)

+ g(JXi, JXi)]U − 2dσ(U, V )U

= (4n− 2dσ(U, V ))U



69

De la même façon, on calcule l'opérateur de Ricci dans la direction de V , par la

formule (4.3.8), on obtient

QV = (4n− 2dσ(U, V ))V.

Théorème 5.1.2. Une variété complexe de contact normaleM est Ricci-semi-symétrique

si et seulement si elle est d'Einstein.

Démonstration. Il est clair que toute variété d'Einstein est Ricci-symétrique alors elle

est Ricci-semi-symétrique.

Réciproquement, si M est Ricci-semi-symétrique alors pour tous champs de vecteurs

X, Y, Z et W sur M le courbure de Ricci véri�e la relation suivante

(R(X, Y ).ρ)(Z,W ) = −ρ(R(X, Y )Z,W )− ρ(Z,R(X, Y )W )

= 0 (5.1.1)

En utilisant la formule (4.5.2), le lemme 5.1.1 et en remplaçant Y et Z par U dans

(5.1.1), pour un champ de vecteurs horizontal X on obtient

ρ(R(X,U)U,W ) + ρ(U,R(X,U)W ) = ρ(X,W )− (4n− 2dσ(U, V ))g(X,W )

= 0,

ce qui implique

ρ(X,W ) = (4n− dσ(U, V ))g(X,W ), pour X ∈ H.

D'autre part, par un choix arbitraire d'un champ de vecteurs X = X0 + u(X)U +

v(X)V sur M on a

ρ(X,W ) = ρ(X0,W ) + (4n− dσ(U, V ))(u(X)u(W ) + v(X)v(W ))

= (4n− dσ(U, V ))[g(X0,W ) + u(X)u(W ) + v(X)v(W )]

= (4n− dσ(U, V ))g(X,W ).

Alors M est une variété d'Einstein.

Corollaire 5.1.3. Une variété complexe de contact normale M est Ricci-symétrique

(∇ρ = 0) si et seulement si elle est d'Einstein.
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5.2 Les propriétés symétriques des variétés complexes

de contact normales à courbure constante

Proposition 5.2.1. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de contact nor-

male à courbure constante. Alors on a :

1. (U ∧g V ).ρ = 0,

2. (X ∧g Y ).ρ = 0, ∀X, Y ∈ H.

3. (X ∧g U).ρ(Z,W ) = β[g(X,Z)u(W ) + g(X,W )u(Z)], ∀X ∈ H.

4. (X ∧g V ).ρ(Z,W ) = β[g(X,Z)v(W ) + g(X,W )v(Z)], ∀X ∈ H.

avec β = −((n+ 2)c− n+ 2 + 2dσ(U, V ))

Démonstration. Pour tous champs de vecteurs X, Y, Z et W sur M , on a

((X ∧g Y ).ρ)(Z,W ) = −ρ((X ∧g Y )Z,W )− ρ(Z, (X ∧g Y )W )

= g(X,Z)ρ(Y,W )− g(Y, Z)ρ(X,W )

+ g(X,W )ρ(Y, Z)− g(Y,W )ρ(X,Z)

= β[g(X,Z)(u(Y )u(W ) + v(Y )v(W ))

− g(Y, Z)(u(X)u(W ) + v(X)v(W ))

+ g(X,W )(u(Y )u(Z) + v(Y )v(Z))

− g(Y,W )(u(X)u(Z) + v(X)v(Z))]

(5.2.1)

1. Si X = U et Y = V alors la formule (5.2.1) devient

(U ∧g V ).ρ(Z,W ) = β[u(Z)v(W )− v(Z)u(W ) + u(W )v(Z)− v(W )u(Z)]

= 0.

2. Soient X et Y des champs de vecteurs horizontaux (X, Y ∈ H). Alors

(X ∧g Y ).ρ(Z,W ) = β[g(X,Z)(u(Y )u(W ) + v(Y )v(W ))

− g(Y, Z)(u(X)u(W ) + v(X)v(W ))

+ g(X,W )(u(Y )u(Z) + v(Y )v(Z))

− g(Y,W )(u(X)u(Z) + v(X)v(Z))] = 0.
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3. Pour un champ de vecteurs horizontal X ∈ H, on a

(X ∧g U).ρ(Z,W ) = β[g(X,Z)(u(U)u(W ) + v(U)v(W ))

− u(Z)(u(X)u(W ) + v(X)v(W ))

+ g(X,W )(u(U)u(Z) + v(U)v(Z))

− u(W )(u(X)u(Z) + v(X)v(Z))]

= β[g(X,Z)u(W ) + g(X,W )u(Z)]

4. Soit X un champ de vecteurs horizontal (X ∈ H). Alors

(X ∧g V ).ρ(Z,W ) = β[g(X,Z)v(W ) + g(X,W )v(Z)]

avec β = −((n+ 2)c− n+ 2 + 2dσ(U, V ))

Lemme 5.2.2. Sur une variété complexe de contact normale à courbure constante

M on a J.R = 0.

Démonstration. Pour tous champs de vecteurs X, Y, Z et W sur M on a

(J.R)(X, Y, Z,W ) = −R(JX, Y, Z,W )−R(X, JY, Z,W )−R(X, Y, JZ,W )−R(X, Y, Z, JW ),

par l'utilisation de la formule (4.5.1), on obtient J.R = 0.

Théorème 5.2.3. Une variété complexe de contact normale à courbure constante est

proprement Ricci-pseudo-symétrique (Lρ 6= 0) si et seulement si c = −1, dans ce cas

la fonction Lρ est égale à 1.

Démonstration. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M, en remplaçant Z par
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U dans la formule (4.5.1), on obtient

R(X, Y )U =
c+ 3

4
(u(Y )X − u(X)Y + v(Y )JX − v(X)JY − 2g(X, JY )V )

+
c− 1

4
(−u(Y )X + u(X)Y + v(Y )JX − v(X)JY − 2g(X, JY )V

− 4u ∧g v(X, Y )V ) + 4(dσ(U, V ) + c+ 1)u ∧g v(X, Y )V

= (X ∧g Y +
c+ 1

2
(JX ∧g JY ))U + [(4dσ(U, V ) + 3c+ 5)u ∧g v(X, Y )

−(c+ 1)g(X, JY )]V.

(5.2.2)

et si on remplace Z par V dans la formule (4.5.1), on trouve

R(X, Y )V = (X ∧g Y +
c+ 1

2
(JX ∧g JY )V − [(4dσ(U, V ) + 3c+ 5)u ∧g v(X, Y )

− (c+ 1)g(X, JY )]U.

(5.2.3)

on calcule R(X, Y ).ρ(Z,W ) en utilisant les formules (5.2.2), (5.2.3) et (4.5.2) alors

R(X, Y ).ρ(Z,W ) = −ρ(R(X, Y )Z,W )− ρ(Z,R(X, Y )W )

= β[R(X, Y, U, Z)u(W ) +R(X, Y, V, Z)v(W )

+R(X, Y, U,W )u(Z) +R(X, Y, V,W )v(Z)]

= (X ∧g Y +
c+ 1

2
(JX ∧g JY )).ρ(Z,W ).

(5.2.4)

Supposons queM est proprement Ricci-pseudo-symétrique (β 6= 0), alors il existe sur

M une fonction Lρ non nulle telle que

R(X, Y ).ρ(Z,W ) = Lρ(X ∧g Y ).ρ(Z,W ). (5.2.5)

À l'aide des formules (5.2.4) et (5.2.5), on trouve

(Lρ − 1)(X ∧g Y ).ρ(Z,W ) =
c+ 1

2
(JY ∧g JX).ρ(Z,W ). (5.2.6)

En utilisant la proposition 5.2.1 et en remplaçant Y et W by U et Z par X où X est

un champ de vecteurs unitaire horizontal, on obtient

(X ∧g U).ρ(X,U) = β 6= 0, (JX ∧g V ).ρ(X,U) = 0. (5.2.7)
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Maintenant, on utilise les deux dernières formules (5.2.6) et (5.2.7), on obtient

β(Lρ − 1) = 0⇒ Lρ = 1.

pour Lρ = 1, la formule (5.2.6) donne

(c+ 1)(JX ∧g JY ).ρ(Z,W ) = 0. (5.2.8)

En utilisant une autre fois la proposition 5.2.1 et pour Y = W = V, Z = JX où X

est un champ de vecteurs unitaire horizontal, on a

(JX ∧g V ).ρ(JX, V ) = β. (5.2.9)

On utilise les dernières équations, on obtient

β(c+ 1) = 0⇒ c = −1.

Exemple 5.2.1. L'espace projectif complexe de dimension impaire CP 2n+1(4) ad-

met une structure complexe de contact normale avec une courbure GH-sectionnelle

constante (c = 1). On note cette structure par (G,H,U, V, u, v). On peut toujours

dé�nie une nouvelle structure, en utilisant la déformation H-homothétique. Soit α un

constant positive, la nouvelle structure est aussi complexe de contact normale d'une

courbure GH-sectionnelle constante (c̃ = 4
α
− 3 de plus Ω(U, V ) = −( 2

α2 )).

Si on prend α = 2 on obtient une structure complexe de contact normale à courbure

GH-sectionnelle constante (c̃ = −1). Alors, muni de cette nouvelle structure, l'espace

projectif complexe CP 2n+1(4) est proprement Ricci-pseudo-symétrique.

Lemme 5.2.4. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de contact normale

à courbure constante. Pour tout champ de vecteurs Z sur M on a :

1. R(U, V )Z = [−(c+ 1 + 2dσ(U, V ))(U ∧g V ) + (c+ 1)J ]Z,

2. R(X,U)Z = (X ∧g U + c+1
2
V ∧g JX)Z,
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3. R(X, Y )Z = [ c+3
4

(X∧g Y +JX∧g JY +2g(X, JY )J)+ c−1
4

(GX∧gGH+HX∧g
HY + 2g(X,GY )G+ 2g(X,HY )H)]Z

où X, Y sont des champs de vecteurs horizontaux.

Démonstration. On utilise la formule (4.5.1), en remplaçons Y par U et pour un

champ de vecteurs X orthogonal à U (u(X) = 0), on obtient

R(X,U)Z = u(Z)X − g(X,Z)U +
c+ 1

2
(g(Z, JX)V − v(Z)JX + 2v(X)JZ)

− (
3c+ 5

2
+ 2dσ(U, V ))(v(X)u(Z)V − v(X)v(Z)U)

= (X ∧g U +
c+ 1

2
(V ∧g JX − 2v(X)J)− v(X)(

3c+ 5

2

+ 2dσ(U, V ))(V ∧g U)).Z.

(5.2.10)

1. En remplaçant X par V dans la formule (5.2.10), on obtient

R(V, U)Z = (V ∧g U +
c+ 1

2
(V ∧g U − 2J))− (

3c+ 5

2
+ 2dσ(U, V ))((V ∧g U))Z

= −[(c+ 1 + 2dσ(U, V ))(V ∧g U) + (c+ 1)J ]Z.

R(U, V )Z = −R(V, U)Z = [(c+ 1 + 2dσ(U, V ))(V ∧g U) + (c+ 1)J ]Z

= [−(c+ 1 + 2dσ(U, V ))(U ∧g V ) + (c+ 1)J ]Z.

2. Soit X un champ de vecteurs horizontal, alors la formule (5.2.10) devient :

R(X,U)Z = (X ∧g U +
c+ 1

2
V ∧g JX)Z.

Finalement, pour deux champs de vecteurs horizontaux X et Y la formule (4.5.1)
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devient :

R(X, Y )Z =
c+ 3

4
(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(Z, JY )JX

− g(Z, JX)JY + 2g(X, JY )JZ)

+
c− 1

4
(g(Z,GY )GX − g(Z,GX)GY + 2g(X,GY )GZ

+ g(Z,HY )HX − g(Z,HX)HY + 2g(X,HY )HZ

+ 2v(Z)g(X, JY )U − 2u(Z)g(X, JY )V )

= [
c+ 3

4
(X ∧g Y + JX ∧g JY + 2g(X, JY )J)

+
c− 1

4
(GX ∧g GY +HX ∧g HY

+ 2g(X,GY )G+ 2g(X,HY )H + 2g(X, JY )(U ∧g V ))]Z.

Proposition 5.2.5. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de contact nor-

male à courbure constante. Pour tous champs de vecteurs X1, X2, X3 et X4 sur M ,

on a :

1. R.R(X1, X2, X3, X4;U, V ) = 0,

2. R.R(X1, X2, X3, X4;X,U) = (X ∧g U + c+1
2
V ∧g JX).R(X1, X2, X3, X4),

3. R.R(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = [ c+3
4

(X ∧g Y + JX ∧g JY ) + c−1
4

(GX ∧g GY +

HX ∧g HY + 2g(X,GY )G+ 2g(X,HY )H].R(X1, X2, X3, X4)

où X et Y sont des champs de vecteurs horizontaux.

Démonstration. 1. Pour tous champs de vecteurs X1, X2, X3 et X4 sur M , on a

R(U,X2, X3, X4) = g(X2, X3)u(X4)− u(X3)g(X2, X4) +
c+ 1

2
(v(X3)g(JX2, X4)

− g(X3, JX2)v(X4) + 2v(X2)g(JX3, X4))

− (2dσ(U, V ) +
3c+ 5

2
)v(X2)(v(X3)u(X4)

− u(X3)v(X4)).

(5.2.11)
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R(V,X2, X3, X4) = g(X2, X3)v(X4)− v(X3)g(X2, X4) +
c+ 1

2
(g(JX2, X3)u(X4)

− u(X3)g(JX2, X4) + 2u(X2)g(JX3, X4))

− (
3c+ 5

2
+ 2dσ(U, V ))u(X2)(v(X3)u(X4)

− u(X3)v(X4)).

(5.2.12)

En utilisant les formules (5.2.11) et (5.2.12) on calcule (U ∧g V ).R, pour tous

champs de vecteurs X1, X2, X3 et X4 sur M , on a

(U ∧g V ).R(X1, X2, X3, X4) = u(X1)R(V,X2, X3, X4)− v(X1)R(U,X2, X3, X4)

+ u(X2)R(X1, V,X3, X4)− v(X2)R(X1, U,X3, X4)

+ u(X3)R(X1, X2, V,X4)− v(X3)R(X1, X2, U,X4)

+ u(X4)R(X1, X2, X3, V )− v(X4)R(X1, X2, X3, U)

= 0.

2. En utilisant (2) du lemme 5.2.4 on a, pour tous champs de vecteursX1, X2, X3, X4

sur M et pour un champ de vecteurs horizontal X :

R.R(X1, X2, X3, X4;X,U) = (X ∧g U +
c+ 1

2
V ∧g JX).R(X1, X2, X3, X4).

3. Finalement, en utilisant (3) du lemme 5.2.4 le lemme 5.2.2, on obtient

R.R(X1, X2, X3, X4;X,Y ) = [
c+ 3

4
(X ∧g Y + JX ∧g JY ) +

c− 1

4
(GX ∧g GY +HX ∧g HY

+ 2g(X,GY )G+ 2g(X,HY )H].R(X1, X2, X3, X4),

où X et Y sont des champs de vecteurs horizontaux.

Théorème 5.2.6. Une variété complexe de contact normale à courbure constante est

semi-symétrique si et seulement si il est localement isométrique à CP 2n+1(4).
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Démonstration. Il est clair que si M est localement isométrique à CP 2n+1(4) alors il

est semi-symétrique. Dans [8], D. Blair et A. Mihai ont prouvé qu'une variété complexe

de contact est localement symétrique (∇R = 0) si et seulement si elle est localement

isométrique à CP 2n+1(4).

Maintenant, supposons que M est semi-symétrique R.R = 0. Par l'utilisation de (2)

de la proposition 5.2.5, on obtient

R(X,U).R(X1, X2, X3, X4) = (X ∧g U +
c+ 1

2
V ∧g JX).R(X1, X2, X3, X4) = 0

(5.2.13)

ce qui implique

(X ∧g U).R(X1, X2, X3, X4) =
c+ 1

2
(JX ∧g V ).R(X1, X2, X3, X4) (5.2.14)

Pour X1 = X,X2 = X3 = GX,X4 = U où X est un champ de vecteurs unitaire

horizontal on a

(X ∧g U).R(X,GX,GX,U) = 1− c,

(JX ∧g V ).R(X,GX,GX,U) = 0.

Par l'utilisation de la formule (5.2.14) on obtient c = 1.

Maintenant, on suppose que c = 1. En utilisant la formule (4.5.1) alors le tenseur de

courbure de Riemann R est donné par

R(X, Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(Z, JY )JX − g(Z, JX)JY + 2g(X, JY )JZ)

− 4(dσ(U, V ) + 2)u ∧g v(X, Y )(v(Z)U − u(Z)V ).

(5.2.15)

Pour un champ de vecteurs unitaire horizontal X, on a

R(X,U).R(X, V, V, U) = 4(dσ(U, V ) + 2) = 0⇒ dσ(U, V ) = −2.

Alors la variété complexe de contact M est localement isométrique à CP 2n+1(4).

Théorème 5.2.7. Les variétés complexes de contact normales à courbure constante

ne sont pas proprement pseudo-symétriques.
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Démonstration. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de contact normale

à courbure constante.M est proprement pseudo-symétrique si R.R = LRQ(g.R) avec

LR 6= 0.

Par l'utilisation de 2 du lemme 5.2.4, pour tous champs de vecteurs X1, X2, X3, X4

sur M et pour un champ de vecteurs horizontal X, on a

R.R(X1, X2, X3, X4;X,U) = (X ∧g U +
c+ 1

2
V ∧g JX).R(X1, X2, X3, X4). (5.2.16)

Supposons queM est proprement pseudo-symétrique alors il existe surM une fonction

LR non nulle telle que

R.R(X1, X2, X3, X4;X,U) = LRQ(g,R).R(X1, X2, X3, X4;X,U). (5.2.17)

Par les formules (5.2.16) et (5.2.11), on trouve

(X ∧g U +
c+ 1

2
V ∧g JX).R(X1, X2, X3, X4) = LR(X ∧g U).R(X1, X2, X3, X4)

ce qui implique

(LR − 1)(X ∧g U).R(X1, X2, X3, X4) =
c+ 1

2
(V ∧g JX).R(X1, X2, X3, X4). (5.2.18)

Pour X1 = X,X2 = X3 = GX,X4 = U où X est un champ de vecteurs horizontal,

on a

(X ∧g U).R(X,GX,GX,U) = R(U,GX,GX,U)−R(X,GX,GX,X) = 1− c,

et

(JX ∧g V ).R(X,GX,GX,U) = 0

(LR − 1)(X ∧g U).R(X,GX,GX,U) =
c+ 1

2
(V ∧g JX).R(X,GX,GX,U)

⇒ (LR − 1)(1− c) = 0

ce qui implique {
LR = 1, or

c = 1.



79

Supposons que c = 1 et soit X1 = X,X2 = X3 = JX,X4 = U où X est un champ de

vecteurs unitaire. On a

(X ∧g U).R(X, JX, JX,U) = R(U, JX, JX,U)−R(X, JX, JX,X)

= −(c+ 2) = −3.

(V ∧g JX).R(X, JX, JX,U) = −R(X, V, JX,U)−R(X, JX, V, U)

= R(U, JX,X, V ) +R(U, V,X, JX)

= 3
c+ 1

2
= 3.

(5.2.19)

(LR − 1)(X ∧g U).R(X, JX, JX,U) =
c+ 1

2
(V ∧g JX).R(X, JX, JX,U)

⇒ −3(LR − 1) = 3⇒ LR = 0 (contradiction).

Alors LR = 1 en utilisant les formules (5.2.18) et (5.2.19) on obtient c = −1. D'autre

part on a

R(X, Y ).R(X1, X2, X3, X4) = [
c+ 3

4
(X ∧g Y + JX ∧g JY + 2g(X, JY )J)

+
c− 1

4
(GX ∧g GY +HX ∧g HY + 2g(X,GY )G

+ 2g(X,HY )H)].R(X1, X2, X3, X4).

(5.2.20)

Maintenant, on suppose que M est proprement pseudo-symétrique avec LR = 1 et

c = −1. Alors la formule (5.2.20) devient

R(X, Y ).R(X1, X2, X3, X4) =
1

2
[(X ∧g Y + JX ∧g JY )− (GX ∧g GY +HX ∧g HY

+ 2g(X,GY )G+ 2g(X,HY )H)].R(X1, X2, X3, X4)

= (X ∧g Y ).R(X1, X2, X3, X4),

pour Y = JX, on obtient

R(X, JX).R(X1, X2, X3, X4) = [(X ∧g JX)− (GX ∧g HX)].R(X1, X2, X3, X4)

= (X ∧g JX).R(X1, X2, X3, X4)
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ce qui implique

((GX ∧g HY )).R(X1, X2, X3, X4) = 0,

mais pour X1 = GX,X2 = X3 = JX et X4 = X, où X est un champ de vecteurs

horizontal unitaire, on obtient

R(GX, JX, JX,X;GX,X) = R(X, JX, JX,X)−R(GX, JX, JX,GX)

= 3 6= 0.

d'ou la contradiction, alors M ne peut pas être pseudo-symétrique.

5.2.1 Les propriétés symétriques des variétés complexes de

(κ, µ)-contact

Lemme 5.2.8. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1). Pour tous vecteurs unitaires X et Y sur M on a

K(X, Y ) = K(JX, JY ).

Démonstration. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1). Soient X et Y deux vecteurs unitaires sur M :

1. Si X = U et Y = V , sachant que JU = −V et JV = U alors on a

0 = K(U, V ) = R(U, V, U, V ) = R(V, U, V, U) = R(JU, JV, JU, JV ) = K(JU, JV )

2. Si X est un vecteur horizontal unitaire alors d'après le théorème 4.7.2, la cour-

bure U -sectionnelle et la courbure V -sectionnelle sont données par

K(X,U) = K(X, V ) = κ+ µg(hX,X) =

{
κ+ λµ, si X ∈ [λ],

κ− λµ, si X ∈ [−λ]
, (5.2.21)

sachant que si X ∈ [λ] alors JX ∈ [λ] et si X ∈ [−λ] alors JX ∈ [−λ] car J
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commute avec h alors la formule (5.2.21) donne

K(JX, JU) = K(JX, JV )

= K(JX, V ) = K(JX,U)) = κ+ µg(hJX, JX) = κ+ µg(JhX, JX)︸ ︷︷ ︸
=g(hX,Y )

= κ+ µg(hX,X) =

{
κ+ λµ, si X ∈ [λ],

κ− λµ, si X ∈ [−λ]
= K(X,U) = K(X, V ).

(5.2.22)

3. Si X et Y sont deux vecteurs unitaires horizontaux alors d'après le théorème

4.7.2 la courbure sectionnelle du plan section engendré par X et Y est donnée

par

K(X, Y ) =


(2− µ+ 2λ)(1 + 3g(X, JY )2), si X, Y ∈ [λ],

−(κ+ µ)(g(X,GY )2 + g(X,HY )2), si X ∈ [λ], Y ∈ [−λ],

(2− µ− 2λ)(1 + 3g(X, JY )2), si X, Y ∈ [−λ].

,

(5.2.23)

replaçons X par JX et Y par JY dans la formule (5.2.23) alors comme J et

anti-commute avec G et H

K(JX, JY ) =



(2− µ+ 2λ)(1 + 3g(JX, J2Y )︸ ︷︷ ︸
=g(X,JY )

2
), si X, Y ∈ [λ],

−(κ+ µ)(g(JX,GJY )2 + g(JX,HJY )2), si X ∈ [λ], Y ∈ [−λ],

(2− µ− 2λ)(1 + 3g(JX, J2Y )︸ ︷︷ ︸
=g(X,JY )

2
), si X, Y ∈ [−λ].

=


(2− µ+ 2λ)(1 + 3g(X, JY )2), si X, Y ∈ [λ],

−(κ+ µ)((−g(JX, JGY )︸ ︷︷ ︸
=g(X,GY )

)2 + (−g(JX, JHY )︸ ︷︷ ︸
=g(X,HY )

)2), si X ∈ [λ], Y ∈ [−λ],

(2− µ− 2λ)(1 + 3g(X, JY )2), si X, Y ∈ [−λ].

K(JX, JY ) =


(2− µ+ 2λ)(1 + 3g(X, JY )2), si X, Y ∈ [λ],

−(κ+ µ)(g(X,GY )2 + g(X,HY )2), si X ∈ [λ], Y ∈ [−λ],

(2− µ− 2λ)(1 + 3g(X, JY )2), si X, Y ∈ [−λ].

= K(X, Y )
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Lemme 5.2.9. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1). Soit {ei, Jei, Gei, Hei, U, V }1≤i≤n une base orthonormée avec ei, Jei ∈ [λ] et

Gei, Hei ∈ [−λ]. On a

1. K(ei, ej) = K(ei, Jej) = 2− µ+ 2λ pour i 6= j,

2. K(ei, Jei) = 4(2− µ+ 2λ),

3. K(ei, Gej) = K(ei, Hej) = K(Jei, Gej) = K(Jei, Hej) = 0 pour i 6= j,

4. K(ei, Gei) = K(ei, Hei) = K(Jei, Gei) = K(Jei, Hei) = −(κ+ µ),

5. K(ei, U) = K(Jei, U) = K(ei, V ) = K(Jei, V ) = κ+ λµ,

6. K(Gei, U) = K(Hei, U) = K(Gei, V ) = K(Hei, V ) = κ− λµ.

Démonstration. Soit B = {ei, Jei, Gei, Hei, U, V }1≤i≤n une base orthonormée avec

ei, Jei ∈ [λ] et Gei, Hei ∈ [−λ].

1. Soit ei, ej ∈ B tels que i 6= j. Puisque ei, ej ∈ [λ] d'après le théorème 4.7.2 alors

K(ei, ej) = (2− µ+ 2λ)(1 + 3g(ei, Jej)
2︸ ︷︷ ︸

=0

)

= (2− µ+ 2λ)

de même pour ei, Jej (i 6= j), puisque ei, Jej ∈ [λ] alors

K(ei, Jej) = (2− µ+ 2λ)(1 + 3g(ei, J
2ej)

2)

= (2− µ+ 2λ)(1 + 3g(ei, ej)
2︸ ︷︷ ︸

=0

),

= (2− µ+ 2λ)

2. Calculons K(ei, Jei),

K(ei, Jei) = (2− µ+ 2λ)(1 + 3g(ei, J
2ei︸︷︷︸

=−ei

)2)

= (2− µ+ 2λ)(1 + 3(−g(ei, ei))︸ ︷︷ ︸
=1

2)

= 4(2− µ+ 2λ)
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3. Calculons K(ei, Gej) pour i 6= j, comme ei ∈ [λ] et Gej ∈ [−λ] alors d'après le

théorème 4.7.2

K(ei, Gej) = −(κ+ µ)(g(ei, G
2ej︸︷︷︸

=−ej

)2 + g(ei, HGej︸ ︷︷ ︸)
=Jej

2)

= −(κ+ µ)(g(ei, ej︸ ︷︷ ︸
=0

)2 + g(ei, Jej)
2︸ ︷︷ ︸

=0

)

= 0,

(5.2.24)

d'après le lemme 5.2.8

K(ei, Gej) = K(Jei, GJ︸︷︷︸
=H

ej) = K(Jei, Hej)

de même pour K(ei, Hej),

K(ei, Hej) = −(κ+ µ)(g(ei, GHej︸ ︷︷ ︸
=−Jej

)2 + g(ei, H
2ej︸ ︷︷ ︸)

=−ej

2
)

= −(κ+ µ)(g(ei, Jej︸ ︷︷ ︸
=0

)2 + g(ei, ej)
2︸ ︷︷ ︸

=0

)

= 0,

(5.2.25)

en utilisant le lemme 5.2.8 on trouve

K(Jei, HJ︸︷︷︸ ej
=−G

) = K(Jei, Gej)

calculons K(ei, Gei), on a ei ∈ [λ], Gei ∈ [−λ],

K(ei, Gei) = −(κ+ µ)(g(ei, G
2ei︸︷︷︸

=−ei

)2 + g(ei, HGei︸ ︷︷ ︸)
=Jei

2)

= −(κ+ µ)(g(ei, ei︸ ︷︷ ︸
=1

)2 + g(ei, Jei)
2︸ ︷︷ ︸

=0

)

= −(κ+ µ),

(5.2.26)

par le lemme 5.2.8

K(ei, Gei) = K(Jei, GJ︸︷︷︸
=H

ei) = K(Jei, Hei),
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de même pour K(ei, Hei), pour ei ∈ [λ] et Hei ∈ [−λ],

K(ei, Hei) = −(κ+ µ)(g(ei, GHei︸ ︷︷ ︸
=−Jei

)2 + g(ei, H
2ei︸︷︷︸)

=−ei

2
)

= −(κ+ µ)(g(ei, Jei︸ ︷︷ ︸
=0

)2 + g(ei, ei)
2︸ ︷︷ ︸

=1

)

= −(κ+ µ),

(5.2.27)

en utilisant le lemme 5.2.8, on trouve

K(ei, Hei) = K(Jei, HJ︸︷︷︸
=−G

ei) = K(Jei, Gei)

4. Calculons K(ei, U). On utilise le théorème 4.7.2, puisque ei ∈ [λ] alors

K(ei, U) = K(ei, V ) = κ+ µg(hei, ei)︸ ︷︷ ︸
=λ

= κ+ λµ,

(5.2.28)

d'après le lemme 5.2.8

K(ei, U) = K(Jei, JU) = K(Jei, V ),

et d'après le théorème 4.7.2 on a

K(Jei, V ) = K(Jei, U),

pour K(Gei, U) et comme Gei ∈ [−λ], en utilisant le théorème 4.7.2, on obtient

K(Gei, U) = κ+ µg(hGei, Gei)︸ ︷︷ ︸
=−λ

= κ− λµ = K(Gei, V ),

(5.2.29)

et d'après le lemme 5.2.8

K(Gei, U) = K(GJ︸︷︷︸
=H

ei, JU) = K(Hei, V ),

et par le théorème 4.7.2

K(Hei, V ) = K(Hei, U).
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Proposition 5.2.10. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1). L'opérateur de Ricci Q est donné par

Q = (4n+ 4− (2n+ 4)µ)I + (4nκ+ (2n+ 4)µ

− (4n+ 4))(u⊗ U + v ⊗ V ) + (4n+ 4 + 2µ)h, (5.2.30)

et la courbure de Ricci ρ est donnée par

ρ(X, Y ) = (4n+ 4− (2n+ 4)µ)g(X, Y ) + (4nκ+ (2n+ 4)µ

− (4n+ 4))(u(X)u(Y ) + v(X)v(Y )) + (4n+ 4 + 2µ)g(hX, Y ),
(5.2.31)

pour tous champs de vecteurs X, Y sur M . De plus M a une courbure scalaire

constante s = 8n(κ− (n+ 2)µ+ 2n+ 2).

Démonstration. Soit {ei, Jei, Gei, Hei, U, V }1≤i≤n une base orthonormée avec ei, Jei ∈
[λ] et Gei, Hei ∈ [−λ]. On a pour tout j = 1, . . . , n

ρ(ej, ej) =
n∑

i = 1

i 6= j

[K(ej, ei) +K(ej, Jei) +K(ej, Gei) +K(ej, Hei)]

+K(ej, U) +K(ej, V ) +K(ej, Jej) +K(ej, Gej) +K(ej, Hej)]

Utilisons le lemme 5.2.9, on trouve

ρ(ej, ej) = 2(n− 1)(2− µ+ 2λ) + 2(κ+ λµ) + 4(2− µ+ 2λ)− 2(κ+ µ)

= 4n+ 4− (2n+ 4)µ+ (4n+ 4 + 2µ)λ

du lemme 5.2.8

ρ(ej, ej) = ρ(Jej, Jej).

Calculons ρ(Gej, Gej)

ρ(Gej , Gej) =

n∑
i = 1

i 6= j

[K(Gej , ei) +K(Gej , Jei) +K(Gej , Gei)

+K(Gej , Hei)] +K(Gej , U) +K(Gej , V )

+K(Gej , ej) +K(Gej , Jej) +K(Gej , Hej),
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de même, on utilise le lemme 5.2.9, on trouve

ρ(Gej , Gej) = 2(n− 1)(2− µ− 2λ) + 4(2− µ− 2λ) + 2(κ− λµ)− 2(κ+ µ)

= 4n+ 4− (2n+ 4)µ− (4n+ 4 + 2µ)λ

du lemme 5.2.8

ρ(Gej, Gej) = ρ(Hej, Hej).

SoitX un champ de vecteurs surM , alorsX s'écrit dans la base {ei, Jei, Gei, Hei, U, V }1≤i≤n
sous la forme

X = X iei +Xn+iJei +X2n+iGei +X3n+iHei + u(X)U + v(X)V,

calculons QX

QX =
n∑
i=1

(Xiρ(ei, ei)ei +Xn+iρ(Jei, Jei)Jei +X2n+iρ(Gei, Gei)Gei

+X3n+iρ(Hei, Hei)Hei + u(X)ρ(U,U)U + v(X)ρ(V, V )V

=

n∑
i=1

[(4n+ 4− (2n+ 4)µ+ (4n+ 4 + 2µ)λ)Xiei + (4n+ 4− (2n+ 4)µ+ (4n+ 4 + 2µ)λ)Xn+iJei

+ (4n+ 4− (2n+ 4)µ− (4n+ 4 + 2µ)λ)X2n+iGei + (4n+ 4− (2n+ 4)µ

− (4n+ 4 + 2µ)λ)X3n+iHei + 4nκ(u(X)U + v(X)V )

=
n∑
n=1

(4n+ 4− (2n+ 4)µ)(Xiei +Xn+iJei +X2n+iGei +X3n+iHei + u(X)U + v(X)V

− (u(X)U + v(X)V )) +

n∑
n=1

[(4n+ 4 + 2µ)(Xiλei +XiλJei −XiλGei −XiλHei)]

= (4n+ 4− (2n+ 4)µ)X − (4n+ 4− (2n+ 4)µ)(u(X)U + v(X)V ) + 4nκ(u(X)U + v(X)V )

+
n∑
i=1

[(4n+ 4 + 2µ)(Xiλei +Xn+iλJei −X2n+iλGei −X3n+iλHei)].

(5.2.32)

Puisque hei = λei, hJei = λJei, hGei = −λGei, hHei = −λHei et hU = hV = 0

alors l'équation (5.2.32) peut être s'écrit sous la forme suivante :

QX = (4n+ 4− (2n+ 4)µ)X + (4nκ− (4n+ 4)

+ (2n+ 4)µ)(u(X)U + v(X)V ) + (4n+ 4 + 2µ)hX,
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d'où la courbure de Ricci est donnée par

ρ(X,Y ) = g(QX,Y ) = (4n+ 4− (2n+ 4)µ)g(X,Y ) + (4nκ− (4n+ 4)

+ (2n+ 4)µ)(u(X)u(Y ) + v(X)v(Y )) + (4n+ 4 + 2µ)g(hX, Y ).

Par ailleurs, la courbure scalaire s est donnée par

s =
4n+2∑
i=1

ρ(ei, ei) = 4n(4n+ 4− (2n+ 4)µ) + 8nκ

= 8n(2n+ 2− (n+ 2)µ+ κ).

Dans ce qui suit, l'opérateur de Ricci Q sera écrit sous la forme suivante

Q = αI + β(u⊗ U + v ⊗ V ) + γh,

avec

α = 4n+ 4− (2n+ 4)µ); β = 4nκ+ (2n+ 4)µ− (4n+ 4);

γ = 4n+ 4 + 2µ.

Proposition 5.2.11. Les variétés complexes de (κ, µ)-contact (κ < 1) ne sont pas

d'Einstein.

Démonstration. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1). D'après la formule (5.2.30), si M est une variété d'Einstein alors il existe

une constante τ telle que

ρ(X, Y ) = τg(X, Y )

D'une part, si X = U , alors

ρ(U,U) = 4nκ = τ

D'autre part, pour un champ de vecteurs unitaire X on trouve

4n+ 4− (2n+ 4)µ+ λ(4n+ 4 + 2µ) = 4nκ, si X ∈ [λ] (5.2.33)

4n+ 4− (2n+ 4)µ− λ(4n+ 4 + 2µ) = 4nκ, si X ∈ [−λ]. (5.2.34)
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En utilisant les formules (5.2.33) et (5.2.34) on obtient{
2n+ 2− (n+ 2)µ = 2nκ,

λ(4n+ 4 + 2µ) = 0.

ce qui implique
λ = 0 M est normale (impossible); ou{

µ = −2(n+ 1)

κ = (n+3)(n+1)
n

> 1 (impossible).

.

Lemme 5.2.12. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1). La dérivée covariante de la courbure de Ricci ρ est donnée par

(∇Zρ)(X,Y ) = −β[(g(X,GZ) + g(X,GhZ))u(Y ) + (g(Y,GZ)

+ g(Y,GhZ))u(X)) + (g(X,HZ) + g(X,HhZ))v(Y )

+ (g(Y,HZ) + g(Y,HhZ))v(X)] + γg((∇Zh)X,Y ),

(5.2.35)

pour tous champs de vecteurs X, Y et Z sur M .

Démonstration. Soient X, Y et Z trois champs de vecteurs sur M , on a

(∇Zρ)(X,Y ) = ∇Zρ(X,Y )− ρ(∇ZX,Y )− ρ(X,∇ZY )

= ∇Z [αg(X,Y ) + β(u(X)u(Y ) + v(X)v(Y )) + γg(hX, Y )]

− α[g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY )]− β[u(∇ZX)u(Y ) + v(∇ZX)v(Y ) + u(X)u(∇ZY )

+ v(X)v(∇ZY )]− γ[g(h∇ZX,Y ) + g(hX,∇ZY )]

= α[∇Zg(X,Y )− g(∇ZX,Y )− g(X,∇ZY )︸ ︷︷ ︸
0

] + β[u(Y )(∇Zu(X)− u(∇ZX))

+ u(X)(∇Zu(Y )− u(∇ZY )) + v(Y )(∇Zv(X)− v(∇ZX)) + v(X)(∇Zv(Y )− v(∇ZY ))

+ γ[∇Zg(hX, Y )− g(h∇ZX,Y )− g(hX,∇ZY )].

(5.2.36)
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Sachant que ∇XU = −GX −GhX + σ(X)V et ∇XV = −HX −HhX − σ(X)U on

obtient

∇Zu(X)− u(∇ZX) = ∇Zg(X,U)− g(∇ZX,U)

= g(X,∇ZU) = −g(X,GZ)− g(X,GhZ) + σ(Z)v(X),

∇Zv(X)− v(∇ZX) = ∇Zg(X,V )− g(∇ZX,V )

= g(X,∇ZV ) = −g(X,HZ)− g(X,HhZ)− σ(Z)u(X),

(5.2.37)

de même

∇Zu(Y )− u(∇ZY ) = ∇Zg(Y,U)− g(∇ZY,U)

= g(Y,∇ZU) = −g(Y,GZ)− g(Y,GhZ) + σ(Z)v(Y ),

∇Zv(Y )− v(∇ZY ) = ∇Zg(Y, V )− g(∇ZY, V )

= g(Y,∇ZV ) = −g(Y,HZ)− g(Y,HhZ)− σ(Z)u(Y ),

(5.2.38)

d'autre part

∇Zg(hX, Y )− g(h∇ZX,Y )− g(hX,∇ZY ) = g(∇ZhX, Y ) + g(hX,∇ZY )

− g(h∇ZX,Y )− g(hX,∇ZY ) = g((∇Zh)X,Y ),
(5.2.39)

en utilisant les formules (5.2.37), (5.2.38) et (5.2.39) alors la formule (5.2.36) donne

(∇Zρ)(X,Y ) = β[(−g(X,GZ)− g(X,GhZ) + σ(Z)v(X))u(Y ) + (−g(Y,GZ)− g(Y,GhZ)

+ σ(Z)v(Y ))u(X) + (−g(X,HZ)− g(X,HhZ)− σ(Z)u(X))v(Y )

+ (−g(Y,HZ)− g(Y,HhZ)− σ(Z)u(Y ))v(X) + γ(g((∇Zh)X,Y )

= −β[(g(X,GZ) + g(X,GhZ))u(Y ) + (g(Y,GZ) + g(Y,GhZ))u(X))

+ (g(X,HZ) + g(X,HhZ))v(Y ) + (g(Y,HZ) + g(Y,HhZ))v(X)] + γg((∇Zh)X,Y ).

Théorème 5.2.13. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1). M est Ricci-symétrique si et seulement si M est localement isométrique à

Cn+1 × CP n(16).
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Démonstration. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1). Supposons que M est Ricci-symétrique (∇ρ = 0) alors pour tous champs de

vecteurs X, Y et Z sur M on a

(∇Zρ)(X, Y ) = −β[(g(X,GZ) + g(X,GhZ))u(Y ) + (g(Y,GZ)

+ g(Y,GhZ))u(X)) + (g(X,HZ) + g(X,HhZ))v(Y )

+ (g(Y,HZ) + g(Y,HhZ))v(X)] + γg((∇Zh)X, Y ) = 0.

(5.2.40)

On a trois cas à étudier

Premier cas : On remplace Z par U et Y par GX dans l'équation (5.2.35) et

sachons que ∇Uh = µhG, on obtient

0 = (∇Uρ)(X,GX) = γ(g((∇Uh)X,GX) = γµg(hGX,GX)

=

{
−λγµ pour un champ de vecteurs unitaire X ∈ [λ]

λγµ pour un champ de vecteurs unitaire X ∈ [−λ]
.

Second cas : Soit Z un champ de vecteurs unitaire de [λ].

On remplace X par GZ (GZ ∈ [−λ]) et Y par U dans l'équation (5.2.35),

sachant que uG = vG = 0 on obtient

(∇Zρ)(GZ,U) = −β[(g(GZ,GZ)︸ ︷︷ ︸
=1

+ g(GZ,GhZ)︸ ︷︷ ︸
=λ

)u(U)︸ ︷︷ ︸
=1

+ (g(U,GZ)

+ g(U,GhZ))u(GZ))︸ ︷︷ ︸
=0

+ (g(GZ,HZ) + g(GZ,HhZ))v(U)︸︷︷︸
=0

+ (g(U,HZ) + g(U,HhZ))v(GZ)︸ ︷︷ ︸
=0

] + γg((∇Zh)GZ,U)

= −β(1 + λ) + γg((∇Zh)GZ,U),
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calculons (∇Zh)GZ

(∇Zh)GZ = u(GZ)︸ ︷︷ ︸
=0

(hGZ + (κ− 1)GZ) + v(GZ)︸ ︷︷ ︸
=0

(hHZ + (κ− 1))HZ)

+ µh(u(Z)G2Z + v(Z)HGZ︸ ︷︷ ︸
=0

) + (g(Z, hG2Z)︸ ︷︷ ︸
=−λ

− (κ− 1)g(Z,G2Z)︸ ︷︷ ︸
=−1

)U

+ (g(Z, hHGZ)︸ ︷︷ ︸
=0

− (κ− 1)(g(Z,HGZ)︸ ︷︷ ︸
=0

)V

= (κ− λ− 1)U,

d'où

0 = (∇Zρ)(GZ,U) = γ(g((∇Zh)GZ,U) = −β(1 + λ) + γ(κ− λ− 1).

Troisième cas : Soit Z un champ de vecteurs unitaire de [−λ].

On remplace X par GZ (GZ ∈ [λ]) et Y par U dans l'équation (5.2.35), sachant

que uG = vG = 0 on obtient

(∇Zρ)(GZ,U) = −β[(g(GZ,GZ)︸ ︷︷ ︸
=1

+ g(GZ,GhZ)︸ ︷︷ ︸
=−λ

)u(U)︸ ︷︷ ︸
=1

+ (g(U,GZ)

+ g(U,GhZ))u(GZ)) + (g(GZ,HZ) + g(GZ,HhZ))v(U)︸︷︷︸
=0

+ (g(U,HZ) + g(U,HhZ))v(GZ)︸ ︷︷ ︸
=0

] + γg((∇Zh)GZ,U)

= β(λ− 1) + γg((∇Zh)GZ,U),

(5.2.41)

calculons (∇Zh)GZ

(∇Zh)GZ = u(GZ)︸ ︷︷ ︸
=0

(hGZ + (κ− 1)GZ) + v(GZ)︸ ︷︷ ︸
=0

(hHZ + (κ− 1))HZ)

+ µh(u(Z)G2Z + v(Z)HGZ︸ ︷︷ ︸
=0

) + (g(Z, hG2Z)︸ ︷︷ ︸
=λ

− (κ− 1)g(Z,G2Z)︸ ︷︷ ︸
=−1

)U

+ (g(Z, hHGZ)︸ ︷︷ ︸
=0

− (κ− 1)(g(Z,HGZ)︸ ︷︷ ︸
=0

)V

= (λ+ κ− 1)U
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d'où

0 = (∇Zρ)(GZ,U) = β(λ− 1) + γ(λ+ κ− 1).

alors les trois cas nous donnent le système suivant
λγµ = 0

β(1 + λ) + γ(λ− κ+ 1) = 0 (?)

β(λ− 1) + γ(λ+ κ− 1) = 0 (??)

⇒


λγµ = 0 · · · (1)

(?) + (??) : λ(β + γ) = 0 · · · (2)

(?)− (??) : β + (1− κ)γ = 0 · · · (3)

puisque κ < 1 c'est à dire que λ 6= 0 alors l'équation (1) admet deux solutions γ = 0

ou µ = 0

- Supposons que γ = 0 alors l'équation (2) implique que β = 0 (variété d'Einstein

ce qui est impossible).

- Supposons que µ = 0. On substitue µ par sa valeur dans γ on trouve

γ = 4n+ 4 + 2× 0 = 4n+ 4 6= 0,

d'autre part, sachant que κ 6= 1 (λ 6= 0) les équations (2) et (3) nous donnent{
β + γ = 0

β + (1− κ)γ = 0
⇒

{
β = −γ

−γ + (1− κ)γ = 0

⇒

{
β = −γ
κγ = 0

⇒ κ = 0 localement isométrique à Cn+1 × CP n(16).

Lemme 5.2.14. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1). Pour tout champ de vecteurs X sur M, on a

1. J.ρ = 0.

2. (U ∧g V ).ρ = 0.

3. R(U, V ).ρ = 0.

4. R(U,X).ρ = [κ(U ∧g X) + µ(U ∧g hX) + (κ− µ)((JX ∧g V ))].ρ.
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5. R(V,X).ρ = [κ(V ∧g X) + µ(V ∧g hX) + (κ− µ)(U ∧g JX)].ρ.

Démonstration. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1).

1. Calculons J.ρ.

J est un champ de tenseurs de type (1, 1) alors J agit comme dérivation sur

l'algèbre tensorielle T(M) sur M (voir [36]). D'où J agit comme une dérivation

sur ρ tel que pour tous champs de vecteurs X et Y sur M on a

J.ρ(X, Y ) = −ρ(JX, Y )− ρ(X, JY ),

en utilisant la formule (5.2.31), on obtient

J.ρ(X, Y ) = −ρ(JX, Y )− ρ(X, JY )

= −αg(JX, Y )− β[u(JX)︸ ︷︷ ︸
=v(X)

u(Y ) + v(JX)︸ ︷︷ ︸
=−u(X)

v(Y )]− γg(hJX, Y )︸ ︷︷ ︸
=g(JhX,Y )

− αg(X, JY )︸ ︷︷ ︸
=−g(JX,Y )

− β[u(X)u(JY )︸ ︷︷ ︸
=v(Y )

+ v(X)v(JY )︸ ︷︷ ︸
=−u(Y )

]− γg(hX, JY )︸ ︷︷ ︸
=−g(JhX,Y )

= −α[g(JX, Y )− g(JX, Y )]− β[v(X)u(Y )− u(X)v(Y )

+ u(X)v(Y )− v(X)u(Y )]− γg(JhX − JhX, Y )

= 0.

2. Calculons (U ∧g V ).ρ. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M . On a

(U ∧g V ).ρ(X, Y ) = −ρ((U ∧g V ).X, Y )− ρ(X, (U ∧g V ).Y ),

on utilise la formule (5.2.31), sachant que QU = 4nκU et QV = 4nκV on

obtient

(U ∧g V ).ρ(X, Y ) = −ρ((U ∧g V ).X, Y )− ρ(X, (U ∧g V ).Y )

= u(X)ρ(V, Y )︸ ︷︷ ︸
=4nκv(Y )

− v(X)ρ(U, Y )︸ ︷︷ ︸
=4nκu(Y )

+ u(Y )ρ(V,X)︸ ︷︷ ︸
=4nκv(X)

− v(Y )ρ(U,X)︸ ︷︷ ︸
=4nκu(X)

= 4nκ(u(X)v(Y )− v(X)u(Y ) + u(Y )v(X)− v(Y )u(X)) = 0.
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3. De l'équation 3 du lemme 4.7.3

R(U, V )X = κ(g(V,X)︸ ︷︷ ︸
=v(X)

U − u(X)V ) + µ(g(hV,X)︸ ︷︷ ︸
=0

U − u(X) hV︸︷︷︸
=0

)

+ (κ− µ)(g(V, JX)︸ ︷︷ ︸
=−u(X)

V + v(X) JV︸︷︷︸
=U

+ 2v(V )︸︷︷︸
=1

JX)

+ (4κ− 3µ)v(V )︸︷︷︸
=1

(u(X)V − v(X)U)

= 2(κ− µ)(u(X)V − v(X)U + JX),

(5.2.42)

la formule (5.2.42) s'écrit sous la forme suivante

R(U, V )X = 2(κ− µ)((V ∧g U) + J).X.

En utilisant 1 et 2 on obtient

R(U, V ).ρ = 2(κ− µ)((V ∧g U) + J).ρ = 0.

4. Soient X et Y deux champs de vecteurs, d'après l'équation 3 du lemme 4.7.3

R(U,X)Y = κ(g(X, Y )U − u(Y )X︸ ︷︷ ︸
=(U∧gX)Y

) + µ(g(hX, Y )U − u(Y )hX︸ ︷︷ ︸
=(U∧ghX)Y

)

+ (κ− µ)(g(X, JY )V + v(Y )JX︸ ︷︷ ︸
=(JX∧gV )Y

+ 2v(X)JY ) + (4κ− 3µ)v(X)(u(Y )V − v(Y )U︸ ︷︷ ︸
=(V ∧gU)Y

)

= [κ(U ∧g X) + µ(U ∧g hX) + (κ− µ)((JX ∧g V ) + 2v(X)J)

+ (4κ− 3µ)v(X)(V ∧g U)]Y.

En utilisant 1 et 2, on obtient

R(U,X).ρ = [κ(U ∧g X) + µ(U ∧g hX) + (κ− µ)((JX ∧g V ))].ρ(Z,W ).
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5. SoientX et Y des champs de vecteurs surM , d'après l'équation 3 du lemme 4.7.3,

R(V,X)Y = κ(g(X, Y )V − v(Y )X)︸ ︷︷ ︸
=(V ∧gX)Y

+ µ(g(hX, Y )V − v(Y )hX︸ ︷︷ ︸
=(V ∧ghX)Y

)

− (κ− µ)(g(X, JY )U + u(Y )JX︸ ︷︷ ︸
=(JX∧gU)Y

+ 2u(X)JY )

− (4κ− 3µ)u(X)(u(Y )V − v(Y )U︸ ︷︷ ︸
=(V ∧gU)Y

)

= [κ(V ∧g X) + µ(V ∧g hX) + (κ− µ)(U ∧g JX)

− 2u(X)J − (4κ− 3µ)u(X)(V ∧g U)]Y.

En utilisant 1 et 2 on obtient

R(V,X).ρ = [κ(V ∧g X) + µ(V ∧g hX) + (κ− µ)(U ∧g JX)].ρ.

Théorème 5.2.15. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1). M est Ricci-semi-symétrique si et seulement si M est localement isométrique

à Cn+1 × CP n(16).

Démonstration. Soient X, Y, Z et W des champs de vecteurs sur M , par l'équation

(5.2.31), on obtient

R(X, Y ).ρ(Z,W ) = −ρ(R(X, Y )Z,W )− ρ(Z,R(X, Y )W )

= −α[g(R(X, Y )Z,W ) + g(Z,R(X, Y )W )︸ ︷︷ ︸
=0

]− β[u(R(X, Y )Z)︸ ︷︷ ︸
=−g(R(X,Y )U,Z)

u(W )

+ u(Z)u(R(X, Y )W )︸ ︷︷ ︸
=−g(R(X,Y )U,W )

+ v(R(X, Y )Z)︸ ︷︷ ︸
=−g(R(X,Y )V,Z)

v(W ) + v(Z)v(R(X, Y )W )︸ ︷︷ ︸
=−g(R(X,Y )V,W )

]

− γg(hR(X, Y )Z,W ) + g(hZ,R(X, Y )W )︸ ︷︷ ︸
=−g(R(X,Y )hZ,W )

= β[g(R(X, Y )U,Z)u(W ) + g(R(X, Y )U,W )u(Z) + g(R(X, Y )V, Z)v(W )

+ g(R(X, Y )V,W )v(Z)] + γg(R(X, Y )hZ − hR(X, Y )Z,W ).

(5.2.43)
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On suppose queM est Ricci-semi-symétrique ((R.ρ = 0)), on a deux cas à étudier :

Premier cas : On utilise le lemme 4.7.3, le lemme 4.7.5 et l'équation (5.2.31).

SoientX, Y, Z etW des champs de vecteurs horizontaux surM (u(Z) = u(W ) =

v(Z) = v(W ) = 0), alors de l'équation (5.2.43) on obtient

R(X,Y ).ρ(Z,W ) = γg(R(X,Y )hZ − hR(X,Y )Z,W )

= γ[κ(g(Y,GhZ)g(GX,W )− g(X,GhZ)g(GY,W )

+ g(Y,GZ)g(GhX,W )− g(X,GZ)g(GhY,W )

+ g(Y,HhZ)g(HX,W )− g(X,HhZ)g(HY,W )

+ g(Y,HZ)g(HhX,W )− g(X,HZ)g(HhY,W ))

− µ(2g(X,GY )g(GhZ,W ) + 2g(X,HY )g(HhZ,W ))].

Pour un champ de vecteurs unitaire X ∈ [λ] et pour Z = X, Y = W = GX on

trouve

R(X,GX).ρ(X,GX) = γ[κ(g(GX,GhX)︸ ︷︷ ︸
=λ

g(GX,GX)︸ ︷︷ ︸
=1

− g(X,GhX)︸ ︷︷ ︸
=0

g(G2X,GX)︸ ︷︷ ︸
=0

+ g(GX,GX)︸ ︷︷ ︸
=1

g(GhX,GX)︸ ︷︷ ︸
=λ

− g(GhGX,GX)︸ ︷︷ ︸
=0

+ g(GX,HhX)︸ ︷︷ ︸
=0

g(HX,GX)︸ ︷︷ ︸
=0

− g(X,HhX)︸ ︷︷ ︸
=0

g(HGX,GX)︸ ︷︷ ︸
=0

+ g(GX,HX)︸ ︷︷ ︸
=0

g(HhX,GX)︸ ︷︷ ︸
=0

− g(X,HX)︸ ︷︷ ︸
=0

g(HhGX,GX)︸ ︷︷ ︸
=0

)

− µ(2g(X,G2X)︸ ︷︷ ︸
=−1

g(GhX,GX)︸ ︷︷ ︸
=λ

+ 2g(X,HGX)︸ ︷︷ ︸
=0

g(HhX,GX)︸ ︷︷ ︸
=0

)].

R(X, Y ).ρ(Z,W ) = 2γλ(κ+ µ) = 0.

Second cas : Soit X un champ de vecteurs horizontal unitaire, on remplace

Y et Z par U et X par W dans l'équation (5.2.43), sachant que R(X,U)U =
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κX + µhX et u(X) = v(X) = 0, on obtient

R(X,U).ρ(U,X) = βg(R(X,U)U,X)− γg(hR(X,U)U,X)

= βg(κX + µhX,X)− γg(κhX + µh2X,X)

=

{
(β − λγ)(κ+ λµ) siX ∈ [λ]

(β + λγ)(κ− λµ) siX ∈ [−λ]
.

Les deux cas précédents nous donnent le système suivant
(β − λγ)(κ+ λµ) = 0 · · · (1)

(β + λγ)(κ− λµ) = 0 · · · (2)

γλ(κ+ µ) = 0

⇒


(1) + (2) : κβ − λ2µγ = 0 · · · (1′)
(1)− (2) : λ(µβ + κγ) = 0 · · · (2′)

γλ(κ+ µ) = 0 · · · (3)

puisque κ < 1 (λ 6= 0), l'équation (3) admet deux solutions γ = 0 ou κ = −µ.

- Supposons que γ = 0. Sachant que γ = 4n+ 4 + 2µ ce qui implique que µ 6= 0

d'autre part les équations (1′) et (2′) nous donnent{
κβ = 0

µβ = 0
⇒ β = 0 M est d'Einstein ce qui est impossible.

- Supposons que µ = −κ. Alors les équations (1′) et (2′) nous donnent{
µ(β − γ) = 0

µ(β + λ2γ) = 0
⇒

{
β = γ ou µ = 0

µ(1 + λ2)γ = 0
⇒

{
β = γ ou µ = 0

µ = 0 ou γ = 0

⇒

{
κ = µ = 0, M est localement isométrique à Cn+1 × CP n(16);

β = γ = 0, M est une variété d'Einstein( ce qui est impossible).

On conclut que M est Ricci-semi-symétrique si et seulement si κ = µ = 0 c'est à dire

si et seulement si M est localement isométrique à Cn+1 × CP n(16).

5.2.2 Variété complexe (κ, µ)-contact Ricci-pseudo-symétrique

Théorème 5.2.16. Une variété complexe de (κ, µ)-contact (κ < 1) est Ricci-pseudo-

symétrique si et seulement si elle est localement isométrique à Cn+1 × CP n(16).
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Démonstration. Soit (M,u, v, U, V,G,H, g) une variété complexe de (κ, µ)-contact

(κ < 1) et soient X, Y, Z et W des champs de vecteurs sur M . D'une part, par

l'équation (5.2.43) on a

R(X, Y ).ρ(Z,W ) = β[g(R(X, Y )U,Z)u(W ) + g(R(X, Y )U,W )u(Z)

+ g(R(X, Y )V, Z)v(W ) + g(R(X, Y )V,W )v(Z)]

+ γg(R(X, Y )hZ − hR(X, Y )Z,W ),

(5.2.44)

et d'autre part, par l'équation (5.2.31)

(X ∧g Y ).ρ(Z,W ) = −ρ((X ∧g Y )Z,W )− ρ(Z, (X ∧g Y )W )

= −β[u((X ∧g Y )Z)u(W ) + v((X ∧g Y )Z)v(W ) + u(Z)u((X ∧g Y )W )

+ v(Z)v((X ∧g Y )W )]− γ[g(h(X ∧g Y )Z,W ) + g(hZ, (X ∧g Y )W )]

= β[g((X ∧g Y )U,Z)u(W ) + g((X ∧g Y )U,W )u(Z)

+ g((X ∧g Y )V, Z)v(W ) + g((X ∧g Y )V,W )v(Z)]

+ γg((X ∧g Y )hZ − h(X ∧g Y )Z,W )

(X ∧g Y ).ρ(Z,W ) = β[(g(X,Z)u(Y )− g(Y, Z)u(X))u(W ) + (g(X,W )u(Y )

− g(Y,W )u(X))u(Z) + (g(X,Z)v(Y )− g(Y, Z)v(X))v(W )

+ (g(X,W )v(Y )− g(Y,W )v(X))v(Z)] + γ[g(Y, hZ)g(X,W )

− g(X, hZ)g(Y,W ) + g(X,Z)g(hY,W )− g(Y, Z)g(hX,W )].

(5.2.45)

On suppose que M est Ricci-pseudo-symétrique alors il existe une fonction Lρ sur M

telle que

R(X, Y ).ρ(Z,W ) = Lρ(X ∧g Y ).ρ(Z,W ). (5.2.46)

Pour trouver Lρ, on suppose que (β, γ) 6= (0, 0). On remplace Y et Z par U dans les
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équations (5.2.45) et (5.2.43), alors on obtient

(X ∧g U).ρ(U,W ) = −ρ((X ∧g U)U,W )− ρ((X ∧g U)W,U)

= −[u(U)ρ(X,W )− u(X)ρ(U,W )]− [u(W )ρ(X,U)− g(X,W )ρ(U,U)]

= −ρ(X,W ) + 4nκu(X)u(W )− 4nκu(W )u(X) + 4nκg(X,W )

= 4nκg(X,W )− ρ(X,W ), (5.2.47)

R(X,U).ρ(U,W ) = −ρ(R(X,U)U,W )− ρ(R(X,U)W,U)

= −ρ(κ(X − u(X)U − v(X)V ) + µhX,W ) + 4nκg(R(X,U)U,W )

= −κρ(X,W ) + 4nκ2u(X)u(W ) + 4nκ2v(X)v(W )− µρ(hX,W )

+ 4nκ2(g(X,W )− u(X)u(W )− v(X)v(W )) + 4nκµg(hX,W )

= −κρ(X,W )− µρ(hX,W ) + 4nκ(κg(X,W ) + µg(hX,W ))

= κ(4nκg(X,W )− ρ(X,W )) + µ(4nκg(hX,W )− ρ(hX,W ))

=

{
(κ+ λµ)(X ∧g U)ρ(U,W ), X ∈ [λ] ;

(κ− λµ)(X ∧g U)ρ(U,W ), X ∈ [−λ].
, (5.2.48)

des équations (5.2.46) et (5.2.48) on a{
Lρ = κ+ λµ

Lρ = κ− λµ

ce qui implique {
Lρ = κ

λµ = 0
⇒

{
Lρ = κ

µ = 0 (car λ 6= 0)

Supposons que µ = 0. Sachant que uJ = v, vJ = −u et V = −JU, U = JV, alors les

formules (4.7.1) et (4.7.2) nous donnent

R(X, Y )U = κ[u(Y )X − u(X)Y︸ ︷︷ ︸
=X∧gY

] + κ[v(Y )JX − v(X)JY︸ ︷︷ ︸
=JX∧gJY

]

+ 2[κg(JX, Y ) + 4κu ∧ v(X, Y )] V︸︷︷︸
=−JU

= κ[X ∧g Y + JX ∧g JY − 2(g(JX, Y ) + 4u ∧ v(X, Y ))J ]U
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R(X, Y )V = κ[v(Y )X − v(X)Y︸ ︷︷ ︸
X∧gY

]− κ[u(Y )JX − u(X)JY︸ ︷︷ ︸
JY ∧gJX

]

− 2[κg(JX, Y ) + 4κu ∧ v(X, Y )] U︸︷︷︸
=JV

= κ[X ∧g Y + JX ∧g JY − 2(g(JX, Y ) + 4u ∧ v(X, Y ))J ]V

et

(X ∧g Y ).ρ(Z,W ) = β[(g(X,Z)u(Y )− g(Y, Z)u(X))u(W ) + (g(X,W )u(Y )

− g(Y,W )u(X))u(Z) + (g(X,Z)v(Y )− g(Y, Z)v(X))v(W )

+ (g(X,W )v(Y )− g(Y,W )v(X))v(Z)]

+ γ[g(Y, hZ)g(X,W )− g(X, hZ)g(Y,W ) + g(X,Z)g(hY,W )

− g(Y, Z)g(hX,W )]. (5.2.49)

en utilise les équations (5.2.44) et (5.2.49) alors

R(X, Y ).ρ(Z,W ) = κβ[(g((X ∧g Y )U,Z) + g((JX ∧g JY )U,Z))u(W )

+ (g((X ∧g Y )U,W ) + g((JX ∧g JY )U,W ))u(Z)

+ (g((X ∧g Y )V, Z) + g((JX ∧g JY )V, Z))v(W )

+ (g((X ∧g Y )V,W ) + g((JX ∧g JY )V,W ))v(Z)]

+ γg(R(X, Y )hZ − hR(X, Y )Z,W ). (5.2.50)

Sachant que (X ∧g Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y , on obtient

R(X, Y ).ρ(Z,W ) = κβ[(u(Y )g(X,Z)− g(Y, Z)u(X))u(W ) + (u(Y )g(X,W )− g(Y,W )u(X))u(Z)

+ (v(Y )g(X,Z)− g(Y, Z)v(X))v(W ) + (v(Y )g(X,W )− g(Y,W )v(X))v(Z)]

+ κβ[(v(Y )g(JX,Z)− g(JY, Z)v(X))u(W ) + (v(Y )g(JX,W )

− g(JY,W )v(X))u(Z)− (u(Y )g(JX,Z)− g(JY, Z)u(X))v(W )

− (u(Y )g(JX,W )− g(JY,W )u(X))v(Z)] + γg(R(X, Y )hZ − hR(X, Y )Z,W ).

(5.2.51)

Soit X un champ de vecteurs unitaire horizontal, on remplace Y par U , Z par V et
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W par JX dans les équations (5.2.49) et (5.2.50), on obtient

R(X,U).ρ(V, JX) =

{
κ(β − γλ) si X ∈ [λ]

κ(β + γλ) si X ∈ [−λ]
. (5.2.52)

et

(X ∧g U).ρ(V, JX) = 0. (5.2.53)

De (5.2.52) et (5.2.53) on trouve {
κβ − κγλ = 0

κβ + κγλ = 0

ce qui implique{
β = γ = 0 variété d'Einstein (impossible);

κ = 0 M est localement isométrique à Cn+1 × CP n(16).

Corollaire 5.2.17. Les variétés complexes de (κ, µ)-contact (κ < 1) ne sont pas

proprement Ricci-pseudo-symétriques.

Théorème 5.2.18. L'espace Cn+1 × CP n(16) est localement symétrique.

Démonstration. Pour l'espace Cn+1×CP n(16), κ = µ = 0 ce qui implique que λ = ±1

alors d'après la formule 5 du lemme 4.7.3 ∇J = 0 où ∇ est la connexion de Levi-

Civita de g, sachons que son tenseur de courbure est nul sauf pour X, Y, Z ∈ [1], du

théorème 4.7.1 on obtient

R(X, Y )Z = 4[g(Y, Z)X − g(Y, JZ)JX − g(X,Z)Y

+ g(X, JZ)JY − 2g(JX, Y )JZ]

= 4(X ∧g Y + JX ∧g JY + 2g(X, JY )J)Z,

Calculons ∇R. Soit X, Y, Z ∈ [1], on a



102

(∇R)(X, Y )Z = ∇R(X, Y )Z −R(∇X, Y )Z −R(X,∇Y )Z −R(X, Y )∇Z

= 4[∇(g(Y, Z)X − g(Y, JZ)JX − g(X,Z)Y + g(X, JZ)JY − 2g(JX, Y )JZ)

− (g(Y, Z)∇X − g(Y, JZ)J∇X︸ ︷︷ ︸
=∇JX

− g(∇X,Z)Y + g(∇X, JZ)JY − 2g(J∇X︸ ︷︷ ︸
=∇JX

, Y )JZ)

− (g(∇Y, Z)X − g(∇Y, JZ)JX − g(X,Z)∇Y + g(X, JZ)J∇Y︸ ︷︷ ︸
=∇JY

− 2g(JX,∇Y )JZ)

− (g(Y,∇Z)X − g(Y, J∇Z︸ ︷︷ ︸
=∇JZ

)JX − g(X,∇Z)Y + g(X, J∇Z︸ ︷︷ ︸
=∇JZ

)JY − 2g(JX, Y )J∇Z︸ ︷︷ ︸
=∇JZ

)]

= 4[∇g(Y, Z)X + g(Y, Z)∇X −∇g(Y, JZ)JX − g(Y, JZ)∇JX −∇g(X,Z)Y

− g(X,Z)∇Y +∇g(X, JZ)JY + g(X, JZ)∇JY − 2∇g(JX, Y )JZ

− 2g(JX, Y )∇JZ − g(Y, Z)∇X + g(Y, JZ)∇JX + g(∇X,Z)Y − g(∇X, JZ)JY

+ 2g(∇JX, Y )JZ − g(∇Y, Z)X + g(∇Y, JZ)JX + g(X,Z)∇Y − g(X, JZ)∇JY

+ 2g(JX,∇Y )JZ)− g(Y,∇Z)X + g(Y,∇JZ)JX + g(X,∇Z)Y − g(X,∇JZ)JY

+ 2g(JX, Y )∇JZ] = 0

Remarque 5.2.1. Puisque les variétés pseudo-symétriques sont Ricci-pseudo-symétriques

et comme les seuls espaces complexes de (κ, µ)-contact Ricci-pseudo-symétriques sont

localement isométriques à Cn+1×CP n, qui est un espace localement symétrique alors

on peut conclure que :

- Les seuls espaces complexes de (κ, µ)-contact pseudo-symétriques sont les es-

paces localement isométriques à Cn+1 × CP n. D'où

- Les espaces complexes de (κ, µ)-contact semi-symétriques sont les espaces lo-

calement isométriques à Cn+1 × CP n. D'où

- Les espaces complexes de (κ, µ)-contact localement symétriques sont les espaces

localement isométriques à Cn+1 × CP n.

En d'autres termes, il n'existe pas des espaces complexes de (κ, µ)-contact qui sont

proprement pseudo-symétriques.



Perspectives

On a étudié les propriétés symétriques des variétés complexes de contact. Nos ré-

sultats étaient satisfaisants. Nos perspectives sont d'étudier les propriétés symétriques

extrinsèques, à savoir, le parallèl, le-semi-parallèl et le pseudo-prallél des sous variétés

d'une variété complexe de contact.
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Résumé. Notre objectif était d'étudier les propriétés symétriques des variétés complexes de contact. On a commencé par étudier

les propriétés symétriques des variétés complexes de contact normales, à savoir, la Ricci-symétrie, la Ricci-semi-symétrie et la Ricci-

pseudo-symétrie. Les résultats obtenus :

1. Une variété complexe de contact normale est Ricci-semi-symétrique si et seulement si elle est d'Einstein.

2. Une variété complexe de contact à courbure constante M avec une courbure GH-sectionnelle constante c est proprement

Ricci-pseudo-symétrique (Lρ 6= 0) si et seulement si c = −1.

3. L'inexistence d'une variété complexe de contact à courbure constante M proprement pseudo-symétrique (LR 6= 0).

En outre, on a étudié les propriétés symétriques des variétés complexes de (κ, µ)-contact et on a prouvé que

1. Les variétés complexes de (κ, µ)-contact (κ < 1) ne sont pas d'Einstein.

2. Les variétés complexes de (κ, µ)-contact (κ < 1) sont Ricci-symétriques, Ricci-semi-symétriques si et seulement si elles sont

localement isométriques à Cn+1 × CPn(16).

3. Les variétés complexes de (κ, µ)-contact (κ < 1) ne sont pas proprement Ricci-pseudo-symétriques

4. L'espace Cn+1 × CPn(16) est localement symétrique.

Abstract. Our objective was to study the symmetry properties of complex contact manifolds. We started by studying the symmetry

properties of normal complex contact manifolds, namely, Ricci-symmetry, Ricci-semi-symmetry and Ricci-pseudo-symmetry. The results

obtained :

1. A normal complex contact manifold is Ricci-semi-symmetric if and only if it is an Einstein manifold.

2. A complex contact space form with constant GH-sectional curvature c is est properly Ricci-pseudo-symmetric (Lρ 6= 0) if and

only if c = −1.

3. The non-existence of properly pseudo-symmetric (LR 6= 0) complex contact space form.

In addition, the symmetry properties of complex (κ, µ)-spaces have been studied and it has been shown that

1. The complex (κ, µ)-spaces (κ < 1) are not Einstein.

2. The complex (κ, µ)-spaces (κ < 1) are Ricci-symmetric, Ricci-semi-symmetric if and only if they are locally isometric to

Cn+1 × CPn(16).

3. The complex (κ, µ)-spaces (κ < 1) are not properly Ricci-pseudo-symmetric.

4. The space Cn+1 × CPn(16) is locally symmetric.


