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Introduction

Une variété complexe (M, J), de dimension complexe 2n + 1 est dite variété com-

plexe de contact s'il existe un recouvrement ouvert {O;} de M tel que

1. Sur chaque O; , il existe une 1-forme holomorphe 6; telle que, en tout point,
0; A (do;)" # 0,

2. 51 0;NO; # 0, alors il existe une fonction holomorphe \;; non nulle sur O;NO;
telle que 0, = \;;0; sur O; N O;.

La théorie des variétés complexes de contact est presque aussi ancienne que la théorie
moderne de la géométrie de contact réelle. Elle a commencé avec les articles de S.
Kobayashi [35] et W. M. Boothby [11, 12|, mais elle n’a pas re¢u autant d’attention
que la théorie de la géométrie de contact réelle. En 1965, dans [48], J. A. Wolf a étu-
dié les variétés complexes de contact homogénes et leur relation avec les quaternions
symétriques. Récemment, B. Foreman a défini des structures métriques de contact
complexes et il a montré 'existence de telles structures dans sa thése 24|, ainsi il a
donné des exemples intéressants des variétés complexes de contact avec des formes
de contact globales |25]. Dans [32, 33, 34|, S. Ishihara et M. Konishi ont développé la
théorie Riemannienne des variétés complexes de contact. Cependant, leur notion de
normalité telle qu’elle apparait dans [33| semble trop forte puisqu’elle oblige la struc-
ture d’étre de Kéhler et n’inclut pas certains exemples naturels comme le groupe
complexe de Heisenberg Hc. Cela a conduit B. Korkmaz & définir une version plus
faible de la normalité dans [39], incluant ces exemples ainsi que les espaces projectifs

complexes de dimension impaire CP?"*! et c’est la notion de normalité que nous
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utilisons ici.

En 2003, B. Korkmaz a poursuivi son étude de la courbure des variétés complexes
métriques de contact et des déformations H-homothétiques, en particulier, elle a dé-
veloppé une théorie des espaces complexes de (k, j)-contact, qui sont des espaces
analogues a celle du cas réel [40].

Dans cette thése nous nous intéressons aux propriétés symétriques des variétés com-
plexes de contact, a savoir, la Ricci-symétrie, la Ricci-semi-symétrie et la Ricci-pseudo-
symétrie. Les variétés complexes de contact normales et les variétés complexes de
(K, pv)-contact localement symétriques sont étudiées par D. Blair et A. Mihai [8, 9|.
D’apreés Schouten, la courbure d’une variété Riemannienne M peut étre définie comme
la mesure de second ordre pour le changement de direction aprés le transport paralléele
d’un vecteur autour d’une courbe fermée infinitésimale. Les espaces dont les direc-
tions sont préservées aprés un transport paralléle autour de chaque courbe fermée
sont localement plats, c’est-a-dire qu’elle a R = 0. Les variétés non plates les plus
simples sont les espaces a courbure constante. Comme généralisation des espaces a
courbure constante, Cartan [15] a introduit les espaces localement symétriques, carac-
térisés par la condition VR = 0, c’est-a-dire par un tenseur de courbure paralléle. La
condition d’intégrabilité de VR = 0 est R.R = 0 et donc chaque espace symétrique
satisfait R.R = 0, mais l'inverse n’est pas vrai et les espaces pour lesquels R.R = 0,
en tout, point ont été appelés semi-symétriques par Szabo [44]. Les espaces les plus
simples pour lesquels le tenseur R.R de type courbure (0, 6) n’est pas identique & zéro
sont les espaces pseudo-symétriques au sens de R. Deszcz, qui se caractérisent par la
condition R.R = LQ(g, R), o L est une fonction réelle sur M et Q(g, R) est le ten-
seur Tachibana de M. Alors ces espaces pseudo-symétriques sont des généralisations
des espaces a courbure constante. Dans [28], S. Haesen, L. Verstraelen ont donné une
interprétation géométrique du tenseur R.R en montrant que ce (0,6)- tenseur mesure
le changement de deuxiéme ordre de la courbure sectionnelle apreés le transport paral-
léle d’un plan autour de chaque parallélogramme infinitésimal dans M. De méme, R.

Deszcz [18] a introduit la notion de la Ricci-pseudo-symétrie. Dans [10], B. Jahanaraa



et coauteurs ont donné une interprétation géométrique du tenseur R.p.

L’objectif est d’étudier la pseudo-symétrie au sens de R. Deszcz des variétés com-
plexes de contact. Le travail est constitué de cinq chapitres :

Dans le premier chapitre nous avons tenu a rappeler les définitions et théorémes
fondamentaux concernant les variétés différentiables et en particulier les variétés Rie-
manniennes. Le second chapitre est consacré a la pseudo-symétrie au sens de R. Deszcz
et sa interprétation géométrique. Dans le troisiéme chapitre, on donne un apercgu sur
les différentes structures : la structure complexe, la structure presque complexe, la
structure Hermitienne et la structure de Kéhler. Le quatriéme chapitre est consa-
cré a la structure complexe de contact, la normalité, la courbure GH-sectionnelle,
les variétés complexes de contact a courbure constante et les variétés complexes de
(k, pv)-contact. Dans le dernier chapitre nous présentons les résultats obtenus aprés
I’étude des propriétés symétriques des variétés complexes de contact normales et les

variétés complexes de (k, u1)-contact.



Chapitre 1
Variété Riemannienne

Dans ce chapitre on rappelle les définitions et les propriétés générales des variétés
différentiables et en particulier les variétés Riemanniennes que nous utiliserons dans

la suite. Les références utilisées [23, 26, 36, 49|

1.1 Variété différentiable

Une variété différentiable M de dimension n est un espace topologique séparé

muni d’une collection d’homéomorphismes
w; U =V, CR"
appelées cartes avec {U;} est un recouvrement ouvert de M et les V; des ouverts de
R™ tels que pour chaque j et ¢ le changement de cartes
piow; iU NUi) = ¢;(U; N ;)

soit un diffecomorphisme de classe C*. L’ensemble U = {(U;, ¢;)} est dit atlas diffeé-
rentiable. Deux atlas différentiables {(U;, i)} et {(U;, ¢})} sont équivalents si, pour
tout U; N Uj # (), les applications ¢; o gp}’l LU N U;) — (U N U;) sont des

difféomorphismes.

Au voisinage d’un point p de M, une carte (U, ) sera notée (U, z',... ™).

7



Application différentiable

Les variétés différentiables sont supposées paracompacts.

Définition 1.1.1. Soient (M™,Uyr), (N, Uy) deux variétés différentiables de dimen-
sion m et n respectivement. Une application f : M — N est dite différentiable de
classe C* (resp. C™) en z € M ¢l existe une carte (U, ¢) de Uy qui contient z et

une carte (V, ¢) de Uy qui contient f(x) telles que 'application

pofop™ip(U)— (V)

soit de classe C* (resp. C*) en ¢(z).
Si f est différentiable en tout point de M on dit alors que f est différentiable sur M.

1.1.1 L’espace tangent

Définition 1.1.2. Soient M"™ une variété différentiable de dimension n et x un point
de M. Une courbe passant par x est une application ~ d’un intervalle I de R qui
contient 0 dans M tel que v(0) = x. L’ensemble des courbes passant par un point z

de M est noté I,
On définit sur I, une relation d’équivalence R par :

d(p o) d(p o 72)
V1,7 € Ko MRy & 33U, @) €eUn; (xe€lU) et 7 (0) = 7 (0),

R est indépendante du choix de la carte. L’ensemble quotient (K,)/R = T, M est

appelé espace tangent & M en x. Un élément 4(0) de T, M est dit vecteur tangent a
M en z.

Remarque 1.1.1.

1. Un vecteur tangent agit comme dérivation sur le germe des fonctions C*(M)

sur M.
2. L’espace tangent T, M en x admet une structure d’espace vectoriel réel de dimen-
sion n. Pour une carte locale {U, z',... 2™} en z, on note par (% |2y ooy axin |2)

la base de T, M.



3. L’ensemble TM = |J T, M est appelé le fibré tangent & M. TM admet la
xeM
structure d’une variété différentiable de dimension 2n. Un élément de T'M est

un couple (z, X,) ot X, est un vecteur tangent a M en z.

4. En tout point x de M, T, M est un espace vectoriel, on note TN son dual.
T M est appelé espace cotangent & M en z. Localement, on note par {dz' |,

,...,da" |} la base duale de la base précédente.

5. L’ensemble T*M = |J T} M est appelé le fibré cotangent, ce dernier admet la
zeM
structure d’une variété différentiable de dimension 2n. Un élément de T* M est

un couple (z,w,) ol w, est une forme linéaire sur T, M.

6. La projection canonique w : TM — M (resp. T : T*M — M) est donnée par

m(x, X;) =z (vesp. T(r,w,) = ).

1.1.2 Champ de vecteurs et forme différentielle

Définition 1.1.3. Soit M une variété différentiable de dimension n. Une section sur
M est une application X : M — TM (resp. w : M — T*M) telle que o X = idy,
(resp. Tow = idyr). Un champ de vecteurs X (resp. une forme différentielle w) sur M
est une section de classe C'°. L’ensemble des champs de vecteurs (resp. des formes
différentielles) sur M est noté T'(T M) ou X(M) (resp. Q' (M)).

Crochet de Lie

Définition 1.1.4. Soient M une variété différentiable de dimension n et X, Y deux
champs de vecteurs sur M. Le crochet de Lie de X, Y est le champ de vecteurs [X, Y]

donné par :
(X, Y]: C®(M) — C>®(M)
[ = X)) = Y(X(f))
Propriétés 1.1.1. Le crochet de Lie sur une variété différentiable M admet les pro-

priétés sutvantes :

1. Pour tous X,Y € '(TM), [X,Y] = -]V, X].
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2. Pour tous X, Y € I(TM) et f,g € C*(M),
[fX,9Y] = fglX. Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.
3. Pour tous X,Y,Z € T'(TM),

[X,Y],Z]+ Y, Z], X]+ [[Z,X], Y] =0 (identité de Jacobi).

1.2 Tenseur sur une variété différentiable

Définition 1.2.1. Soit x un point de M, on définit I’espace vectoriel réel

ngp,q)M:gﬂxM®...®TxM®T;M®...®T;M

pfois qfois

de dimension n?™9. Au voisinage de x, dans un systéme de coordonnées (x?), la base

de TSP M est donnée par {%| ® 2 ®d:1:‘j; ®... ®da:‘j;} L < b iy < -

oz’ |z

Un élément de 7% M est dit tenseur de type (p, q), alors un tenseur 7" de type (p, q)

s’écrit sous la forme

i1t j j N 01...%
T— jl"'jgaxil‘ X %la:@dx'; X ... ®dl"; ou 7}1“.]-5 € R

Remarque 1.2.1.

- L’ensemble T(z) = @7 M muni du produit tensoriel admet la structure
P
d’une algéebre appelé algébre tensorielle.
- On consideére la variété différentiable
T®D )\ — U T®:D \ 1
zeM

T@D N est dit fibré des tenseurs de type (p,q). Une section de classe C™ de
ce fibré est appelé champ de tenseurs de type (p, q). L’ensemble des champs de
tenseurs de type (p, q) est noté TPD ().

- On note par (M) = @TP9 (M) I'algébre tensorielle des champs de tenseurs.
p,q
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1.2.1 Connexion linéaire

Définition 1.2.2. Soit M une variété différentiable de dimension n. Une connexion

linéaire (ou dérivée covariante des champs de vecteurs) est une application
V:I'(TM)xT(TM) — T'(TM)

telle que,
1. Pour tous X1, X0, Y € I'(TM) et f € C®(M);
Vixirx,Y = fVx,Y +Vy,Y.
2. Pour tous X,Y,,Y, e I'(TM) et f € C®(M);
Vx(fY1+Y2) = fVxY1 + VxYo + X(f)V1.
Au voisinage de z, dans un systéme de coordonnées (z'), on a pour tous i, J,
v, 2oy 2, I} € C=(M),

oa? Oz 9 Hxk
k=1

les Ffj sont appelés les symboles de Christoffel.
Si X =3X2etY =>Y' 2 relativement a une carte (U, z',...,z"), alors
i=1 j=1

oz’ ozI

0 : o
= (Convention d’Einstein).
T

k
VyY = X¢ {al + er’?l
oxt

Une connexion linéaire est dite :

’ . . k _ k
1. Symétrique si I';; = T';.

Y

2. Plate si Ffj =0.

Extension de la définition de la dérivée covariante

Soit M une variété différentiable de dimension n et X un champ de vecteurs sur
M. V x peut se prolonger a une application linéaire de ’algébre tensorielle T(M) sur

M telle que (voir [49])
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1. Vx est une dérivation sur 'algébre tensorielle T(M).
2. Vx preserve le type de tenseur.
3. Vx commute avec les contractions des tenseurs.

En tout champ de tenseurs 7' de type (k,[) on lui associé un champ de tenseurs

(VT) de type (k,l+ 1) tel que (voir [36])

(VxT)(X1,...,X3) = VxT(X1,..., X)) = T(VxXi,..., X5)
— = T(Xy,. . VX

pour tous X, Xy,..., X, € (T M).

Définition 1.2.3. Un champ de tenseurs 7" est dit paralléle si V1 = 0.

1.3 Meétrique Riemannienne

Définition 1.3.1. Soit M une variété différentiable de dimension n. Une métrique
Riemannienne sur M est un champ de tenseurs de type (0,2) tel que pour tout point

x de M D'application
e - T, M x T, M — R

soit une forme bilinéaire, symétrique et définie positive.
Une variété différentiable M munie d’'une métrique Riemannienne g est dite variété

Riemannienne.

Remarque 1.3.1. Toute variété Différentiable admet une métrique Riemannienne.

1.3.1 Connexion de Levi-Civita

Théoréme 1.3.1. Sur toute variété Riemannienne (M, g) il existe une unique connezion

V telle que

1. 'V est symétrique.
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2. V est compatible avec la métrique (Vg = 0), c’est a dire,
VX,Y,Z e D(TM),  Zg(X,Y)=g(VX,Y)+ g(X,V,Y).

Définition 1.3.2. La connexion V obtenue s’appelle la connexion de Levi-Civita ou

la connexion Riemannienne.

Les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita sont donnés par

_ _Z kl 9gu agz] _ 891‘]’)
8IJ €T; 8xl
ol (gij)i; est la matrice de la métrique Riemannienne et (gkl)kz est la matrice inverse

de la matrice (g;;)i;-

1.3.2 La dérivée covariante

Définition 1.3.3. Soient M une variété différentiable de dimension netv: I C R —

M une courbe de classe C'*°. On appelle champ de vecteurs le long de v une section

X: ICR - M
t _>X7(t).

Soit t € I, relativement & une carte locale (U, ) au voisinage de 7(t), on a X (t) =

Xi(t)a%(t).

On noté I', I'ensemble des champs de vecteurs le long de .

Pour tous X,Y € I'y et f,h € C°(I), fX+hY est un nouveau champ de vecteurs
le long de ~.
Si V est une connexion linéaire sur M et v : I — M est une courbe de classe C*

alors pour tous X € I, Vy(n X € I['.

Définition 1.3.4. Le champ de vecteurs VX est appelé la dérivée covariante de

D

X le long de . On le note par V; X ou %X.
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Soit t € I, relativement a une carte locale (U, ¢) au voisinage de 7(t), si X(t) =
Xi(t)aM) et poy(t) = (y,...,7") alors la dérivée covariante de X le long de v au

point ¢t est donnée par :

X7(t) Ol 0

s X o
k
VioX =2 | =g+ 2Ty
7j=1 A

Lemme 1.3.2. La dérivée covariante V; vérifie les propriétés suivantes :

1. Vt(Xl + XQ) - VtXl —I— VtXQ.

df
De plus, si V est la connexion de Levi-Cwita d’une métrique Riemannienne g

alors

d
3' E (X17X2) = g(thluXQ) +g(X17th2)-

Définition 1.3.5. Un champ de vecteurs X le long de v est dit paralléle si V, X = 0.

Proposition 1.3.3. Soit v: I C R — M une courbe de classe C* dans M. Sity €
et v € Ty (M) localement il existe un unique champ de vecteurs paralléle X € T,

tel que X (tg) = v.

1.3.3 Tenseur de torsion

Définition 1.3.6. Soit M une variété différentiable de dimension n et soit V une
connexion linéaire sur M. La torsion de V est le champ de tenseurs de type (1,2)

donné par
T(X,Y)=VxY —-VyX —[X,Y].
Remarque 1.3.2.

1. La connexion V est symétrique si et seulement si elle est sans torsion c’est a
dire T'= 0.
2. Toute connexion V localement plate est sans torsion.

3. La connexion de Levi-Civita est sans torsion.
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1.3.4 La courbure Riemannienne

Définition 1.3.7. Soit M une variété différentiable de dimension n et soit V une

connexion linéaire sur M. Le champ de tenseur R de type (1, 3) défini par
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy|Z4
est dit tenseur de courbure associé a la connexion V.

Propriétés 1.3.1. Pour tous X,Y,Z € I'(TM) et f € C°(M) on a

1. R(X,Y)Z=—-R(Y,X)Z.

2. R(fX,Y)Z = fR(X,Y)Z.

Si V est la connexion de Levi-Civita sur (M, g) alors R est dite courbure de
Riemann.

Une courbure de Riemann peut étre considéré comme le champ de tenseurs de type

(0,4) donné par
R(X,Y,Z.W) = g(R(X,Y)Z,W)  VX,Y,Z,W € [(TM).

Propriétés 1.3.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tous X,Y, Z, W €

[(TM), le tenseur de courbure de Riemann vérifie les propriétés suivantes
1. RIX,)Y, ZW)=—-R(Y, X, Z, W),
2. RX,)Y,Z,W)=R(Z W, X,Y),

3. L’identité de Bianchi algébrique
R(X,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
4. Lidentité de Bianchi différentielle

(VxR)(Y, Z) + (VyR)(Z,X) + (VzR)(X,Y) = 0.
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1.3.5 Courbure sectionnelle

Définition 1.3.8. Soient = un point d’une variété Riemannienne (M", g) (n > 2) et
P le 2-plan engendré par les vecteurs X et Y de T, M. On appelle courbure sectionnelle
de P en z le scalaire

R(X,Y, X,)Y)
T 9(X. X)g(YV,Y) = g(X.V)*

Cette définition est indépendante du choix de la base.

Ko(P)

La courbure sectionnelle détermine la courbure de la variété.

Définition 1.3.9. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. On dit
que M est une variété a courbure constante si en tout point x de M la courbure

sectionnelle est constante sur chaque 2-plan section de T, M.

Théoréme 1.3.4. (Schur) Soit (M,g) une variété Riemannienne connexe de di-
mension n(n > 3). Si pour chaque 2-plan P de T, M la courbure sectionnelle K(P)

ne dépend que du point x alors M est une variélé a courbure constante.

Si la variété (M, g) est & courbure constante (= k) alors sa courbure Riemannienne

est donnée par

R(Xv Y, Z, W) =k [g(X> W)g(Y, Z) - g(X7 Z)9<Y7 W)} .

1.3.6 Courbure de Ricci

Définition 1.3.10. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. La cour-

bure de Ricci est un tenseur de type (0,2) défini par

p(X,Y) =) Rle;, X,Y,e;).

i=1

Le tenseur de Ricci ou 'opérateur de Ricci est le tenseur de type (1,1) défini par
QX = R(X,e))e;
i=1

pour tous X,Y € I'(T'M), ou {e;};—1. est une base orthonormée locale sur M.
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Remarque 1.3.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n.
1. La courbure de Ricci p est symétrique.

2. Lopérateur de Ricci @ est symétrique (auto-adjoint).

Courbure scalaire

Définition 1.3.11. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. On appelle

courbure scalaire de M la fonction définie par
s = ZR(ei,ej,ej,ei).
ij=1

ou {e;}i=1..n, est une base orthonormée locale sur M.
Propriétés 1.3.3. Soit (M", g) une variété Riemannienne & courbure constante k,
alors pour tous X, Y € T'(TM) on a

1. QX =k(n—1)X,

3. s=kn(n—1).



Chapitre 2

La pseudo-symétrie et la

Ricci-pseudo-symétrie

Dans ce chapitre on donne la définition de la pseudo-symétrie et la Ricci-pseudo-
symétrie au sens de R. Deszcz et leurs interprétations géométriques. Les références

souvent utilisées |10, 17, 18, 19, 20, 21, 28, 29].

2.1 La pseudo-symeétrie

Soient (M, g) une variété Riemannienne et V la connexion de Levi-Civita associée
a la métrique g. Soit K un champ de tenseurs de type (1, 1) alors d’aprés S. Kobayashi,
K. Nomizu [36], en tout point x de M, K, est un endomorphisme linéaire de I’espace
tangent 7, M qui se prolonge a une dérivation sur I'algébre tensorielle T (z) tel que
VT e T (M)
(K.T), = K,.T;.

Ainsi que K est une dérivation de T (M) admet les propriétés suivantes :

1. Pour tout champ de tenseurs 7' de type (0,%), K.T est un champ de tenseurs
de type (0, %k + 2) donné par :

18
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(KT)(Xy,...,Xp)=-T(KXq,...,Xg) — ... = T(Xq,..., KXy)
pour tous Xy, ..., X, € X (M)
2. Pour toute fonction f, K.f = 0.

3. K commute avec les contractions.

Soient X, Y deux champs de vecteurs sur M. R(X,Y) et X AY sont les champs de

tenseurs de type (1,1) donnés par
R(X,Y)=VxVy —VyVx — Vixy] (2.1.1)

et

(XN Y)Z=9g(Y,2)X —g(X,2)Y (2.1.2)
alors d’aprés ce qui précéde, ils déterminent des dérivations sur 1’algébre tensorielle
T (M) de M.
A la courbure Riemannienne R de type (0, 4) on lui associé le champ de tenseurs R.R

et le champ de tenseurs de Riemann-Tachibana @ (g, R) de type (0,6) donnés

(R.R)(X1, Xo, X3, X4: X,Y) = (R(X,Y).R)(X1, X2, X3, X4)
- _R<R(X7 Y)X17 X27 X37 X4) - R(X17 R(X7 Y)X27 X37 X4)
- R(Xb X27 R(X7 Y>X37 X4) - R(Xh X27 X37 R<X7 Y>X4)7

Qg R) (X1, Xo, X3, Xg; X, Y) = (X Ay Y).R) (X1, Xo, X3, Xy)
= —R((X A, Y)X1, X, X3, X4) — R(X1, (X A, Y) X, X3, X3)
— R((X1, X, (X Ay V) X3, X2) — R((X1, Xo, X3, (X A, V) X))
pour tous X, Y, Xy, Xo, X3, Xy € X(M).

Définition 2.1.1. [44] Soit (M, g) une variété Riemannienne. M est dite semi-
symétrique si R.R = 0.

Evidemment, les espaces localement symétriques (VR = 0) sont semi-symétriques.
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Définition 2.1.2. [19]| Soit (M,g) une variété Riemannienne. M est dite pseudo-
symétrique si R.R et @ (g, R) sont linéairement dépendants, c’est a dire; s'il existe

une fonction Ly sur M telle que la relation
R.R = LrQ(g,R) (2.1.3)

soit vérifice sur Ug = {x € M /R, — s Ga 7 0}, ot s est la courbure scalaire et G

est le champ de tenseurs de type (0,4) défini par
G(X1, X2, X3, Xy) = g(X1, Xy)9(Xo, X3) — g(X1, X3)g9(X2, Xy).

Remarque 2.1.1.

1- Si Lp est constante on dit que la pseudo-symétrie est de type constant et on dit
qu’elle est propre si Lr # 0. Les espaces d’Atri de dimension 3 et les variétés
de Sasaki & courbure constante sont des modéles d’espaces pseudo-symétriques

de type constant [2, 3|.

2- Toute variété semi-symétrique est pseudo-symétrique dont la fonction Ly est nulle,
I'inverse n’est pas toujours vrai. Les espaces R?*(—3) et Hz(—3) sont des espaces

proprement pseudo symétriques |2, 3.

2.2 La Ricci-pseudo-symeétrie

Définition 2.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. M est dite Ricci-semi-

symétrique si le tenseur de courbure de Ricci p vérifie la relation suivante
Rp=0 (2.2.1)

Définition 2.2.2. [18] Soit (M, g) une variété Riemannienne. M est dite Ricci-
pseudo-symétrique si R.p et @ (g, p) sont linéairement dépendants, c’est a dire; s’il

existe une fonction L, sur M telle que la relation

R.p=L,Q(g.p) (2.2.2)

soit vérifice sur U, = {x € M/p—2g#0 en z}.
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Remarque 2.2.1.

1. Toute variété Ricci-semi-symétrique est Ricci-pseudo-symétrique, 'inverse n’est
pas toujours vrai. Dans [18], R. Deszcz a donné des exemples des variétés pro-
prement Ricci-pseudo-symétriques. Le produit tordu d’un intervalle ouvert de
R par une variété d’Einstein M de dimension> 3 est une variété Ricci-pseudo-

symétrique non Ricci-semi-symétrique.

2. Toute variété pseudo-symétrique est Ricci-pseudo-symétrique, I'inverse n’est pas
toujours vrai. Dans le cas des variétés conformément plates, la notion de la
pseudo-symétrie et la Ricci-pseudo-symétrie coincident. Sur ces espaces, I'étude

de la pseudo-symétrie revient a I'étude des propriétés de la courbure de Ricci|16].

2.3 Interprétations géométriques

Le parallélogramme de Levi-Civita

Soient (M, g) une variété (semi-)Riemannienne et p un point de M. Soit @ et U
deux vecteurs tangents & M en p. On considére la géodésique o passant par p tangent
A @ et soit ¢ un point sur o & une distance infinitésimale A de p. On note par 7 le
vecteur obtenu par le transport paralléle de ¢ le long de a de p & ¢. On considére la
géodésique [, (resp. (,) passant par p (resp. q) et tangente a ¥ (resp. 7). Soit P (resp.
g) un point sur §, (resp. ;) d'une distance infinitésimale B de p (resp. ¢ ).

Le parallélogramme de sommet p, dont les cotés sont tangents aux o et ¥, est complété
par une géodésique @ passant par p et g. Soit A’ la distance géodésique entre p et g
(Figure 2.1). Levi-Civita a montré, a une premiére approximation, que la courbure
sectionnelle du plan m = @ A ¥ s’exprime par

A2 — A

Kp,m) = (ABsin)?

(2.3.1)

avec ¢ est 'angle entre u et v.



FIGURE 2.1 — Le parallélogramme de Levi-Civita
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Interprétation géométrique de ’opérateur de Riemann R

Soient p un point d’une variété Riemannienne (M", g) et (2¥);<j<, un systéme de

! en gardant toutes

les autres coordonnées autour de p = (!, ... "L z L gkt gy b )

fixes. On note par & (resp. §) le vecteur -2 (p) (resp. % (p)). Par une variation ar-

coordonnées locales au voisinage de p. On pose x = 2" et y = x

bitraire infinitésimal Ax et Ay de = et y respectivement, on construit un parallélo-
gramme P, de sommet p avec des cotés de longueurs Ax et Ay tangents a T et
respectivement.

Soit z un vecteur tangent a M en p. Le transport paralléle de z autour d’un parallélo-
gramme infinitésimal P, de sommet p avec des cotés de longueurs Az et Ay tangents

a @ et ¢/, donne le vecteur (Figure 2.2)
7 = 24 [R(Z, ) Z) Az Ay + O7%(Ax, Ay),

alors 'opérateur de courbure R mesure, en second ordre, le changement du vecteur z

aprés se transporté parallélement autour de P [28].

Proposition 2.3.1. [29/(Schouten) L’opérateur de Riemann R d’une variété Rie-
mannienne (M, g) en un point p, mesure le changement de direction aprés le transport

paralléle autour d’un parallélogramme infinitésimal de sommet p.

Théoréme 2.3.2. [29] Les variétés Riemanniennes localement plates (R =0), sont
précisément les variétés Riemanniennes pour lesquels toutes les directions sont in-
variantes sous leurs transports paralléles entierement autour de toutes les parallélo-

grammes infinitésimals.

2.3.1 Interprétation géométrique de R.R

Soit 7 le 2-plan de T,M engendré par & et ¥ (T = & A ). On considére deux

vecteurs U et ¥ de T, M linéairement indépendants. Le transport paralléle de @ et ¢
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FIGURE 2.2 — Le transport paralléle de z autour de P

autour de P donne les vecteurs

u

+ [R(Z, §)ud] Az Ay + O (A, Ay),

1

7 = T+ [R(Z, ) V| AzAy + O (Az, Ay)
alors
R(u*,v*, v*,@*) = R(,v,v,4d) — [(R.R) (4, v, v, d; T, §)| AxAy + O~ (Az, Ay).
si 4 et U sont orthonormés alors, & une approximation de second ordre, on obtient
K(p,m) = K(p,7) + [(R-R)(4, 7,7, T; Z, 7)) Az Ay,
ou 7 (resp. ) est le plan engendré par @ et ¢ (resp. u* et U*)[28].

Théoréme 2.3.3. [28] Soient p un point d’une variété Riemannienne M, T, y, U,V €
T,M et m = i@ AT. Soit 7 = u* A\ U* le plan obtenu par le transport paralléle du

plan m autour d’un parallélogramme infinitésimal P, de sommet p avec des cités de
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FIGURE 2.3 — L’interprétation géométrique de R.R

longueurs Az et Ay tangents aux x et y respectivement. Alors, a une approximation

de seconde ordre,
pK(p,m) = (R.R)(U,V, U, u; &, y) Ax Ay, (2.3.2)

c’est dire, en tout point p de M, le tenseur R.R de type (0,6) mesure le changement
de la courbure sectionnelle de tout plan m aprés son transport paralléle autour de tout

parallélogramme infinitésimal P de sommet p (Figure 2.3).

Corollaire 2.3.4. [28/Une variété Riemannienne M est semi-symétrique si et seule-
ment si, en tout point p de M, la fonction K(p, ) de la courbure sectionnelle est
wnvariante, en second ordre, sous le transport parallele de toul plan m autour tout

parallélogramme infinitésimal P de sommet p.

Lemme 2.3.5. [28] Le tenseur R.R vérifie les propriétés algébrique suivantes :
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(RR)(XD X27 X37 X47 X7 Y) = _(RR)(X27 X17 X37 X4a X7 Y)

- (R‘R)(X17X27X47X3;X’ Y) (23?))

= (R.R)(Xg,X4,X1>X2;Xa Y)

(RR)<X17 X?a X37 X47 X7 Y) + (RR)(X17 X37 X47 XZ) X? Y)

(2.3.4)
+ (R.R) (X1, X4, Xo, X3; X, Y) = 0.

(RR>(X17 X27 X37 X4: X7 Y) = _(RR)(X27 Xla X37 X47 }/7 X) (235)

(R.R)(X1, X, X3, X4 X, V) + (R.R)(X3, Xy, X, Y5 X3, Xp) (2.3.6)
+ (RR)(X,Y, X1, Xo; X3, X,) = 0. -
2.3.2 Interprétation géométrique de (g, R)

Soient (M, g) une variété Riemannienne, p un point de M et Z, ¢ deux vecteurs
orthonormés de T,M. Puisque les vecteurs &,y € T,M sont orthonormés, alors on
peut choisir des vecteurs {€és, ..., é,} de telle facon que {Z, 7, €3,

..., €p} soit une base
orthonormée de T,,M. Dans cette base le vecteur z' de T, M s’écrit sous la forme

Par une rotation d’angle ¢ de (¥ A\, 7/)Z sur le plan ' A ¢/, en fixant la projection de z
sur le plan de dimension (n — 2) engendré par {éj,

..., €}, on obtient le vecteur

—

Z=Z+e(T N, 9z + O(?),

alors le vecteur (¥ A, y)Z mesure le changement, du premier ordre, du vecteur 2z aprés
une telle rotation infinitésimale de Zz' dans le plan © A ¢ en p.
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Soient u et v deux vecteurs obtenus par une rotation infinitésimale d’angle ¢ de la

projection des vecteurs u et ¢ sur le plan ' A ¢/, on a

—

U= u+e(@ N Pu+ O(E2), 0 =10+ e(F A, 7)v + O(e?),

la relation entre la courbure sectionnelle du plan m = @ A ¥ et celle du plan F=uA T_;,

est donnée par ’équation suivante
K(p,7) = K(p,7) +¢Q(g, R)(@, 7,4, 7; 7, §) + O(c").

Alors Q(g, R)(, U, @, U; ¥, ij) mesure le changement de la courbure sectionnelle K (p, )

sous une rotation infinitésimale en p, sans quitter ce point [28|

2.3.3 La courbure sectionnelle double

Définition 2.3.1. [28] Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n (n > 3)
a courbure non constante. On note par Ui I’ensemble des point pour lesquels le tenseur
de Tachibana-Riemann soit différent de zéro, c’est a dire; Ur = {z € M/Q(g, R). #
0}. Alors, en p de U, le plan 7 = 4 AU C T,M est dit dépendant de la courbure par
rapport & un plan 7 = Z Ay C T,M si Q(g, R)(u, v, 4, 0; Z,y) # 0.

La définition est indépendante du choix des bases de 7 et 7.

Définition 2.3.2. [28]Soit 7 = @ A ¥ le plan tangent en un point p de Ur dépendant
de la courbure par rapport au @ = & A /. Alors, on définit la courbure sectionnelle

double comme le scalaire
(R.R)(, 0,7, u; Z,7)
Q(g, R)(u, v, v, u; ¥, %)

La définition est indépendante du choix des bases de 7 et 7.

L(p,m,7) =

On considére, en un point p de M, les deux plans 7 = WAV et T = ZAy. Soit u*, v*
les vecteurs obtenus par le transport paralléle de # et o' respectivement autour d’un

parallélogramme infinitésimal P dont les cotés sont tangents & & et 3. On construit
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deux parallélogrammes & partir des vecteurs {u, U} et {@*, 0"} respectivement, dont les
cotés sont égaux a A et B. En général, les longueurs des géodésiques de fermeture A’
et A sont différents. Plus précisément, en utilisant les expressions (2.3.1) et (2.3.2),

en second ordre par rapport aux cotés Az et Ay du parallélogramme, on trouve

A/Q _ A/*Q
(ABsiny)*Q(g, R) (U, v, 4, U; T, 7)

L(p,m,7) =

Le scalaire L(p, 7, 7T) mesure la différence de longueur entre les géodésiques de ferme-
ture de deux parallélogrammes qui sont liés au transport paralléle de leurs vecteurs

générateurs autour d’un parallélogramme infinitésimal et au plan tangent 7 en p.

Définition 2.3.3. [28] Une variété Riemannienne (M", g) (n > 3) est pseudo-symétrique
au sens de R. Deszcz si et seulement si en tout point p de U toutes les courbures sec-
tionnelles doubles L(p, 7, ) sont égaux, ¢’est a dire ; pour tous plans 7 et T dépendants

de la courbure L(p, 7, 7) = Lgr(p) pour une fonction Lg : M — R.

2.3.4 Interprétation géométrique de R.p

Soient (M, g) une variété Riemannienne, p un point de M et Z un vecteur tangent
a M en p. Le transport paralléle de 2" autour d’'un parallélogramme infinitésimal P
de sommet p et avec des cotés de longueurs Az et Ay tangents aux vecteurs x et y

respectivement en p, détermine un nouveau vecteur z* tel que
7 = 7+ [R(Z,9)Z) ArAy + O72(Ax, Ay).

Soit p € M, {€},€s,...,é,} une base orthonormée de T,M. La courbure de Ricci

p(€1, 1), dans la direction de €, est (voir [10])
p(e1,61) =Y K(p,& Aéj)
j=1

ot K(p, €1 A €;) est la courbure sectionnelle du plan section 7 = €, A €; de M en p.

Maintenant, on considére un vecteur ¢' en un point p de M et un parallélogramme P,
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de sommet p avec des cotés de longueurs Az et Ay tangents aux vecteurs linéairement
indépendants & et i/ en p. Alors, par le transport paralléle de ¢ autour de P on obtient

le vecteur

7 = 7+ [R(Z, §) 1| AzAy + O7*(Az, Ay)

et dans ce cas la courbure de Ricci dans la direction de v* est donnée par
p(0*,7%) = p(¥,0) — [(R.p)(0,7; 7, )] AxAy + O7*(Ax, Ay)

Théoréme 2.3.6. [10] Soient (M, g) une variété Riemannienne et p point de M.
Soit U* le vecteur obtenu par le transport paralléle d’un vecteur U de T,M autour
d’un parallélogramme infinitésimal P, de sommet p avec des cotés de longueurs Ax
et Ay tangents aux vecteurs x et y respectivement en p. Alors d’une approzimation

de second ordre

c’est a dire, en tout point p de M, le tenseur R.p de type (0,4) mesure le changement
de la courbure de Ricct d’un vecteur U sous le transport paralléle autour de chaque

parallélogramme infinitésimal P de sommet p.

Corollaire 2.3.7. [10] Une variété Riemannienne (M,g) est Ricci-semi-symétrique
si et seulement si, en tout point p de M, la fonction de la courbure de Ricci est
invartante sous le transport paralléle de tout vecteur v autour de tout parallélogramme

infinitésimal P de sommet p.

Lemme 2.3.8. [10] Une variété Riemannienne (M, g) est d’Finstein si et seulement

s1 Q(g,p) = 0.

Définition 2.3.4. [10] Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension n (n >
3) et U I'ensemble des points pour lesquels le tenseur de Ricci-Tachibana soit différent
de zéro, c’est a dire; U = {x € M / Q(g,p) # 0}. Alors, en p € U, une direction
d engendré par le vecteur v € T,M est dite dépendante de la courbure du plan

T=TNY CT,M si
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La définition est indépendante du choix de la base {Z, 7} de 7 et du vecteur ¢ qui

détermine la direction d.

Définition 2.3.5. [10| Soient p € U et d une direction engendré par v dépendante
de la courbure de m = ¥ A §. On définit la courbure de Ricci-Deszcz L,(p, v, ) du

vecteur U par

. (R.p)(0,0; 7, )

L(p,’l),?'l'): — = = =\
g Qg p)(V,T; Z, 7))

Cette définition est indépendante du choix de la base de .

2.3.5 Les propriétés de la courbure de Ricci-Deszcz

En p € M, on considére une base orthonormée {v = €),é,,...,€,} de T,M et
on construit, pour tout plan U A €}, le parallélogramme de Levi-Civita dont les cotés
sont égaux A = B = . Soit £ la longueur de la géodésique de fermeture de ce
parallélogramme. La courbure de Ricci p(U, U) peut étre, en premiére approximation,

s’exprime comme suit (voir [10])

n g2 2
p(0,7) = T
=2
Soient {v,es,...,e,} une base de T,M et m = & A ¢ le plan engendré par ¥ et ¥,
le transport paralléle de {7, é,,...,¢€,} autour du plan infinitésimal construit par 7

et ¢. De plus, on construit les 2(n — 1) parallélogrammes dont les cotés sont égaux
(= ¢€), pour les plans ¥ A €; et 0 A€},j = 2,...,n. Dans le cas général, les géodé-
siques de fermeture les parallélogrammes ont des langueurs 5} et 5;* différentes. Plus

précisément, on obtient, en second ordre, par rapport aux cotés Ax et Ay [10]

- £'Q(g. p)(0,7; 2, 7)
Alors le scalaire L,(p, v, 7) mesure la différence de la somme des longueurs des géodé-

siques de fermeture des 2(n — 1) parallélogrammes construits construits a partir de v
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FIGURE 2.4 — Interprétation géométrique de la courbure de Ricci p(¥, ¥)

qu’ils sont liés par le transport paralléle de leurs bases génératrices en p autour d’un

parallélogramme et du plan 7 = Z A ¢/ en p (Figure 2.5).

Théoréme 2.3.9. [10] En tout point p € U C M, le tenseur R.p est complétement

déterminé par la courbure de Ricci-Deszcz L,,.

Théoréme 2.3.10. [10] Une variété Riemannienne (M™, g) (n > 3) est Ricci-pseudo-
symétrique au sens de R. Deszcz si et seulement si, en tout point p de U les courbures
de Ricci-Deszcz sont égaux, c’est a dire; pour toutes les directions d dépendantes de

la courbure de 7w, L,(p,d,T) = L,(p).



FIGURE 2.5 — Interprétation géomeétrique de la courbure de Ricci-Deszcz
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Chapitre 3
Variétés Complexes

Dans ce chapitre on rappelle quelques définitions et propriétés concernant les

structures presque complexes. Les références utilisées [6, 31, 37, 49].

3.1 Fonctions holomorphes

Soit U un ouvert de C. Une fonction f : U — C est dite holomorphe si pour tout
point z, € U il existe une boule B.(z9) C U de rayon € > 0 autour de zy telle que
f peut étre écrit sur B.(zp) comme une série de puissance convergente, c’est-a-dire

(voir [31])

o0

f(z) = Zan(z —29)" pour tout z € B.(zp).
n=0

La définition équivalente plus utilise de I’holomorphicité est les équations de Cauchy-
Riemann. On note par z respectivement y la partie réelle et la partie imaginaire de z €
C. Ainsi, f peut étre considéré comme une fonction complexe f(z,y) de deux variables
réelles = et y. En outre, f peut s’écrire sous la forme f(z,y) = u(x,y) + iv(z,y), ou
u(x,y) et v(x,y) désignent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de
f. Alors f est holomorphe si et seulement si u et v sont continument différenciables

et

ou Ov Ou ov -
£_8_y’ a_y__£' (3.1.1)

33
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On utilise les opérateurs différentiels

0 10 0 0 10 0 519
—::———.— t —-— = == ‘—. A

5 2a 8 ¢ mT e ey (3.12)
Alors, les équations de Cauchy-Riemann (3.1.1) peuvent étre récrites comme % =0.
Considérons une application différenciable f : U ¢ C = R? — C = R?. En un point
z € U, sa différentielle df (z) est une application R- linéaire entre les espaces tangents

df (z) : T.R* — Ty»)R?. La différentielle df (z) est donnée par le Jacobien réel
ou ou
- (5 %)
or  dy
Aprés avoir prolongé df (z)  une application C-linéaire df (z) : T,R*®C — Ty, R*®C,

1/ 0 - 0 o0 .__
33 —i5y) 55 =

complexe est donné par la matrice suivante
of

Si f est holomorphe, alors 52 = 5L = 0 et donc df(z) est donné par la matrice

of
of |-
0 32

Une fonction holomorphe f: U C C — V C C est dite biholomorphe si f est bijective

on choisit une base différente {2 := HE+ z'a%)} alors le Jacobien

VR
12 212
SIS

diagonale suivante

et son inverse f~!: V — U est aussi holomorphe.
Soit U un ouvert de C" et soit f : U — C une fonction de classe C*. f est dite
holomorphe si les équations de Cauchy-Riemann (3.1.1) sont vérifiées pour toutes les

coordonnées z; = x; + 1y;, ¢’est-a-dire

ou ov ou ov

= = =1,...,n. 3.1.3

Posons

o Lo o, 2 10 0
(?zj o 2 @l’j Qyj ’ 87]' o 2 8[Ej 8yj



35

alors la formule (3.1.3) peut étre réécrite comme

of .
a—zj:O, j=1,...,n.

Soit U un ouvert de C™. Une fonction f = (f1,..., fn) : U — C" est dite holomorphe
si toutes les fonctions de coordonnées fi, ..., f, sont holomorphes de U dans C.
Soient U et V deux ouverts de C™. Une fonction holomorphe f : U — V est dite
biholomorphe si elle est bijective et son inverse f~! : V — U est aussi holomorphe

(voir [31]).

Définition 3.1.1. [31] Soient U un ouvert de C™ et f : U — C" une fonction

holomorphe. Le Jacobien complexe de f en un point z de U est la matrice

of;
TE) = af (2)

Un point z de U est dit régulier si J(f)(z) est surjective.

Théoréme 3.1.1. (D’inversion locale généralisée)[31] Soient U et U’ deuzx ouverts
de C". La condition nécessaire et suffisante pour qu’une application holomorphe

f:U — U soit biholomorphe local est que

det(J(f)(2)) # 0,

pour tout point z de U.

3.2 Structure complexe sur un espace vectoriel

Soit V' un R espace vectoriel de dimension n. Le complexifié de V' est défini par
V€ =V ®C. Ainsi VC est un C-espace vectoriel de dimension n et un R-espace vecto-
riel de dimension 2n. Si {ey,...,e,} est une base de V alors {ey,...,e,,ie1,... ie,}
est une base de V® comme R-espace vectoriel. L’espace vectoriel réel V est inclus dans

VC par l'application v — v®1, de plus, pour tous A € Cet v € V,onav®@ X = v@\.
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Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n. Une structure complexe sur V' est un
endomorphisme J sur V vérifie J2 = —Id. Si J est une structure complexe sur V' alors
on peut définir sur V une structure de C-module, en définissant une loi extérieure
comme suit : si A = A\; + iAg est un scalaire complexe alors le produit d’un vecteur

v € V par X est donné par (voir [37, 49|)
AU = \v+ N Jv.

Réciproquement, si V' est un C- espace vectoriel de dimension complexe n alors on

peut définir une structure complexe J sur V par
JX =1X, VX eV

L’endomorphisme —.J définit une structure complexe sur V' dite la structure conjuguée

et espace (V, —J) est souvent noté V.
Remarque 3.2.1.

1. Soit V un espace vectoriel réel de dimension n. Si V' admet une structure com-
plexe alors la dimension de V' est paire. En particulier, un espace vectoriel réel

de dimension paire admet toujours une structure complexe.

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n. Si J est une structure complexe sur
V alors J sera prolonger sur VC par J(v®a) = Jv®a, dans ce cas V° se décompose

en somme directe de deux sous espaces propres associés aux ¢ et —i (voir [37, 49]) :
VIO ={Z7ecVC)JZ=iZ} ={X —iJX/X €V},
VOl ={Z7ecV®)JZ = —iZ} ={X +iJX/X €V},

on remarque que V'Y = VOl Tout vecteur Z de VC peut étre écrit sous la forme

1 1
Z = 5(Z —iJZ)+ 5(2 +iJZ).

D’autre part, J induit une structure complexe, notée J, sur I'espace dual V*, alors

I'espace V*€ = V*® C se décompose en somme directe de deux sous espaces propres :
Vio={AeV*E/IN=i\} = {E+iJ¢/E eV},
Vor={X eV IN=-i\} = {¢ —iJ¢/E e V]
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On note par A"V I'algébre extérieure de VC on a

* n k * *
AVE=EPAVE e AvE=AVvec
k=0

ou A"V est algébre extérieure de V.

Définition 3.2.1. |31] Soit V un espace vectoriel réel munie d’une structure complexe
J. On définit AP?V par

Psq p q
/\ Vo= /\ V0 o /\ 742!

ot le produit extérieure de V10 et V0! est le produit extérieure d’espaces vectoriels

complexes. Un élément o de A"?V est dit de degré (p, q).

Proposition 3.2.1. [31] Soit V' un espace vectoriel réel munie d’une structure com-

pleze J. On a
1. NP9V est un sous espace de NP7 VC.

2. N'Vve= @ NV

pt+q=k
3. La conjugaison compleze sur \* V' définit une application (C-antilinéaire) iso-

morphisme NPV et NPV, c’est a dire \PT = \TP.

En utilisant la décomposition 2 du proposition 3.2.1, on définit la projection na-

turelle
* k * psq
m*: AVES AVE et TP A\VES AV
De plus, J : A"VE — A"VC est un opérateur linéaire, qui agit sur A??V par
multiplication par #79, c’est a dire :

J=) eI,
p,q

J est Iextension multiplicative de la structure complexe J sur VC. On note, aussi
les opérateurs sur l'espace duale A\*V*, par II¥, II?? et .J respectivement. Pour tous

vy, .., 0, €EVeta€e \"V* ona

J(a) (v, ... vp) = a(J(v1), ..., J(vk)).
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3.3 Formes différentielles

Soit U un ouvert de C", U peut étre considéré comme une variété différentiable
réelle de dimension 2n. Pour tout point x de U, ’espace tangent T, M est un espace

vectoriel réel de dimension 2n, la base canonique de T, M est

0 o 0 0
ol z1 = X1 + W, ..., 2, = Tp + 1y, sont les coordonnées sur C". En tout point x de

U, 'espace tangent admet une structure complexe naturelle définie par

0 0 0 0

0, ~ dy;” Oy ~ ~ Ox;

La base duale de (T,U)* est notée par dxy,...,dz,,dyi, ..., dy,. La structure presque

J: T,M — T,M tel que

complexe J induit une structure complexe sur (7,U)*, donnée par

Proposition 3.3.1. [81] Le complezifié du fibré tangent TcU := TURC se décompose

sous forme d’une somme directe des fibrés vectoriels complexes
TeU = THYU & T'U,
telle que lextension linéaire de J satisfait
Jirroy = tad et Jiroay = —i.ad.

Le complexifié du fibré cotangent T3U := T*U @ C admet une décomposition

analogue a celle de TcU, c’est a dire,
TeU = (T*U)° @ (T*U)™M,

Proposition 3.3.2. [31] Soit f : U — V une application holomorphe entre un ou-
vert U de C" et un ouvert V de C™. L’extension C-linéaire de la différentielle df :
T,U — TV respecte la décomposilion précédente, c’est a dire, df (THU) c T;@)v

et df (T2'U) C Ty, V.
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La décomposition du fibré des k-formes sera faite a ’aide aux résultats précédents.
Soit. U un ouvert de C". Au dessus de U, on définit les fibrés vectoriels complexes
AU par

p,q p q
AU N0 e AT o)™,
on note par AL(U) et AP9(U) les espaces des sections AL U = A" TEU et A\PIU
respectivement.
Définition 3.3.1. [31] Soit d : AL(U) — AETH(U) I'extension linéaire complexe de
la différentiable extérieure usuelle. Alors
d: APUU) — APTHUU), 9 APY(U) — APTTHU)

sont définies par @ := I[P o d et 0 := 179! o d.

Localement, pour toute application f, on a

of of of of
df = Za—xidxi + Za—yidyi = Za—zidzi + Za—zdz

Ainsi, f est holomorphe si et seulement si 0f = 0. De plus, les expressions expli-

cites des opérateurs O et 0 sont données par

n

3(fdzi1/\.../\dzip/\dfjl/\.../\déjq)zza—%dzk/\dzil/\.../\dz,'p/\dijl/\.../\d?jq
k=1

et

E(fdzil/\...Adzl-p/\dzjl/\...Adzjq):Za—zldzmdzilA.../\dzipAdzle.../\dzjq.
=1

Lemme 3.3.3. [31] Pour les opérateurs 0 et 0 on a :
1.d=0+0.

2. 0°=0 =0 et 90 = —00.

3. 0 et O vérifient les relations de Leibniz, c¢’est a dire,
INaApB)=0(a)AB+ (—1)P"aAd(B)
daAB)=0(a)AB+ (1) a Ad(B)

pour tous o € AP4(U) et € A™(U).
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3.4 Variété complexe

Une variété complexe M de dimension n est un espace topologique séparé muni

d’une collection d’homéomorphismes

appelées cartes, ou les U; sont des ouverts de M recouvrant M et les V; des ouverts

de C" tels que pour chaque j et i le changement de cartes
pjowit iU NU) — o;(U; N ;)

est holomorphe. L’ensemble U = {(U;, p;)} est dit atlas holomorphe. Deux atlas
holomorphes {(U;, ¢;)} et {(Uj, )} sont équivalents si, pour tout U; N Uj # (), les
applications ¢; o 90;’1 L@ (Ui N U3) — 3(U; N U}) sont holomorphes [22, 31].

Exemple 3.4.1. [22, 31]
1. L’espace C" est une variété complexe.

2. Tout ouvert de C" est une variété complexe.

3. L’espace projectif CP™ est une variété complere de dimension n. La structure
est définte comme suit :

On définit, sur l’ensemble C"™' — {0}, une relation d’équivalence R par :
Vz,2/ € C" —{0}; 2RY <IN CH 2= )\,

Uespace projectif est I’espace quotient C"™ /R, c’est dire CP™ = C""/R. Tout
point de CP™ est de la forme [z1, ..., 2n41] pour (z1,...,2,41) € C*T1N\ {0},
cette notation est dite les coordonnées homogénes pour CP".

Pour k € {1,...,n+ 1}, on pose Uy, = {[z1,...,2n+1] € CP"/z, # 0} et on
définit application oy par :

Pk Uk — op(Ug) Cc C™

1y zmt] (2,228,
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les applications de transitions sont données par :

wro (@)t o (Up N UY) — or(Up N UY)
(8 B ) o (8 A )

Alors U = {(Uy, k) F1<k<nt1 est un atlas holomorphe de classe C* sur CP".

Soit M une variété complexe. Une fonction f : M — C est holomorphe (ou
morphisme), si pour toute carte (U;, ;) € U, I'application f o ;! : ;(U;) — C est

holomorphe. L’ensemble des fonctions holomorphes sur M est notée F(M).

Définition 3.4.1. [31] Soient M, N deux variétés complexes et Uy, Uy des atlas
holomorphes sur M et N respectivement. Une application continue f : M — N est

holomorphe, si pour toute carte (Us, ;) € Un et (U}, ¢}) € Uy, 'application
Piofow i pi(fTHU)NT) — $(U))

est holomorphe.
Deux variétés complexes M et N sont dits isomorphe (ou biholomorphe) s’il existe

un homéomorphisme holomorphe entre elles.

Espace tangent holomorphe

Soit M une variété complexe. Soient f et g deux fonctions holomorphes définies
sur un ouvert de M. On dit que f et g sont équivalentes en un point p de M ¢§’il
existe un voisinage U de p tel que f|, = g,. Une classe d’équivalence des fonctions

holomorphes en p est dite germe de fonctions holomorphes en p, noté F,(M).

Soit p un point d’une variété complexe M. Un vecteur tangent holomorphe & M
en p est une dérivation linéaire complexe sur l'algebre §,(M) des germes des fonctions
holomorphes a p, c’est & dire ; un vecteur tangent holomorphe en p est une application

linéaire complexe X : §,(M) — C telle que pour tous f, g € F,(M);

X(f.g9)=X.(f)g+ fX(g)
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L’ensemble des vecteurs tangents holomorphes en p est dit espace tangent holomorphe

a M en p, noté T,M. Avec le respect des opérations
(X+Y)f =X +Y (), QX)) =MXf) VfeFM)vreC
I'espace tangent holomorphe T,M est un C-espace vectoriel [43].
- Si M est une variété complexe de dimension n alors pour tout p € M, 'espace
tangent holomorphe 7,M est un espace vectoriel complexe de dimension n [43].
- Le fibré tangent holomorphe a M est

™™ = | T M,

pEM
le fibré tangent holomorphe & M est une variété complexe [43].
- L’application m de TM dans M définie par 7(p, X,) = p, est surjective, c’est la
projection de T M sur M [43].

- Le fibré vectoriel sous-jacent a 7 M de la variété complexe M est isomorphe au

fibré tangent réel T'M de la variété réelle M [43].

3.5 Structure presque complexe

Une structure presque complexe sur une variété différentiable réelle M est un
champ de tenseur J tel que en tout point z de M, J est un endomorphisme de 7, M
vérific J? = —Id. Une variété avec une structure presque complexe est dite variété
presque complere. Une variété M muni d’une structure presque complexe J est notée
(M, J).

Toute variété presque complexe est de dimension paire et de plus elle est orientée [37].
Exemple 3.5.1. Toute variété complexe admit une structure presque complexe natu-
relle définie comme suit (voir [49] page 170). Par exemple Uespace complexe C" admit

une structure presque complexe naturelle définie comme suit :

On considere 'espace complere C* des n-uplets (', ..., 2") avec

zj:xj+iyj, 7=1,...,n.
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On définit une structure presque complexe J sur C™ dans le systéme de coordonnées

locales (z', ..., 2" y', ..., y") par

0 0 0 0 ,
o) -a o)

Remarque 3.5.1. Pas toutes les variétés reélles de dimension paire admettent une

structure presque complexe. L’exemple le plus simple est la sphére de dimension 4
(voir [31]).

Soit T un champ de tenseurs de type (1,1). La torsion de Nijenhuis de T est le
champ de tenseurs de type (1,2) donné par :

Np(X,Y) = [T, T)(X,Y)
= T°[X,Y]+ [TX,TY] - T[TX,Y] - T[X,TY]

Pour une structure presque complexe .J la torsion de Nijenhuis est donné par :
N;(X,)Y)=-[X, Y]+ [JX,JY] - JJX,Y]| - J[X, JY] (3.5.1)
pour tous X,Y € I'(T'M).

Théoréme 3.5.1. [37] Soit (M, J) une variété presque compleze. J est une structure

compleze sur M si el seulement si J est sans torsion (N; = 0).

Le théoréme de Newlander-Nirenberg montre que la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’il existe une carte holomorphe autour de chaque point de M est N; =0

|22]. Si N = 0 alors M admet une atlas holomorphe.

Structure Hermitienne et structure Kahlérienne

Soit (M, J) une variété presque complexe. Une métrique Riemannienne g sur M

est dite Hermitienne si elle vérifie

g(JX,JY)=g¢(X,Y) ; VX,Y eI (M) (3.5.2)
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La variété (M, g, J) est dite presque Hermitienne. Si M est une variété complexe alors
g est dite métrique Hermitienne. Toute variété presque complexe admet une métrique

Hermitienne [49].

Définition 3.5.1. [6] Soient (M, J, g) une variété presque Hermitienne et X, Y deux

champs de vecteurs sur M. La 2-forme fondamentale de M est donnée par
O(X,Y) = g(X,JY)
pour tous champs de vecteurs X et Y sur M.

Théoréme 3.5.2. [4/9] Si (M, J,g) est une variété presque Hermitienne et V la

connexion de Levi-Civita associée a la métrique g. Les trois conditions suivantes sont

équivalentes :
1. VJ=0
2. VO =0

3. La stucture presque de contact est sans torsion et la 2-forme fondamentale est

fermée c’est a dire; d® =0 et Ny = 0.

Définition 3.5.2. [49] Une métrique Kéhlérienne est une métrique Hermitienne telle
que la 2- forme fondamentale ® est fermeée.
Une variété presque complexe (resp. complexe) munie d’une métrique Kéhlérienne est

dite variété presque Kahlérienne (resp. K&hlérienne).

D’apés le théoréme 3.5.2, Une variété presque Hermitienne (M, J, g) est Kdhlé-

rienne si et seulement si VJ = 0.

Exemple 3.5.2. Soit M une variété complexe de dimension 1. Alors toute métrique
Hermatienne sur M est une métrique Kahlerienne, puisque toute 2-forme et, en parti-

culier, la 2-forme fondamentale sur une variété de dimension réelle 2 est fermée (voir
[87]).

Théoréme 3.5.3. [37] La courbure Riemannienne R et la courbure de Ricci p d’une

variété Kahlérienne possedent les propriétés suivantes :
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1. RX,)Y)J=JR(X,Y) et R(JX,JY) = R(X,Y) pour tous champs de vecteurs
X etY sur M;

2. p(JX,JY) = p(X,Y) et p(X,Y) = 3(trace de JR(X,JY)) pour tous champs
de vecteurs X et'Y sur M.

3.5.1 Variété Kahlérienne a courbure constante
Courbure sectionnelle holomorphe

Soient (M, J) une variété Kéhlérienne et « un point de M. La courbure sectionnelle
K(P) de chaque 2-plan P de T,M invariant par J est dite courbure sectionnelle

holomorphe. Alors la courbure sectionnelle holomorphe K (P) est donnée par
K(P) = g(R(X, JX)JX,X),

pour tout vecteur unitair X de T, M. Si pour tout point x de M la courbure section-
nelle holomorphe K (P) est constante pour chaque 2-plan P € T, M invariant par .J

alors on dit que M est une variété a courbure sectionnelle holomorphe constante.

Théoréme 3.5.4. [37] Soit M une variété Kdihlerienne connexe de dimension com-
plexe n > 2. Si la courbure sectionnelle holomorphe K(P) ot P est un 2-plan de T, M
tnvariant par J, ne dépend que de x, alors M est une variété a courbure sectionnelle

holomorphe constante.

Théoréme 3.5.5. [37, 49]Une variété Kahlérienne M est a courbure sectionnelle

holomorphe constante c si et seulement si
R(X,Y)Z = —g[g(Y, DX —g(X,2)YY +g(JY, Z2)X — g(JX,2)Y +29(X,JY)JZ]
On donnera quelques exemples de variétés Kahlériennes

Exemple 3.5.3. /37 L’espace compleze C" avec la métrique

ds’ = dzFdz*,
k=1
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ou (21, ..., 2") est le systéme de coordonnées naturel sur C" est une variété compléte

de Kdihler et plate, le 2-forme fondamentale est donnée par

o = @Zdzkdzk.
k=1

Exemple 3.5.4. [37] Soit CP™ [’espace projectif complexe de dimension n (voir
Ezemple 3.4.1) avec le systéme de coordonnée homogéne [z, . . ., z,), soit U; un ouvert
de CP" définit par z; # 0 pour chaque j. On pose

z
th="F k=0, n,

j A
Zj

t

NN A t signifie que t§ est supprimé) en tant

sur chaque U;, on prend t?, e y

que systéme de coordonnées locales et on considére la fonction f; = tﬁ? alors
kzk
fi = ftjt;  sur Uy N Uy.
Comme t;? est une fonction holomorphe sur U; N Uy, il en resulte que
dlogf; = 00logfi, surlU; N Uy.

En posant

® = —4iddlogf; surlUj,

on obtient une globale (1,1) forme ® sur CP™. On pose
g(X,)Y)=o(JX,)Y),

pour tous champs de vecteurs X et'Y sur M, g est une métrique Kahlerienne avec la

2-forme fondamentale ®. Sur Uy on a

(1+ >, )X, dtedt™) — (3, 1 dt>) (3, t>dt™)
1+, tot")? ’

avec t* =t pour a = 1,...,n. Celte métrique Kihlérienne sur CP" est dite méltrique

ds* =4

de Fubini-Study. Muni de la métrique de Fubini-Study, [’espace projectif complexe C"

est une variété Kdahlerienne a courbure sectionnelle holomorphe constante égale a 4.



Chapitre 4
Variété complexe de contact

Ce chapitre est consacré aux variétés complexes de contact. Les références utilisées

[6, 24, 25, 33, 34, 38, 39, 40].

4.1 Variété complexe de contact

Définition 4.1.1. [6] Soient M une variété complexe de dimcM = 2n+1letU = {O;}
un recouvrement d’ouverts de M. M est dite variété complexe de contact si
1. pour tout j, il existe 1-forme 6; holomorphe définie sur O; vérifié §; A (df;)™ # 0
en tout point,

et

2. 81 O;NOy # 0 alors il existe une fonction holomorphe non nulle Aj, sur O;NO;

telle que
Qj = )\]kek sur Oj N Ok

Les sous-espaces H; = {X € T0,|6,;(X) = 0} définissent un sous fibré holomorphe
non intégrable H de dimension complexe 2n appelé le sous fibré complexe de contact
ou le sous fibré horizontal. Le quotient L = T'M /H est un fibré complexe en droites.|6]
Si (M, {6,}) est une variété complexe de contact, les fonctions de transition \;;, défi-

nissent un fibré holomorphe en droites sur M. En utilisant les sections locales de ce

47
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fibré, on définit des 1-formes & valeur complexe {7;} de sorte que chaque 7; est un
multiple de 6; par une fonction complexe non nulle et sur O; N Oy # 0,
Wj:hjkﬂ'k, hjk:OjﬂOk—>Sl.
Les hj; sont alors les fonctions de transition d’un fibré en cercles P sur M et sur O;
(voir [34]),
Uy A (dﬂ'j)n A %j A (d%])n 7& 0.
En écrivant m; = u; — iv;, on a v; = u; o J, puisque 6; est holomorphe. De plus, u; et
v; se transforment naturellement par rapport a S*, a savoir, si hjp = a + ib, alors
u, = auj — bv;, v = bu; + avy, a>+ v =1.
L’ensemble {;} est appelé une structure de contact complexe normalisée par rapport
a {6;} (voir [24]).
Localement, on définit une section U de T'M, c’est a dire une section de T'O, par
du(U, X) = 0 pour tout X € H, u(U) = 1 et v(U) = 0. Ces sections locales définissent
alors un sous fibré global V tel que V|O est engendré par {U, JU}. Ona TM = HSV,

et on note 'application de projection sur H par
p:TM — H.

Le sous ensemble V' est appelé sous fibré vertical ou sous fibré caractéristique. On
suppose dans ce thése que V est intégrable. Notons que dans [6], D. Blair a donné un

exemple d'une structure complexe de contact pour laquelle V est non intégrable.

Définition 4.1.2. [25] Une variété complexe de contact avec une forme complexe de

contact globale est appelée variété complexe de contact strict .

4.2 Structure complexe presque de contact sur une

variété complexe de contact

Dans ce qui suit, M est une variété complexe de dimension complexe 2n+ 1(> 3).
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Définition 4.2.1. (|6, 24, 39]) Soit (M, J) une variété complexe avec une métrique
Hermitienne g et un recouvrement ouvert {O,}. M est dite variété complexe métrique

presque de contact si elle satisfait aux conditions suivantes :

1. sur chaque O;, il existe une 1-forme u; et v; = u;0J avec un champ de vecteurs
dual orthogonal U; et V; = —JU; et un champ de tenseurs G; de type (1,1) et
H; = G;J tels que

G?:Hf:—f—kuj@Uj—i—v]@VJ,
9(GiX,Y) = —g(X,G;Y),  g(U;, X) = u;(X), u;(U;) =1
ij - —JG]', G]’Uj == 0

2. Sur O; N Oy, # 0;

u; = auy, — by, vj = buy + avy,

Gj:&Gk—ka, HJ:ka+&Hk

pour des fonctions a, b définies sur I'intersection avec a? + b* = 1.

En conséquence de cette définition, sur une variété complexe métrique presque de

contact M, les identités suivantes se vérifient

H;G; = —GiH; = J +u; @ V; —v; @ Uj,

JH;, = —H;J =G;, g(H;X,Y)=—g(X,H;Y),
G;V; = H;U; = H;V; =0,
u;Gj =v;G; = u;Hy = v;Hj =0,
JVi =Uj,  g(U;,V;) = 0.

La structure métrique presque de contact sur M est notée (u,v,U,V,G, H, g).

Ishihara et Konishi [34] prouvent qu’une variété complexe de contact admet une
structure complexe métrique de contact pour laquelle la forme de contact local 0 est

de la forme u — iv & un multiple par une fonction complexe non nulle, les champs
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tenseurs locaux G et H sont liés a du et dv par

du(X,Y) = g(X,GY) + (6 Av)(X,Y), (4.2.1)
dv(X,Y)=g(X,HY) — (0 ANu)(X,Y), (4.2.2)

pour une 1-forme o. Lorsque V est intégrable, o est donnée par o(X) = g(VxU,V)
(voir [6]).

On supposera que le sous fibré V est intégrable et o(X) = g(VxU, V). Dorénavant,
on travaillera avec une variété complexe métrique de contact M munie de la structure
(u,v,U,V,G, H,g) et la structure complexe .J.

On définit les 2-formes G et H sur M par

A

G(X,Y)=g(X,GY), H(X,Y)=g(X, HY).

Alors, pour des champs de vecteurs horizontaux X, Y,

N ~

G(X,Y)=du(X,Y), HX,Y)=dv(X,Y).

En général, on a

N

G=du—oANw,

H=dv+oAu.

Dans le cas d’'une structure complexe de contact strict, u et v peuvent étre pris

globalement de sorte que § = u — iv et o = 0 (voir [6, 25, 39|)

Opérateur h

Pour une structure complexe métrique de contact, on définit les champs de tenseurs
locals par

1 1
hy = §Sym(£UG) op, hy= ésym(,fUH) °p
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ou £ est la dérivée de Lie, p : TM — H est la projection et sym désigne la partie

symétrique. On a

hyG = —-Ghy, hyH =—Hhy,
ho(U) = hy(V)) = hy (U) = hy (V) = 0,
et

VxU = —GX — Ghy X + o(X)V,
VxV =—HX — Hhy X — o(X)U,

ot V est la connexion de Levi-Civita associée a g (voir [6, 24]).

On définit deux tenseurs symétriques, ly et [y, sur M comme suit :
lvX = R(X,U)U, lvX = R(X, V)V,

ces opérateurs satisfont (voir [40]) :

U =1yV =0, (4.2.3)

GlyG —ly = 2(G* + hiy + QU, V)o@ V), (4.2.4)
HlyH —ly =2(H?> + h}, + QU,V)u® U), (4.2.5)
Vohy =G —Gh: —Gly,  Vyhy = H— Hh? — Hly. (4.2.6)
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4.3 Structure complexe de contact normale

S. Ishihara et M. Konishi [33] ont défini trois tenseurs S, T et W de type (1,2) sur

la variété complexe presque de contact par :

S(X,Y)=[G,GI(X,)Y)+20(Y)HX —2v(X)HY +29(X,GY)U
—29(X,HY)V —o(GX)HY +0(GY)HX + o(X)GHY —o(Y)GHX

T(X,)Y)=[H H|(X,Y)+2u(Y)GX — 2u(X)GY + 2¢9(X,HY)V
—29(X,GY) U+ o(HX)GY —o(HY)GX —o(X)HGY +0(Y)HGX

W(X,Y) =[G, H|(X,Y) + %(J(GX)GY — o(HX)HY
—o(GY)GX +0(HY)HX) —u(Y)HX —V(Y)GX
+uw(X)HY +v(X)GY +29(X,GY)V +29(X, HY)U

avec |G, G] (resp. [H, H]) est la torsion de Nijenhuis de G (resp. H)
G,GI(X,Y) = (VexG)Y — (VayG)X — G(VxG)Y + G(VyG)X,

et
G, H](X,Y) = %([GX, HY] + [HX,GY] — GIHX,Y]
— H[GX,Y] - G[X,HY] — H[X,GY)).

Si S =T =W = 0 alors la structure est dite normale au sens de S. Ishihara
et M. Konishi |33, 24] ou K-normale [25|. B. Korkmaz [39] a généralisé le notion de
normalité, et on adapte sa définition dans cette thése.

Définition 4.3.1. [39] Une variété complexe métrique de contact M est normale si

1. S(X,Y)=T(X,Y) =0 pour tous X,Y de H, et

2. S(U,X)=T(V,X) =0 pour tout X.

Proposition 4.3.1. [2/, 89] Si M est normale alors hy = hy = 0.
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Démonstration. Puisque M est normale alors pour tout champ de vecteurs X sur M
0=S(GX,U)=[G,G|(GX,U) —c(U)HX
= (VaxG)U — G(VeXG)U + G(VyG)X —o(U)HX
= —G(VexU)+ G*(VoxU) +o(U)HX — o(U)HX
=G(VxU) = VexU +v(VeXU)V 4+ 0(U)HX —o(U)HX
= -G*X - G*hyX + G*X + GhyGX = 2hy X.

En utilisant T(HX, V) = 0 et de la méme fagon on montre que hy = 0. O

Proposition 4.3.2. [39] Soit M une variété complexe métrique de contact. M est

normale si et seulement si
(I) g(VxQ)Y, Z) = o(X)g(HY, Z) + v(X)QUGZ,GY) — 20(X)g(HGY, Z)
—u(Y)g(X, Z) =v(Y)g(JX, Z) + u(Z)g(X,Y) = v(Z)g(X, JY),
et
(IT) g(VxH)Y,Z) = —a(X)g(GY, Z) + u(X)QHZ, HY) — 2u(X)g(HGY, Z)
+u(Y)g(JX, Z) —v(Y)g(X, Z) +u(Z)g(X, JY) +v(Z)g(X,Y),

avec ) = do.

De plus, si la structure complexe métrique de contact est normale alors on a
(L11) g(VxJ)Y, Z) = u(X)(Q(Z,GY) = 29(HY, Z))
+u(X)(QUZ, HY) + 29(GY,Z)).
Propriétés de la courbure

Sur une variété complexe métrique de contact normale (M, u,v,U,V,G, H, g), on

R(U, V)V = =2Q(U, VU,
d’ou

R(U,V,V,U) = —2Q(U, V). (4.3.1)
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Pour deux champs de vecteurs horizontaux X et Y, on a (voir [39, 40])

RX,U)U = X, R(X,V)V =X, (4.3.2)
RIX,Y)U = 2(g(X,JY)+2do(X,Y))V, (4.3.3)
RX,Y)V = —2(g(X,JY)+ 2do(X,Y))U, (4.3.4)
RX, U)WV = o(U)GX + (VyH)X — JX, (4.3.5)
RIX, VU = —o(V)HX + (VyG)X + JX. (4.3.6)
RX,U)Y = —g(X,V)U+g(X,JY)V +do(HY, HX)V (4.3.7)
R(X,V)Y = —g(X,Y)V+g(JX,Y)U +do(HX, HY)U. (4.3.8)

4.4 La courbure G H-sectionnelle

Définition 4.4.1. [39] Soit (M, u,v,U,V,G, H,g) une variété complexe de contact
normale. Pour un champ de vecteurs horizontal X, le 2-plan engendré par X et
Y =aGX +bHX avec a® + b? = 1 est dit GH-section ou H-section holomorphe.

La courbure G H -sectionnelle GH,,(X) est la courbure du plan G H-section :

GHap(X) = K(X,aGX + bHX)
ou K(X,Y) est la courbure sectionnelle du plan engendré par X et Y.

Lemme 4.4.1. [39] GH,(X) est indépendante du choiz de a et b si et seulement si
K(X,GX) = K(X,HX) et g(R(X,GX)HX, X) = 0.

Démonstration. On peut écrire la courbure G H-sectionnelle comme suit

2ab
2 2
gHa,b(X) =a"K(X,GX)+b K(X,HX) + —g(X,X)Qg(R(X’ GX)HX,X).

Si GHap(X) est indépendante du choix du a et b alors :
Poura=1et b=0,0na GH,,(X) = K(X,GX).
Poura=0et b=1, on a GHqp(X) = K(X, HX).
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Alors K(X,GX) = K(X,HX) et g(R(X,GX)HX, X) = 0.
Réciproquement, si K(X,GX) = K(X,HX) =K et g(R(X,GX)HX, X) =0, alors
GHap(X) = K donc GH,ap(X) est indépendante du choix du a et b. O

Dans la suite, GH, (X)) est indépendante du choix de a et b, et on la note
GH(X).

Proposition 4.4.2. [39] Pour un champ de vecteurs X horizontal, on a

K(X,JX) = %(QH(X +GX)+ GH(X — GX))+3

4.5 Variété complexe de contact normale & courbure

constante

Proposition 4.5.1. [39] Soit (M,u,v,U,V,G, H, g) une variété complexe de contact
normale de dimension supérieure ou égale a 5. Si la courbure G H -sectionnelle est
indépendante du choiz de GH-section en tout point, alors elle est constante sur M.

Dans ce cas la courbure Riemannienne est donnée par
c+3
4

c—1
4
4 2u A 0(Z,Y)IX — 2u Ay 0(Z, X)TY +dungv(X,Y)IZ + g(Z,GY)GX
— 9(Z,GX)GY +2¢(X,GY)GZ + g(Z, HY)HX — ¢(Z, HX)HY +29(X,HY)HZ
+ (u(Y)g(X,Z) —u(X)g(Y,Z) +v(X)g(JY,Z) —v(Y)g(JX, Z) + 2v(Z)g(X, JY))U
+ (w(Y)g(X, Z) —v(X)g(Y, Z2) —u(X)g(JY, Z) + u(Y)g(J X, Z) — 2u(Z)g(X, JY))V]
4
-3

R(X,Y)Z =

Y, 2)X —g(X,2)Y +9(Z,JY)JX — g(Z,JX)JY +29(X,JY)JZ]

[(u(X)u(Z) + 0(X)v(2))Y = (wY)u(Z) +v(Y)v(£))X

(do(U, V) +c+D[(v(X)ungv(Z,Y) —v(Y)urgv(Z, X) +20(Z)u Ngv(X,Y))U

— (WX)ungv(Z,Y) —uY)uNgv(Z,X) + 2u(Z)u ANv(X,Y))V].
(4.5.1)

De plus la courbure de Ricci p est donnée par

p=((n+2)c+3n+2)g—(n+2)c—n+2+2QU,V))(u@u+v®v). (4.52)
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Définition 4.5.1. [39] Une variété complexe de contact normale M avec une courbure

GG H-sectionnelle constante est dite ¢ courbure constante.

Une variété complexe K-normale est une variété de Kéahler-Einstein|33].

Exemples des variétés complexes de contact normales

L’espace projectif complexe CP?""1(4)

L’espace projectif complexe de dimension impaire CP?"*1(4) avec la métrique de
Fubini-Study de courbure holomorphe constante (=4) admet une structure complexe

métrique de contact par la fibration de Hopf
7. St cptt

Munie de cette structure, I'espace projectif complexe CP?""1(4) est une variété com-
plexe de contact normale a courbure constante avec ¢ = 1 [39]. De plus, I'espace
projectif complexe CP?""1(4) est un espace d’Einstein est sa courbure de Ricci est
donnée par

p=(4n+4)g.

Le groupe complexe de Heisenberg H¢

Le groupe complexe de Heisenberg Hc est un sous groupe fermé de GL(3,C) donné

par ([1])

1 29 23
0 1 2 |/z,22,23€Cp~C?
0 0 1

Si la translation & gauche par B € H¢ est notée Lg alors

L*del = le, LEdZQ = dZQ, L*B(dZ?, — ngZl) = ng — ZQle.
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. : 5 ) o 9 0
Les champs de vecteurs invariants a gauche 35 T %2950 3550 55; sont les duals des

1-formes dz;, dzy et dzs — z9dz;.

Relativement & un systéme de coordonnée (21, 29, 23, Z1, Z2, 23) la métrique

1+ |ZQ|2 0 —2Z9
0 0 1 0
1 —Z2 0 1
9=3
8 1+ ‘22|2 0 —EQ
0 1 0 0
—2Z29 0 1

est Hermitienne et invariante & gauche mais cette métrique n’est pas de Kéhler. La
1-forme 0 = %(ng — 29d2z1) = u — iv est une structure complexe de contact sur Hc.

De plus, les tenseurs G, H et leurs dérivées covariantes sont données par

0 1 0 0 —2 0
0 -1 0 0 0 ¢t 0 O
G 0 2 0 C H= 0 —izg 0
0 1 0 0 ¢ O
-1 0 0 - 0 0 0
0 zZ 0 0 2z9 O

(VxG)Y =g(X,)Y)U —u(Y)X — g(X, JY)V —u(Y)JX + 20(X)GHY,
g X, Y)W —o(Y)X + g(X, JY)U +u(Y)JX — 2u(X)GHY.
et
g(VxUV)=0(X)=0, VxU=-GX, VxV=-HX.
Muni de cette structure, le groupe complexe de Heisenberg H¢ est une variété com-

plexe de contact normale & courbure constante avec une courbure GGH-sectionnelle

(=-3) et une courbure holomorphe 0. De plus, sa courbure de Ricci est

p=—4g+ (An+4)(u@u+vRv).
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Théoréme 4.5.2. [39] Soit M une variété compleze métrique de contact. M admet
une courbure GH-sectionnelle constante (= c) si et seulement si, pour un vecteur
horizontal X, la courbure sectionnelle holomorphe du plan engendré par X et JX est

c+ 3.

Proposition 4.5.3. [39] Soit M une variété complexe métrique de contact. Si M
admet une courbure sectionnelle holomorphe constante (= c) alors ¢ = 4 et la variété

M est de Kdhler.

Théoréme 4.5.4. [39] Soit M une variété compleze métrique de contact normale &
courbure G H -sectionnelle constante égale 1 et Q(U, V) = —2. Alors M admet une
courbure sectionnelle holomorphe constante égale a 4 et elle est de Kdhler. Si de plus
M est compléte el simplement conneze, alors M est isométrique & CP*"*1(4) avec la

métrique de Fubini-Study a courbure holomorphe constante 4.

4.6 Déformation H-homothétique

B. Korkmaz [39] a introduit la notion de la déformation H-homothétique d’une
structure complexe métrique de contact. Soit a une constante positive et considérer
les tenseurs de la structure locale (G, H,U, V, u,v, g). On définit de nouveaux tenseurs
de structure par

-~ 1 -~ 1 ~ ~
-U, V==V, G=G, H=H,
« Q@
g=ag+ala—1)(u®@u+veUv).
Définition 4.6.1. [39] Ce changement de structure est appelé la déformation H-

homothétique.

Si la structure donnée est normale, la nouvelle structure Pest aussi. Dans [39], B.
Korkmaz a calculé la courbure et a montré que si sur une variété complexe métrique

de contact normale, la structure d’origine a une courbure G H-sectionnelle constante
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c+3

¢ alors la nouvelle structure a une courbure G H-sectionnelle constante ¢ = -3,
Q

en particulier, elle a prouvé les résultats suivants :

Théoréme 4.6.1. [39] En outre de sa structure standard, l’espace projectif complexe
CP?L(4) possede également une structure compleze métrique de contact normale
avec une courbure G'H-sectionnelle constante % —3 et QU,V) = —% pour tout «

supérieur a 0.

Théoréme 4.6.2. [39] Une variété complexe métrique de contact normale munie
d’une métrique g a courbure GH-sectionnelle constante ¢ > —3 est H-homothétique a
une variété complere métrique de contact normale munie d’une métrique g a courbure
G H -sectionnelle constante ¢ = 1. De plus, si Q(ﬁ, \7) = —@ alors la métrique g
est de Kdahler a courbure holomorphe constante 4.

Remarque 4.6.1. La courbure G H-sectionnelle du groupe complexe de Heisenberg H¢

est invariante sous la déformation H-homothétique.

4.7 Variété complexe de (k, p)-contact

Définition 4.7.1. [40] Une variété complexe de (k, pt)-contact est une variété com-
plexe métrique de contact (M, u,v,U,V,G, H,g) avec hy = hy =: h dont le tenseur

de courbure et la 2-forme €2 satisfont :

RX, VU = wlu(¥V)X —u(X)Y]+ p[u(Y)hX — uw(X)hY]

+ (k= pw(Y)JX —v(X)JY]

+ 20k — ) g(JX,Y) + (4k — 3p)u A v(X, YV, (4.7.1)
RX,Y)V = klo(Y)X —v(X)Y] + p[o(Y)hX — v(X)RY]

— (F=wuY)JX —u(X)JY]
— 2[(k —w)g(JX,Y) + (4 = 3p)u AN v(X,Y)]U, (4.7.2)
AX,Y) = (2— wg(JX,Y) +29(JhX,Y) +2(2 — wu A v(X,Y),
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pour des constantes k et u.

Théoréme 4.7.1. [0] Soit (M,u,v,U, V.G, H,g) une variété complexe de (k, )-
contact. Alors k < 1. Si k = 1, alors M est normale et h = 0. Si k < 1, alors M
admet trois distributions [0], [A], [ ] orthogonales et intégrables définis par les espaces
propres de h, ot A\ = /1 — k. De plus, on a
R(X)\,Y\)Z_x= (k — ) [9(Xx,GZ_))GY) — g(Y\,GZ_,)GX,
4 g(Xa, HZ ) HY: — g(Yr, HZ_2)HX,

R(X_,\, Y )2y = (k—pw)[9g(X_\,GZ\)GY_, — g(Y_,GZ,)GX _,
+g(X N\, HZ\)HY_\ —g(Y_\, HZ,)HX _,],
R(Xa, Y ) Zon = —K[g(Xn, GZA)GY r + g(Xn, HZ ) HY )]
— plg(Xn, GY_\)GZ_\ + g(Xx, HY_\)HZ_,],
R(Xa, YA)Zs = 8[g(Yor, GZ0)G X + g(Yor, HZ\)HX))]
— plg(Xx, GY_\)GZ\ + g(Xy, HY_\)HZ,],
R(Xa,Ya) Zn = (2 — i+ 20[9(Ya, Z0) X — g(YVa, JZ0) T X
— (X, Z0)Ya + 9(Xy, JZ3) JY\ — 29(J X, Y2) J 2],
RIXa, Yo Zon = (2 — j1— 20)[9(Yors Z-) X ox — (Yo, JZ3) T X

= 9(Xx, ZN)Yox + g(Xon, JZ5)JY_y = 29(J X5, Yo0) T Z-3),
avec X, YAZy € [\ et X_\,Y_\Z_, € [-A].

Théoréme 4.7.2. [0] Soit (M,u,v,U, V.G, H,g) une variété complexe de (k, p)-
contact avec (k < 1). Alors, pour tous vecteurs unitaires horizontauz X,Y
1. la courbure U-sectionnelle et la courbure V -sectionnelle sont données par

K+, st X €N,

K(X,U) = K(X,V) =+ pg(hX, X) = { K— A, siX €[N
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2. la courbure sectionnelle du plan section engendré par X et'Y est donnée par

(2= pu+ 20)(1 + 3g(X, JY)?), i X,Y €\,
KX)Y)=1¢ —(k+p)(9g(X,GY)? +g(X,HY)?), s X €[\,Y €[],
(2= —2)N)(1+39(X,JY)?), si X,Y € [=)].

Lemme 4.7.3. [40] Soit (M, u,v,U,V,G, H, g) une variété compleze de (k, j1)-contact
de dimcM = 2n+ 1. Alors

1. R(GX,U)U—GR(X,U)U = 2uhGX, R(HX,V)V—HR(X,V)V = 2uhHX,

2. W= (k—1)G%* Kk <1 et k=1 si et seulement si M est normale,

3. RWU,X)Y =k(g(X,Y)U=u(Y)X)+u(g(hX,Y)U—u(Y)hX)+(k—p)(g(X, JY)V+
v(Y)JX +20(X)JY) + (4x — 3p)v(X)(u(Y)V —o(Y)U),
RV, X)Y = s(g(X,Y)V—0(¥)X ) +u(g(hX, Y)V —0(¥ JhX)~ (s—p)(g (X, JY)U+
uw(Y)JX +2u(X)JY) — (4k — 3p)u(X) (w(Y)V —v(Y)U),

4. QU = 4AnkU, QV = 4nkV ou Q est Uopérateur de Ricci,

5. (VxQ)Y = —u(Y)(X+hX)—o(Y)J(X+hX)+o(X)HY —puv(X)JY + (g(X +
hX,Y) + po(X)o(Y)U + (9(J(X + hX),Y) = po(X)u(Y))V,

(VxH)Y =u(Y)J(X+hX)—0(Y)(X+hX)—0(X)GY +pu(X)JY —(g(J (X +
hX),Y) 4+ pu(X)vo(Y)U + (g(X + hX,Y) + pu(X)u(Y))V,
(VxJ)Y = —pu(X)HY + pv(X)GY,

6. (Vxh)Y — (Vyh)X = (k — D)(u(Y)GX — w(X)GY) + (n — 1)(w(Y)GhX —
W(X)GhY) + (k5 — D((Y)HX — v(X)HY) + (1 — 1)(o(Y)HhXv(X)HRY) +
2(k — 1)(9(GY, Z2)U + g(HY, Z)V .

De (3) on a (voir [40])

v X = R(X,U)U = k(X — u(X)U — o(X)V) + uhX.

Si X est un champ de vecteurs horizontal alors

X — K+ st X €[N
K—Ausi X €[N
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Lemme 4.7.4. [40] Soit (M,u,v,U,V,G, H, g) une variété compleze de (k, p)-contact.

Alors pour tous champs de vecteurs X et'Y sur M on a

(Vxh)Y = u(Y)(hGX + (k — 1)GX) + v(Y)(hRHX + (k — 1)) HX)
+ ph(u(X)GY +o(X)HY) + (9(X,hGY) — (k — 1)g(X,GY)U (4.7.3)
4 (g(X,RHY) — (5 — 1)(g(X, HY))V.

En conséquence de ce lemme, la dérivée covariante de h le long de U, V est donnée
par (voir [40])
Vuh = uhG, Vvh = phH. (4.7.4)

Lemme 4.7.5. [40] Soit (M,u,v,U,V,G, H,g) une variété compleze de (k, u)-contact.

Alors pour tous champs de vecteurs X,Y et Z sur M on a

R(X,Y)hZ — hR(X,Y)Z = r{g(Y,GhZ)GX — g(X,GhZ)GY + g(Y,GZ)GhX
— g(X,GZ)GRhY + g(Y,HhZ)HX — g(X, HhZ)HY + g(Y, HZ)HhX
— g(X,HZ)HRhY} — 1{29(X,GY)GhZ + 29(X, HY )HhZ}.

L’espace C"™! x CP"(16)
Soient [tg, . .., t,] le systéme de coordonnées homogéne sur CP” et U; = {[to,...,t,] €

CP™/t; # 0}. On pose w; = i—]_',j =1,...,neti#j. Soit O; = C""'xU;et (2,...,2,)

le systéme de coordonnées sur C**!. On définit une 1-forme holomorphe 6; sur O; par

1.m
_ _§ : k
91' = tikiotkdz

ti
alors on a 6; A, (d6;)™ # 0 sur O, et §; = 15—92- sur O; N O;. Ainsi {6;}1<;<, est une

J
structure complexe de contact sur C"™! x CP"(16).
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n
On considére Oy avec Oy = dzo + Y wrdzy,.
k=0
La métrique sur C"™! x CP"(16) est donnée par la matrice

In+1 0
1 0 a1

avec zg1 est la métrique sur CP"(16) et

(1+ l;lwkIQ)% — Wiw,

8(L+ > wi[?)?
k=1

g1ij =

Soit fo =1+ > |wk|?. On définit les 1-formes réelles ug et vy par
k=1

! ——(dz + dz Z d dzr)),
20+ dzop + WrAZy + WdZ
4/ fo p

Uy =

Vo =

i
m(dZO dZ() + Z wkdzk - wkd_k))
les champs de vecteurs Uy et Vj sont donnés par

2 9 0 g _ .0
Uo \/%(820 820 + Z U}k— -+ wkd—))

-2 9 0 u 0 0
Yom om0 )

Alors 0y = 24/ fo(ug — ivy), dug(Uy, X) = 0 pour tout X de H, uo(Up) = 1, vo(Up) = 0
et g(X,Up) = uo(X) pour tout X.

Soit
0 G
Gy 0
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avec
w1 w9 e W,
2 — _ —wy
‘wlf — fo wW1wWa e W1 Wy
_ _ —W2
Gl = W1W9 ’U}2|2 — fo Ce WoWn, et G2 = f02
. I,
— _ 2 —Wp
Wi, Wy, oo wal® = fo

On a GO = —Id—l—uo ®U0—|—’UO ®%, G()J = —JGO = Ho, GoUO = O, g(X,G()Y) =
dug(X,Y) et g(X, HyY) = dvg(X,Y) pour tous X et Y de H.

n
Sur Oy on pose fi = 1+ |wol> + Y |wg/*>. On a % = Hz Sur Og N Oy on pose
k=2

a—ib:t—o,/% alors a2 + b2 =1 et

t1
U3 = aug — bUQ, G1 = CLGO - bHo,
v = buo + avyg, H1 = bG(] + CLH(),

ou (uy,v1,Gq, Hy) sont les tenseurs de structure sur Oy. Donc (ug, vg, Uk, Vi, Gi, Hy)
avec le recouvrement ouvert {Ok}i<k<, est une structure complexe métrique de

contact sur C"™! x CP"(16). La connexion de Levi-Civita de ¢ est donnée par

o, 0 _ -2 0
aor Owy [ Owy’
o —1_ 8 0

2w, - T g T g,



65

d’otu les dérivées covariantes de U et V sont données par

5 — 0 0
VxU=—f2 [Z(bkwk‘}'bkwk)(% + A )
0 0

+) (@) (b + brwi) — 2£5) aaz

3

+ ( (bkwk + bkwk) — 2fb >8(2 )]
k=1
3 e - 0 0

VXV = ZfQ[ 1(bk’lUk + bkwk)(a—zo — a—zo)

?T‘

o 9
+ Z w]; (bkTW0y, + brwy,) — Zfbj)a_zj

— (w; Y (b + brwi) — 2fb; )ai )]

k=1

avec X = Z(aka% + akgrk) + Z(bkazk +Bkazk>

Fmalement la 1-forme o est l’operateur symétrique h = hy = hy sont donnés par

1
= EZ(wkdwk — wkdwk),

n

1
hX = ?[ Zakwk - CLOZ|wk| + (> . — aoZ|wk| a_
k=1 k=1
+ ( Y ((agm~ —a;f +@'zn:akwk)i + (agw; —a; f + w»iak@k)i)]
Z i Jk:1 oz, i Jk:1 az,

& 0
+ Z J a J 811)])
Par un calcul simple on trouve que la courbure Riemannienne vérifiee R(X,Y )V =0
pour tous X et Y (voir [38]).
Déformation H-homothétique d’une variété complexe de (k, u)-contact

Soit (M, u,v,U,V,G, H, g) une variété complexe de (k, p1)-contact. En appliquant

une déformation H-homothétique a (u,v, U, V, G, H, g), alors le tenseur h est le tenseur
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de courbure R sont donnés par

-1
h=—h,
[0

aR(X, YU = R(X,Y)U + (1 —a)[(VxQ)Y — (VyG)X —u(Y)(X + hX)
+u(X)(Y +hY) +0(Y)J(X +hX) —v(X)J(Y +hY)
o(YVHX —o(X)HY — 2g(Jh(X + hX),Y)V]
+ (1= a)? @)X —u(X)Y —o(Y)JX +0(X)JY +29(JhX,Y)V),
aR(X,Y)V = R(X,Y)V + (1 — )[(VxH)Y — (VyH)X —v(Y)(X + hX)
+o(X)(Y + 1Y) —u(Y)J(X +hX) + u(X)J(Y + hY)
—o(Y)GX + 0(X)GY + 2¢(Jh(X + hX),Y)U]
+ (1= )2 ()X —v(X)Y +u(Y)JX —u(X)JY —29(JhX,Y)U).

La structure obtenue est aussi une structure complexe de (g, 7)-contact avec

k+a?—1 o+ 200 — 2

E:— :u:—
052 ) Y

on définit I'invariant de Boeckx

IJ\/I =

pour k < 1, I, est invariant sous les déformations H-homothétiques.

Le groupe complexe de Heisenberg H¢ a une structure complexe métrique de contact
normale, avec cette structure, H¢ est un espace complexe de (1,2)-contact. Cela on
donne le cas ou I n’est pas défini. D’autre part, C"*' x CP"(16) a Iy = 1 (voir
[40]).

Théoréme 4.7.6. [38] Soit M une variété complexe métrique de contact avec hy =

hy. St R(X,Y)V =0, alors M est localement isométrique a C"™' x CP"(16).



Chapitre 5

Les propriétés symétriques des

variétés complexes de contact

Dans le cas réel, M. Okumura [42] a prouvé qu’une variété de Sasaki est locale-
ment symétrique si et seulement si elle est localement isométrique a S***1(1) et elle
est Ricci-symétrique si et seulement elle est d’Einstein, d’autre part, T. Takahashi a
montré qu’elle est semi-symétrique si elle est localement isométrique a S*+1(1) [46].
M. Belkhelfa, R. Deszcz et L. Verstraelen [2] ont prouvé que toute variété de Sasaki
a courbure constante est pseudo-symétrique.

Dans le cas complexe, une variété complexe de contact normale est localement symé-
trique si et seulement si elle est localement isométrique & CP***1(4) avec la métrique
de Fubini-Study c’est le résultat de D. Blair et A. Mihai [9].

Ce chapitre contient deux parties. Dans la premiére partie, on étudie les proprié-
tés semi-symétriques, pseudo-symétriques, Ricci-symétriques, Ricci-semi-symétriques
et Ricci-pseudo-symétriques des variétés complexes de contact normales. On prouve
qu'une variété complexe de contact normale est semi-symétrique si et seulement si
elle est d’Einstein et on montre qu’une variété complexe de contact normale a cour-
bure constante est proprement Ricci-pseudo-symétrique (L, # 0) si et seulement si

sa courbure GGH-sectionnelle est égale & -1. Finalement, on montre que les variétés

67
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complexes de contact normales & courbure constante ne sont pas proprement pseudo-

symétriques.

Dans la deuxiéme partie, on étudie les propriétés Ricci-symétriques, Ricci-semi-symétriques

et Ricci-pseudo-symétriques des variétés complexes de (k, pu)-contact (k < 1). En pre-
mier lieu, on montre que les variétés complexes de (k, p)-contact (k < 1) ne sont
pas d’Einstein. On prouve que toutes les variétés complexes de (k, p)-contact (k < 1)
sont Ricci-symétriques, Ricci-semi-symétriques si et seulement si elles sont localement
isométriques a C"*1 x CP"(16). En outre, elles sont Ricci-pseudo-symétriques si et
seulement si elles sont localement isométriques & C"*1 x CP"(16), en d’autre terme,
les variétés complexes de (k, p)-contact (k < 1) ne sont pas proprement Ricci-pseudo-

symétriques. Finalement, on prouve que 'espace C""! x CP"(16) est semi-symétrique.

5.1 Variété complexe de contact normale Ricci-semi-
symétrique

Lemme 5.1.1. Soit (M,u,v,U,V,G, H, g) une variété complexe métrique de contact
normale de dimension complexe 2n + 1. Alors QU = (4n — 2do(U,V))U et QV =
dn — 2do(U, V)V, ot Q est lopérateur de Ricci.

Démonstration. Choisissons une base locale orthonormée {X;, GX;, HX;, JX; U, V/

1 <i<n}.On calcule I'opérateur de Ricci dans la direction de U, on trouve
QU = Z (U, X)) X; + R(U,GX;)GX; + R(U, HX;)HX;

+ R(U, JX;)J X + R(U,V)V.

En utilisant la formule (4.3.7), on obtient
QU = Z (X5, Xo) + 9(GX;, GX;) + g(HX,;, HX;)

+9(JX;, JX)|U — 2do (U, V)U
= (4n — 2do (U, V))U
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De la méme fagon, on calcule 'opérateur de Ricci dans la direction de V', par la

formule (4.3.8), on obtient
QV = (4n —2do(U,V))V.
[l

Théoréme 5.1.2. Une variété complexe de contact normale M est Ricci-semi-symétrique

si el seulement si elle est d’Finstein.

Démonstration. 1l est clair que toute variété d’Einstein est Ricci-symétrique alors elle
est Ricci-semi-symétrique.
Réciproquement, si M est Ricci-semi-symétrique alors pour tous champs de vecteurs

X,Y, Z et W sur M le courbure de Ricci vérifie la relation suivante
= 0 (5.1.1)
En utilisant la formule (4.5.2), le lemme 5.1.1 et en remplagant Y et Z par U dans
(5.1.1), pour un champ de vecteurs horizontal X on obtient
pu— O’
ce qui implique
p(X, W) = (4n —do(U,V))g(X, W), pour X € H.
D’autre part, par un choix arbitraire d’'un champ de vecteurs X = Xy + u(X)U +
v(X)V sur M on a
p(X, W) = p(Xo, W) + (4n — do(U, V) (u(X)u(W) + v(X)v(W))
= (4n — do(U,V))[g(Xo, W) + u(X)u(W) + v(X)v(W)]
Alors M est une variété d’Einstein. O]

Corollaire 5.1.3. Une variété complexe de contact normale M est Ricci-symétrique

(Vp=0) si et seulement si elle est d’Finstein.
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5.2 Les propriétés symétriques des variétés complexes

de contact normales & courbure constante

Proposition 5.2.1. Soit (M,u,v,U,V,G, H, g) une variété compleze de contact nor-

male & courbure constante. Alors on a :
1. (UN,V).p=0,

2. (XN Y)p=0,VX,Y € H.

)-p
3. (XN U)p(Z,W) = Blg(X, Z)u(W) + g(X, W)u(Z)], VX € H.

4. (XN V)p(Z, W) = Blg(X, Z)o(W) + g(X,W)v(Z)], VX € H.

avec f = —((n+2)c—n+ 2+ 2do(U,V))

Démonstration. Pour tous champs de vecteurs X, Y, Z et W sur M, on a

(X Ay Y)0)(ZW) = —p((X Ay Y)Z,W) = p(Z, (X A, YY)
= 9(X, 2)p(Y, W) = (Y, Z)p(X, W)
+9(X, W)p(Y, Z) — g(Y, W)p(X, Z)
= Blg(X; 2) (Y )u(W) + v(Y)u(W)) (5.2.1)

= 9(Y, 2)(u(X)u(W) + v(X)o(W)
+ (X, W) (u(Y)u(Z) +o(Y)v(Z))
— gV, W) (u(X)u(Z) + v(X)v(Z))

1. Si X =U et Y =V alors la formule (5.2.1) devient
(U N V)-p(Z, W) = Blu(Z)o(W) = o(Z)u(W) + u(W)v(Z) — v(W)u(Z)]
=0.

Wp
(
v(X)u(W))
)
)

(4

]

2. Soient X et Y des champs de vecteurs horizontaux (
(XA Y).p(Z, W) = Blg(X, Z)(u
—9(Y, Z)(u(X +v(X)
+ (X, W)V )u(Z) + v(Y)(Z)
— (Y, W) (u(X)u(Z) + v(X)v(Z)

+
}.<
m
=
>
S

(
)
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3. Pour un champ de vecteurs horizontal X € H, on a

(X N U)-p(2, W) = Blg(X, Z)(w(U)u(W) + v(U)o(W))
—u(Z)(u(X)u(W) +v(X)v(W))
g(X, W) (u@)u(Z) + v(U)v(Z))
— u(W)(u(X)u(Z) + v(X)v(2))
Blg(X, Z)u(W) + g(X, W)u(Z)]

( )
( ( (
(

_|_

4. Soit X un champ de vecteurs horizontal (X € H). Alors
(X N V).p(Z, W) = Blg(X, Z)o(W) 4 g(X, W)uv(Z)]

avec f = —((n+2)c—n+2+2do(U,V))
[

Lemme 5.2.2. Sur une variété complexe de contact normale a courbure constante
M onaJR=0.

Démonstration. Pour tous champs de vecteurs X,Y, Z et W sur M on a
(JR(X,) Y, ZW)=—-R(JX,Y,ZW)-R(X,JY, ZW)-R(X,Y,JZ, W)-R(X,Y, Z, JW),
par l'utilisation de la formule (4.5.1), on obtient J.R = 0. O

Théoréme 5.2.3. Une variété complexe de contact normale a courbure constante est
proprement Ricci-pseudo-symétrique (L, # 0) si et seulement si ¢ = —1, dans ce cas

la fonction L, est égale a 1.

Démonstration. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M, en remplagant Z par



72

U dans la formule (4.5.1), on obtient

3
R(X,Y)U = “4‘

. c—1
4
—duNg (X, Y)V) +4(do(U, V) + c+ Dunygv(X, V)V

c+1
= (XN Y + T(JX Ng JY)U + [(4do(U, V) + 3¢+ 5)u Ay v(X,Y)

(V)X — u(X)Y +o(Y)JX —o(X)JY —2¢(X, JY)V)

(—u(Y)X + u(X)Y +v(Y)JX — v(X)JY — 29(X, JY)V

—(c+ 1g(X, JY)]V.
(5.2.2)

et si on remplace Z par V dans la formule (4.5.1), on trouve

1
RX,Y)V = (XA, Y + %(JX Ay JY)W — [(4do(U, V) + 3¢ + 5)u A, o(X,Y)

— (c+ 1)g(X, JY)U.
(5.2.3)
on calcule R(X,Y).p(Z, W) en utilisant les formules (5.2.2), (5.2.3) et (4.5.2) alors
R(X,Y).p(Z, W) =—p(R(X,Y)Z,W) — p(Z, R(X,Y)W)

= BIR(X,Y,U, Z)u(W) + R(X,Y,V, Z)v(W)

+ R(X,Y,U,W)u(Z) + R(X,Y,V,W)v(Z)] (5:24)

= (XN Y + %(JX Ny JY)).p(Z,W).
Supposons que M est proprement Ricci-pseudo-symétrique (5 # 0), alors il existe sur
M une fonction L, non nulle telle que

R(X,Y).p(Z,W) = L,(X Ay Y).p(Z,W). (5.2.5)

A Taide des formules (5.2.4) et (5.2.5), on trouve

(L, — (X A, Y)p(Z, W) = <H

(JY Ay JX).0(Z,W). (5.2.6)

En utilisant la proposition 5.2.1 et en remplacant Y et W by U et Z par X ou X est

un champ de vecteurs unitaire horizontal, on obtient

(XA, U)p(X,U) =B #0, (JXA,V).p(X,U) =0, (5.2.7)
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Maintenant, on utilise les deux derniéres formules (5.2.6) et (5.2.7), on obtient
B(L,—1)=0=L,=1.
pour L, =1, la formule (5.2.6) donne
(c+1)(JX Ay JY).p(Z, W) = 0. (5.2.8)

En utilisant une autre fois la proposition 5.2.1 et pour Y =W =V, 7 = JX ou X

est un champ de vecteurs unitaire horizontal, on a
(JX N V).p(JX, V) = B. (5.2.9)
On utilise les derniéres équations, on obtient
Blc+1)=0=c=—1.
O

Exemple 5.2.1. L’espace projectif compleze de dimension impaire CP*"*1(4) ad-
met une structure complexe de contact normale avec une courbure GH-sectionnelle
constante (¢ = 1). On note cette structure par (G, H,U,V,u,v). On peut toujours
définie une nouvelle structure, en utilisant la déformation H-homothétique. Soit o un
constant positive, la nouvelle structure est aussi complexe de contact normale d’une
courbure GH-sectionnelle constante (¢ = 2 — 3 de plus QU, V) = —(%)).

St on prend o = 2 on obtient une structure complexe de contact normale a courbure
G H -sectionnelle constante (¢ = —1). Alors, muni de cette nouvelle structure, l’espace

projectif complexe CP**1(4) est proprement Ricci-pseudo-symétrique.

Lemme 5.2.4. Soit (M,u,v,U,V,G, H, g) une variété complexe de contact normale

a courbure constante. Pour tout champ de vecteurs Z sur M on a :
1. RUV)Z = [—(c+142do(U,V))(UN V) + (c+1)J]|Z,
2. RX,U)Z = (X AU+ VA, JX)Z,
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8. R(X,Y)Z = [S2(XNY +JX Ny JY +29(X, JY)J )+ <(GX N, GH+HX A,
HY +29(X,GY)G +29(X,HY)H)|Z

ou X,Y sont des champs de vecteurs horizontauz.

Démonstration. On utilise la formule (4.5.1), en remplacons Y par U et pour un

champ de vecteurs X orthogonal & U (u(X) = 0), on obtient

R(X,U)Z = u(Z)X — g(X, Z)U + %(g(z, TIX)W = v(2)JX + 20(X)JZ)
+ 2do (U, V) (0(X)u(2)V — v(X)o(Z)U)

B (3c+5
(X AU+ %(v Ay JX = 20(X)T) — U<X)(3C2+5
+ 2o (U, V)V A, U)).Z.

(5.2.10)

1. En remplagant X par V dans la formule (5.2.10), on obtient

c+1 3c+5
—(V A, U —2J)) =

= —[(c+1+2do(U,V))(V A, U) + (c + 1)J] Z.

R(V,U)Z = (VAU + +2do (U, V))(V A, U))Z

RUNV)Z = —R(V,U)Z = [(c+ 1+ 2do(U,V))(V A, U) + (c +1)J]Z
= [~(c+ 1+ 2do(U, V) (U A, V) + (c +1)J]Z.

2. Soit X un champ de vecteurs horizontal, alors la formule (5.2.10) devient :
c+1
R(X,U)Z = (X A, U+ =V 7, JX)Z.

Finalement, pour deux champs de vecteurs horizontaux X et Y la formule (4.5.1)



devient :
c+3

R(X,Y)Z = (g(Y,2)X — g(X, 2)Y + g(Z,JY)IX

4
—g(Z,JX)JY +2¢(X,JY)JZ)

c—1
+
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(9(Z,GY)GX — g(Z,GX)GY +29(X,GY)GZ

+9(Z, HY)HX — ¢(Z, HX)HY +29(X,HY)HZ

+20(2)g(X, JY)U — 2u(Z)g(X, JY)V)
c+3

= 1
c—1

_|_

(GXNgGY + HX Ny HY

(XN Y +JX A, JY +2¢(X,JY)J)

+29(X,GY)G + 29(X, HY)H + 29(X, JY)(U N, V)| Z.

]

Proposition 5.2.5. Soit (M,u,v,U,V,G, H, g) une variété compleze de contact nor-

male a courbure constante. Pour tous champs de vecteurs Xq, Xo, X5 et Xy sur M,

on a .

1. R.R(X1, X5, X3, X,;U, V) =0,

2. RR(Xy, Xy, X3, X4; X, U) = (X A\, U + <LV A, JX).R(Xy, Xy, X3, Xy),
3. RR(Xy, Xy, X3, Xg; X,Y) = [Z3(X A, YV + JX A, JY) + SHGX A, GY +

HX Ay HY +29(X,GY)G + 29(X, HY)H].R(X1, X5, X3, X4)

ou X etY sont des champs de vecteurs horizontauz.

Démonstration. 1. Pour tous champs de vecteurs X, X5, X3 et Xy sur M, on a

c+1

R(U, Xo, X3, X4) = g(Xa, X3)u(Xy) — u(X3)9(Xa, X4) +

— g(Xg, JXQ)U(X4> + QU(XQ)Q(JX?,, X4))
3c+5

— (2do(U, V) + Jo(Xo)(v(X3)u(Xy)

—u(X3)v(Xy)).

(v(X3)g(J Xa, Xy)

(5.2.11)
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c+1
R(‘/a X2a X3; X4) - g(XQa X3)U(X4) - 'U(X?))g(XQ) X4) _I_

(9(J Xo, X3)u(Xy)

— U(Xg)g(JXQ, X4) + 2U(X2)Q(JX3, X4))
_ (36 +95

—u(X3)v(Xy)).

+ 2do (U, V))u(Xs) (v(X3)u(Xy)

(5.2.12)

En utilisant les formules (5.2.11) et (5.2.12) on calcule (U A, V').R, pour tous
champs de vecteurs X, Xo, X3 et X, sur M, on a

(U Ay V).R(X1, X5, X3, X4) = u(X1)R(V, Xa, X3, X4) — 0(X1)R(U, X3, X3, X)
+u(Xo)R(X1,V, X3, Xa) — v(Xa2)R(X1, U, X3, X4)
+u(X3)R(X1, Xa, V, Xyg) — v(X3)R(X1, Xo, U, X)
+ w(X)R(X1, Xo, X3, V) — 0(X)R(X1, Xa, X3,U)

=0.

2. En utilisant (2) du lemme 5.2.4 on a, pour tous champs de vecteurs X7, Xo, X3, X

sur M et pour un champ de vecteurs horizontal X :
1
R.R(Xy, Xo, X3, X X, U) = (X A, U + %V A, JX).R(X1, Xa, X, X4).

3. Finalement, en utilisant (3) du lemme 5.2.4 le lemme 5.2.2; on obtient

c+3

1
R.R(X1, X2, X3, X3 X,Y) = (XA Y +JX Ag JY) + S=2(GX Ay GY + HX Ay HY
+29(X,GY)G 4+ 2¢9(X,HY )H].R(X1, X9, X3, X4),
ou X et Y sont des champs de vecteurs horizontaux.

]

Théoréme 5.2.6. Une variété complexe de contact normale & courbure constante est

semi-symétrique si et seulement si il est localement isométrique a CP?""1(4).
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Démonstration. 1l est clair que si M est localement isométrique a CP*"*1(4) alors il
est semi-symétrique. Dans [8], D. Blair et A. Mihai ont prouvé qu’une variété complexe
de contact est localement symétrique (VR = 0) si et seulement si elle est localement
isométrique a CP*"*1(4),

Maintenant, supposons que M est semi-symétrique R.R = 0. Par l'utilisation de (2)

de la proposition 5.2.5, on obtient
1
R(X,U).R(X1, Xz, X3, Xa) = (X A, U + %v Ay JX).R(X1, Xa, X3, X4) = 0
(5.2.13)
ce qui implique

c+1

(X /\g U).R(X17X27X37X4) == (JX /\g V).R(X17X2,X37X4) (5214)

Pour X; = X, Xy, = X3 = GX, Xy = U ou X est un champ de vecteurs unitaire
horizontal on a
(XN U).RX,GX,GX,U)=1—¢,
(JX N, V).R(X,GX,GX,U) =0.
Par l'utilisation de la formule (5.2.14) on obtient ¢ = 1.

Maintenant, on suppose que ¢ = 1. En utilisant la formule (4.5.1) alors le tenseur de

courbure de Riemann R est donné par
RX,Y)VZ =gV, 2)X —g(X,2)Y +g(Z,JY)IJX —g(Z,JX)JY +29(X,JY)JZ)

— Ado(U, V) + 2)u Ay o(X, V) (0(2)U — u(Z)V).
(5.2.15)

Pour un champ de vecteurs unitaire horizontal X, on a
R(X,U).RX,V,V,U) =4(do(U,V)+2)=0=do(U,V) = —2.
Alors la variété complexe de contact M est localement isométrique & CP*"t1(4). O

Théoréme 5.2.7. Les variétés complexes de contact normales & courbure constante

ne sont pas proprement pseudo-symétriques.
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Démonstration. Soit (M, u,v,U,V,G, H, g) une variété complexe de contact normale

a courbure constante. M est proprement pseudo-symétrique si R.R = LrQ(g.R) avec

Lgr # 0.
Par l'utilisation de 2 du lemme 5.2.4, pour tous champs de vecteurs Xy, Xs, X3, X,

sur M et pour un champ de vecteurs horizontal X, on a
1
R R(X1, Xo, X3, Xg; X, U) = (X N, U + %V Ng JX).R(X1, Xo, X3, X4). (5.2.16)

Supposons que M est proprement pseudo-symétrique alors il existe sur M une fonction

L non nulle telle que
R.R(Xy, X, X3, X4: X,U) = LrQ(g, R).R(X1, X2, Xa, X3 X, U). (5.2.17)
Par les formules (5.2.16) et (5.2.11), on trouve
(X A, U+ %V Ny JX).R(X1, Xa, X3, X1) = Lr(X A, U).R(X1, X, X3, X1)

ce qui implique

c+1

(L — 1)(X Ay U).R(X1, Xp, X3, X,) = (V Ay JX).R(X1, X, X3, Xy). (5.2.18)

Pour X; = X, Xy = X3 = GX, X, = U ou X est un champ de vecteurs horizontal,

on a
(X A, U).R(X,GX,GX,U) = R(U,GX,GX,U) — R(X,GX,GX,X) =1—¢,

et
(JX A, V).R(X,GX,GX,U) = 0
1
(Li — 1)(X A, U).R(X,GX,GX,U) = %(v Ay JX).R(X.GX,GX,U)

= (Lp—1)(1—¢)=0

Lr=1,o0r
c=1.

ce qui implique
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Supposons que ¢ = 1 et soit X; = X, Xo = X3 =JX, Xy =U ou X est un champ de

vecteurs unitaire. On a

(X A, U).R(X, JX,JX,U) = R(U, JX, JX,U) — R(X, JX, JX, X)
=—(c+2)=-3.

(V Ay JX).R(X,JX,JX,U) = —R(X,V,JX,U) = R(X,JX,V,U)

= R(U,JX,X,V)+ R(U,V, X, JX) (5.2.19)
c+1
=3 5 3.

1
(Li — 1)(X A, U).R(X, JX, JX,U) = C;

(VA JX).R(X,JX,JX,U)

= —3(Lgp—1)=3= Lr=0 (contradiction).
Alors Ly = 1 en utilisant les formules (5.2.18) et (5.2.19) on obtient ¢ = —1. D’autre
part on a

c+ 3

R(X,Y).R(X1, Xo, Xa, X3) = [“L2(X A, Y + JX A, JY +2g(X, JY)J)
—1
+ CT(GX N, GY + HX A, HY +29(X,GY)G
+ 29(X7 HY)H)]R(le X?v X37 X4)
(5.2.20)

Maintenant, on suppose que M est proprement pseudo-symétrique avec Ly = 1 et

¢ = —1. Alors la formule (5.2.20) devient

1
R(X,Y).R(Xy,Xs, X5, Xy) = 5[(X N Y +JX N JY) = (GX Ny GY + HX Ny HY

+ 29(X7 GY)G + 2g(X7 HY)HHR(XD X27 X?); X4)
= (XN, Y).R(X1,Xs, X3, Xy),

pour Y = JX, on obtient

R(X,JX).R(X1, X2, X35, X4) = [(X Ny JX) = (GX Ny HX)].R(X1, X2, X3, X4)
- (X /\g JX).R(Xl,XQ,Xg,X4)
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ce qui implique
(GX N, HY)).R(X1, Xo, X5, X4) =0,

mais pour X; = GX, Xs = X3 =JX et Xy = X, ou X est un champ de vecteurs

horizontal unitaire, on obtient
R(GX,JX,JX, X;GX, X)=R(X,JX,JX,X) - R(GX,JX,JX,GX)
=3#0.

d’ou la contradiction, alors M ne peut pas étre pseudo-symétrique. O]

5.2.1 Les propriétés symétriques des variétés complexes de

(K, u)-contact

Lemme 5.2.8. Soit (M,u,v,U,V,G, H,g) une variété compleze de (k,p)-contact

(k < 1). Pour tous vecteurs unitaires X et'Y sur M on a
K(X,)Y)=K(JX,JY).

Démonstration. Soit (M,u,v,U,V,G, H,g) une variété complexe de (k,u)-contact

(k < 1). Soient X et Y deux vecteurs unitaires sur M :

1. Si X =UetY =V, sachant que JU = —V et JV = U alors on a
0=K(U,V)=R(UV,UV)=R(V,UV,U)=R(JU,JV,JU,JV) = K(JU,JV)

2. Si X est un vecteur horizontal unitaire alors d’aprés le théoréme 4.7.2, la cour-

bure U-sectionnelle et la courbure V-sectionnelle sont données par

K+ A, st X €[N,

. (5.2.21)
K— M, siX €[=)]

K(X,U) = K(X,V) —/<o—|—ug(hX,X)_{

sachant que si X € [A] alors JX € [\ et si X € [=A] alors JX € [—A] car J
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commute avec h alors la formule (5.2.21) donne
K(JX,JU)=K(JX,JV)
=K(JX,V)=K(JX,U))=k+ pg(hJX,JX)=r+ pg(JhX, JX)
—_—
=g(hX,Y)
+ A, st X e [)],
tpg(hx, x) = 4 P PSR e k),
k— M, siX €=
(5.2.22)
. Si X et Y sont deux vecteurs unitaires horizontaux alors d’aprés le théoréme

4.7.2 la courbure sectionnelle du plan section engendré par X et Y est donnée

par
(2 =+ 20)(1 + 3g(X, JY)?), si X,Y € [\,
KOGY) = —(n 4 m)(g(X,GY)? 1 g(X, HY)?), s X € N,V € [-A], .
(2= —2)N)(1+3¢(X, JY)?), si X,V € [-).

(5.2.23)
replacons X par JX et Y par JY dans la formule (5.2.23) alors comme J et

anti-commute avec G et H

( (2= 420 (1 +3g(JX, JY)?), si X,V €[N,
=g(X,JY)
KX, JY) =% —(s+u)(g(JX,GIY)? +g(JX,HIY)?), si X e[\, €[],
(2= =20 (1 + 3¢g(JX, J*Y)?), si X,Y € [=\.
\ =9(X,JY)
( (2= 4 20)(1 + 3g(X, JY)?), si XY € [N,
_ ) (k) ((—g(JX, JGY))? + (—g(JX, JHY))?), si X € [\l,Y € [-]],
=9(X,GY) =g(X,HY)
| (2—p—20)(1+3g(X, JY)?), si X,Y €[\
(2 — p+20)(1 + 3g(X, JY)?), si X,Y €[N,
K(JX,JY) =% —(s+u)(g(X,GY)2+g(X,HY)?), si X c[N,Y e[-),
(2 — pu— 20)(1 + 3g(X, JY)?), si X,Y € [-A].

= K(X,Y)



Lemme 5.2.9. Soit (M,u,v,U,V,G, H,g) une variété compleze de (

(k < 1). Soit {e;, Je;, Ge;, He;, U,V }1<i<p, une base orthonormée avec e;, Je;

Ge;,He; € [-)]. On a

1. K(e;,ej) = K(e;, Jej) =2 — i+ 2\ pour i # j,

2. K(e;,Je)) =4(2— p+2N),

3. K(e;,Gej) = K(e;, He;) = K(Je;,Ge;j) = K(Je;, Hej) = 0 pour i # j,
4. K(e;, Ge;) = K(e;, Hey) = K(Je;, Ge;) = K(Je;, He;) = —(k + p),

5. K(e;,U)=K(Je;,U) = K(e;, V) = K(Jey, V) = Kk + A\,

6. K(Ge;,U)=K(He;,U) = K(Ge;, V) = K(He;, V) =k — A

82

]

K, |t)-contact
€[N et

Démonstration. Soit B = {e;, Je;,Ge;, He;, U,V }1<i<, une base orthonormée avec

ei, Je; € [N et Ge;, He; € [—)].

1. Soit e;,e; € B tels que i # j. Puisque e;,e; € [A\] d’aprés le théoréme 4.7.2 alors

K(ei,ej) = (2 — p+20)(1 + 3g(es, Je;)?)
=0
= (2—pn+2X))
de méme pour e;, Je; (i # j), puisque e;, Je; € [A] alors
K(e;, Jej) = (2 — 4 20) (1 + 3g(e;, J2¢;)?)
= (2= p+20)(1 + 3g(ei, €5)?),
=0
=(2—p+2X))
2. Calculons K(e;, Je;),
K(ei, Jei) = (2 — p+20) (1 + 3g(e;, J%¢;)?
(e1- Jes) = (2= o+ 2X)(1+ 3g(er, I,

= (2= p+20)(1 +3(—g(ei e))")

=4(2— p+2X)
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3. Calculons K (e;, Ge;) pour ¢ # j, comme e; € [A] et Ge; € [—A] alors d’aprés le
théoréme 4.7.2

K(ei,Gej) = =(k+ p)(g(ei, G?e))* + glei, HGe,)?)
—— ——

=—¢€; =J6j
= —(k+p)(glei, e)” + glei, Je;)?) (5.2.24)
— T

=0,

d’aprés le lemme 5.2.8

K(ei,Gej) = K(Jei, GJ ej) = K(Jel-,Hej)

=H

de méme pour K (e;, He;),

K(e;, Hey) = —(r + p)(g(er, GHe;)? + gleq, H?e))?)
N——" N——

=—Je; =—¢;j
= —(r+p)(g(ei, Jey)? + gles, €;)?) (5.2.25)
=0 =0

=0,

en utilisant le lemme 5.2.8 on trouve

K(Je;, HJ e;) = K(Je;, Ge;)
=G

calculons K (e;, Ge;), on a e; € [\],Ge; € [—)],

K ’L;G’L = - i7G2i2 iaHGi2
(€5, Ge;) = —(k + 1) (g(ei, G7e;)” + g(e €)")

=—€ =Je;
= —(k+p)(g(es e)* + g(es, Je;)?) (5.2.26)
—_ T

= —(k + ),

par le lemme 5.2.8

K(6i7G€i) = K(J@Z‘, GJ 6,‘) = K(J€i7H€Z‘),
—~

=H
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de méme pour K(e;, He;), pour e; € [A\] et He; € [—)],

K(e;, He;) = — ., GHe;)? ., H%,)
(e;, He;) (k4 w)(g(ei, GHe;)” + g(es, H e;)™)

=—Je; =—e;
= —(k+ p)(gles, Je;)* + glei, €;)?) (5.2.27)
=0 -1

= —(k + p),

en utilisant le lemme 5.2.8, on trouve

K(ei,Hei) = K(Jei, HJ@Z) = K(J@i, G€Z)
=G

. Calculons K (e;, U). On utilise le théoréme 4.7.2, puisque e; € [\ alors

K<€i7 U) = K(eiv V) =K+ :ug(heiye’i)
> (5.2.28)
=K+ A,

d’aprés le lemme 5.2.8
K(e;,U) = K(Je;, JU) = K(Je;, V),
et d’aprés le théoréme 4.7.2 on a
K(Je;, V)= K(Je;, U),
pour K(Ge;,U) et comme Ge; € [—A], en utilisant le théoréme 4.7.2, on obtient

K(Ge;,U) = k + pg(hGe;, Ge;)
— (5.2.29)
=K — )\[1/ — K(G€i7v)7

et d’aprés le lemme 5.2.8

K(Ge;,U) = K(GJe;, JU) = K(He;, V),
=H

et par le théoréme 4.7.2

K(HeZ,V) = K(HGHU)
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]

Proposition 5.2.10. Soit (M, u,v,U,V,G, H, g) une variété complexe de (k, p1)-contact
(k < 1). L’opérateur de Ricci Q est donné par

Q = An+4—-2n+4)p)l + (dnc+ 2n+4)u
— Un+4)(u@U+veV)+ [dn+4+2u)h, (5.2.30)

et la courbure de Ricci p est donnée par

p(X,Y)=dn+4—2n+Du)g(X,Y) + (dnk + 2n+4)u
—(dn+4)(wX)u(Y) +o(X)o(Y))+ (4n+ 4+ 2u)g(hX,Y),

(5.2.31)

pour tous champs de wvecteurs X,Y sur M. De plus M a une courbure scalaire

constante s = 8n(k — (n + 2)pu + 2n + 2).

Démonstration. Soit {e;, Je;, Ge;, He;, U, V' }1<;<,, une base orthonormée avec e;, Je; €
[A] et Ge;, He; € [—)]. On a pour tout j =1,...,n
plej,e;) = Z (K (ej,€:) + K(ej, Je;) + K(e;, Ge;) + K(ej, He;)]

i=1
i#

+ K(ej,U) + K(e;, V) + K(ej, Je;) + K(e;, Ge;) + K(e;, Hej)]
Utilisons le lemme 5.2.9, on trouve
plej,e;) =2(n—1)(2— p+2X) +2(k + Ap) +4(2 — 4 2X) — 2(k + p)
=4dn+4—-2n+4)p+ (An+4+2p)A
du lemme 5.2.8
plej, €;) = p(Jej, Jej).
Calculons p(Ge;, Ge,)

p(Gej, Gej) = Z [K(Gej, e;) + K(Gej, Je;) + K(Gej, Ge;)
i=1
it
+ K(Gej, He;)| + K(Gej,U) + K(Ge;, V)

+ K(Gej,e;) + K(Gej, Jej) + K(Gej, Hej),
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de méme, on utilise le lemme 5.2.9, on trouve
p(Gej,Gej) =2(n—1)(2 —p—2X) +4(2 — pp— 2X) + 2(k — M) — 2(k + p)
=dn+4—2n+4)p— 4n+4+2u)A
du lemme 5.2.8
p(Gej, Ge;) = p(Hej, He;).
Soit X un champ de vecteurs sur M, alors X s’écrit dans la base {e;, Je;, Ge;, He;, U, V' }i<i<h

sous la forme
X = X'e; + X" Je; + X* ' Ge; + X" He; +u(X)U + v(X)V,
calculons QX

QRX = Z(Xip(ei, ei)ei + X" p(Jey, Jey)Je; + X2 p(Gey, Gey)Ge;
i=1

+ X3 p(He;, Hey)He; + uw(X)p(U, U)U + v(X)p(V, V)V
= [@n+4— 2n+ D+ (An+44+2)N)X'e; + (dn+4— 2n+ D+ (dn + 4+ 2)N) X" Je;
i=1

+(dn+4—2n+4Dp— An+4+ 20N X" Ge; + (4n+4 — (2n +4)u
— (An 4+ 4+ 2N X3 He; + dnk(u(X)U +v(X)V)

n
=) (@n+4—2n+)p)(X'e; + X" Je; + X7 Ge; + X" He; + u(X)U + v(X)V
n=1

— (W(X)U +v(X)V)) + zn:[(zm +4420) (X Ne; + XN e; — X'AGe; — X' AHe;)]

n=1

=Un+4—-C2n+4H)p)X —(An+4— 2n+4)p)(w(X)U +v(X)V) + dnk(u(X)U + v(X)V)

+) [(4n 4+ 44 20) (X Ne; + X" ATe; — X2 NGe; — X¥HAHe;)].
i=1
(5.2.32)

Puisque he; = Xe;, hJe; = Ae;, hGe; = —\Ge;, hHe; = —AHe; et hU = hV =0
alors 'équation (5.2.32) peut étre s’écrit sous la forme suivante :
QX =Un+4—-2n+4)p)X + (4nk — (dn+4)
+ (204 4)p) (W(X)U +v(X)V) + (4n + 4 + 2u)h X,



d’otu la courbure de Ricci est donnée par
p(X,)Y)=9g(QX,Y)=(4n+4— 2n+4)p)g(X,Y) + (4nk — (4dn + 4)
+ (2n + 4)p) (w(X)u(Y) + o(X)v(Y)) + (4n + 4+ 2u)g(hX,Y).
Par ailleurs, la courbure scalaire s est donnée par

4n—+2
s = Zp(ei, e;) =4n(dn+4— 2n+4)u) + 8nk

i=1

=8n(2n+2— (n+2)u+ k).

Dans ce qui suit, opérateur de Ricci () sera écrit sous la forme suivante
Q=al+ueU+v®V)+~h,

avec

a=4n+4— 2n+4dp); L=4nc+ 2n+4)u— (4n +4);
vy=4n+4 4 2pu.
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Proposition 5.2.11. Les variétés complezes de (k, p)-contact (k < 1) ne sont pas

d’Einstein.

Démonstration. Soit (M,u,v,U,V,G, H,g) une variété complexe de (k,u)-contact

(k < 1). D’aprés la formule (5.2.30), si M est une variété d’Einstein alors il existe

une constante 7 telle que
p(X,Y) =19(X.Y)

D’une part, si X = U, alors
p(U,U) =4nk =T

D’autre part, pour un champ de vecteurs unitaire X on trouve

n+4—2n+DHp+AXdn+4+2u) = 4nk, si X €[N
dn+4—2n+4)p—AXdn+4+2p) = 4nk, si X €[-)].

(5.2.33)
(5.2.34)
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En utilisant les formules (5.2.33) et (5.2.34) on obtient

2n 42 — (n+ 2)p = 2nk,
Adn +442u) = 0.

ce qui implique

A=0 M est normale (impossible); ou

w=—2(n+1)
K= W > 1 (impossible).

]

Lemme 5.2.12. Soit (M,u,v,U,V,G, H,g) une variété complexe de (k,u)-contact

(k < 1). La dérivée covariante de la courbure de Ricci p est donnée par

(Vzp)(X,Y) = =B[(9(X,GZ) + g(X,GhZ))u(Y) + (9(Y,GZ)
+ g(Y, GRZ)u(X)) + (9(X, HZ) + g(X, HhZ))v(Y) (5.2.35)
+ (Y, HZ) 4+ g(Y, HhZ))v(X)] + v9((Vzh) X, Y),

pour tous champs de vecteurs X,Y et Z sur M.

Démonstration. Soient X, Y et Z trois champs de vecteurs sur M, on a

(Vzp)(X,Y) = Vzp(X,)Y) = p(V2X,Y) = p(X,VzY)

= Vz[ag(X,Y) + Bu(X)u(Y) + v(X)v(Y)) + vg(hX,Y)]
alg(VzX,Y) + g(X,V2Y)] = Blu(VzX)u(Y) + v(VzX)o(Y) + u(X)u(VzY)
+v(X)v(VzY)] = 7[g(hVzX,Y) + g(hX,V2Y)]

=a[Vzg(X,Y) —g(VzX,Y) — (X, V2Y)] + Blu(Y)(Vzu(X) — u(Vz X))
0

(X (Vu(Y) — a(V4Y)) + 0(Y)(V20(X) = 0(V2X)) + 0(X)(V20(Y) — (V5Y))
+9[Vzg(hX,Y) = g(hVzX,Y) — g(hX,VzY)].

(5.2.36)
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Sachant que VxU = —GX — GhX + o(X)V et VxV = —HX — HhX — o(X)U on
obtient

Vzu(X) —u(VzX) =Vz9(X,U) - g(VzX,U)
=g(X,VzU) =—g(X,GZ) — g(X,GhZ) 4+ o(Z)v(X), (5.2.37)
)
)

Vzu(X) —v(VzX) =Vz9(X,V) - g(VzX,V)

=g9(X,VzV)=—g(X,HZ) - g(X,HhZ) — o(Z)u(X),
de méme
Vzu(Y) —u(VzY) =Vzg(Y,U) — g(VzY,U)
=g(Y,VzU)=—g(Y,GZ) — g(Y,GhZ) + o(Z)v(Y), (5.2.38)
Vzo(Y) =v(VzY) = Vzg(Y,V) = g(VzY,V)
=9(Y.VzV)=—g(Y,HZ) — g(Y,HhZ) — 0(Z)u(Y),
d’autre part
Vzg(hX,Y)—g(hVzX,Y) - g(hX,VzY)=g(VzhX,Y)+ g(hX,V4Y) (52.30)

—9(hVzX,Y) —g(hX,VzY) = g((Vzh)X,Y),

en utilisant les formules (5.2.37), (5.2.38) et (5.2.39) alors la formule (5.2.36) donne
(V20)(X,Y) = Bl(—g(X, GZ) — g(X,GhZ) + o(Z)o(X))u(Y) + (~g(Y,GZ) — g(Y,GhZ)
+o(Z2)o(Y)u(X) + (—9(X, HZ) — g(X, HhZ) — o(Z)u(X))v(Y)
 (—g(Y, HZ) - g(¥, HRZ) — o(Z)u(Y))o(X) + 2g((Vzh) X, Y)
—Bl9(X,G2) + 9(X, GhZ))u(Y) + (9(Y,GZ) + g(Y, GhZ))u(X))
+(9(X,HZ) + g(X, HhZ))o(Y) + (9(Y, HZ) + g(Y, HhZ))v(X)] + v9((Vz1) X, Y).

]

Théoréme 5.2.13. Soit (M, u,v,U,V,G, H, g) une variété compleze de (k, p)-contact

(k < 1). M est Ricci-symétrique si et seulement si M est localement isométrique a
Cntl x CP"(16).
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Démonstration. Soit (M,u,v,U,V,G, H,g) une variété complexe de (k,u)-contact
(k < 1). Supposons que M est Ricci-symétrique (Vp = 0) alors pour tous champs de
vecteurs X,Y et Z sur M on a

(Vzp)(X.Y) = —B[(9(X,GZ) + g(X,GhZ))u(Y) + (9(Y, GZ)
+ g(Y, GhZ)u(X)) + (g(X, HZ) + g(X, HhZ)u(Y) (5.2.40)
+(9(Y. HZ) + g(Y, HhZ))v(X)] +79((VZzh) X, Y) = 0.
On a trois cas a étudier

Premier cas : On remplace Z par U et Y par GX dans ’équation (5.2.35) et
sachons que Vyh = puhG, on obtient

0= (Vup)(X,GX) =7(g((Vuh)X,GX) = yug(hGX,GX)

B { —Ayu  pour un champ de vecteurs unitaire X € [)]

Ayp pour un champ de vecteurs unitaire X € [—\]

Second cas : Soit Z un champ de vecteurs unitaire de [)].

On remplace X par GZ (GZ € [-)]) et Y par U dans l'équation (5.2.35),

sachant que uG = vG = 0 on obtient

(&

(Vzp)(GZ,U) = —-Bl(9(GZ,GZ) + g(GZ,GhZ))u(U) + (9(U,GZ)
—r T
+9(U,GhZ))u(GZ))+ (9(GZ, HZ) + g(GZ, HhZ))v(U)
—

~——
=0 =0

+(g(U,HZ) + g(U,HhZ))v(GZ)] + v9((Vzh)GZ,U)

=B+ \) +79((Vzh)GZ,U),
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calculons (Vzh)GZ

(V2h)GZ = w(GZ)(hGZ + (5 — 1)GZ) + v(GZ)(hHZ + (k — 1)) HZ)

=0 -0
+ ph(u(2)G*Z +v(Z2)HGZ) + (9(Z,hG*Z) — (k — 1)g(Z,G*2))U
> T 0
+(9(Z,hHGZ) — (k — 1)(g(Z, HGZ))V
=0 —0
=(k—A—-1U,

d’ou
0=(Vzp)(GZ,U) =7(9((V2zh)GZ,U) = =B(1 + A) + y(k = A = 1).

Troisiéme cas : Soit Z un champ de vecteurs unitaire de [—A].
On remplace X par GZ (GZ € [\]) et Y par U dans I’équation (5.2.35), sachant
que uG = vG = 0 on obtient

(Vzp)(GZ,U) = =Bl(9(GZ,GZ) + g(GZ, GhZ))@ +(9(U,GZ)

+ g(U, GhZ)u(GZ)) + (9(GZ, HZ) + ¢g(GZ, HhZ))v(U)
+ (g(U, HZ) + g(U, HRZ))v(GZ)] + v9((Vzh)GZ,U)
=BA=1)+v9((Vzh)GZ,U),

(5.2.41)

calculons (Vzh)GZ

(V,h)GZ = w(GZ)(hGZ + (s — 1)GZ) + v(GZ)(hHZ + (r — 1))HZ)
&:0,_/ i’o_/

+uh(W(Z2)G*Z +(Z2)HGZ) + (9(Z,hG*Z) — (k — 1)g(Z,G*Z))U

~ 5 o
+(9(Z. hHGZ) — (k. — 1)(g(Z, HGZ))V

=A+r-1U
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d’ou
0= (Vzp)(GZ,U)=BN=1)+v(A+K—1).

alors les trois cas nous donnent le systéme suivant

AYp =0 Ayp —0-.
BL+N)+7(A=r+1) = 0 (x) =< )+ AB+7y) =0---
BA=1)4+vyA+r—-1) = 0 (%%) ()= (x*): B+(1—kK)y =0---

puisque k < 1 ¢’est a dire que A # 0 alors ’équation (1) admet deux solutions v = 0

oupu=20

- Supposons que v = 0 alors 'équation (2) implique que § = 0 (variété d’Einstein

ce qui est impossible).

- Supposons que = 0. On substitue p par sa valeur dans v on trouve
vy=4n+44+2x0=4n+4 # 0,

d’autre part, sachant que k£ # 1 (X # 0) les équations (2) et (3) nous donnent

{ f+y =0 :,{ B = =
B+(1-r)y = 0 v+ -k = 0

{62—7
=
ky = 0

=k = 0 localement isométrique & C"*' x CP"(16).

]

Lemme 5.2.14. Soit (M,u,v,U,V,G, H, g) une variété complexze de (k,u)-contact

(k < 1). Pour tout champ de vecteurs X sur M, on a
1. Jp=0.
2. (UNg V).p=0.
3. R(U,V).p = 0.
4. RU,X).p = [5(U Ay X) + (U Ag hX) + (5 — ) (JX Ay V))]-p.
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5. RV, X).p=[k(V N X)+ (VA hX) + (k= p)(U N, JX)].p.
Démonstration. Soit (M,w,v,U,V,G, H,g) une variété complexe de (k, u)-contact
(k < 1).
1. Calculons J.p.
J est un champ de tenseurs de type (1,1) alors J agit comme dérivation sur

algébre tensorielle (M) sur M (voir [36]). D’ou J agit comme une dérivation

sur p tel que pour tous champs de vecteurs X et Y sur M on a
en utilisant la formule (5.2.31), on obtient

Jp(X,Y) = —p(JX,Y) — p(X,JY)
=—ag(JX,Y) = Blu(JX)u(Y) + v(JX)v(Y)] —vg9(hJX,Y)
——

~——— —_—
=v(X) =—u(X) =g(JhX,Y)
—ag(X, JY) = Blu(X)u(JY) + o(X)u(JY)] = yg(hX, JY)
—_— —— —— —_—
=—g(JX,Y) =v(Y) =—u(Y) =—g(JhX,Y)

= —alg(JX,Y) - g(JX, V)] — Bo(X)u(Y) — u(X)u(Y)
+u(X)o(Y) = o(X)u(Y)] = vg(JhX — JhX,Y)
=0.

2. Calculons (U A, V).p. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M. On a

on utilise la formule (5.2.31), sachant que QU = 4nkU et QV = 4nkV on

obtient
(U Ay V)X, Y) = =pl(U Ay V).X,Y) = (X, (U A, V).Y)
=u(X)p(V,Y) = v(X)p(U,Y) +u(Y)p(V, X) —v(Y)p(U, X)
—— —— ——— ——

=4nkv(Y) =4nkru(Y) =4nkv(X) =4dnku(X)

= dnkr(u(X)v(Y) —o(X)u(Y) + u(Y)v(X) —v(Y)u(X)) = 0.
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3. De I'équation 3 du lemme 4.7.3

RUWVX = r(g(V,X)U —u(X)V) 4+ u(g(hV,X)U —u(X) AV )
=u(X) =0 =0

+ (k= p)(g(V, JX)V + U(X)i"{/—i- QwJX)

——u(X) =U =1 (5.2.42)
+ (4K — 3u)w(u(X)V —v(X)U)

=2(k — ) (w(X)V —o(X)U + JX),

la formule (5.2.42) s’écrit sous la forme suivante
RU V)X =2(k—pu)(V A, U) + J).X.
En utilisant 1 et 2 on obtient
RUV).p=2(k—pu)((VAU)+ J).p=0.

4. Soient X et Y deux champs de vecteurs, d’aprés I'équation 3 du lemme 4.7.3

R(U,X)Y = r(g(X,Y)U — u(Y)X) + u(g(hX,Y)U — u(Y)hX)

—(UAX)Y (UnghX)Y
+ (k= 1) (g(X, V)V +0(Y)JX + 20(X)JY) + (4k = 3p)o(X) (u(Y)V — o(Y)U)
=(JXXgV)Y :(V?\;U)Y

— [K(U Ag X) + (U Ay hX) + (5 = 1) (JX Ay V) + 20(X).J)
+ 4k — 3p)u(X)(V A, U))Y-

En utilisant 1 et 2, on obtient

R(U, X).p = [R(U Ng X) + (U Ay hX) + (k= ) ((JX g V))].p(Z, W).
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5. Soient X et Y des champs de vecteurs sur M, d’aprés ’équation 3 du lemme 4.7.3,

R(V,X)Y = k(g(X,Y)V = 0(Y)X) + p(g(hX,Y)V — 0(Y)hX)

~ ~~

=(VAgX)Y =(VAghX)Y
= (k= ) (g(X, IYV)U +u(Y)JX + 2u(X)JY)
=(JXNGU)Y
~ (45 = 3p)u(X) (@(Y)V — o(V))
=(VAgU)Y

=[R(V Ay X)+p(V Ay hX) + (K — p)(U Ny JX)
—2u(X)J — (4x — 3p)u(X)(V A, U)]Y.
En utilisant 1 et 2 on obtient

R(V.X).p=[k(V ANy X)+pu(V N hX) + (k — ) (U Ny JX)].p.

]

Théoréme 5.2.15. Soit (M, u,v,U,V,G, H, g) une variété compleze de (k, p)-contact

(k < 1). M est Ricci-semi-symétrique si et seulement si M est localement isométrique
a C" x CP™(16).

Démonstration. Soient X,Y,Z et W des champs de vecteurs sur M, par ’équation
(5.2.31), on obtient

R(X,Y).p(Z, W) = —p(R(X,Y)Z,W) — p(Z, R(X,Y)W)
= —al[g(R(X,Y)Z, W) + g(Z, R(X,Y)W)| — Blu(R(X,Y) Z)u(W)
ey ,

.

-0 =—g(R(X,Y)U,Z)
+uw(Z)u(R(X,Y)W) + v(R(X,Y)Z)v(W) + v(Z)v(R(X,Y)W)]
Vo - vV - _#

—g(hR(X,Y)Z,W) + g(hZ, R(X,Y)W)
—— g(R(XY)RZ,W)
= Blg(R(X,Y)U, Z)u(W) + g(R(X,Y)U,W)u(Z) + g(R(X,Y)V, Z)v(W)
+ g(R(X,Y)V,W(Z)] + vg(R(X,Y)hZ — hR(X,Y)Z,W).
(5.2.43)
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On suppose que M est Ricci-semi-symétrique ((R.p = 0)), on a deux cas a étudier :

Premier cas : On utilise le lemme 4.7.3, le lemme 4.7.5 et ’équation (5.2.31).

Soient X, Y, Z et W des champs de vecteurs horizontaux sur M (u(Z) = u(W) =

v(Z) =v(W) = 0), alors de I’équation (5.2.43) on obtient

R(X,Y).p(Z,W) = vg(R(X,Y)hZ — hR(X,Y)Z, W)

=7[r(9(Y,GhZ)g(GX, W) — g(X,GhZ)g(GY, W)
+9(Y,GZ)g(GhX, W) — g(X,GZ)g(GhY, W)
+9(Y,HhZ)g(HX,W) — g(X,HhZ)g(HY, W)
+ g(V, HZ)g(HRX, W) — g(X, HZ)g(HRY, W)
—1(29(X,GY)g(GhZ, W) + 29(X,HY )g(HhZ,W))].

Pour un champ de vecteurs unitaire X € [A\] et pour Z = XY =W = GX on

trouve

R(X,GX).p(X,GX) = v[r(9(GX,GhX)g(GX,GX) — g(X,GhX)g(G*X,GX)

AN

=)\ =1 =0 =0
+9(GX,GX)g(GhX,GX) — g(GhGX,GX)

A

=1 =\ =0
+9(GX, HhX)g(HX,GX) — g(X, HhX)g(HGX,GX)
=0 =0 ;r() =0
+9(GX, HX)g(HhX,GX) — g(X, HX)g(HhGX,GX))
=0 =0 =0 =0
— u(29(X,G*X)g(GhX,GX) +29(X, HGX)g(HhX,GX))].

~~

=—1 =\ =0 =0

R(X,Y).p(Z,W) =2yA(k + pn) = 0.

Second cas : Soit X un champ de vecteurs horizontal unitaire, on remplace
Y et Z par U et X par W dans Iéquation (5.2.43), sachant que R(X,U)U =



97

kX + phX et u(X) = v(X) =0, on obtient

R(X,U).p(U, X) = Bg
= fg

(R
(k

{ (B=M)(k+ M) siX €[N
(B+X7)(k = M) siX € [=]

(X, U)U, X) = vg(hR(X,U)U, X)
X + phX, X) —vg(khX + ph*X, X)

Les deux cas précédents nous donnent le systéme suivant

(524 M) =0 (1) [ () @): w8 Ny =0-- (1)
(B+M)(E=Ap)=0---(2) =4 (1)=(2): AMpbB+ry)=0---(2)
YA+ p)=0 YAk +p)=0---(3)

puisque k < 1 (A # 0), I'équation (3) admet deux solutions v = 0 ou k = —p.

- Supposons que v = 0. Sachant que v = 4n + 4 + 2u ce qui implique que p # 0

d’autre part les équations (1') et (2') nous donnent
kB =0 . . . . .
= [ =0 M est d’Einstein ce qui est impossible.
up =0
- Supposons que g = —k. Alors les équations (1) et (2') nous donnent
(B =) ) B=7oup ) B=voup
1B+ A7) =0 p(1+X)y =0
{ k=u=0, M estlocalement isométrique & C"*1 x CP"(16);
=

=0 ou v=0

B =~=0, M est une variété d’Einstein( ce qui est impossible).

On conclut que M est Ricci-semi-symétrique si et seulement si kK = u = 0 c’est a dire
si et seulement si M est localement isométrique & C"*! x CP"(16).
O

5.2.2 Variété complexe (k, ;1)-contact Ricci-pseudo-symétrique

Théoréme 5.2.16. Une variété compleze de (k, u)-contact (k < 1) est Ricci-pseudo-

symétrique si et seulement si elle est localement isométrique a C" x CP"(16).
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Démonstration. Soit (M,u,v,U,V,G, H,g) une variété complexe de (k,u)-contact
(k < 1) et soient X,Y,Z et W des champs de vecteurs sur M. D’une part, par
'équation (5.2.43) on a

R(X,Y).p(Z, W) = Blg(R(X, YU, Z)u(W) + g(R(X, YU, W)u(Z)
+ g(R(X, V)V, Z)o(W) + g(R(X, YV, W)v(Z)] (5.2.44)
+v9(R(X,Y)hZ — hR(X,Y)Z, W),

et d’autre part, par ’équation (5.2.31)

(X Ny Y).p(Z, W) = —p((X Ny Y)Z, W) — p(Z, (X A, YIW)
—Blu((X Ny Y)Z)u(W) +v((X Ny Y)Z)o(W) + u(Z)u((X Ny V)W)
+0(Z2)0((X Ay YIW)] = yg(M(X Ay Y)Z, W) 4 g(hZ, (X Ny V)W)
= Blg((X Ay YU, Z)u(W) + g((X A, YU, W)u(Z)
+ 9(X Ay V)V, Z)o(W) + g((X A Y)V, W)u(Z)]
+79(X Ay Y)RZ — h(X A, Y)Z, V)

(X AgY).p(Z,W) = Bl(g(X, Z)u(Y) — g(Y, Z)u(X))u(W) + (¢9(X, W)u(Y)
— (Y, W)u(X))u(Z) + (9(X, Z)v(Y) = g(Y, Z)v(X))v(W)
+ (9(X, W)u(Y) = g(Y, W)o(X))o(Z)] +~[g(Y, hZ)g(X, W)
= 9(X,hZ)g(Y, W) + g(X, Z)g(hY, W) — g(Y, Z)g(hX, W)].
(5.2.45)

On suppose que M est Ricci-pseudo-symétrique alors il existe une fonction L, sur M

telle que
R(X,Y).p(Z, W) =L,(X N Y).p(Z,W). (5.2.46)

Pour trouver L,, on suppose que (3,7) # (0,0). On remplace Y et Z par U dans les
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(X A, U)p(UW) = —p((X A, UYU,W) — p((X A, UYW,U)
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= —[u(U)p(X, W) = u(X)p(U,W)] = [u(W)p(X,U) = g(X, W)p(U, U)]
= —p(X, W) + dnku(X)u(W) — dnru(W)u(X) + dnkg(X, W)

= 4”’%9()(7 W) o IO(X7 W)a

R(X,U).p(UW) = —p(R(X,U)U W) —
= —p(r(X —u(X)U
= —rp(X, W) + dnk’u(X
+ dnk2(g(X, W) — u(X)u

p(R(X, U)W, U)
— v(X)

)
(

u(W) + dnkv(X)v(W)
W) —o(X)v(W)) + dnrpg(hX, W)

(5.2.47)

XOWV) + phX, W) 4+ dnkg(R(X,U)U, W)
— pp(h X, W)

= —kp(X, W) — pp(hX, W) + dnk(kg(X, W) + pg(hX, W))

= kK(dnkg(X, W) — p(X,W)) + p(dnkg(hX, W)

_ { (k+ M) (X A, U)p(U, W), X €[N\;
(k= M) (X A, U)p(U, W), X €]=N.

des équations (5.2.46) et (5.2.48) on a

L,= k+Au
L,= k—MAu

ce qui implique

L, = &k L, =k
=
A =0 p =0 (car A#0)

Supposons que p = 0. Sachant que uJ = v,vJ = —uet V=—-JU U =

formules (4.7.1) et (4.7.2) nous donnent

R(X,Y)U = w[u(Y)X —u(X)Y] + £[u(Y)JX —v(X)JY]

N

TV TV
=XAgY =JXNgJY

+2[kg(JX,Y) +dru ANv(X,Y)] V
——JU

— p(hX, W)

(5.2.48)

JV, alors les

=KX A, Y + JX N, JY —2(g(JX,Y) + 4u A v(X, V) J)U



100

R(X,Y)V = 6[o(Y)X — o(X)Y] = 6[u(Y)JX — u(X)JY]

/

~—
XAgY TY NgJ X

—2[kg(JX,Y) +4ru ANo(X,Y)| U

=JV
=KX N Y +JTX N, JY =2(9(JX,Y) +du ANv(X,Y))J]V
et

(XA Y).p(Z, W) = Blg(X, Z)u(Y) = g(Y, Z)u(X))u(W) + (9(X, W)u(Y)
— g(Y,W)u(X)

Ju(Z) + (9(X, Z)o(Y) = g(Y, Z)v(X))o(W)
+ (9(X, W)o(Y) = g(Y, W)v(X))v(Z)]
+ gV, hZ)g(X, W) — g(X, hZ)g(Y, W) + g(X, Z)g(hY, W)
— g(Y, Z)g(hX, W)]. (5.2.49)

en utilise les équations (5.2.44) et (5.2.49) alors

RX,Y)p(Z, W) = kB(g(X Ay YU, Z) + g((JX Ny JY)U, Z))u(W)
+ (X AU W)+ g((JX Ny JY)U,W))u(Z)
+ (G(X AWV, Z) + g((JX A, JY)V, Z))u(W)
+ (X NGV, W) + g((JX Ny JY)V,W))(Z)]
+ v9(R(X,Y)hZ — hR(X,Y)Z, W). (5.2.50)

Sachant que (X N\, Y)Z = g(Y, Z)X — g(X,Z)Y, on obtient

R(X,Y).p(Z, W) = kB[(u(Y)g(X, Z) — g(Y, Z)u(X))u(W) + (u(Y)g(X, W) — g(Y, W)u(X))u(Z)
+ ((Y)g(X, Z) = g(Y, Z)o(X))o(W) + (v(Y)g(X, W) — g(V, W)v(X))v(Z)]
+6B[(v(Y)g(JX, Z) = g(JY, Z)o(X))u(W) + (v(Y)g(JX, W)

—g9(JY, W(X)u(Z) — (w(Y)g(J X, Z) — g(JY, Z)u(X))v(W)
— (w(Y)g(JX, W) — g(JY, W) u(X))v(Z)] + vg9(R(X,Y)hZ — hR(X,Y)Z,W).
(5.2.51)

Soit X un champ de vecteurs unitaire horizontal, on remplace Y par U, Z par V et
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W par JX dans les équations (5.2.49) et (5.2.50), on obtient

— YA X e A
RX. D) p(V.Ix) = 4 PN st X e (5.2.52)
K(B+7N) st X € [=)]
et
(X A, U).p(V,JX) = 0. (5.2.53)
De (5.2.52) et (5.2.53) on trouve
KB — kYA =0
KB 4+ kyA =0
ce qui implique
B=v=0 variété d’Einstein (impossible);
k=0 M est localement isométrique a C"1 x CP"(16).
[

Corollaire 5.2.17. Les variétés complexes de (k,u)-contact (k < 1) ne sont pas

proprement Ricci-pseudo-symétriques.
Théoréme 5.2.18. L’espace C"t1 x CP"(16) est localement symétrique.

Démonstration. Pour 'espace C"™ x CP"(16), k = u = 0 ce qui implique que A\ = &1
alors d’apreés la formule 5 du lemme 4.7.3 VJ = 0 ou V est la connexion de Levi-
Civita de g, sachons que son tenseur de courbure est nul sauf pour X,Y, 7 € [1], du
théoréme 4.7.1 on obtient
R(X,Y)Z =4[g(Y,2)X —g(Y,JZ)JX — g(X,Z2)Y
+9(X,J2)JY —29(JX,Y)JZ]
=4 XN Y +TX N, JY +2¢(X,JY)J])Z,

Calculons VR. Soit X,Y, Z € [1], on a



102

(VR)(X,Y)Z = VR(X,Y)Z — R(VX,Y)Z — R(X,VY)Z — R(X,Y)VZ

=4[V(g(Y,2)X —g(Y,JZ)JX —
— 9V, 2)VX —g(Y, JZ)JV X -

=VJX

—(9(VY, Z2)X — g(VY,JZ)JX —

—(9(Y,VZ)X — g(Y,JVZ)JX —

=VJZ

(X, 2)Y + g(X,J2)JY —29(JX,Y)JZ)
VX, 2)Y + g(VX,JZ)JY —29(JVX,Y)JZ)

=VJX
9(X, Z)VY + g(X,JZ)JVY, — 29(JX,VY)JZ)
=VJY
(X, V2)Y + g(X,JVZ)JY —29(JX,Y)JVZ)]
=VJZ =VJZ

= 4Vg(Y, Z2)X + g(Y, Z)VX —Vg(Y,JZ2)JX — g(Y, JZ)VIX — Vg(X,Z)Y

— (X, Z)VY +Vg(X,JZ)JY + g(X,JZ)VIY —2Vg(JX,Y)JZ

—29(JX,V)VJZ — g(Y, Z)VX + g(Y, JZ)VIX + g(VX,2)Y — g(VX,JZ)JY

+29(VIX,Y)IZ — g(VY,2)X + g(VY, JZ)JX + g(X, Z)VY — g(X,JZ)VJY

+29(JX,VY)JZ) = g(Y,V2)X + g(Y,VIZ)IX + g(X,VZ)Y — g(X,VJZ)JY
(

+29(JX,Y)VJZ] =0

]

Remarque 5.2.1. Puisque les variétés pseudo-symeétriques sont Ricci-pseudo-symétriques

et comme les seuls espaces complexes de (k, p)-contact Ricci-pseudo-symétriques sont

localement isométriques & C**! x CP", qui est un espace localement symétrique alors

on peut conclure que :

- Les seuls espaces complexes de (k, j1)-contact pseudo-symétriques sont les es-

paces localement isométriques & C"*! x CP™. D’ou

- Les espaces complexes de (k, pt)-contact semi-symétriques sont les espaces lo-

calement isométriques & C"*! x CP™. D’ou

- Les espaces complexes de (k, pu)-contact localement symétriques sont les espaces

localement isométriques & C**! x CP™.

En d’autres termes, il n’existe pas des espaces complexes de (k, p)-contact qui sont

proprement pseudo-symeétriques.



Perspectives

On a étudié les propriétés symétriques des variétés complexes de contact. Nos ré-
sultats étaient satisfaisants. Nos perspectives sont d’étudier les propriétés symétriques
extrinséques, a savoir, le parallél, le-semi-parallél et le pseudo-prallél des sous variétés

d’une variété complexe de contact.

103



Bibliographie

1

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

9]

C. Baikoussis, D. E. Blair and F. Gouli-Andreou, Holomorphic Legendre curves in

the complex Heisenberg group, Bull. Inst. Math. Acad. Sinica 26 (1998), 179-194.

M. Belkhelfa, R. Deszcz and L. Verstraelen, Symmetry properties of Sasakian
space forms, Soochow J. Math. 31(4), (2005), 611-616.

M. Belkhelfa, R. Deszcz, L. Verstraelen, Symmetry properties of 3-dimensional
D’Atri spaces, Kyungpook Math. J. 46, No. 3, (2006), 367-376.

M. Belkhelfa, F. Z. Kadi, Symmetry properties of complex contact space form,
Asian-European Journal of Mathematics (2019).

M. Belkhelfa, F. Z. Kadi, The study of Ricci-semi-symmetry of normal complex
contact manifold, M. H. Shahid et al. (eds.), Differential Geometry, Algebra, and
Analysis, Springer Prodceedings in Mathematics and Statistics 327, http:\\doi.
org/10.1007/978-981-15-5455-1_2 (2020).

D. E. Blair, Riemannian Geometry of Contact Manifolds and Symplectic Mani-
folds, Progress in Mathematic (Birkh&userBoston), (2002).

D. E. Blair, V. Martin-Molina, Bochner and conformal flatness on normal complex

contact metric manifolds, Ann Glob Anal Geom (2011) 39 :249-258.

D. E. Blair, A. Mihai, Symmetry in complex contact geometry, Rocky Mountain
Journal Mathematics v 42, no 2, (2012), 451-465.

D. E. Blair, A. Mihai, Homogeneity and local symmetry of complex (k, ) —spaces,
Tsrael J. Math. 187 (2012), 451-464.

104



105

[10] J. Bilkis, S. Haesen, Z. Sentiik, L. Verstraelan, On the parallel transport of the
Ricei curvatures, Journal of Geometry and Physics 57 (2007) 1771-1777.

[11] W. M. Boothby, Homogeneous complex contact manifolds, Proc. Sympos. Pure
Math ITI, Amer. Math. Soc., Providence, 1961, 144-154.

[12] W. M. Boothby, A note on homogeneous complex contact manifolds, Proc. Amer.

Math. Soc. 10 (1962), 276-280.

[13] W. M. Boothby and H. C. Wang, On contact manifolds, Ann. of Math. (2) 68
(1958), 721-734.

[14] E. Cartan, La géométrie des espaces de Riemann, Gauthier-Villars (1925).

[15] E. Cartan, Sur une classe remarquable d’espaces de Riemannian, Bull. Soc. Math.

France, 54 (1926), 214-264.

[16] J. Deprez, R. Deszcz and L. Verstraelen, Examples of pseudo-symmetric confor-

mally flat warped products, Chinese journal of mathematics, 17 N 1 (1989).

[17] R. Deszcz and W. Grycak, On some class of warped product manifolds, Bull.
Inst. Math. Acad. Sinica, 15 (1987), 311-322.

[18] R. Deszcz, On Ricci-pseudo-symmetric warped products, Demonstratio Mathe-

matica. Vol XXII No 4 (1989).

[19] R. Deszcz, On pseudo symmetric spaces, Bull. Soc. Math. Belg., Ser. A, 44(1992),
1-34.

[20] R. Deszcz, On pseudo symmetric manifold, Dept. Math, Agricultural Uni. Wro-
claw, Ser.A, Theory and Methods Preprint, 34 (1995).

[21] R. Deszcz, On the equivalence of Ricci-semisymmetry and semisymmetry, Dept.
Math., Agricultural Univ. Wroclaw, Ser. A, Theory and Methods, Report, No. 64,
(1998).

[22] D. D. Joyce, Compact manifolds with spicial holonomy, Oxford University Press
2000.

[23] M. P. Do Carmo, Riemannian Geometry, Birkhduser Boston, 1993.



106

[24] B. Foreman, Variational problems on complex contact manifolds with applica-

tions to twister space theory, Thesis, Michigan State University(1996).

[25] B. Foreman, Complex contact manifolds and hyperkéhler geometry, Kodai Math.
J. 23 (2000), 12-26.

[26] S. Gallot, D. Hulin and J. Lafontaine, Riemannian Geometry, Springer- Verlag,
Berlin, 1987.

[27] F. Gherib, F. Z. Kadi and M. Belkhelfa, Symmetry properties of generalized
Sasakan space forms Dedicated to the memory of Prof. Dr. Radu Rosca, Brasov,

June 21-26, 2007.

[28] S. Haesen, L. Verstraelen, Properties of scalar curvature invariant depending on

two planes, manuscripta math, 122 (2007), 59-72.

[29] S. Haesen, L. Verstraelen, Natural intrinsic geometrical symmetries, SIGMA 5
(2009), 086, 15 p.
[30] S. Helgason, Differential geometry, Lie group and symmetric spaces, Academic

Press, 1978.

[31] D. Huybrechts, Complex Geometry : an introduction, Springer-Verlag, Berlin,
2005.

[32] S. Ishihara, M. Konishi, Real contact 3-structure and complex contact structure,

Southeast Asian Bull. Math. 3 (1979), 151-161.

[33] S. Ishihara, M. Konishi, Complex almost contact manifolds, Kodai Math. J. 3,
(1980) 385-396.

[34] S. Ishihara, M. Konishi, Complex almost contact structures in a complex contact

manifold, KodaiMath. J. 5, (1982) 30-37.

[35] S. Kobayashi, Remarks on complex contact manifolds, Proc. Amer. Math. Soc

10 (1959), 164-167.

[36] S. Kobayashi and K. Nomizu, Foundations of Differential geometry, Vol. I, In-
terscience Publishers, 1963.



107

[37] S. Kobayashi and K. Nomizu, Foundations of Differential geometry, Vol. II, In-
terscience Publishers, 1969.

[38] B. Korkmaz, A Curvature property of complex contact manifolds, Kyungpook
Math. J. 38 (1998) 473-488.

[39] B. Korkmaz, Normality of complex contact manifolds, Rocky Mountain J. Math.
30,(2000) 1343-1380.

[40] B. Korkmaz, A nullity condition for complex contact metric manifolds, Journal

of Geometry 77 (2003) 108-128.

[41] J. A. Schouten, Die direkte Analysis zur neueren Relativitidtstheorie, Verhan.
Konink. Akad. Wet. Amsterdam 12 (1918), no. 6, 1-95.

[42] M. Okumura, Some remarks on space with a certain contact structure, Tohoku
Math. J., 14(1962), 135-145.

[43] W. A. Poor, Differential geometric structures, Dover publications, INC (2007).

[44] Z. 1. Szabo, Structure theorems on Riemannian spaces satisfying R(X,Y).R = 0,
I. The local version. J. Diff. Geom., 17 (1982), 531-582.

[45] Z. 1. Szab6, Structure theorems on Riemannian spaces satisfying R(X,Y ).R =
0, IT. The global version, Geom. Dedicata 19 (1985) 65-108.

[46] T. Takahashi, Sasakian ¢p—symmetric spaces, Tohoku Math. J., 29(1977), 91-113.

[47] L. Verstraelen, Comments on pseudo-symmetry in sense of Deszcz, in : Geometry

and Topology of Submanifolds, World Sci. Publication. 6(1994), 199-209.

[48] J. A. Wolf, Complex homogeneous contact manifolds and quaternionic symmetric

spaces, J. Math. Mech. 14 (1965), 1033 1047.

[49] K. Yano and M. Kon, Structure on manifolds, In Pure Mathimatics,Vol. 3, World
Scientific, P.O.Box 128,Farrer Road, Singapore 9128, (1984).



et gl s Lol Eoall sl il g o[l o (gl s Ly il st Sl sl sl gial] iy ol Bill bl s Ly fibinat 2, coml
dlagle Jumadl g il giliill i (B Gill qiys o sbliill ast iies 9 s il gy s

onlinin I it gia sl (6] Lapo l] dnk lia e iy s ot dysmpaell s 6/l dsarall idpiall ] .1

(o] (Lo# 0 ) gam Jiy =il sbli ik fiin gisiys gt © 2li oehia- GH clisil ga cliai¥l il dyma$ill §2 0/l icgiall of .2
ce=-1 ol 1] Lay

(Let 0) gpam oty wiily ablis drklisa cloas 1 dioly dpa i dplosa il pin smpsg gt .3

corl i g (K] ) dpaals - (14, K) dudsall sslépiall Gy b liil g loall iy svay caclfis o doles By

ot [F s (K< ) sl — (10, K) dedsall idpiall .1

Liha palall dyplaja =il [o] bape (8] 0k i aub gy s p Aok liia qiiys ga (K<1 ) dpusady — (14, K) dedsallicpiall .2
Cr+1x C P (16)J

g iy (L7 O ) sisily dhlis 8k lizs qagys el (K< ) Bpssls = (U, &) dkall itgiall .3

Lk liza Cr+Ix C Pr (16) clsill

'S

Résumé. Notre objectif était d’étudier les propriétés symétriques des variétés complexes de contact. On a commencé par étudier

les propriétés symétriques des variétés complexes de contact normales, & savoir, la Ricci-symétrie, la Ricci-semi-symétrie et la Ricci-

pseudo-symeétrie. Les résultats obtenus :

1. Une variété complexe de contact normale est Ricci-semi-symétrique si et seulement si elle est d’Einstein.

2. Une variété complexe de contact a courbure constante M avec une courbure G H-sectionnelle constante ¢ est proprement

Ricci-pseudo-symétrique (L, # 0) si et seulement si ¢ = —1.
3. L’inexistence d’une variété complexe de contact a courbure constante M proprement pseudo-symétrique (Lg # 0).
En outre, on a étudié les propriétés symétriques des variétés complexes de (k, u)-contact et on a prouvé que

1. Les variétés complexes de (x, u)-contact (k < 1) ne sont pas d’Einstein.

2. Les variétés complexes de (k, p)-contact (k < 1) sont Ricci-symétriques, Ricci-semi-symétriques si et seulement si elles sont

localement isométriques a C*T1 x CP™(16).
3. Les variétés complexes de (k, p)-contact (k < 1) ne sont pas proprement Ricci-pseudo-symétriques

4. L’espace C"t1 x CP™(16) est localement symétrique.

Abstract. Our objective was to study the symmetry properties of complex contact manifolds. We started by studying the symmetry

properties of normal complex contact manifolds, namely, Ricci-symmetry, Ricci-semi-symmetry and Ricci-pseudo-symmetry. The results

obtained :

1. A normal complex contact manifold is Ricci-semi-symmetric if and only if it is an Einstein manifold.

2. A complex contact space form with constant G H-sectional curvature c is est properly Ricci-pseudo-symmetric (L, # 0) if and

only if ¢ = —1.
3. The non-existence of properly pseudo-symmetric (L # 0) complex contact space form.
In addition, the symmetry properties of complex (x, 1)-spaces have been studied and it has been shown that

1. The complex (k, u)-spaces (k < 1) are not Einstein.

2. The complex (k, p)-spaces (k < 1) are Ricci-symmetric, Ricci-semi-symmetric if and only if they are locally isometric to

ctl x cP™(16).
3. The complex (k, pu)-spaces (k < 1) are not properly Ricci-pseudo-symmetric.

4. The space C"T1 x CP™(16) is locally symmetric.



