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Introduction

La maladie de Chagas ou trypanosomiase américaine est une maladie potentiellement
mortelle causée par le parasite protozoaire flagellé Trypanosoma cruzi (T.cruzi) ( figure 1.1).
Elle est principalement transmise par des punaises hématophages appartenant a la sous-famille
des Triatomines (figure 1.2). Via ces vecteurs, le parasite peut infecter les humains ainsi
qu'un grand nombre de mammiféres domestiques ou sauvages.

Si les insectes vivent au voisinage des nids de mammiferes ou d’oiseaux non domestiqués, la
transmission du parasite est dite sylvatique. Si les habitats des insectes avoisinent les habita-
tions humaines alors la transmission est dite domestique. Il est a noter que certaines espéeces,
comme Triatoma Dimidiata (T. Dimidiata ) peuvent aussi bien habiter au voisinage des ha-
bitations humaines qu’en pleine forét.

Les différents processus impliqués dans la transmission de T.Cruzi sont tres complexes et leur
compréhension passe par des études pointues en écologie vectorielle. En particulier, la démogra-
phie et la dispersion spatiale sont des processus importants lors d’une infestation /ré-infestation
d’une région donnée. Dans la plupart des cas, ils ne sont pas saisis au moyen d’études de labo-
ratoire.

La modélisation mathématique reste un bon outil pour comprendre ces processus [49]. Ses
approches passent par l'utilisation, par exemple, des équations différentielles ordinaires

[35], équations aux dérivées partielles [54] et équations d’intégro-différence [44], [42].



D’autres études basées sur le calcul scientifique ont également été utilisées comme les cellu-
laires automates [58], [17] et les modeéles a base d’agents [21], [27].
Dans cette étude, nous considérons l'infestation d’un village par 'espece T. Dimidiata. Les
individus non domiciliés au village se déplacent vers ce dernier pour se nourrir. La nourriture
consiste en un repas de sang sur les humains ou les mammiféres/oiseaux élevés. La transmis-
sion du parasite T.Cruzi du vecteur T.Dimidiata a I'hote a lieu pendant cette phase. Apres
la piqlire de la punaise appelée "kissing bug' , cette derniere dépose immédiatement apres un
feces renfermant 7T.Cruzi qui rentra dans ’hdte par la peau lorsque ce dernier se gratte. La
punaise se déplace par la suite pour enclencher sa fécondité.
Ce travail est une contribution a 1’étude de la propagation géographique de la maladie de
Chagas. Pour cela, nous considérons une population de triatomines structurée en stades de dé-
veloppement : juvéniles et adultes. Les processus de démographie et de dispersion spatiale sont
décrits par des équations de réaction-diffusion bidimensionnelles. Dans des espaces fonctionnels
adéquats, le systeme d’équations différentielles partielles est transformé en une équation diffé-
rentielle abstraite qui sera étudiée.
Soit 2 défini de la fagon suivante :
Q=0_UQ, ou

O =]-4d,0[x]0,1]

Q. =10, D[x]0, 1],

avec d, D > 0,

le premier pavé (2_ représente le village et le deuxieme €2, représente la zone tampon qui
est entre le village et la forét.

Nous considérons la population structurée en deux stades de développement : le stade adulte

de densité A(t, x,y) et le stade juvénile de densité J(¢,x,y).



Les équations de réaction-diffusion s’écrivent :

oJ_
o = di AJ_ +w;(t)s;(t)J- + fa(t)sa(t)A_
sur _
0A_
5 = do AA_+ (1 —wj(t))s;(t)J- + sq(t) A
0J,
Tl dj, ATy 4 w;(t)s; () T + falt)sa(t) Ay
sur
0A,
o = oy, AAL + (1 = wj(t))s; (1) S+ + sa(t) A
ou
A est le Laplacien,
les d;_, d,_, dj, et d,, sont les coefficients de diffusion,
les w;(t), fa(t) et sq(t) sont des parametres démographiques.
Avec les conditions initiales :
J(0,z,y) = J(z,y)
sur €)_
A_(0,z,y) = A% (z,y)
(1C)
J+<07 z, y) = Ji(.ﬁl}, y)
sur €,
A+(07 xz, y) = Ag—(ﬁa y) 9
et les conditions aux bords :
J (,z,0)=J_(,z,1)=0
(-,2,0) (2, 1) v el d.o|
A (Lz,0)=A_(,2,1)=0
(ECH)
Jo(,x,0)=J.(,2,1)=0
(02,0) = Ty (2, 1) .
A+(.,I’,0) = A+(.7ﬂ7, 1) = 0 9




J_ 0
= sur {—d} x]0,1]
A 0
(ECs)
J.
9 Tl=0 sw {D} x]0,1] .
ov A
+

En suivant Cantrell et Cosner [10], nous supposons qu'il existe sur la frontiere commune, ap-

pelée interface, une dispersion spatiale des individus décrite par les équations suivantes :

aJ_ dJ,
Pl =P,
0A_ 0A
pdo_—— = (1 = p)da, ——
(Int.C) v ov sur "= {0} x]0, 1]
J_ J.
A Al

appelées conditions d’asymétrie (skewness condition), ot p > 1/2 est la probabilité de traverser

I'interface de €2, a Q0_;

Le modele a étudier est donc :



ant = d;  AJ_ + w;(t)s;(t)J- + fa(t)sa(t)A-
sur (1
8;5_ = da_ AA_+ (1 —w;(t))s;(t)J- + sa(t) A

aJ
87; = d; AT, 4 wi(t)s;(t) T, + fa(t)sa(t) A,

sur
0A,

ot = da+AA+ + (1 - wj(t))sj(t)J+ + 8a<t)A+

Par un changement de variables adéquat, le systeme (P) se transformera en une équation
différentielle abstraite (1), en effet on définira un opérateur £, de domaine D(L), qui agit par
rapport aux variables spatiales (x,y),

et B(t) est une matrice définie comme suit :

wi(t)s; (O fa(t)sa(t)]
(1 —wi(@)s; (I sa(t)]

B(t) =




posé dans l'espace Banach & = [L¢ (2)]* muni d’une norme adéquate.

Etudier (P) revient donc & étudier équation différentielle abstraite (1). A cet effet, les outils
d’analyse fonctionnelle et de la théorie des équations différentielles abstraites seront utilisés.
On commence par expliciter I’équation spectrale, puis a partir de son écriture opérationnelle,
on est ramené a résoudre le systeme abstrait associé, par application des outils de 'analyse
fonctionnelle, des opérateurs sectoriels et le calcul H-infinis.

Notre objectif est de montrer que l'opérateur £ géneére un semi-groupe analytique. Nous prou-
vons alors l'existence, la régularité optimale et 1'unicité d’une solution locale au probleme

correspondant.

Cette these est organisée comme suit :

e Dans le premier chapitre, nous décrivons le modele biologique : parasite, vecteur et

maladie de Chagas,

e Le deuxieme chapitre est consacré a la modélisation des processus démographique et de

dispersion spatiale des vecteurs,
e Le troisieme chapitre concerne le rappel des principaux outils mathématiques utilisés,

e Et enfin, un quatrieme chapitre, ou nous exposons la résolution du systéme abstrait,
nous étudierons la régularité optimale de la solution en vu de montrer que 'opérateur £
génere un semi-groupe analytique dans l'espace €. Ensuite par application du théoréme

de point fixe nous montrons 1'unicité de la solution locale de notre probleme (P).



Chapitre 1

Maladie de Chagas, sa modelisation

Ce chapitre se compose de deux parties. La premiére partie est un apercu sur la maladie
de Chagas et ses vecteurs qui sont des insectes de la famille des triatomines appelés triatomes.
La seconde partie traite de l’état de I'art sur la modélisation de 'expansion géographique de la

maladie.

1.1 Apercu sur la maladie de Chagas

La Trypanosomiase humaine américaine (THAm) ou maladie de Chagas a été décrite
pour la premiere fois en 1909 par Carlos Justiniano Ribeiro Chagas, un brillant médecin brésilien
[14]. C’est une maladie a transmission vectorielle, liée au moment de sa découverte a un habi-
tat rural dans un contexte de pauvreté des paysans latino-américains, la THAm est devenue
aujourd’hui une maladie de plus en plus urbaine et cosmopolite, touchant toutes les classes

sociales.

Morbidité 1l existe de grandes variations régionales de la morbidité due a la maladie
de Chagas. Les formes cardiaques et digestives séveres peuvent représenter de 10 a 50 % des

cas [18]. Il est possible que la sous-estimation du nombre de cas soit en partie responsable



1.1. Apercgu sur la maladie de Chagas

des écarts. L’isolement des populations dans certaines régions est sans doute un biais dans
I’évaluation exacte du nombre de cas.

Les migrations de populations latino-américaines vers d’autres continents font que la maladie
de Chagas est actuellement rencontrée partout dans le monde, en particulier aux Etats-Unis
d’Amérique, au Canada, au Japon, en Australie, en Europe surtout en Espagne et en France,
et dans certains pays du Pacifique occidental. La maladie de Chagas fait partie des maladies

tropicales négligées.

1.1.1 Transmission

Elle est causée par un petit parasite de la famille des trypanosomes ( Trypanosoma cruzi)
(figure 1.1) qui est un protozoaire flagellé, transmis par des insectes vecteurs, les triatomes

ou réduves (figure 1.2).

F1GURE 1.1 — Trypanosoma cruzi

Les réduves sont des insectes piqueurs-suceurs hématophages qui entretiennent depuis des
millénaires un cycle sauvage du parasite [12]. Ces triatomines (sorte de punaises) vivent gé-
néralement dans les fentes des murs des habitations précaires en milieu rural ou suburbain
(figure 1.3). Ils se cachent généralement pendant la journée et sortent la nuit pour se nourrir
de sang de mammiféres, y compris de sang humain(figure 1.4). Chez ce dernier, il pique gé-
néralement une zone de peau exposée comme le visage, et défequent ou urinent a proximité de

la piqire. Les parasites pénetrent dans 'organisme lorsque la personne se frotte ou se gratte
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FIGURE 1.2 — Triatome

instinctivement et fait pénétrer les déjections dans la lésion, les yeux, la bouche, ou toute autre

altération de la peau.

FIGURE 1.3 —

Le parasite T. cruzi est transmis par [62] :
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FIGURE 14 —

e la consommation d’aliments contaminés par T. cruzi, par exemple par contact avec des

déjections ou des urines de triatomes ou de marsupiaux contaminés;

par transfusion de sang de donneurs infectés;

e par passage d’une mere infectée a son enfant pendant la grossesse ou l'accouchement ;

par transplantation d’organes de donneurs infectés;

lors d’accidents de laboratoire.

1.1.2 L’estimation de ’OMS

En 2020 l'estimation de I’Organisation mondiale de la santé (OMS) est de 6 a 7 millions de
personnes infectées par Trypanosoma cruzi dans les zones endémiques de 21 pays d’Amérique
Latine.

En Amérique Latine un quart de la population est menacée par cette maladie. La prévalence de
la maladie est de 40% pour le Brésil qui est le plus grand pays d’endémie pour cette infection pa-
rasitaire. Depuis plus d'une décennie la maladie est détectée chez des personnes vivants dans des
zones non endémiques telles que les Etats-Unis (plus de 300000 cas, provenant principalement
du Mexique), I’Australie, le Japon et dans presque tous les pays d’Europe occidentale. L’Es-

pagne estime avoir pres de 50000 cas sur son territoire, principalement migrants de I’'Equateur,

10
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de I’Argentine, du Pérou et de la Bolivie. Depuis 1990, les initiatives régionales ont contribué de
maniere significative a controler I'infection vectorielle sur le continent Américain, mais 50000
nouveaux cas sont encore décelés annuellement. Un controle renforcé des dons de tissus et de
cellules est imposé [51].

Il existe de grandes variations régionales de la morbidité due a la maladie de Chagas. Les formes
cardiaques et digestives séveres peuvent représenter de 10 a 50% des cas [18]. Il est possible
que la sous-estimation du nombre de cas soit en partie responsable des écarts. L’isolement des
populations dans certaines régions est sans doute un biais dans 1’évaluation exacte du nombre
de cas.

Selon ’Organisation Mondiale de la Santé (OMS), d’'un point de vue mondial, la maladie de
Chagas est la troisieme maladie tropicale humaine par son importance, apres le paludisme et les
schistosomoses. Le produit national brut moyen par habitant et par an de I’Amérique Latine est
estimé a $2.966 US. Les pertes économiques causées par la maladie de Chagas pour le continent
s’élevaient en 1997 & $8.156 millions US, soit I’équivalent de 2,5% du montant de la dette ex-
térieure de ’ensemble du continent en 1995. Ces pertes sont dues a la mortalité précoce et aux
infirmités provoquées par cette maladie chez les jeunes adultes qui normalement constituent le
groupe économique le plus productif de la population [45]. La trypanosomiase américaine est
une menace permanente pour presque 25% de la population de I’Amérique Latine. Dans les
années 1990, 'OMS a estimé qu’il y avait 16 a 18 millions d’humains infectés et 100 millions
a risque dans le monde, surtout dans les régions ou la construction des habitations favorise
la colonisation par les vecteurs [62]. Cependant, ce nombre a diminué & 12 millions grace aux
moyens intensifs de lutte [55] [48], il y’a jusqu’a 50.000 morts par an. L’infection existe dans
toute I’Amérique Latine mais les symptomes et les caractéristiques épidémiologiques sont va-
riables d’un foyer d’endémie a ’autre. Il y a une grande variabilité de la prévalence, des modes
de transmission, caractéristiques parasitologiques, lésions anatomopathologiques, vecteurs, et
des especes d’hotes. Plus que toutes les autres maladies parasitaires humaines, la maladie de
Chagas est liée aux conditions socio-économiques précaires. Ceci implique que cette maladie

existera tant qu’existeront les habitations favorables a la pullulation des vecteurs, la migration

11
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humaine, et une urbanisation incontrélée en Amérique Latine [62].

1.1.3 Signes et symptomes

La durée d’incubation varie de 1 a 6 semaines, plus courte si la porte d’entrée est une piqiire
de triatome (1 & 3 semaines), que si elle est transfusionnelle (3 & 6 semaines) [16].
L’évolution de la maladie s’effectue classiquement en trois phases, aigiie, chronique silencieuse

(ou phase de latence) et chronique symptomatique.

a. La phase aigué

La phase aigiie associe des signes locaux, généraux, cutanés et viscéraux. Les signes locaux
sont absents si la contamination est transfusionnelle. De nombreux cas aigus graves ont été
rapportés en Amazonie, le plus souvent en relation avec une contamination orale. Si la porte
d’entrée est conjonctivale, la maladie débute par un syndrome ophtalmo-ganglionnaire appelé
signe de Romana (figure 1.5) visible 1 & 2 mois et se caractérisant par un cedéme bi-palpébral
unilatéral, une conjonctivite et des adénites pré-auriculaire, parotidienne ou sous-maxillaire. Si
la porte d’entrée est cutanée, le premier signe qui apparait au point de piqiire du triatome est
une papule érythémateuse de plusieurs centimetres (figure 1.6)[4].

Les signes généraux sont principalement marqués par la fievre. Elle est irréguliere, proportion-
nelle & la parasitée, elle oscille entre 38°C et 39,5° C avec quelques pics fébriles supérieurs a
40° C. Les autres signes sont la paleur, les myalgies et un cedéme généralisé [20][29].

Les signes neurologiques et neuropsychiatriques fréquemment associés chez ’adulte sont les
céphalées, la psychasthénie, 'anorexie, 'anxiété, 'irritabilité, la sommnolence ou I'insomnie. La
méningo-encéphalite ou I'encéphalomyélite chagasique, plus fréquente chez les enfants en bas
age, s’accompagne de crises convulsives avec raideur de nuque et perte de connaissance pouvant
aller jusqu’au coma [13],][20],]29]. Les signes digestifs, plus fréquents chez les enfants associent
vomissements, ballonnement abdominal, diarrhée avec déshydratation aigué possible chez le

nourrisson [29]. L’évolution létale lors de cette phase est observée dans 5% des cas.

12
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-
AL

FIGURE 1.5 — Signe de Romania

b. La phase chronique silencieuse

Présence de 50 a 60% des cas. La phase aigué peut passer inapercue et la maladie peut
étre révélée de maniere fortuite lors d’'un dépistage systématique par la positivité des réactions
immunologiques. A ce stade, les patients ignorent 'infection et ne présentent aucun symptdme.
La recherche d’anticorps anti-Trypanosoma cruzi effectuée par exemple au cours de I’examen
sanguin d’un donneur potentiel(sang ou organes) habitant ou revenant de zone a risque peut
révéler l'infection. La forme silencieuse ou indéterminée est asymptomatique pour les examens
de base, cliniques, électrocardiographiques et radiologiques du coeur, de I'cesophage et du gros
intestin. Il s’agit de la forme clinique la plus commune de la maladie dont le pronostic est
en général excellent pour les dix années qui suivent le diagnostic. Toutefois 20 & 50% de ces
patients peuvent présenter des anomalies organiques a ce stade lors d’examens complémentaires
plus poussés. Ils peuvent mener une vie normale sans restriction mais un suivi médical a ce
stade doit étre annuel car ils peuvent évoluer vers la forme symptomatique ou la mort subite
[12]. Le risque de transmission transfusionnelle du parasite est permanent quelque soit la phase

clinique. Certains patients restent asymptomatiques toute leur vie [16].
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Lésions de la peau

FIGURE 1.6
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c. La phase chronique symptomatique

De nombreux cas de trypanosomiase américaine sont uniquement diagnostiqués lors de la
phase chronique symptomatique, 10 a 30 ans apres une primo-infection passée inapergue. La
population de malades chagasiques chroniques est estimée entre 20 et 35% de la population
totale de patients infectés par T. cruzi dans une région donnée. Le pourcentage varie en fonction

de la zone géographique [47].

La cardiopathie chronique chagasique En Amérique Latine, la cardiopathie chro-
nique chagasique est la plus fréquente des cardiopathies. C’est la premiere cause de mortalité
cardio-vasculaire entre 30 et 50 ans. Elle est plus précoce et sévere chez le sexe masculin. Les
manifestations cliniques sont en général progressives. Elles associent des troubles du rythme,

une insuffisance cardiaque et des accidents thromboemboliques [12].

L’oesophagopathie chagasique Elle se rencontre plus fréquemment dans le cone sud de
I’Amérique Latine. C’est la manifestation chronique la plus précoce de la maladie de Chagas.
Elle survient au cours de la deuxieme décennie de la vie et quelquefois méme chez des enfants et
aussi mais rarement dans la forme aigué. 20 a 50% des patients porteurs d’'une oesophagopathie

sont porteurs d'une cardiopathie chronique chagasique.

La colopathie chagasique C’est la plus tardive des manifestations chroniques de la
maladie de Chagas. Elle se déclare en général apres la quarantaine. Plus fréquente au Brésil,
le symptome principal est la constipation. Les signes cliniques associés sont : les douleurs et la
distension abdominale asymétriques, le météorisme, 1'alternance avec la diarrhée au début de

I'évolution, la rétention de selles jusqu’a 2 & 3 mois [16].

Autres formes

e Trypanosomiase américaine congénitale :

* Forme asymptomatique : 60 & 90% des cas,
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* Forme symptomatique : avortements, morts nés, prématurés, syndrome fébrile pro-
longé, cedeme, exantheme, anémie, ictere, hépatosplénomégalie, mégacesophage, myo-

cardite, hypotonie axiale, calcifications cérébrales et méningo-encéphalites.

e Au niveau urinaire : mégavessie, mégauretere

Réactivation de la maladie de Chagas chez I'immunodéprimé,

e Forme neurologique : 5% des immunodéprimés chagasiques la développent. Elle se ma-

nifeste par une encéphalopathie chronique et des abces cérébraux [18].

1.1.4 Diagnostique biologique

Le diagnostic biologique est parasitologique ou sérologique varie en fonction du stade de la

maladie.

Diagnostic parasitologique en phase aigué ou d’infection congénitale Mise en
évidence des formes trypomastigotes dans le sang périphérique (a I’état frais ou apres concen-
tration) par microscopie optique (avec ou sans coloration). Si les résultats sont négatifs, ils
doivent étre répétés tant que la suspicion clinique persiste. En cas de maladie de Chagas congé-
nitale, le prélevement est fait sur le sang du cordon ou sur le sang périphérique, pour la mise en
évidence des parasites par centrifugation. Toutefois, cette technique est peu sensible et détecte
moins de 50 % des nouveau-nés infectés.

En complément, s’il existe une forte suspicion clinique et épidémiologique, la PCR T. cruzi est
d’une grande sensibilité en cas d’infection aigué et en cas de maladie de Chagas congénitale.
La PCR montre une sensibilité élevée dans le diagnostic des infections néo-natales, permettant

un diagnostic précoce [16].

Diagnostic sérologique en phase aigué Il y’a peu de kits commercialisés et validés
pour détecter les IgM en phase aigué. Des tests d’IFI/IgM ou d’ELISA /IgM sont pratiqués

dans quelques laboratoires de référence dans le monde, notamment au Brésil [16].
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Diagnostic parasitologique en phase chronique La PCR spécifique de T. cruzi dans
le sang peut permettre de confirmer un diagnostic en cas de tests sérologiques non concluants.

Mais une PCR négative n’exclut pas un diagnostic a ce stade[16].

Diagnostic sérologique en phase chronique Le diagnostic en phase chronique est
essentiellement sérologique par la mise en évidence des anticorps IgG anti-T. cruzi au-dela de
8 a 12 semaines apres l'infection. Les techniques de nouvelle génération ont considérablement
amélioré la précision du diagnostic de la maladie de Chagas en utilisant un large mélange

d’antigenes recombinants avec différents systemes de détection [2], [51].

1.1.5 Traitement

Pour éliminer le parasite, la maladie peut étre traitée au moyen de benznidazole ou de ni-
furtimox. Les 2 médicaments sont efficaces a prés de 100% et permettent de guérir la maladie
s’ils sont administrés suffisamment tot apres l'infection, des le début de la phase aigué. Leur
efficacité diminue toutefois avec I'ancienneté de 'infection.

Le traitement est également indiqué pour les personnes chez qui U'infection a été réactivée (par
exemple en raison d’'une immunodépression) pour les patients au cours de la phase chronique
précoce. Les adultes infectés, notamment ceux qui ne présentent aucun symptome, devraient se
voir proposer un traitement, car le traitement antiparasitaire peut éviter ou freiner I’évolution
de la maladie et prévenir la transmission congénitale chez la femme enceinte. Les avantages
potentiels du traitement médicamenteux pour prévenir ou retarder le développement de la ma-
ladie de Chagas devraient étre pesés en tenant compte de la durée prolongée du traitement
(jusqu'a 2 mois) et des réactions indésirables possibles (qui surviennent dans un pourcentage
de patients pouvant aller jusqu'a 40%) [62].

Le benznidazole et le nifurtimox ne devraient pas étre administrés aux femmes enceintes ni
aux personnes souffrant d’insuffisance rénale ou hépatique. Le nifurtimox est également contre-
indiqué pour les personnes présentant des antécédents de troubles neurologiques ou psychia-
triques. De plus, un traitement spécifique des manifestations cardiaques ou digestives peut

s’avérer nécessaire.
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1.1.6 Lutte et prévention

Il n’existe pas de vaccin contre la maladie de Chagas. La lutte antivectorielle est la méthode
la plus efficace pour prévenir la maladie de Chagas en Amérique latine. Un dépistage sanguin
est nécessaire pour prévenir 'infection consécutive a une transfusion ou a une transplantation
d’organe. A Dorigine (>9000 ans), T. cruzi ne touchait que les animaux sauvages. Il s’est en-
suite propagé aux animaux domestiques et aux personnes. En raison de la taille du réservoir
du parasite chez la faune sauvage dans les Amériques, il ne peut étre éradiqué. Par contre, les
objectifs de la lutte sont d’éliminer la transmission et de donner acces aux soins de santé aux
personnes infectées et malades.

T. cruzi peut infecter plusieurs especes de triatomes, dont la vaste majorité sont présentes dans
les Amériques. Selon la zone géographique, I’OMS recommande les méthodes suivantes de pré-
vention et de lutte [62] :

e pulvérisation d’insecticides a effet rémanent dans les maisons et les zones environnantes ;

e améliorations apportées aux habitations et propreté des logements pour prévenir I'infestation
par des vecteurs;

e mesures de prévention personnelle telles que les moustiquaires ;

e bonnes pratiques d’hygiene lors de la préparation des aliments ou de leur transport, leur
stockage et leur consommation ;

e dépistage des donneurs de sang;

e dépistage des donneurs et des receveurs d’organes, de tissus ou de cellules;

e acces au diagnostic et au traitement pour les personnes chez qui il est recommandé de suivre
un traitement médical anti-parasitaire, en particulier les enfants et les femmes en age de pro-
créer avant qu’elles ne soient enceintes ;

e dépistage de la maladie chez les nouveau-nés et les autres enfants dont la mere est infectée
et n’a jamais recu de traitement anti-parasitaire, afin de poser un diagnostic et d’instaurer un

traitement précocement.
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1.1.7 La réponse de ’OMS

Depuis les années 1990, d’'importants succes ont été remportés dans la lutte antivectorielle
et antiparasitaire en Amérique latine, dans les territoires des pays du Cone Sud, en Amérique
centrale, dans le cadre des initiatives du Pacte andin et de l'initiative intergouvernementale
amazonienne, avec le Secrétariat technique de I’'Organisation panaméricaine de la Santé (OPS).
Ces initiatives multinationales ont permis de faire baisser considérablement la transmission et
d’élargir I'acces au diagnostic et au traitement anti-parasitaire.

En outre, le risque de transmission par transfusion sanguine a été extrémement réduit grace au
dépistage universel dans toutes les banques de sang des pays d’Amérique latine, ainsi que des
pays d’Europe et du Pacifique occidental ou la maladie est présente. Ces progres ont été pos-
sibles en raison de I'engagement ferme des Etats membres touchés par la maladie, de la force
de leurs organismes de recherche et de contréle, et avec le soutien de nombreux partenaires
internationaux [62].

Il reste cependant une série de problémes a résoudre, a savoir :

e la pérennisation, le maintien et la consolidation des progres en matiere de lutte;

e ’émergence de la maladie de Chagas dans des régions précédemment considérées comme in-
demnes — comme le bassin amazonien ;

e la persistance de la maladie dans des régions ou la lutte avait progressé — telles que dans la
région de Chaco en Argentine et en Bolivie;

e la dissémination, principalement due a une mobilité accrue de la population entre I’Amérique
latine et le reste du monde;

e 'extension de 'acces au diagnostic et au traitement a des millions de personnes infectées.

Pour parvenir a éliminer la transmission de la maladie de Chagas et apporter aux personnes
infectées ou malades les soins de santé dont elles ont besoin, tant dans les pays d’endémie que
dans les autres, ’OMS développe des réseaux au niveau mondial et renforcer les capacités ré-
gionales et nationales, en se concentrant sur les points suivants :

e le renforcement des systemes d’information et de surveillance épidémiologique mondiale ;
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e la prévention de la transmission par transfusion sanguine et la transplantation d’organes dans
les pays d’endémie et de non endémie;

e la promotion de la recherche de tests de diagnostic mieux adaptés pour le dépistage et le
diagnostic de I'infection ;

e I'¢largissement de la prévention primaire de la transmission congénitale et prise en charge des
cas d’'infections congénitales et non congénitales ;

e la promotion d'un consensus actualisé sur la prise en charge adéquate des cas.

1.1.8 Les triatomines vecteurs de la maladie de Chagas

Les insectes vecteurs de T. cruzi appartiennent a la sous famille des Triatomines au sein

de la famille des Reduviidaee (Hemiptera) définit par son hématophagie et les adaptations
morphologiques nécessaires a la recherche d’hotes et a la nutrition [57].
Le cycle de vie des triatomines se compose de sept stades, oeuf, cinq stades larvaires et le stade
adulte voir (figure 1.8). Pour passer d’un stade au stade suivant puis au stade adulte, il faut
au moins un repas sanguin. Tous les stades et les adultes des deux sexes se nourrissent sur
des hotes vertébrés (rats, souris,chauves-souris et opossums). La durée du cycle peut varier
de quelques mois (R. prolixus, T. infestans(figure 1.7)) a plus d’une année (T. dimidiata) en
fonction de la fréquence et de opportunité des repas sanguins, de la densité de population [56]
mais aussi des conditions de température et d’humidité du milieu [41] . Les triatomines sont
actives particulierement la nuit. Le premier pic d’activité nocturne (& la tombée de la nuit) sert
a trouver un hote vertébré, le deuxieme (a l'aube), & trouver un abri (terriers, crevasses, nids
d’animaux), généralement d’un hote, pour y s’agréger pendant la journée. La reproduction,
l'oviposition (la ponte des oeufs chez les insectes) et la dispersion ont aussi lieu durant ces
phases nocturnes.

La dispersion des triatomines peut étre passive ou active. La dispersion passive peut étre
facilitée par les hotes vertébrés a petite échelle [57] ou par les mouvements de populations

humaines (valises, meubles, etc.) a plus grande échelle. Comme seuls les adultes possedent des

ailes, le déplacement actif des nymphes se fait a pied et le déplacement des adultes se fait
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Triatoma infestans

(<) H Enikttel & A0 Rose

T. dimidiata T. infestans Rhodnius prolixus

FIGURE 1.7 — Les trois types des Triatomines

Rhodnius prolixus

FIGURE 1.8 — Rhodnius prolixus : oeufs, cinq stades nymphaux et adulte

particulierement par le vol [61] . Bien que la marche soit un moyen fréquemment utilisé [3], la
colonisation active d’un nouvel habitat se fait principalement par le vol [46].

En raison du manque de vaccin, la principale stratégie préconisée par ceux qui contrdlent la
propagation de la maladie est la lutte antivectirielle basée sur la pulvérisation massive d’in-
secticides dans les zones domestiques et péridomestiques. Parallelement, les programmes de
prévention suivent un dépistage sanguin systématique [38] . Malgré les cotiteux programmes
internationaux de lutte lancés dans les années 90, les objectifs ont été partiellement atteints
car la maladie n’a pas été éliminée ni sa transmission interrompue [1] . Au contraire, la lutte
contre la maladie pose un nouveau défi : sa ré-émergence dans les zones supposées étre traitées,

soutenue par la transmission du parasite via des especes non domiciliées comme T dimidiata

[44] .
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1.2 Etat de I’art sur la modélisation de I’expansion géo-
graphique de la maladie

Le probleme considéré est ’étude du processus de ré-infestation des villages par les especes de
triatomines venant des foréts avoisinantes, bien qu'une lutte insecticide y soit menée. Certaines
especes, comme Triatoma dimidiata, s’adaptent, en effet, aussi bien a une vie sylvatique (pleine
forét) qu’a une vie domestique (a Uintérieur du village) ou péri-domestique[50].

Les différents processus impliqués dans la transmission de T'. cruzi par des bogues non domiciliés
sont tres complexes et leur compréhension passe par la connaissance de 1’écologie vectorielle.
En particulier, la démographie et la dispersion spatiale sont des processus importants lors de
la ré-infestation d’une zone domestique. Dans la plupart des cas, ils ne sont pas capturés au
moyen d’études en laboratoire.

La modélisation mathématique est un bon outil pour mieux comprendre ces processus[49] . Ces

approches ont utilisé, par exemple :

1. Des équations différentielles ordinaires [35] :Des recherches récentes sur la trans-
mission du parasite protozoaire T. cruzi, dont certaines souches provoquent la maladie
de Chagas, suggerent que la consommation de vecteurs par des hotes sylvatiques tels que
les ratons laveurs peut jouer un role dans le maintien du cycle de transmission a 1’état
sauvage. Comme les auteurs ont observé que les hotes et les vecteurs envahissaient de
nouvelles niches écologiques, il est important de considérer I'effet que la consommation
de vecteurs peut avoir sur la densité des vecteurs. Pour cette raison, ils utilisent une
vitesse de contact par individu qui augmente a peu pres linéairement pour de faibles
densités vectorielles et sature pour des densités élevées. Le modele a I'étude superpose
ainsi une structure prédateur-proie & un cycle d’infection héte-vecteur (avec d’abord un
hote, puis plusieurs hotes). Le comportement en cas d’épidémie suit le comportement de
seuil classique via le nombre de reproduction R0, ce qui permet d’évaluer I'importance
de cette voie de transmission par rapport a la voie traditionnelle. Pour une saturation

de la vitesse de contact suffisamment nette, deux densités vectorielles localement stables
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peuvent exister.

2. Des équations aux dérivées partielles [54] :Le but est de comprendre la propagation
spatiale de la maladie de Chagas, qui est principalement transmise par les triatomines.
Les auteurs proposent un modeéle mathématique utilisant un systeme d’équations de
réaction-diffusion différentielles partielles pour étudier et décrire la propagation de cette
maladie dans la population humaine. Ils considerent les sous-classes respectives d’indivi-
dus infectés et non infectés au sein des populations humaines et triatomes. La dynamique
de la sous-population humaine infectée considere deux phases de la maladie : aigué et
chronique. La population humaine est considérée comme étant répartie de maniere ho-
mogene dans un espace pour décrire la propagation locale de la maladie de Chagas par
les Triatomines pendant une courte période épidémique. Ils déterminent le nombre de
reproduction de base qui nous permet d’évaluer les mesures de contrdle de la maladie
de Chagas, et ils déterminent la vitesse de propagation de la maladie en utilisant des

solutions d’ondes progressives pour leur modele.

3. Des équations aux différences intégrales [14] :Les processus démographiques et la
dispersion spatiale de Triatoma dimidiata, un vecteur d’espece triatomique de la maladie
de Chagas, sont modélisés par des équations d’'intégro-différence pour estimer la capacité
d’invasion de cette espece dans différentes conditions écologiques. L’application de la
théorie des polyndémes orthogonaux et de la méthode de descente la plus raide appliquée a
ces équations, permet une bonne approximation de 'abondance de la population femelle

adulte et de la vitesse d’invasion. Ils montrent que :

e Dans les mémes conditions moyennes de démographie et de dispersion, la dispersion
spatiale périodique se traduit par une vitesse d’invasion 2,5 fois supérieure a la vitesse

d’invasion lorsque la dispersion spatiale est continue ;

e lorsque la vitesse d’invasion de la dispersion spatiale périodique est corrélée a des
conditions démographiques défavorables, elle est 34,7% plus élevée par rapport & une
dispersion périodique qui est corrélée a de bonnes conditions démographiques. De

leurs résultats, ils concluent, en termes de controle de la population triatomique,
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que le succes invasif de T. dimidiata peut étre le plus sensible a la probabilité de

transition du stade juvénile au stade adulte.

4. D’autres études basées sur le calcul scientifique ont également été utilisées comme les

automates cellulaires[58, 17] :

e Dans [58] :La maladie de Chagas est un probleme de santé majeur en Amérique du
Sud et centrale. En I'absence de vaccins et de traitements, la seule stratégie pour
arréter I’épidémie est de contrdler la dynamique des populations d’insectes vecteurs
transmettant des parasites a I’lhomme. Du point de vue de la théorie des systemes et
du point de vue épidémiologique, une modélisation appropriée est le premier besoin
pour développer une stratégie de controle efficace. Le but des auteurs de D'article
est de développer une description spatio-temporelle de la dynamique des populations
vectorielles a 1’échelle d’un village. L’approche proposée est basée sur des automates
cellulaires, ce qui constitue un cadre approprié pour étudier les phénomenes de pro-
pagation spatiale. Ils ont établi le concept de dissémination périodique dans des
systemes spatialement distribués et I'utiliser pour étudier les variations temporelles
du risque de transmission de la maladie de Chagas dans un village de la péninsule
du Yucatan, au Mexique. Cette nouvelle approche de modélisation épidémiologique
fournit un outil souhaitable pour évaluer et améliorer 'efficacité des stratégies ac-
tuelles de pulvérisation d’insecticides ainsi que pour concevoir des stratégies de lutte

alternatives.

e Dans [17] :Les auteurs ont développé un modele d’automate cellulaire (CA) afin
d’étudier I'invasion d’une souche hypothétique de T. cruzi a travers la région définie
par les cycles sylvatiques primaires dans le nord du Mexique et dans certaines parties
du sud-est des Etats-Unis. Le modéle donné est un CA déterministe, qui peut étre
décrit comme un grand modele de métapopulation au format d’un systeme dyna-
mique avec 9 376 équations. Les taux de migration dans le modele, utilisés comme
parametres de couplage entre les cellules de ’AC, sont estimés en additionnant la

proportion de vecteurs traversant les limites des patchs (c’est-a-dire passant d’une
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cellule a une autre). Plus précisément, ils développent des méthodes pour estimer la
vitesse et la direction de I'invasion en fonction des taux de migration des vecteurs, y
compris la préférence pour une direction particuliere de la migration. Ils développent
deux méthodes pour estimer la vitesse d’invasion : via des composantes de vitesse
locale orthogonales et par le calcul direct de la magnitude et de la direction d'un
vecteur de vitesse global étant donné un front créé par des cellules identifiées comme
envahies par I’épidémie. Les résultats indiquent que la vitesse d’invasion est gran-
dement affectée par les paysages physiques et épidémiologiques a travers lesquels la
vague d’infection passe. Un ajustement de la loi de puissance suggere que la vitesse
d’invasion augmente légerement moins que la racine carrée des augmentations du

taux de migration.
5. Modele a base d’agents [21, 27] :

e Dans [21] : Un modele original basé sur un agent (ABM) a été congu pour prédire la
prévalence (c’est-a-dire la proportion d’individus infectés dans la population totale a
un moment donné) de T.cruzi I et II au cours d’infections uniques et mixtes. L’ABM
a été calibré a partir de données expérimentales extraites de la littérature. Il a été
montré que l'inclusion d’hotes réservoirs comme type supplémentaire d’agent dans
le modele était nécessaire pour obtenir des résultats de simulation réalistes de la

prévalence des deux souches.

e Dans[27] :Les auteurs ont développé un modele basé sur les agents (ABM) pour
simuler la transmission sylvatique du parasite T. cruzi. Cet ABM incorpore des in-
teractions hote-vecteur, des processus démographiques pour les hotes et les vecteurs,
ainsi que des dispersions de vecteurs et d’hotes. Ils ont implémenté I’ABM sous des
valeurs de parametres correspondant aux conditions réelles de la nature. Les simu-
lations ABM donnent des résultats quantitatifs prédisant la prévalence du parasite
T. cruzi chez les hotes et les vecteurs, ’'abondance des populations hotes et vecteurs,
et des estimations numériques de la probabilité de persistance de la population de

T. cruzi, en fonction des différentes distributions spatiales initiales de infection. En
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outre, cette étude met en évidence le role de la population hote en tant que facteur
déterminant de la transmission de l'infection et de la persistance des parasites, et

présente des images montrant I’émergence de grappes d’infection.

1.3 Position de notre étude

Dans cette these, nous considérons l'infestation d’'un village par les especes domestiques
T. Dimidiata. Le village jouxte une forét représentant I’habitat des vecteurs. Ces derniers se
déplacent au village pour se nourrir [52] . La nourriture consiste en un repas de sang sur les
humains ou les mammiféres qu’ils élevent. La transmission de T. Cruzi du vecteur a ’hote a
lieu principalement au cours de cette phase. Apres le "kissing bug', les individus se déplacent a
nouveau pour chercher un habitat au village ou retournent dans la forét pour déclencher leur
fécondité.
Sur la population Triatomine structurée, la démographie et les processus de dispersion spatiale
sont capturés par les équations de réaction-diffusion dans un espace a deux dimensions.
Dans des espaces fonctionnels adéquats, le systeme d’équations aux dérivées partielles(ou bien
les équations de réaction-diffusion) est transformé en une équation différentielle abstraite.
Notre objectif est de montrer que 'opérateur génere un semi-groupe analytique. Nous prouvons

alors 'existence et 1'unicité d’une solution locale au probleme de Cauchy correspondant.
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Chapitre 2

Construction du modele et position du probleme

Dans cette étude, nous considérons l'infestation d'un village par 1’espece domestique 7.
Dimidiata. Le village jouxte une forét représentant I’habitat des vecteurs. Ces derniers démé-
nagent au village pour se nourrir [52]. La nourriture consiste en un repas de sang sur les humains
ou les mammiferes qu’ils élevent. La transmission de7. Cruzi du vecteur a I'hote se déroule
principalement pendant cette phase. Apres la piqire de la punaise appelée "kissing bug', les
individus se déplacent a nouveau pour chercher un habitat soit au village, soit retournent en

forét pour déclencher leur fécondité.

2.1 Présentation du modele et sa transformation abs-

traite

2.1.1 Définition des habitats

Nous représentons le village infecté par le domaine rectangulaire (—d,0) x (0,1) noté €_.
Entre le village et la forét existe, comme recommandé par Cantrell et al. [11], une zone tampon

(0, D) x (0,1) notée 2. La forét couvre le demi-plan = > D (figure 2.1).
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2.1. Présentation du modeéle et sa transformation abstraite

Pour simplifier I’étude, nous supposons que les parties de la bordure de Q2_ U ), définies par
'y =[—d,D] x {1},Ty = [—d, D] x {0} ,T's = {—d} x [0,1] sont des barrieres naturelles déli-
mitant des zones hostiles pour la population (montagnes par exemple).

La frontiere commune I' = 092 N 02, appelée interface (figure 2.1), joue un réle important
dans la dynamique spatio-temporelle de la population. En effet, les triatomines de la zone tam-
pon 2, voisins 0{2_ N 9€), sont attirés vers le village pour se nourrir ou trouver refuge. Leur

mouvement définit alors un mouvement brownien biaisé [9].

4

Zone Tampon

Q+ Foreét
Z.one Hostile

e [nterface

D

FIGURE 2.1 — Densité de population dans deux habitats.

2.1.2 Considérations biologiques

Bien que le cycle de vie des triatomines se compose de sept stades de développement : un
stade ceuf, cing stades larvaires et un stade adulte, le développement de I'ceuf au cinquieme

stade larvaire est considéré comme un stade unique qui sera appelé stade juvénile (figure 2.2).

Notons par J(t,x,y) et A(t,z,y) les densités respectives des classes de juvéniles et d’adultes
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2.1. Présentation du modeéle et sa transformation abstraite

s, (Of (0

wj( t)Sj( t) Juvéniles Adultes Sa( t)

~_

SO

FIGURE 2.2 — Représentation schématique du cycle de vie des triatomines.

a l'instant ¢ > 0 et au point (z,y). Supposons un sex-ration équilibré 7 = 1 : 1 (une femelle
pour un male). Nous concentrons notre modélisation sur la densité d’insectes féminins dans le
domaine €2_ U .

Nous supposons qu’a l'intérieur de ce domaine, les parametres démographiques ne dépendent
pas de la position spatiale. Pendant un pas de temps dt entre t et t + dt, les juvéniles ayant
survécu jusqu'a ¢t avec une probabilité s;(t) resteront juvéniles avec une probabilité w;(t) ou
passeront au stade adulte avec une probabilité (1 — w;(¢)). Les adultes qui ont survécu avec
une probabilité s, (¢) pondront des ceufs avec un taux f,(¢). Le cycle de vie complet est montré
dans (figure 2.2).

Sauf au voisinage de l'interface, la dispersion spatiale de la population biologique dans le do-
maine €2 U2, est modélisée par un processus de diffusion pour les juvéniles et les adultes avec
des constantes respectives d; > 0 et d, > 0. Ces coefficients sont non négatifs car, quel que soit
leur stade de développement, les insectes doivent se déplacer pour leur repas de sang [36].

Si au cours du processus démographique, nous avons supposé des parametres démographiques
identiques €2_ U, il est clair que les constantes de diffusion dépendent de la nature de chaque
partie du domaine. On notera donc, d; et d,y les constantes des coefficients de diffusion dans

2, dj_ et d,_ les constantes des coefficients de diffusion dans §2_.

Les parametres démographiques et de diffusion de T. Dimidiata population sont résumés en
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2.1. Présentation du modeéle et sa transformation abstraite

(table 2.1).
Parameétres Définition Propriétés
s;(t) Probabilité de survie des juvéniles par unité de temps | 0 < s;(¢) <1
Sq(t) Probabilité de survie de I'adulte par unité de temps | 0 < s,(t) < 1
w;(t) Probabilité de transition du juvénile a 'adulte 0<w,(t) <1
fa(t) Fécondité féminine par unité de temps fa(t) =0
dj—,djs coefficient de diffusion des juvéniles dj—,dj+ >0
Aoy dgy coefficient de diffusion des adultes do_,dgy >0

TABLE 2.1 — Les parametres démographiques et de diffusion de la population T.Dimidiata

2.1.3 Systeme d’équations de réaction-diffusion

En désignant J_ et A_( respectivement J, et A,) les densités des Triatomines dans €_,

(respectivement dans €2 ), le systeme biologique est modélisé par le systeme d’équations de

réaction-diffusion

suivant :

0J_
o di AJ_ +w;(t)s;(t)J- + fa(t)sa(t)A_
sur )
0A_
W = daiAA_ + (1 — wj<t))3j(t)<]_ + Sa(t)A_
0J4
o dj, ATy 4 w;(t)s; () T+ + falt)sa(t) Ay
sur €,
T day, AAL + (1 —wj(t))s;(t) J5 + sat) As

avec les conditions initiales :

J(0,2,9) = J2(x,y)
sur €2_
A_(0,z,y) = A’ (z,y)
(10)
J+<Oa x,y) = J_?_(.T, y)
sur )
A_;_(O,l’,y) = AS_(ZE,y) 9
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2.1. Présentation du modeéle et sa transformation abstraite

et les conditions aux limites :

J_(x,0)=J_(,2,1)=0 el d.o)
A (Lx,0)=A (,z,1)=0
(ECl)
Ji(,x,0)=J (., x,1) =0 v €0, D
Ai(hz,0)=A(,2,1)=0,
J_ 0
= sur {—d} x]0,1]
A 0
(EC,)
N I {D} x]0,1] .
v A,

Dans la derniere équation, 0 /0v désigne la dérivée externe normale sur { D} x]0, 1[. Dans notre
géométrie, elle coincide avec 0 /0x. Dans (ECs), la premiére condition signifie que la population
meurt sur {—d} x]0, 1] (comme dans (EC})) et que son flux disparait sur { D} x]0, 1[. D’autres
conditions aux limites peuvent étre envisagées au lieu de celles (ECy).

A Tinterface T', suivant Cantrell et Cosner [11], nous considérons également les conditions de

mouvement brownien asymétrique et la continuité des densités.

0J_ 0J,
pd;ﬁ = (1 —p)dﬂﬁ
0A_ 0A
pda.—— = (1 — p)da, ——
(Int.C) v v sur  I'= {0} x]0, 1]
J_ Jy
A_ Al

ou p > 1/2 est la probabilité de traverser I'interface a partir de 0, a Q_.
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2.1. Présentation du modeéle et sa transformation abstraite

Le systeme d’équations aux dérivées partielles & étudier est donc :

aéi_ = d;j AJ_ +w;(t)s;(t)J- + fa(t)sa(t)A-

sur €)_

a;— =do AA_+ (1 —w;(t))s;(t)J- + sa(t)A_

a.J
7: = d;, AT+ w(t)s;(8) T + fa(t)sa(t) Ay

sur €,
0A,

S = o AAL + (1= wy(8)55(8) 11 + sat) A

(I1.0)
(Int.C')

(ECh)

(EC,)

2.1.4 Transformation du systeme précédent en une équation diffé-

rentielle abstraite

L’objectif est d’écrire ce systeme sous une forme abstraite en suivant la méthode de Labbas
et al. [37].

On pose :

pdj. = p-y, (1=pldj, = py,
pda, = a_, (1_p)da+ = Oy,
J(t, 7, y)
V(t,x,y) = sur Q=0_UQ,, t>0,
AL, z,y)
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2.1. Présentation du modeéle et sa transformation abstraite

J_ s
V==V = V=V, = ,
A_ A,
P_+B(t) = U I QL O A ORI
0 dild (1 —wi(t)s; (O sa(t)]
P, +B(t) = s 0 n wj(t)s;(t)] fa(t)sa(t)I
0 do, A (1—wi(t)s; (O sa(t)]

Ces deux matrices sont des matrices d’opérateurs.

L’opérateur suivant £ (qui agit par rapport aux variables spatiales (x,y) ) est alors défini par :

J(t,.,.)
LV (t,.,.) = L
Alt, ., .)
di A0 J_(t,.,
sur Q_ ,

0 d, A A_(t,.,.)

di, A 0 J(t, .,
T +{ sur 0, ,
0 da+A A-‘-(ta ) )

d; AJ_(t,.,.
- (t:--) sur 0,

do AA_(t,.,.)

d; AJ (t,.,.
BTl ) sur €2, ,

do, AAL(L,.,.)

avec

D(L) = {W — (v,w) € [N QP : W- = Wia_ = (v_,w_) € [W2 ()]

Wi =W, = (vy,wy) € [WQ’Q (Q+)}2 et W_, W, verifiant (Int.C'), (EC’l),(ECg)},
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2.2. Conclusion

ou q €1, +o0|.

La notation vectorielle opérationnelle classique suivante sera adoptée

V(t,z,y) = V(t)(z,y).

Le probleme précédent s’écrit donc sous la forme d’un systeme abstrait réaction-diffusion :

VI(t) = LV (t) + BOV () t>0

(2.1)
70, ..)
V(0)=V= )
A%, .,.)
posé dans l'espace de Banach £ =[L4 (Q)]* qu’on norme par :
v
= 2.2
H () = (Jol ol (22)

qui est équivalente a

max (HU—HLQ(Q_) + ||w—||Lq(Q_) , ||U+||LQ(Q+) + ||w+||Lq(Q+)) :

2.2 Conclusion

Apres avoir transformé notre modeéle en une équation différentielle abstraite, nous analyse-
rons le probleme précédent dans sa formulation opérationnelle en montrant ’existence, 'unicité
et la régularité optimale de la solution. De plus nous donnerons la représentation explicite de la
solution. Cela nécessitera 'utilisation de puissants outils d’analyse fonctionnelle (voir Chapitre

suivant) tels que :
1. la théorie des semi-groupes,
2. celle des opérateurs linéaires fermés sectoriels,

3. les espaces d’interpolation réels,
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2.2. Conclusion

4. les espaces de Banach UMD,

5. le calcul fonctionnel d’'une maniere générale.
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Chapitre 3

Outils mathématiques

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base concernant les outils d’analyse fonc-
tionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les espaces fonctionnels, les espaces d’interpo-
lation, la théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires (pour plus de détails voir [26],
[40], [53], [28], [59], [43]).

Soient (E, || - ||g), (] - |lr), (H,| - |lm) trois espaces de Banach.

3.1 Opérateurs linéaires

Définition 3.1.1.

1. Un opérateur linéaire de E dans F' est une application linéaire A définie d’un sous-
espace vectoriel D(A) C E et a valeurs dans F' | i.e. tel que Vz,y € D(A) et YA € C on
a:

e Az +vy) =Ax+ Ay,
o A(A\z) = Mz.
(On note A(x) = Az V x € D(A)).

Quand F = F, on dit que A est un opérateur linéaire sur E.

36



3.1. Opérateurs linéaires

2. On appelle image de A le sous-espace vectoriel de F', noté I'm(A), défini par :

ImA)={ye F:3ze€ D) Jy=Az} ={Az:2 € D(A)}.

3. D(A) est appelé le domaine de A. On dit que A est & domaine dense (ou densément

défini) si D(A) = E, i.e. si pour tout z dans F, il existe une suite ( (2,),, d’éléments

de D(A) telle que x = lim x,.

n—-+o0o

4. On appelle noyau de A le sous-espace de E, noté Ker(A), défini par :

Ker(A) :={x € D(A) : Az = 0}.

5. On appelle graphe de A le sous espace de £ X F' | noté G(A), défini par :

G(A) :={(x,y) e ExF:x € D), y=Az}.

Définition 3.1.2. Soient A; : D(Ay) C E—F et Ay : D(Ay) C E—H deux opérateurs

linéaires. On peut définir 'opérateur AsA; :

D(AsA) = {z € D(A): A € D(As)}
(AgAl)QT = Ag(Alx), Ve D(AQAl)

Si A est injectif, on définit 'opérateur linéaire A~* par :

At Im(A) — F

y — Aly=u,

ot x € D(A) est défini par Az = y. Notons que Im(A™') = D(A)
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3.1. Opérateurs linéaires

3.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 3.1.3. Un opérateur linéaire A défini de E tout entier dans F' est dit borné s’il

est continu, i.e. si pour tout zy € E,

Jim o= wolle =0 = Jim Az — Aol =0

ce qui est équivalent a

lim [[ Az = 0.

On note L(E,F) 'espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F. On pose L(E) :=
L(E,E).

Proposition 3.1.4. Si F' est un espace de Banach alors L(E, F') est un espace de Banach.

Proposition 3.1.5. Soit A € L(E). Si |Allzm) < 1, alors :
1. I — A est inversible dans L(F),
+o0o
2. (I-AN)"=> A™
n=0

Proposition 3.1.6.
A€ L(E,F)+=3IM >0Vzx € E, ||Az|]lr < M |25

Alors, on définit une norme sur L(E,F) qu’on note ||.||z(z,r) et elle est définie pour tout

Ae L(E,F) par :

Az F
|Allzee,r) == sup 1Az] = sup ||Az|lp = sup ||Az|F.
seBaz0 |2l jelp< el =1

3.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 3.1.7. Un opérateur linéaire de E dans F' est fermé si son graphe est un sous-

espace vectoriel fermé de £ x F' .
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3.1. Opérateurs linéaires

Notons qu'un opérateur linéaire borné est un opérateur linéaire fermé.
Proposition 3.1.8. Un opérateur linéaire A : D(A) C E — F est fermé si et seulement si

pour toute suite (xy)ns0 d’éléments de D(A) telle que

T, — x, dans E

Az, — vy, dansF,

onax € D(A) et Az =y.

Notation 3.1.9. Soit A un opérateur linéaire sur E. On écrira A~ € L(E) et on dira que A

est inversible, pour signifier que :
1. A est bijectif,

2. A7! est un opérateur linéaire borné sur E.

Proposition 3.1.10. Soit A un opérateur linéaire sur E.
1. Si A est un opérateur fermé injectif, alors A=1 est fermé.

2. N est un opérateur fermé bijectif si et seulement si A=' € L(FE).

Définition 3.1.11. Soit A un opérateur linéaire sur £. On définit ’ensemble résolvant qu’on
note p(A), de A par :
p(A):={ e C: (A= A)' € L(B)}.

Si A € p(A), la résolvante R(\, A) de A au point \ est définit par :
ROLA) = (A — AL
On définit le spectre de A, qu’on note o(A), par :

a(A) :=C\ p(A).
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3.1. Opérateurs linéaires

Remarque 3.1.12. D’apres ce qui précede, on a :

1. Si p(A) est différent d'un ensemble vide , alors A est un opérateur fermé.

2. o(A) ={\ e C: (A — A) n’est pas bijectif ou (\[ — A)~' ¢ L(E)}.

Proposition 3.1.13. Soit A un opérateur linéaire fermé sur E.

Alors Uapplication
p(A) — L(E)
A — R(M\A)

est analytique sur p(\).
Définition 3.1.14. Si A est un opérateur linéaire borné sur F, alors on définit le rayon

spectral r(A) de A de la maniére suivante :

r(A) := sup |Al.
A€o (A)

Si o(A) est égale & un ensemble vide, par convention, on pose r(A) := 0.
Remarque 3.1.15. Si A est borné, alors o(A) C B(0,7r(A)).

Proposition 3.1.16. Soit A un opérateur linéaire fermé sur E. Si 0 € p(A), alors on a

B(0,R) C p(A), ot 1/R :=r(A™1) est le rayon spectral de A~

Proposition 3.1.17. Soit A un opérateur linéaire fermé sur E. YA, Ay € p(A), Uégalité sui-

vante est appelée identité de la résolvante :

(A2 — M)R(A, AR, A) = R(A, A) — R(Ag, A).

Définition 3.1.18. Soient A; et Ay deux opérateurs linéaires fermés sur E tels que p(Ay) # 0
et p(As) # 0. Alors on dit que Ay et Ay commutent au sens des résolvantes si et seulement si,

pour tout Ay € p(A;) et tout Aa € p(Az)

R()\l, A1> R(/\Q, AQ) — R()\Q, AQ) R()\Q, Al)
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3.1. Opérateurs linéaires

Proposition 3.1.19. Soient Ay et Ay deux opérateurs linéaires fermés sur E tels que
1. D(Ay) = D(Ay),
2. p(Ar) #0 et p(Ay) # 0.

Donc on a l’équivalence entre les deux propositions qui suivent

1. Ay et Ay commutent au sens des résolvantes.

2. NNy = Aoy

Proposition 3.1.20. On considére A1 et Ay deux opérateurs linéaires sur E. Alors :
1. Si Ay est borné, donc Ay est fermé.
2. Si Ay est inversible et Ay est fermé, donc ANy est fermé.
3. Si A est inversible, donc ¥V n € N*, A" est fermé.
4. St Ay est fermé et Ay est borné, donc Ay + Ay est fermé.
5. Si Ay est fermé et Ay est borné, donc A1y est fermé.

Définition 3.1.21. On consideére A : D(A) C E—F un opérateur linéaire. On munit D(A)

d’une norme qu’on note || - ||p(ay et qu’on appelle norme du graphe, qu’on définit par :

Vae D) [lzllpw = llz]le + Azl

Proposition 3.1.22. Si A est un opérateur linéaire fermé, donc (D, || -||)pe) est un espace de

Banach.

Proposition 3.1.23. Si A est un opérateur linéaire fermé inversible sur E, alors
1. ] —00,0[ C p(A) <] —00,0[ C p(A71),
2. 10, +o00[ C p(A) <10, +oo[ C p(A71).
Proposition 3.1.24. On considére A un opérateur linéaire sur E, alors A est un opérateur

fermé si et seulement si (D(A), || - ||D(A)) est un espace de Banach.

Proposition 3.1.25. On considére A : D(A) C E — E un opérateur linéaire bijectif. Alors

on a l’équivalence entre les deux propriétés qui suivent :

41



3.1. Opérateurs linéaires

1. A est fermé

2. A"t e L(F).

Démonstration : On suppose que A soit fermé, on définit

L : GA — FE
(x,Az) +—— L(z,Ax)= Ax.

Alors on a

1L(z, Az)|| 2 = [[Az]lp < llzllaw)-

D’ou L est une application linéaire continue et

Lz, Az) =Az =y =z =A""y.

Par conséquent grace au théoreme d’isomorphisme de Banach,

L7 (y) = (A "y,y)

est une application continue et il existe ¢ > 0 tel que

L™ W)llow) = 1A yle + ylle < cllylle.

Par déduction on a

A" ylle < cllylls.

Donc A™! € L(E).

On suppose que A~! € L(E). On considere (z,,),>0 une suite d’éléments de D(A) telle que

r, — x, dans FE,

Az, — vy, dans FE,
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3.1. Opérateurs linéaires

Or A est bijectif alors,

z, = A"'Az, — Ay,
D’ou z € D(A).
Or z, — x, alors par unicité de la limite,

T = A_ly,

par conséquent, Az = y et A est fermé. B

Définition 3.1.26. Une équation différentielle abstraite est une équation différentielle dont les
coefficients sont des opérateurs linéaires (non bornés mais au moins fermés) sur un espace de

Banach.

3.1.3 Opérateurs sectoriels

On énonce par la suite des résultats qui sont issus de M. Haase [34] et A. Lunardi [40].

Définition 3.1.27. L’opérateur A est dit sectoriel s’il vérifie les deux points suivants :
e Son domaine D(A) et son image Im(A) sont denses dans £,

e son noyau Ker(A) =0 et p(A) D] —o00,0[ et IM > 1 telle que || (A(A—=N) 7| zm) < M.

Définition 3.1.28. Pour un w € [0, 7|, on définit

{z€C:z#0et |arg(z)| <w} si we]0,m7],

R7 siw=0.
Alors, siw > 0, S,, désigne le secteur ouvert, symétrique autour de I’axe réel positif, d’angle 2 w.

Définition 3.1.29. Pour un w € [0, 7[. On dit qu'un opérateur linéaire A sur E est sectoriel

d’angle w, qu’on note par A € Sect(w), si :
1. o(A) C S,
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3.1. Opérateurs linéaires

M
2. M >0, sup ||R(N\A)|zm) < =7 < 400, pour tout w' € Jw, .
AeC\S,/ ’)\’

+ Y

Ici A est sectoriel d’angle w.

Proposition 3.1.30. Si l'opérateur A est sectoriel d’angle w € [0, x|, alors il est fermé.

Proposition 3.1.31. Pour w € [0,7][. On a les propriétés suivantes :
1. A € Sect(w), ¢ 2 0= cA € Sect(w).
2. N e Sect(w), e20= A+¢l € Sect(w).
3. A € Sect(w) et A injectif <= A~' € Sect (w).

Proposition 3.1.32. Soit A un opérateur linéaire fermé sur E.

1. SiR* C p(A) et M(A) :=sup [[AMM + A)7!| < oo, alors
A>0

M(A) <1 et A€ Sect(r — aresin(M(A)™)).

2. Si E est réflexif et A € Sect(w), alors D(A) = E et E = Ker(A) @ Im(A).

3. Soit w € [0,w[. Si A € Sect(w) est injectif et E est réflexif, alors

Im(A) = D(A) = E = D(A")NIm(A™), pour tout n € N.
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3.2. Espaces de Sobolev

3.2 Espaces de Sobolev

Soient I un intervalle de R et F un espace de Banach.
On définit d’abord les espaces LP avec p € [1,+oo], car les espaces de Sobolev sont construits

a partir des espaces LP.

Définition 3.2.1. Soit 'application f: I — E. On définit pour 1 < p < 400
LP(I;E) := {f est mesurable telle que /Hpr dp < —i—oo}
I

munit de la norme

e AT du)””.

Définition 3.2.2. Soient A un opérateur linéaire sur E de domaine D(A) et p € [1,4+00[. On

définit
LP(I,D(A)) :={p € LP(I,E) : p(x) € D(A) p.p.x € I et Ap(x) € LP(I,E) p.p.x € I}.

Théoréme 3.2.3. On a pour tout 1 < p < o0, LP(I; E) est un espace de Banach.

Définition 3.2.4. Soient p € [1,4+00] et n € N. On définit 'espace de Sobolev WP de la fagon

suivante :

WmP(I; E) = {u € IP(I;E), [u]Y) € LP(I; E), pour tout j € N tel que j < n}

N
seme

On note que pour j = 0,1,...,k, [u]¥) est la dérivée j°™° au sens des distributions de u et

[u] = Lp([; E) veut dire que
dg; € LP(I; E) tel que [u](j) = [g;]-

Théoréme 3.2.5. Pour tout p € [1,+00] et tout n € N, l’espace de Sobolev W™P(I; E) est un

espace de Banach.
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3.3. Les semi-groupes

Théoréme 3.2.6. Pour tout p € [1,+00] et tout n € N\ {0} , lespace de Sobolev W™P(I; E)

s’injecte contindment dans C" (I E).

Remarque 3.2.7. W™P(I; E) s’injecte continiment dans C"~!(I; E), veut dire que toute fonc-
tion de W™P(I; E) est (presque partout égale &) une fonction de C"~!(I; E) et qu'il existe C' > 0

tel que, pour tout w € W™P(I; E), on a

lullen—1(1;) < Cllullwnrp)-
Cela signifie que I'identité I : W™?(I; E) — C"~'(I; E) est continue. On note alors

Wm(I; E) — C"Y(I; E).

3.3 Les semi-groupes

Soit (E, || -||) un espace de Banach Complexe.

Définition 3.3.1. On appelle semi-groupe, toute famille d’opérateurs linéaires bornés (G(t) )0
qui vérifie :

1. G(0) =1,

2. Vs, t e RT, G(s+1t)=G(s)G(t).

Autrement dit (G(t))=o0 est un semi-groupe si et seulement si l'application ¢ définie de R*

dans L(E) et qui a tout t > 0 associe Y(t) = G(t) est un homomorphisme du semi-groupe

additif (RY,+) dans le groupe multiplicatif (L(E), o).

Définition 3.3.2. L’opérateur linéaire A sur E est appelé générateur infinitésimal d'un

semi-groupe (G(t))s>o si

M —
D(A) = {x € E: lim Glh)e -z existe dans E},
h—0t
Ae = dim SPEZT by,
h—0+ h
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3.3. Les semi-groupes

3.3.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 3.3.3. Un semi-groupe (G(t)):=o est dit fortement continu , si ¢ est continue
pour la topologie forte d’opérateurs sur L(E), i.e. si, pour tout ¢» € £ lim; o+ |G(t)—4|| = 0.

Un semi-groupe fortement continu est encore appelé C-semi-groupe.
Cette propriété est appelée la forte continuité en zéro.

Proposition 3.3.4. Si (G(t))=0 est un Cy-semi-groupe, alors il existe des constantes réelles
weR et M =1, telles que

VE 20, |G(t)|lgm) < Me.
De plus, stw =0 et M =1, (G(t))=0 est appelé Cy-semi-groupe de contraction.

Corollaire 3.3.5. Soit (G(t))s=0 un Cy semi-groupe. Alors pour tout v € E, t — G(t)x est une

fonction continue de R™ dans E, i.e. pour tout ty € RY, lim | G(t)x — G(to)x ||= 0.
t—to

3.3.2 Semi-groupes analytiques
Définition 3.3.6. On dit que (G(t)),, est un semi-groupe analytique sur £ si et seulement
si

1. Vt >0, G(t) € L(F),

2. G(0) =1 et pour t1,ty = 0, G(t; + t2) = G(t1)G(ts),

3. t — G(t) est analytique de ]0, +oo] vers L(E).

Théoréme 3.3.7 (Théoréme de Kato).

Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire vérifiant :
1. A est fermé et D(A) = F,
2. p(A) D{A € C*: ReA 2 0} et IM >0 telle que : YA >0 [[(AM — A)7| < &L

Alors A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G vérifiant :
(a) 3>0,Vt>0:||G(t)|lE < C.
(b) ¥t >0, G(t) € LIE,D(A)) et |[A G(t)| < %
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3.3. Les semi-groupes

Soit w €]0, /2], on définit le secteur S, = {z € C\ {0} : |arg(2)| < w}.

Définition 3.3.8. Soit w €]0,7/2]. Une famille (G(2)).es, d’éléments de L(E) forme un semi-
groupe analytique de type w dans F si elle vérifie les conditions suivantes :

1. G(0) =1,

2.V 2z, 2 €S8, telsque (21 + 22) € S,, G(z1 + 22) = G(21)G(29),

3.Ve>0,Vz ek, z—>07hzrgsw,5G(Z>x =z,

4. lapplication z — G(z) est holomorphe sur S,,.

Si de plus,
Ve > 0, sup||G(2)| < oo, i.e. (G(2)).es, .) est uniformément borné dans S,_., alors

(G(2)).es, est appelé semi-groupe analytique borné de type w dans E.

D’une autre maniere, on peut définir les semi-groupes analytiques comme suit :
Définition 3.3.9. Soit w €]0, 7/2]. Une famille (G(2)).cs, d’éléments de L(E) forme un semi-
groupe analytique de type w dans FE si elle vérifie les conditions suivantes :

1. G(.) est la restriction d'une fonction holomorphe G : S, — L(E),,

2.V z1, 25 €8, tels que (21 + 22) € Sy, G(z1 + 22) = G(21)G(22),

3.Ve>0,VzeE, lim  G(2)z ==

2—0, 2ES—_¢

Théoréme 3.3.10. Soient A un opérateur linéaire fermé, D(A) = E et w €]0,7/2] tels que

Sw+7r/2 C p(A)a
ar (3.1)
Al

On définit la famille d’opérateurs linéaires (G(t))i>o , notée (e**)i>o, par

M > 0,9 € p(A), (A = AD) | e) <

Vt >0, Ve € E, Gt)r = ez =1 [ eM(A - M) Lad),

20w
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3.3. Les semi-groupes

ou T C p(A) est un contour non borné dans S, 2 allant de +o0oe "G+ 4 4-o00e'(z ).
Alors (e”\)tzo est un Cy semi-groupe de générateur infinitésimal A. De plus (etA)tZO se
prolonge analytiquement en un semi-groupe analytique de type w noté (e*).cs,, .

Remarque 3.3.11. Si A est un opérateur linéaire fermé et D(A) = E vérifiant (3.1), alors

—A\ € Sect(w+ 7/2), w €]0,7/2], au sens de Haase.

Le théoréme qui suit est un résultat de Balakrishnan [5]. Il donne un résultat important sur

les puissances fractionnaires d’opérateurs que 1’on utilisera ultérieurement.

Théoréme 3.3.12. Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense D(A) dans E'tel que

M
10, +00[C p(A) et IM > 0,YA >0, [|[(A =)z < -

Alors il existe un secteur Sp, 0 < ® < 7, tel que

M
Se C p(A) et VA € Sg, H(A — /\I)_1HL(E) < 7

1/2

De plus, Uopérateur (—A)Y/* est bien défini et il existe un secteur Swtz, avec 0 <w < 7, tel que

Surg C p(=(=A)"?),

et —(—A)Y2 génére un semi-groupe analytique.

3.3.3 Semi-groupes analytiques généralisés

Définition 3.3.13. Soit w €]0,7/2]. Un semi-groupe (G(t));o est un semi-groupe analy-
tique généralisé d’angle w dans F si :

1. G(.) est la restriction d’'une fonction holomorphe G :S, — L(E),
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3.4. Espaces UMD

2. V72,75 €8, tels que Zy+ Zy € S,, G(Z1 + Z3) = G(Zy) G(Zs).

Remarque 3.3.14. Un semi-groupe analytique est donc un semi-groupe analytique généralisé

qui est de plus fortement continu en 0.

3.4 Espaces UMD

Parfois les espaces de Banach fournissent un cadre de travail insuffisant. On fait alors appel
a un espace qui a des propriétés supplémentaires, il s’agit des espaces UMD (Unconditional
Martingale Difference). Ces espaces font intervenir la théorie des martingales a valeurs vecto-
rielles. On utilisera ici une autre définition équivalente, qui utilise la transformée de Hilbert.

Les deux définitions sont équivalentes, voir la démonstration dans Burkholder [7] et Bourgain[6].

Soit (E, || -||) un espace de Banach complexe.

Définition 3.4.1. Soient € € ]0,1[ et p €]1,4o00[. L'opérateur H. € L(LP(R, E)) est définit

par

™ S

Ve PR E), (H.f) ()=~ /E<|s<1 FE=9) 45 ppzeR

Soit f € LP(R, E). Si
lim H.f existe dans LP(R, F),
e—0t

alors cette limite qu’on notera H f est appelée la transformée de Hilbert de f sur LP(R, E).

Définition 3.4.2. X est appelé un espace UMD si

dp €]l,+oo,V f € LP(R, E), lir(r)l+ H. existe dans LP(R, E)
E—

Dans ce cas 'application

H: PR E) —  L’R,E)
f — Hf: 11%1+ H€f7

50



3.4. Espaces UMD

est dans L(LP(R, E)), en appliquant le Théoreme de Banach-Steinhaus, et qui est appelée la
transformée de Hilbert sur LP(R, E).

Proposition 3.4.3. Soit E un espace UMD.
Donc :

Vp€ll,+oof, Vfe LP(R,E), lirégr H. existe dans LP(R, E)
e—

Pour donner une caractérisation géométrique des espaces UMD, on définit la notion de ( —

convexité

Définition 3.4.4. X est dit (-convexe s’il existe une fonction ¢ : £ x F — R qui vérifie :
1. ¢(0,0) > 0,
2. Va,y € B, ((x,-) et {(-,y) sont convexes sur F,
3. Va,y € B, C(a,y) < o+ yl| avee [2l] = [y = 1.

On cite le résultat fondamental de Burkholder [7] [8] qui donne une caractérisation géomé-

trique des espaces UMD.
Théoréeme 3.4.5. L’espace X est UMD si et seulement s’il est (-conveze.

Définition 3.4.6. On considere £ un espace de Banach.

FE s’injecte "canoniquement" dans son bidual par ’application suivante :

J:E— E

r — : B —R, fr— f(2).

J est une isométrie.

On dit que F est un espace réflexif si J est une application surjective, cela veut dire si toute
forme linéaire continue sur £’ est de la forme f +—— f(z) pour un x dans E.

Proposition 3.4.7. Soient Q un espace mesuré o-fini et p € |1, +00[. Donc

1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD.
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3.5. Espaces d’interpolation

2. Tout espace UMD est un espace réflexif.

3. Si E est un espace UMD, alors LP(), E') est un espace UMD.
4. Tout espace isomorphe a un espace UMD est un espace UMD.
5. Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est un espace UMD.

6. Si Q2 est un ouvert de R™, alors LP(QQ) est un espace UMD.

Remarque 3.4.8. Les espaces L' et L* ne sont pas UMD car ils ne sont pas réflexifs.

3.5 Espaces d’interpolation

Dans cette section, on utilisera les définitions et les résultats cités dans la bibliographie par

exemple : P. Grisvard [32], J.-L. Lions et J. Peetre [39] et H. Triebel [60].

3.5.1 Espaces intermédiaires

Considérons F; et Es, deux espaces de Banach, tous les deux contenus dans un méme espace
vectoriel topologique séparé E, avec les E; < FE (i = 1,2) sont des inclusions avec injections
continues.

Considérons les espaces E1 N Ey et By + Ey :={p € E: 3¢ € Ey et s € Ea, 0 = 1 + pa}

munis des normes respectives

[l g, g, = max (”90“131 : ||90HE2) :
et
el gy 45, = nf (H%HEl + H<P2||E2) , =1+ 2, oup € By et gy € Es.

Ces espaces sont des espaces de Banach.
Pour+=1,2,0on a :

ElﬂEQ;)Ei;)E1+E2.
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3.5. Espaces d’interpolation

Définition 3.5.1. On appelle espace intermédiaire (entre E; et Es,) tout espace vectoriel to-

pologique localement convexe séparé I tel que
EiNEy— 11— E+ Ey

ol, les injections sont continues.

Avec cette définition, les espaces F et Ey eux-mémes sont des espaces intermédiaires.
On considérera dans la suite uniquement les familles d’espaces intermédiaires formées d’espaces

de Banach.

3.5.2 Espaces de moyenne

Définition 3.5.2. Pour p € [1, +o0[, on définit, I’espace de Banach
p + + oo p dt
LP(RT; E) :=1< f : R™ — FE fortement mesurable, / @)l — <o,
0

muni de la norme

1f1

+00 de\ P
LP(RHE) = (/0 Hf(t)Hp t) .

Définition 3.5.3. On appelle espace de moyenne (ou espace d’interpolation réel) entre F; et

E,, l'espace de Banach (Ey, Ep), , ou (6 € (0,1)) définit par

Vi > O, Elgﬁl(t) c Ela Elgﬁg(t) c E2 : (,D(t) = g01(t) + 802(15),

¢ € (B, Ey),, <

t=%, € L2(RT; Ey), t' %0y € LP(RT; Ey),

muni de la norme

lellop == inf <||t_9901| LA(R+;Ey) T [t 0| Lf(R+;Ez)) :

oi Rt — Ei=1,2:

Vit > 0,01(t) + pa(t) = o(t)
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3.5. Espaces d’interpolation

On a, de plus
Ey N Ey = (B, Ep)y, — Er + Ea,

avec injections continues.

Proposition 3.5.4. Soient p € [1,+o0] et 6 € 10, 1]. Alors

(E1, E2)p, = (B2 E1)y g, -

3.5.3 Espaces d’interpolation et domaine d’opérateurs

On considére un opérateur linéaire A, avec son domaine D(A) C E, qui vérifie
J0,+00[ Cp(A) et IC>0:VEt>0, [t(A—tI) " zm <C.

Cela veut dire que —A € Sect (wy), avec wy € [0, 7], sur 'espace de Banach E.

Proposition 3.5.5. On a pour 6 € )0,1]
(E,D(A))op = {p € E: t"A(t] + A)"'p € LL(RY; E)}.

Définition 3.5.6. On considere k € Net 6 € |0, 1]. Les espaces d’interpolation réels sont définis
comme suit :

(D(A), B)isoq = {pp € D(A®) : AFp € (D(A), E)o,q}

et

(B, D(M)ktoq = {0 € DA*) : A* € (B, D(A))gy}-

Théoréme 3.5.7 (Densité). On considére a, 3 € R%. tels que a < 3. Donc Uespace D(AP) est

dense dans (E, D(A%))gp, avec 6 € ]0,1] et p € [1,+00].

Lemme 3.5.8 (Triebel [60]). On considére ¢ € E et G le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique borné sur E. Donc pour tout n € N* et p € [1,400], on a l’équivalence entre

les deux propriétés suivantes :
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3.5. Espaces d’interpolation

1. x> Gre@=9C%p ¢ [P(a,b; E),

2. p € (D(G"),E)i

P

Corollaire 3.5.9. On considere ¢ € E et G le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique borné sur E. Donc pour tout n € N*, on a [’équivalence entre les trois propriétés

sutvantes :
1. x> Gre@=9%p ¢ [P(a,b; E),
2. 1+ @ 0% ¢ WnP(a,b; E),

3. ¢ € (D(G), E)

Tb—l-'r%’[”
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Chapitre 4

Etude du modele

Dans ce chapitre nous appliquons les résultats obtenus du chapitre précédent concernant la
résolution d’une équation différentielle abstraite pour donner une représentation de la solution
de notre probleme ou on détaillera la preuve de l'inversibilité du discriminant du systeme
abstrait, aussi nous étudierons la régularité optimale de la solution en vu de montrer que
lopérateur £ génere un semi-groupe analytique dans 'espace £. Ensuite par application du

théoreme de point fixe nous montrons 1'unicité de la solution locale de notre probleme (P).

4.1 Présentation du modele

Nous nous sommes inspirés de notre article [22], ou les auteurs ont construit un modele de
dispersion des Triatomines qui véhicule le parasite appelé Tripanozoma.Cruzi qui est respon-

sable de la transmission de la maladie de Chagas voir [14].
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4.2. Position du probléme

4.2 Position du probleme

Rappelons que notre probleme a étudier est :

a({;]t = dj_AJ, + UJj(Zf)Sj(t)Ji + fa(t)sa(t)A,

sur )_
0A_
5 = do AA_+ (1 —wj(t))s;(t)J- + sq(t) A
0J4
5 dj, ATy + w;i(t)s;() T4 + fa(t)sa(t)A+

sur €,
0A,

T day AAL + (1= wj(t))s;(t) S+ + sa(t) As

(1.0)

(Int.C)

Pour étudier (P), nous l'avons transformé en une équation différentielle abstraite avec
définition du domaine de l'opérateur i.e équation différentielle dont les coefficients sont des
opérateurs linéaires (non bornés mais au moins fermés) sur un espace de Banach; alors pour

I’étudier, on utilise la théorie des semi-groupes et celle des opérateurs sectoriels .
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4.2. Position du probleme

On rappelle aussi le schéma récapitulatif de notre probléme posé voir (figure 4.1) :

{

- ma )AL,

sa ()AL

|

Iz 1)

g (D)o (2} S
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FIGURE 4.1 — Densité de population dans deux habitats.
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4.3. Transformation abstraite

4.3 Transformation abstraite

Soit :

D(L) = {W — (v,w) € [N QP : W_ = Wia_ = (v_,w_) € [W? ()]

Wy = Wi, = (v,wy) € [W22(Q,)]” et W, W, verifiant (Int.C), (ECl),(ECz)},
ou q €]1, +o0l.
Le probleme précédent (P) est donc écrit sous la forme d’un probleme de Cauchy abs-

trait(voir chapitre2) :

VI(t) = LV (t) + BOV(E) t>0

(4.1)
J°(0,.,.)
V(0)=V"= ,
A%0,.,.)
dans 'espace Banach & = [L¢ (Q)]2 qu’on norme par :
v
pum 4-2
() = (Jele ol (12)

qui est équivalente a
max (|[v_| oo + Il oy : 104l oy + Tl oay)) -

4.4 L’équation spectrale

L’étude du probléme d’évolution précédent (4.1) est basée dans un premier temps sur 1’équa-

tion spectrale

LW — AW =F e [L(Q) , (4.3)
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4.5. L’équation spectrale explicitée

pour A complexe pris dans un bon secteur a préciser et on y doit majorer la norme :

H<£ N )\I)—1HL<[L¢1(Q)}2) ’

et cela en vue de monter que £ génére un semi groupe analytique. Alors, apres la résolution de
I’équation spéctrale, on doit majorer :

||VV||[Lq(Q)]2

max ([[v] o) » [0]] ooy )

max ([0 oy + ol pogay 0=l oy + 10l agay)) s

4.5 L’équation spectrale explicitée

Posons :

avec les conditions de transmission

(Int.C)

v
W = , F'= d ,
w g
0 v v_ f-
- A = sur Q_,
d, A w_ w_ g_
0 v v f
B - i sur 2,
da, A W4 W4 9+
v_ v
= " sur I,
w— W4
av_ 8U+
Miaix = 'u+87 sur I'
aw_ - 3w+ ’
o —— oy ——
Ox T o
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4.6. Splitting du systéme

les conditions aux limites

v_(z,0) =v_(z,1) =0 el d.o|
w_(z,0) =w_(z,1) =0,
(ECh)
vy (z,0) =vy(z,1) =0 v €l0.D|
wy(z,0) =wy(r,1) =0,
et
v_ 0
= sur {—d} x]0,1[,
w_ 0
(ECy)
0 vy 0
— = sur {D} x]0,1] .
ox w, 0

4.6 Splitting du systeme

On explicite le systeme spectral précédent

di ANv_ —dlv_ = [_
- f sur €2_
dy Aw_ —dw_=g_,
dj+AU+ — >\U+ = f+
sur 24
do, Awy — Awy = gy
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4.6. Splitting du systéme

avec
v-(0,y) =v(0,y) y €0, 1],

w_(0,y) = wy(0,y) v €0, 1],

(Int.C)

0 A,

- (0,9) = py - ~(0,y) v €0, 1],
Oow_ ow

a-— ~(0,y) = a5~ =(0,y)  y€lo1],

et
v_(z,0) =v_(z,1) =0
w_(z,0) =w_(z,1) =0,

xr €] —d,0]

vy (2,0) =vp(z,1) =0 v €)0.D|

wi(x,0) =wi(z,1)=0,

v (—d,y) =w_(-d,y) =0 y€J0,1[,

(EC)
8U+ 8w+

Ce systeme peut étre scindé en deux sous-systeémes ; un qui est régi par le couple (v_,v;) (des

2y (D:y) =0 y €]0,1] .

juvéniles) :
di Av_ — A v_ = f_sur (1_,
dj, Avy — dvy = fyosur 0y,
avec
v-(0,y) = v+(0,y) y€]0,1[,
(Int.C,)

B A,
po = (0y) = p - ~(0,y) y€)0,1],

(BCL) v_(z,0)=v_(z,1)=0 =xz€]—d,0[ ,
vy(2,0) =vy(x,1) =0 =z €]0,D[ ,
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4.7. Ecriture opérationnelle

v_(—d,y) =0 y€0,1] ,
(ECy,)

vy

ox

et autre par le couple (w_,w, ) (des adultes) vérifiant un systéme analogue. La différence entre

(D,y) =0 y€l0,1] ;

les deux réside dans les coefficients de diffusion qui sont tous différents (ici, on les a supposé

constants). Par conséquent, il suffira de faire ’analyse d’un systeéme.

4.7 Ecriture opérationnelle

Introduisons, dans l'espace de Banach E = L%(0, 1), 'opérateur A défini par :

D(A) = {p € W?9(0,1) : p(0) = ¢(1) = 0}
(Ap) (v) = ¢"(y) -

Pour w € [0, 7], on définit le secteur :

o {z € C\ {0} : Jargz| < w} siw €]0,7]

10,400 siw=0.

Il est connu que cet opérateur est linéaire fermé avec un domaine dense et vérifie :

D(A) = E, pour tout n € 10, 7[, p(A) D Sr—, U{0} et
C (4.4)

. -1

et il existe une boule B(0,4), § > 0, telle que p(A) D B(0,4) et 'estimation ci-dessus reste

valide dans S;_,UB(0, ). Ici p(A) désigne 'ensemble résolvant de A. La notation opérationnelle

usuelle des fonctions a valeurs vectorielles suivante :

ve(z)(y) == ve(z,y) ,
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4.8. Quelques rappels importants

conduit le systeme écrit ci dessus (4.3) pour le couple (v_,vy), dans l'espace E, a étre formulé

’ V" (z) + Av_(z) — d)\ _(z) = f;ij(x) sur |—d,0[ ,
)+ () = 7vele) = L s o,
(1§ -=D=0> (45)
J,(D) =0,
v-(0) = vy (0) ,

pi-v"(0) = p4 vy (0)
les conditions aux limites (FC1,) sont implicites et exprimées par 1'action de A.

Pour avoir 'estimation de la résolvante, on doit estimer :

H"LHLQ(Q_) ) HU+HLQ(Q+) ) Hw*HLq(Q_) et Hw+”Lq(Q+) :

Or avec notre notation opérationnelle, on a :

”U*”LQ(Q_) = HU*HL‘I((fd,O);E) et HU+HLq(Q+) = HU+HLq((o,D);E)-

4.8 Quelques rappels importants
On utilisera les résultats suivants.

Lemme 4.8.1. Soit ) €]0,7/2[. Pour tout z € S,, on a
1. |arg(l —e™?) —arg(l+e7%)| <n

2. N+e?|>C,=1—e™/2tan) > q
_ 20
1+ |z|cosn

. m < ‘1—€_Z‘ <
1+ |z|cosn

Voir [25], Proposition 4.10, p.1880.
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4.8. Quelques rappels importants

Lemme 4.8.2. Soient w,z € C\ {0}. on a

argw — arg z

lw + z| > (Jw| + |2]) |cos 5

Voir Proposition 4.9, p.1879 in [25].

Maintenant rappelons quelques résultats dans [34].
Soit w € [0, 7|, un opérateur K sur un espace de Banach complexe E est dit sectoriel d’angle
w si

1. o(K)C S, et

2. M(K,w"):= sup ||NK —A)"| <oo pour tout v’ €]w,n|.
)\G(C\Sw/

On écrira : K € Sect(w). L’angle suivant
wr = min{w € [0,7[: K € Sect(w)},

est appelé I'angle sectoriel de K. Le point 2. implique nécessairement que K est fermé.

Proposition 4.8.3. Si| — 00, 0[C p(K) et

M(K):=M(K,r):= SupH,u(K—ku])_lH < 00,

u>0

alors M(K) > 1 et

K € Sect(m — arcsin(1/M(K)).

Voir[3}], proposition 2.1.1 O

Proposition 4.8.4. Soit K un opérateur sectoriel et v €]0,1/2]. Alors KV € Sect(vwy), et

donc — K" génere un semi-groupe analytique.
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

Voir [34] p. 80-81 O

Posons

H>(S,) ={f : f est homolorphe et bornée sur S,},

avec w €0, 7[; on rappelle alors que si f € H®(S,) est telle que 1/f € H*®(S,) et

(1/F)(K) € LX),

alors f(K) est inversible a inverse borné et

L)) = (1/f)(K), (4.6)

voir, par example [19].

4.9 Résolution du premier systéme (4.5)

Ici on supposera que A est tel que
larg(A)| < 7 — &y, (4.7)

ou &g est fixé petit.

Considérons les deux opérateurs suivants :

AXZA—LI, AjzA—i]
dj j+

9

qui ont le méme domaine

D(AY) = D(AY) = D(A).

Proposition 4.9.1. Les opérateurs —A; et —AY sont sectoriels dans E = L9(0,1).
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

Démonstration. En effet, on a : | — 00,0] C p(—A}) et si on pose

’

M{=Ay) = M(=A, ) := sup |n(=A5 +uD) !
w

alors pour tout A tel que

larg(\)| < ™ — &y,

et par un calcul explicite on a :

1

M(=AY) < sup -
"0\ cos |1 arg i—|—u i—l—u
28| d;

]—

On a deux cas possibles :

1. Si |arg(A)| < /2 alors pour tout pu > 0 :

PR
dj_ /"L //J”
2. Siw/2 < Jarg(\)| < 7 — g, alors

A .

—— T p| = psina,

d,

ou «a €leg, /2]; alors :
A

a1 ‘Hi‘ 2 psin e,

]—

on en déduit qu’il existe une constante C' indépendante de \ telle que

1
M(—=Ay) < sup -

A A
#=0 CoS [; arg ( + u)}
d;_

a M‘
C C _
= 00
cos "5 sin(ep/2)
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

D’ou

—A} € Sect [7r — arcsin (1/M(—AX)>] ;

ou M(—AY) est indépendant de A, voir Proposition 2.1.1 dans [34].

On obtient d’une maniere similaire
—AY € Sect (7r — arcsin [1/M(—Aj{)]) ,

avec M(—AY) est indépendante de \.

Soient

de méme domaine

(ici Q := — [-A]"?).

Proposition 4.9.2. Les opérateurs Q, et QY générent des semi-groupes analytiques sur E.

Démonstration. Voir [34] p.81 et aussi [5].

O

Proposition 4.9.3. Iis existent e > 0, e, > 0, C_ > 0 et Cy > 0 indépendantes de \ telle

que :
pour tout = € {z € C\ {0} : Jarg()] < 5 +e} . (@3 —=1) | < J%\H
+ A+ |2
pour tout = € {= € C\{0 : farg()| < 5 +er}. | (@4 —21) <ﬁ0§|||'
14+ A+ |z

Démonstration. Voir dans [31], le (lemme 4.2), et estimations (28)-(29).
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

On va maintenant se focaliser sur la résolution du systéme

qu’on écrit sous la forme

On a la solution vy qui s’écrit sous forme

vi(z) = e@m N, 4 eC2—DUWs, 4wy (N)(2),

ouys, 0+ € E;c.=—db_=0:¢c,=0,bp =D et

1

we(N2)(@) = 5 / eI (QF) T N (t)dt + ; /:i eI (QF) T N (t)dt.

U"(x)mv(x)—cﬁ (2) = fj‘”) N
)+ Ao e) = 7o) = L5

V' (2) = (@x)*v- (x) = N_(z)  sur ]—d,0]

Vi (z) = (@X)*v+ (x) = No(z)  sur 0, D
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

Donc
v_(z) = DUy 4 e N fw_(N_)(z), = €]—d,0]
vp(z) = Wy +ePIUG, 4w, (Ny)(@), =€]o,D,
et
w Ny = 3 [ (Q) N (it [ eI (@) V(v
wi(N)@) = 5 [T QN TN (e + / P (QF) N () dr,
d’ou

V() = QeI — Qe +wl (N)(z), @ €]-d,0f

v (7)) = Qe — QLelP N, + Wi (N)(x), = €]0, D],

vL(0) = Que™ v = Q0 +w (N-)(0),

+
v, (0) = QYvy — Qj\reDQA 04 + w'y (N5)(0).
Les conditions aux limites

v (=d)=v_+edN§_ +w (N_)(—=d)=0

v, (D) = QPN ryy — Qo4 +w! (N, )(D) =0,

impliquent

V- == —w_(N_)(—d)

0y = ePUyy + (Q) M (N, )(D).
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

Les conditions de transmission deviennent

1y 4 6+ w_(N_)(0) = 74 + P 6, + w, (N, )(0)

e [Qae® By = Qro- +w (N)(0)] = iy |QF7s — QLePU6, + w! (N)(0)] .
On obtient alors :

Yo = —e' U5 —w (N-)(—d),

0y = ePUr +(QF) ! (N4)(D),

e (Qre@y — Qo) — s (v — QfeP9Nd, ) = —p_w (N)(0) + pyw!, (N4)(0),
e y_ + 0 +w_(N_)(0) = 74 + ePA6, +w, (N.)(0),

qui donne le systeme

Yo = =5 —w (N-)(=d),

0 = ePUryy 4+ () '/ (N, )(D),

e (e = 60) — e ((Q0) Q% — (Q1)1QLeP% 6, ) = (1)
[ef@y_+ 0] = [vy +ePAay] = (1),

(1) = (Q) ™" [—p-w! (N_)(0) + pyw'y (N.)(0)]
(IT) = wy (N4)(0) — w_(N-)(0).

En utilisant les deux premieres équations, on obtient

e (s =60) =y (@) '@ — (@) Qe %6,
= p (" [~ B0 —w (N_)(—d)] - 4_)

—p (a2 Qus — QT QP [Py + (@) M (N)(D)] )
= —p [N 40| = pe™Pw (NO)(=d) — i (Q3) Qs

1 (Q3) QTP Py + 14 Q) TR P (QF) M (N ) (D)
= o [T+ 6 — Q)7L [T — 2P

14 (Q) PR (N} ) (D) — e (N_)(—d),
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

et

"D+ 0] = |4 +ePNa, ]
= e [—e" g —w (N)(=1)] +4_

= [+ €PN [P, + (@) (NL)(D)]]
= (-8 o= (1 %),

—e" D w (N_)(=d) — e Q) wl (Ny)(D).
Le systeme devient

—p [T+ 0] 6 =y (Q) QY [1 — 2P|
= (I) = p(Qx) ' ePHw (N1 )(D) + poe®@w_(N_)(—d) := (I)
(I — eQng) o — (I + eQDQi) Vi

= (I1) + "B w_(N-)(=d) + P (Q) " w (N4)(D) = (I1"),

ou
—p [T+ U] 6. = p(Q) QY [ — e2PU 4y = (I')
([ — @2dQ;> J_ — (I+ eZDQ;\r> Yy = (]]l)

Le déterminant abstrait de ce systeme est alors :

Aspopy = pm (T+9) (T+e2P0) + 1, (Q3)7'Q% (1 — 2P (I — e,

Proposition 4.9.4. A, , . est inversible a inverse borné et
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

ou Uy, (2) est définde par :

Do (2) = po (14 e*2d<Z“—)”2> (1+ e*2D<Z+A+)”2)

(z+ M) (1- sz(z+A+)1/2) (1- *2d(z+Af)1/2) :

gy ——— e e
(24 A_)?

Démonstration. Voir (4.9.1).

Pour son inversibilité, on va utiliser H*°- calcul pour les opérateurs sectoriels.

On sait par ailleurs que les opérateurs (I + e2dQ§> , (I + €2DQ1—) , (I - ezDQ;r> et (I - eQin)

sont inversibles a inverse borné, voir Proposition 2.3.6, page 60 dans [40].

4.9.1 Inversibilité de A, , .

Posons

A
A
d; dj+

J—

= )\-‘ra

ou, comme nous ’avons préciser plus haut, \ est fixé tel que
larg(\)| < m — &y,
et rappelons, pour w €|0, 7| :
S, ={z € C\{0}: |arg z| < w}.

On considere la fonction

l)\”u,,“u,+ : Sw S22 l>‘nu7nu+ (Z)7

définie par

Doy (2) = po (14 =242 I (1+ e‘2D(2'+>\+)1/2)
(z+ A"

_'_ -~ @7
My (Z N )\_)1/2

)

(1 _ efQD(z+)\+)1/2) (1 _ ede(zH\_)l/Q) :
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

cette fonction est analytique et bornée sur S, car
Re(z4+A)"*>0 and Re(z+ A)Y? >0,

et donc Iy ,_,, € H>(S,). D’autre part, on sait que —A possede le caractéere borné H>(S,,)

du calcul fonctionnel ; donc

Axp iy = oy (FA).

Maintenant, en vertu de nos lemmes ; nous avons, pour tout z € S, :

(z+Ap)"?
‘lwﬂw(z)‘ > (M+ W

—od(z4A_ )Y/
—i—,u_‘l—l—e 2d(z+A_)?

‘1 . 6—2D(z+>\+)1/2 1— e—2d(z+x,)1/2

14 €—2D(z+>\+)1/2’) . |COS (H/2)| )

ou
)\ 1/2
II = arg A + arg (1 - e—2D(Z+A+)1/2>
(z+ )\,)1/2
+ arg (1 . €f2d(z+/\_)1/2) _ arg (1 n eiQd(z+)\_)1/2)
—arg (1 + 6*2D(2+/\+)1/2) ’
alors

I < ’arg (24 \)"2 — arg (2 + )\_)1/2)
+ ‘arg (1 — e—Qd(z-&—)\f)l/z) ~ arg (1 n e_zd(z+)\7)1/2)

+ ‘arg (1 — 3_2D(Z+/\+)1/2) — arg (1 i 6—2D(z+)\+)1/2) ‘

Et il est facile de voir quils existent wy, € |0,w/2[ et wy_ € ]0,w/2[ (avec wy, < wy_ par

exemple) tel que

2d(z+X1)"? €S,

2D (2 + M) € S,
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

par conséquent, puisque

’arg (1 - e_QD(Z“”I/Z) —arg (1 + e‘w(z“*)w)‘ < wa,

‘arg (1 _ 672d(z+)\_)1/2) — arg (1 + 672d(z+)\_)1/2) < wy

on déduit que

’H‘ S Wi, —Wia_ Fwr_ +wy, = 2w,\+ < w,

ainsi
(Z + /\+)1/2 —9D (24N, )1/2 od(stA )12
‘l/\ufw(z)‘ > <M+ —7 ‘1—6 (z4+A+) 1 — ¢ 2d(=+2-)
. (z+ 1)
+ p- ‘1 + 6_2d(z+’\*)1/2 1+ e_ZD(Z+/\+)1/2 ) - COS (C;) )
ou bien

1/2

’lwﬂw(z)‘ > e ’1 120z 2] | 4 o—2D(AL)

(3

> o [L—e/Cmea] [ - /@ )] o (;)

2
= - (1 — e*”/@ta“(“m) coS (;) > 0.

Alors, la fonction Iy, . (.) ne s’annule pas sur S,, et la fonction 1/l ,,_ . (.) est bornée, donc
appartient a H>(S,,).

Finallement, Ay ,_ . est inversible a inverse borné et

AL = () ()

C
5 o

<
yH— s+ Hﬁ(X) =

La constante C' est indépendante du parametre .
Maintenant, de 1’égalité

Ay o NT=ANTA

sHA4
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

on déduit aussi

-1 _AA-L
A/\,MﬂMA - AAML#M
sur le domaine D(A), donc A;L_ .., est un opérateur borné de D(A) dans lui méme. Par consé-

-1

quent, par interpolation Ay, =

est borné sur tout espace d’interpolation (D(A), E), s dans

lui méme (voir la définition dans [33]) et il est clair que nous avons aussi la méme estimation :

C

HA;iL—JMHg((D(A)yE)a,s) S /L,'

4.9.2 Résolution de (S1)

On rappelle que :

(1) = (@) [~p-w (N)(0) + s, (N1 )(0)]
(IT) == w, (N4)(0) — w_(N_)(0),

et
(I') = (I) = s (QX) PN, (N )(D) + pe®@w_(N_)(—d)
(I1') := (IT) + e*@w_(N_)(—d) + P (Qf)~"w/ (N,)(D).
alors
(1) = (1) = p(Q) " ePBW (N)(D) + pe™ @ w (N_)(~d)
= (@) [=pow (N2)(0) + pywly (N.)(0)]
— 1 (Q3) T PR W, (NL)(D) + p_e@ w_(N_)(—d),
et

(II') = (II)+ e w_(N_)(—d) + P (Qf) ! (N1)(D)

= wy (NL)(0) — w_(N2)(0) + e w_(N_)(—d) + ePHQf ™"/, (NL)(D).
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

Du systeme
—p (T + €Y 6 = (Q3)7'Qx (T — 2P 3y = (1)
(I =) 5_ — (I +e2PA) = (11),

0o = Dspy e [1(@0)71QY (T = 2P) (11) — (T + P9V (1)
= Ak, [he (T+€490) (117) = (1= e93) (1)
et
1o = =5 —w (N)(—d)
= A5 e ([pe@) 7@ (1= e2P9) (1) — (14 2P (1))
—w_(N_)(—d),

de laquelle nous obtenons pour z € |—d, 0]

v_(z) = DUy e +w_(N_)(z)
- _A;,L—,!ur

— eI [y (N_)(—d)]
TG € [ (@)TIQE (1= PR ) (1) = (1 +e2090) (1)

Fw-(N-)(z);

"IN [ (Q3) QR (1= PN ) (IT) = (1 + 209 ) (1]

ou :

e (Q)7MQ5 (T = 2PON) (IT) — (T + 2P (I')

= p Q)7 (T = P90 [wy (N4)(0) — w(N_)(0)]
0 (Q3) QY (I — 2P [e™ w_(N_)(—d) + P2 (QF) 'w, (N4 )(L)]
—(@Q3) 7 (I + P [—pw! (N2)(0) + g’y (NL)(0)]

= (129 [ w (D) (=d) = (@) PPl (N )(D)]
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

on obtient pour tout x € |—d, 0] :

vo(z) = ALL L, (€7 — eI [ Q7)Y (1 - e2P9) (11)]
SO, (779 = ) [(14. 2990 (1)
— e [ (N_)(—d)]

+w_(N_)(z).
De la méme maniere, on obtient

by = PN+ (Q)) W (N)(D)
= AR ([ (1 ) (11 = (1= 95 (1)

+HQY) T (N})(D),
et pour tout z € 10, D],

vy () = Al

A=t

(69,@; n e(gD—x)Qi) [—p (1 + ) (1) = (1 = 9 (1')]

HQL) P DU (NL)(D) + wy (Ny) ().

4.9.3 Reégularité optimale de v_ et v, et estimations

Soit le probléeme de Cauchy

u(x) = Au(x)+ f(x), x€]0,1]

Avec les hypotheses :

e L’hypothese géométrique sur I'espace est :

X est un espace UM D..

(4.9)
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

e L’hypothese d’ellipticité

. -1 ¢
[0, +o0[C p(A) et T ¢>0: (A=) lzx) < T (4.10)
e L’hypothese Bip(f4, X)
Vs € R, (—A)* € L(X) et Te> 1,04 €)0,7 [[(=A)" [lex) < ¢ el (4.11)

Lemme 4.9.5. Soit f € LP(0,1,X),1 < p < 400. Sous les hypothéses 4.9, 4.10, 4.11 on a
1. o+ F(z, f) = Q [§ @9 f(s)ds € LP(0, 1, X).
2. x> F(l—x f(1-.))=Q [l e ®9f(s)ds € L?(0,1, X).
3.z T(z, f)=Q [y e*T9Lf(s)ds € LP(0,1, X).

Démonstration. Les premiere et deuxieme assertions sont une conséquence du théoreme Dore-

Venni [23]. Pour I'assertion (3.), on écrit, pour = € (0, 1),

T(r.f) = Q[ 9 (s)ds
- Q /0 " @R f()ds + Q / L2 £ ()
o /O " E2(29Q f(5)ds + 200 / Lm0 f5)ds

x

= F(a,e*9f) + eXQF(1 -z, f(1 - )

et nous appliquons (1.) et (2.). O

Lemme 4.9.6. Supposons que l’hypothése 4.11 est réalisée et soit p €]1, +00].

1. AeQp € LP(0,1,X) si et seulement si o € (D(A), X) 1

2p7p'

2. Qe%p e LP(0,1,X) si et seulement si ¢ € (D(A),X)%#

D ;7p.

Démonstration. Voir la preuve dans [15], [30] et Triebel [60] théoreme dans la page 96.
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

Corollaire 4.9.7. [} e*?f(s)ds € (D(Q), X)

P 7+l7p

3=

Démonstration. En appliquant le troisieme point du lemme 4.9.5, on a :

1
Q e / e®Q f(s)ds € LP(0,1, X),
0

alors, du lemme 4.9.6, on conclut que :

/D LR f(s)ds € (D(A), X) s 1,

2p ' p

O

Dans cette section, nous utiliserons le lemme suivant (voir la preuve dans [31]), ou les auteurs

ont utilisé le lemme 2.6 de [24].

Lemme 4.9.8. Soit —0co < a < b < +o00. Alors :

1/2 _
1. PourA e S,, Q, = — [— (A;)] / qui génere un semi-groupe (etQA )t>0 borné, analytique

=

pour t > 0 et fortement continu pour t > 0 satisfait en outre

3Ky > 0,3c0 > 0,V > 1/2,¥A € S,, :

1/2

max{” "D |z (m), || Gre' ||L(E)} < Koem oM,
2. Pour x € [a,b], A\€ S, et f € Li(a,b; E),1 < q < 400, nous avons établi,

Ung(x) = [7 e D9 f(t)dt, a<u
(4.12)

Vs () = [Lelt=D9 f(t)dt, = <b.

Il existe M > 0 telle que f € L(a,b; E) et les A € S,

M

1Us A poaimy § === lfl Lo (0
Lr(a,b;E) A+ 1 Lr(a,b;E)

M

IVasll oapry < === I/l Loasp) -
L?(a,b;E) A+ 1 L?(a,b;E)
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

On doit montrer que :

v € W29(—d,0; E) N L(~d,0; D(A}))
v, € W24(0, D; E) N L9(0, D; D(AY))

et que toutes les conditions aux limites et de transmission sont vérifiées.

On rappelle pour = €] — d,0[, on a :

Ao (z) = (Qx)v-(@) = Ay} ., (@) (e ’—e@“d%)[ HQ)71Qx (1= 2PN (1)
O (@) (770 — 0 (14 202 (1)
—(Qx)2e N [w_(N_)(~d)
+H(Q3)*w-(N-)(x)
= (D) + ID)(@) + (IT)(z) + (IV)(x).

On doit montrer que

= (Q3)*v_(z) € LY(—d,0; E).

On a, pour z € |—d,0[ :

(@) = A5k . (@) (e7% — 2090 [ (Q7)7'QY (I — e2P%) (11)]
_ Au M+Q>\( —2Q3 (1) _ pla+2d)Q ){,u Q+< ezDQ;“) (I]’)}
= AL L Qe U [, QF (1 — 2PU)(IT)
ALY, Qe TIN L QY (1 — 2PN (IT)

= (@) + (2)(2),

ou

(I1) = (I1) + e w (N-)(=d) + e (QF) " wl, (N4)(D)

= w (NL)(0) — w_ (N)(0) + "D w_ (N_)(=d) + "2 (@) !, (N} ) (D),
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

Proposition 4.9.9. v — I(z) € LI(—d,0; E).

Démonstration. Pour le terme (2)(x), le semi-groupe e(*T29%x reste car (x+2d)# 0 pour presque
tout x € (—d,0) donc

el [, QY (1 = e*PO)(IT) € D((Q)Y) € D(QY), Yk > 1.

Pour le terme (1)(x), le semi-groupe e~*@x devient I'opérateur identité lorsque x=0 :

D(z) = AL L Q5[ QF (I — PAN(IT)
= ALY L Qi Qi) + ALY QinsQye?PU (1T

= 3)(@) + (4 (),

onaz — (4)(x) € LI(—d,0; E) car le semi-groupe ¢*?@x est régularisant, par conséquent :
2P (11') € D((Q)F) € D(QY), Vk > 1, alors (4) € LI(—d,0; E),

pour le terme (3) :

peQLUIT) = pQffwi (N.(0) — w_(N_(0)]
2 QF [e™ P w_(N_)(=d) + "X (QF) ~'w!, (N4 )(D)]

= (5)+(6),

pour (6), il y’a présence des semi-groupes e et eDOX qui sont régularisants,

il reste (5) :

(5) = Q3w (N+(0) — w-(N-(0)] (4.13)
= QI Q)N ()ds — [ R @) N ()] (414)
= Q@) [ BN (s (@) [T %N (s)as] (415)

Dans (4.15), les deux intégrales appartiennent a D(Qx, E)1 ,(d’apres corollaire 4.9.7), par
q7

suite en appliquant le lemme 4.9.5, (4.15) appartient a € LI(—d,0; E),
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

Conclusion : z — I(x) € LI(—d,0; F). O
idem pour (II)(x), (III(x).
Proposition 4.9.10. z — [V(z) € LI(—d,0; E).

Démonstration. Rappelons que :

w_(N_)(x) = 2 [ eI Q) N (s + 5 [ el ()N (s)ds,
(@ (N = (@) Q) /x CIRN (s)ds + (@) [ IBN (s)ds),

d’apres le lemme 4.9.5 qui grace a Dore-Venni les deux intégrales appartiennent a € L(—d, 0; E).

]

Conclusion :x — (Q))*v_(z) € LY(—d,0; E).

Le terme

V(@) = Ak (@) (e = eI [ (Q3)TQY (T — 2P (1T)]
_A)\L u+(Q}—\)2 (6—5062; _ (z+2d)Q ) ([ + 62DQ>\) )

—(Q3)%e TN [w_ (N2 ) (=0)] + w! (N-)(x),

peut étre traité de la méme maniere.

Nous allons maintenant majorer

v ”Lq(—d,,O;E) .
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4.9. Résolution du premier systéme (4.5)

On rappelle que

vo(z) = ALL L, (€7 — eI [ Q7)Y (1 — 2P (11)]
SO (77 el [(14 2098 (1)
— e [ (N_)(—d)]

+w-(N-)(),

ou

xT

eTAU(QY)TIN_(t)dt + ; / -5 (Qy) 'N_(t)dt,

et A est tel que

larg(\)| < 7 — &.

Maintenant, nous utilisons le lemme 4.9.8 :

on a

w (N )(z) = 2 / TN Q) N_(t)dt + = / (=203 (Q5) ' N_(t)dt

= L@ /_Ze@—“QKN (1)t + 5(@3)7" [ e IB N (1),

T

grace au lemme 4.9.8 et (4.8), il existe deux constantes M; > 0 et My > 0 (indépendantes de

A) telle que :
M1

IN-|lLa(-a,0:2),
A2 L/w ]

d’ou l'existence d'une constante C' > 0 (indépendante de \) telle que :

”w*(N*)HLQ(fd,O;E) <
C
”w*HL(LQ(fd,O;E)) < W
Une estimation similaire est obtenue pour les autres termes.

84



4.10. Retour a I’équation d’évolution

En résumé, nous obtenons

c
HU*HL(Lq(fd,O;E)) = HU*HL(LQ(Q_)) < ™
||U+||L(Lq(Q+)) < % :

Par la méme méthode, on obtient :
C
||w—||L(L<1(—d,O;E)) = ||w—||L(Lq(Q,)) < W

C

||w+||L(Lq(Q+)) < W :

Puis dans 'espace £ =[L? (Q)]*, on a

()

= W = max (o oy - 0] o))

<5l -7

= = Pl
nous concluons par le théoreme :

&

e A

Théoréme 4.9.11. L’opérateur L génére un semi-groupe analytique dans l'espace &€ =[L4 (Q)]2

0

4.10 Retour a I’équation d’évolution

Revenons a notre équation abstraite d’évolution :

VI(t) = LV () + BOV (), t>0
V(0) = V°.

Puisque £ génére un sémigroupe analytique dans & = [L¢ (Q)]* (qui décroit de facon exponen-

tielle), alors la solution (si elle existe) s’écrit comme suit :
t
V(t) = eV 4 / =L [B(s)V (s)] ds , (4.16)
0
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4.10. Retour a I’équation d’évolution

avec

BV (1) wi(t)s; (I fat)sa(t)] J(t)
(T —wi(®)s; (I salt)] At)
w;(t)s;(t)J(t) + fa(t)sa(t)A(t)

(1 —=w;(t))s;(1)J (1) + sa(t) A(2)
= Gt V(1) ,

ou on a utilisé la notation opérationnelle

avec, par exemple, pour t > 0 :

J_(t,z, our (z, Q_
J(t)(x,y) = J(t, z,y) = (t,2,y) pour (z,y) €

J+(t,l‘,y) pour (xvy) S Q+'

4.10.1 Cadre L%(0,T;€)

On note que l'espace de Banach L%(0,7;E) ou g € |1, +oo[ est UMD.

Ici, la représentation (4.16) est bien définie, si pour tout

w;(£)s;(£)J(t) + fa(t)sa(t)A(t)
(1 —w;(8))s;(8)J(t) + sa(t) A(t)

t— € L10,T;¢&).
Cela est vérifié si, par exemple, les taux wj, s;, fq et s, sont bornés. D’oul

s Gt V(1) € LI(0,T; €),
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4.10. Retour a I’équation d’évolution

et du coup l'intégrale

¢
/ e =IEG(s,V (s))ds
0

est bien défini et grace a l'assertion 1. du lemme (4.9.5) on a :

t
t— E/ e LG (5, V (s))ds € L0, T; E).
0

4.10.2 Application du théoréme du point fixe

On applique le théoreme du point fixe a 1’équation :

VI(t) = LV(t) + BV (1), t € (0,T)
V(0) = V°.

On peut également considérer cette équation comme une équation linéaire non autonome
puisque nous savons que L + B(t) pour chaque ¢ > 0 génére un semigroupe analytique (B(t)

est borné) qu’on écrit sous forme

VI(t) = LV () + G(t, V (1)), t € (0,T)
V(0) = V°.

Il est bien connu que 1’équation :

®(t) = LO(t) + g(t), t € (0,T) (4.17)
(0) = 0,

avec g € L1(0,T; &) admet la Lg-régularité maximale. Donc pour tout g € L9(0,7;E), il existe
une unique solution

® € Wy (0, T;€) N LU0, T; D(L)),

et il existe une constante Cy > 0 tel que

1Ny = 1Pl ago,r:ncy) + 121l Lao.riey < Collglloqorie) -
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4.10. Retour a I’équation d’évolution

D’autre part, on sait que
Wo(0,75€) N L9(0,T; D(L)) € C ([0, T): (D (£);€)y,.,)

pour l'espace d’interpolation voir [33] avec injection continue et donc il existe une constante

Ch > 0 telle que

< .
s 180l pierer, ,, < Cr 12l

Ces constantes ne dépendent pas de T ici car L est inversible, le semigroupe est a décroissance
exponentielle, donc on a la Lg—régularité maximale sur (0, +oc). Considérons maintenant, le
probleme :

O'(t) = LO(t) + G(t,0) = LO(t), t € (0,T)

©(0) =V?,

qui admet une solution unique donnée par :
d*(t) = VO,

appartenant & W14(0,T; ) N LI(0,T; D(L)) pour tout
VPe (D(L);€)

1/q,9 °

Introduisons la boule fermée suivante de L?(0,7; &) de centre ®* et de rayon r € |0, 1] :
B, = {WeLU0,T;€): W — & € Wy (0,T;) N L0, T; D(L)) et W — &[|, <7}

Nous allons appliquer le théoreme du point fixe.

1. Pour chaque W € B,, le probleme

VI(t) = LV(t) + G(t, W(?)), t € (0,T)
V(0)=V?,
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4.10. Retour a I’équation d’évolution

admet une unique solution V€ Wh4(0,T; &) N LY(0,T; D(L)).

Définissons 'application suivante :

. B, — WY(0,T;E) N LY0,T; D(L))
W s Y(W) =V.

2. Montrons que que ¥ est une contraction stricte B,.. on a

W) =, = [V —e,

N

Co |G W)l Laqoe

CollGCW) = G( @) parey + Co [GC %) = G 0) Lo ey

N

+Co |G(, 0)[| agoregy 3

ou evidemment G(.,0) = 0.

3. On rappelle que

Cevi) =l T | _ | wi®si0)J@) + fa()sa(t)A) |
A(t) (1 —w;(t))s;(¢)J(t) + sa(t)A(t)
Posons
Wil o7 (.
W(.)= 2 , @) = 8 ;
Wa(.) ®3(.)

On sait que

W —®* € Wy (0, T:£) N LI(0,T; D(L))

par définition de B,, on a

W =@ € Wy'(0,T5€) N LU0, T; D(L)) € C ([0, T]; (D (£)5€)y,)
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4.10. Retour a I’équation d’évolution

donc pour tout ¢t € [0,7] :

W(t) - ®°(t) € (D(L):€)

1/q,9 °

on a

wj(t)s;(t) W1(t) = @1(1)] + fa(t)sa(t) [Wa(t) — @5(2)]
(1= w;(1))s;(8) [Wa(t) = PT(0)] + sa(t) [Wa(t) — P5(1)]

G(t,W(t)) — G(t,®*(t)) =

et
|G(t, W () — G(t, (1))
= max (||w;(£)s; () [Wi(t) — D5 (0)] + falt)sa(t) [Walt) — P3O oo
(1= w;(£))s5(2) [Wa(t) = 3(8)] + sa(t) [Wa(t) — 5O o)
< o) (W) = 5 ooy + W) = D3]] Loy )

¢(t) = sup (w;(t)s;(t), fa(t)sa(t), [(1 = w;(t))] 5(1), sa(t))

. On note que toutes ces fonctions dans le sup sont positives et ne sont pas seulement des

coefficients & valeur vectorielle. Ensuite, dans I'espace €& = [L9(€)]?, on a

G W(B) = G W)l < o) IW(E) - ()]
< OO IWEO =S Ol g,

< sb(t)ts[lépT ] W (t) — ®(t)

£

H(D(m;sn/q,q ’

d’ou

IGCW) = G2 aoriey < N9l ooy S W (t) — ()]l

(D(L)i)1/q,q

90



4.10. Retour a I’équation d’évolution

De méme :

1G( @) =G0 paorey = N1GC P paore

5. Finallement :

< H¢HLq(0,T) t:{‘épﬂ H¢*<t>”(D(£);g)1/qq '

[ (W) — &7,
= ||V - (I)*“l
< GollG(, W)HLq(o,T;&)
< GllGW) = G @)oo ey T Co G @)l pago,riey
< ~ ¢ ¥
CO H¢HL‘1(0,T) _tSB%] HW(t> (t)H(D(ﬁ);gh/q,q * tGSE(l)}%] ” (t>H(D<[—);€)1/q7q‘|
< — ¢ i
< Coléll oo _Cl W — o +t2[%,%] | ® (t)H(D(E);gh/q?q]
< CGo ||¢||Lq(o,T) _Clr + ts[%%] 1® (t)H(D(ﬁ);s)l/q,q] )

6. De la méme maniére on a, pour deux quelconques W, W dans B,

Je) - v

La fonction

< GGG W) = G(,W)

1 L4(0,T;€)

< Colldllor sup (W —T)0)]
te[0,T] (

D(£)&)1/q,q

< CoCt |8l pagormy W =W

1

u(7) = 6l = [ 10t6I17as)

est continu (par rapport a 7) positive, strictement croissante sur [0, 00| prenant ses

valeurs dans l'intervalle [0, 4(T)]; il existe donc T* < T tel que

COCl ||¢||Lq(0,T*) < 1/27 (418)
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4.10. Retour a I’équation d’évolution

d’ou nous obtenons que la fonction :

U B — Wh(0,T;E) N LI0,T; D(L))
W—s V(W) = V.

est une contraction stricte, ou
B = {W € L0, 7% €) : W — & € Wy(0, 77 €) N LU0, T D(L)) et [|W — &7[|, < r}4.19)

. Il reste a montrer que ¥ s’applique B} en B’. On a vu que

V) =@l < Cololunon, |Gt sup 19Ol ey, (4.20)
< CClolom 7+ Colloluaon) S 1Ol e, (121

On rappelle que
O*(t) = VO,

ou

VP e (D(L);€)

1/q,9°

®* appartenant & W14(0, +o0; ) N LI(0, +00; D(L)) pour tout :

VPe (D(L);€)

1/q,9

Puisque L est a décroissance exponentielle, il existe > 0 et M > 1 tel que

HetL:H < Mef‘;t

Y

donc

o (1) < M|V

(D(L‘.);S)l/qu (D(l:)?g)l/q,q

92



4.10. Retour a I’équation d’évolution

alors il existe T** < T tel que

Colélno--) sup 190 < MCo [¢lza01-

v < r/2, (4.22)

(DESE) /4.4 (D(£)i€)1 /.4

de (4.18) et (4.22) :

[eW) =™, < r GG H¢\|Lq(o,n+CoH¢HLq(o,T)tEBPT] 12" ()]l

< r/247r/2

(D(L)E)1 .4

< r

donc W(W) appartient a B*, voir (4.19).
Alors U appliqué a B} dans B} est un espace métrique complet.

Finalement on a :
i) W est défini de B} dans B,
ii) W est une contraction stricte de B vers B,
iii) B} est fermée dans un espace de Banach, donc c¢’est un espace métrique complet,

alors le théoreme du point fixe appliqué a U dans B}.

D’ou le théoreme important d’existence, d'unicité et de régularité maximale :

Théoréme 4.10.1. On suppose que V° € (D (L) 1 E)1/q.q 0 alors il existe 0 < T < T tel que

le probleme

V() = LV (t) + G(t, W)
V(0) = V°.

admet une solution locale unique sur l'intervalle [0, T**] vérifiant la L9—regularité mazimale.

Ve Wh(0, T, ) N L0, T*; D(L)).

93



Conclusion et perspectives

Conclusion

Ce travail est une contribution a 1’étude de la propagation géographique de la maladie

de Chagas.

Nous avons considéré une population de triatomines structurée en stades de développement :
juvéniles et adultes. Les processus de démographie et de dispersion spatiale sont décrits par des
équations de réaction-diffusion bidimensionnelles. Dans des espaces fonctionnels adéquats, le
systeme d’équations différentielles partielles est transformé en une équation différentielle abs-
traite que nous avons étudiée par application des outils d’analyse fonctionnelle et de la théorie
des équations différentielles abstraites

Nous avons présenté un modele de dispersion d’une population des Triatomines structurée en
juvéniles J et adultes A sous des conditions d’asymétrie (skewness condition) et de dispersion
continue a l'interface qui représentent le comportement des individus aux limites, voir le pro-

bleme de réaction diffusion (P) :
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a(’;?]t = d;  AJ_ + w;(t)s;(t)J- + fa(t)sa(t)A-
sur €_
a;_ = da AA_+ (1 —w;(t))s;(t) J- + sa(t) A

oJ.
T = A AT (0350 T + fult)sa(t) A
sur 2,

9A,

5 = do, AAL + (1 —w;(t))s;(t)J+ + sa(t) A

(1.0)

(Int.C')

(ECh)

(ECs)

Nous avons transformé (P) en un probleme de Cauchy abstrait :

VI(t) = LV +BOV(E) t>0,

avec 'opérateur £ défini dans un domaine D(L) comme suit :

D(L) = {W — (v,w) € [N QP : W = Wig_ = (v_,w_) € [W2 ()]

Wy = Wi, = (v,w) € [W22(Q,)] et W, W, verifiant (Int.C), (ECl),(ECz)},

)

ou q €]1, o0, et :

= max ([[v] oy » 1] o) (4.23)
&
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qui est équivalente a

max (H’U*HLQ(Q_) + waHLq(Q_) ) HU+HLQ(Q+) + Hw+HLQ(Q+)> .

L’étude de ce probleme a été faite selon les étapes suivantes :

e Nous avons résolu I'équation spectrale :
LW — MW =F c[LP(Q),

pour A complexe.
e Nous avons donné une représentation de la solution du systeme abstrait.

e Nous avons majoré [|[W{|zr)y2 en fonction de F' et A pris dans un bon secteur.

Et ceci, en vu de montrer que £ génere un semi-groupe analytique.([22])

e Nous pouvons maintenant écrire alors la solution explicite de notre probleme (P). (Ce

qui est trés intéressant dans la réalité!!!)

e Nous avons appliqué le théoreme du point fixe au probleme de Cauchy abstrait, pour

montrer 'unicité d’une solution locale.

Perspectives

e Une approche numérique de ce probleme serait intéressante du moment que nous avons

I'existence et 'unicité de la solution.
e Considérer le méme probléme sur une couronne.

e Etudier l'existence et 'unicité et la régularité de la solution globale en utilisant par

exemple la méthode d’Aquistapace-Terreni.

e Etudier le méme probléme dans le cadre des espaces des fonctions Holdériennes et les

espaces des fonctions continues.
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Résumé

Dans cette these, nous considérons l'infestation d’un village par ’espece domestique Triatoma.
Dimidiata. Le village jouxte une forét représentant ’habitat des vecteurs. Ces derniers se rendent au
village pour se nourrir. La nourriture consiste en un repas de sang sur les humains ou les mammiferes
qu’ils élevent. La transmission de Trypanosoma Cruzi du vecteur & 1'héte se déroule principalement
pendant cette phase. Dans ce travail, nous considérons une population triatomique structurée dans le
temps et dans ’espace. Les processus de démographie et de dispersion spatiale sont capturés par les
équations de réaction-diffusion dans un espace bidimensionnel. Dans des espaces fonctionnels adéquats,
le systéeme d’équations différentielles partielles est transformé en une équation différentielle abstraite.
Notre premier objectif est de montrer que ’opérateur génere un semi-groupe analytique. Nous prouvons
alors I'existence et 'unicité d’une solution locale au probleme de Cauchy correspondant.

Mots clés : Probléme de transmission, réaction-diffusion, semi-groupe analytique, opérateur sec-

toriel.

Summary

In this thesis, we consider the infestation of a village by the domestic species Triatoma. Dimidiata.
The village adjoins a forest representing the habitat of vectors. The latter go to the village to eat.
Food is a meal of blood from the humans or mammals they breed. The transmission of Trypanosoma
Cruzi from vector to host takes place mainly during this phase. In this work, we consider a triatomic
population structured in time and space. The processes of demography and spatial dispersion are
captured by reaction-diffusion equations in two-dimensional space. In adequate functional spaces, the
system of partial differential equations is transformed into an abstract differential equation. Our first
objective is to show that the operator generates an analytical semi-group. We then prove the existence
and uniqueness of a local solution to the corresponding Cauchy problem.

Key words : Transmission problem, reaction-diffusion, analytic semi-group, sectorial operator.
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