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Résumé 
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RÉSUMÉ 

La détection des dommages dans les rotors a fait l'objet de beaucoup d'attention au cours des 

dernières décennies. Des amplitudes de vibration destructrices peuvent apparaître dans les 

arbres tournants en raison de la présence des fissures, ces amplitudes produisent une 

défaillance imprévue et un éventuel endommagement des composants de la machine. La 

surveillance des paramètres vibratoires des rotors est un outil de détection de la présence et de 

l’évolution de ces fissures. 

La présence d'une fissure dans un arbre en rotation réduit sa rigidité, réduisant ainsi les 

fréquences propres du rotor, l’étude du comportement dynamique de rotor fissuré permet 

d’identifier la présence, l’emplacement et la profondeur de la fissure. Les principales 

techniques utilisées pour exprimer la variation de la rigidité de l’arbre sont la méthode de 

flexibilité locale et la méthode de la rigidité variable par rapport au temps (time-varying 

stiffness). La méthode de la flexibilité locale est la technique la plus utilisée pour formuler la 

matrice de rigidité d'un élément fissuré du rotor, cette méthode est basée sur le calcul du 

facteur d’intensité de contrainte au niveau de la zone fissuré, La méthode de rigidité variable 

se traduit par une réduction des moments d'inertie de la section droite de la fissure par rapport 

aux axes de rotation, cette variation des moments d’inertie conduit à une rigidité variable par 

rapport au temps.  

L’influence d’une fissure transversale sur les paramètres modaux du rotor est abordée en 

utilisant la version h de la méthode des éléments finis. Les matrices globales de l'équation de 

mouvement du rotor fissuré sont déterminées par l'application de l'équation de Lagrange en 

tenant compte de la variation locale de la rigidité de l'arbre due à la fissure, la rigidité de 

l'élément fissuré de l'arbre est déterminée en utilisant la méthode de rigidité variable. Ainsi,  

qu’une nouvelle approche basée sur la théorie de la diminution de rigidité est présentée dans 

ce travail pour l’étude des rotors fissurés. 

Un programme a été développé en MATLAB pour calculer les fréquences propres et tracer la 

réponse dynamique ainsi que les amplitudes d'un rotor fissuré et non fissuré. Après avoir 

présenté la convergence de la version h de la méthode des éléments finis, une étude détaillée 

sur l’influence de la fissure transversale ouverte et respiratoire sur les paramètres modaux du 

rotor est présentée. 

 

Mots-clés : Rotor, MEF, Version h, Fissure transversale ouverte, Fissure transversale 

respiratoire, Rigidité variable, MATLAB.  
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ABSTRACT 

Damage detection in rotors has been the subject of much attention in recent decades. 

Destructive vibration amplitudes occur in rotating shafts that are used in different industrial 

applications. These high amplitudes of vibrations, which appear due to cracks, produce an 

unforeseen failure and damage of the components of the machine. The monitoring of 

vibratory parameters is considered as a tool for detecting the presence and evolution of cracks. 

The presence of a crack in the rotation shaft reduces the rigidity of the structure, thus reducing 

the natural frequencies of the uncracked original rotor; the study of the dynamic behavior of 

cracked rotor makes it possible to identify the presence, the location and depth of the crack. 

The main techniques used to express the variation of the rigidity of the shaft are the local 

flexibility method and the time-varying stiffness method, the local flexibility method is the 

most used technique to formulate the stiffness of a cracked element of the rotor, this method 

is based on the calculation of the stress intensity factor at the level of the cracked zone, The 

time-varying stiffness method results in a reduction of the moments of inertia of the cross-

section of the crack with respect to the axes of rotation, this variation of the moments of 

inertia leads to a periodically variable stiffness with respect to time.  

The influence of a transverse crack on rotor modal parameters is discussed using the h version 

of the MEF finite method. The global matrices of the equation of motion of the cracked rotor 

are determined by the application of the Lagrange equation taking into account the local 

variation of the stiffness of the tree due to the crack, the stiffness of the cracked element of the 

rotor is determined using the method of variable stiffness, and a new approach based on the 

decrease of rigidity is presented for the study of cracked rotors. 

A program is developed in MATLAB to calculate eigen frequencies and plot the dynamic 

response as well as the amplitudes of a cracked and uncracked rotor. After showing the speed 

of the convergence of the h version, a detailed study on the influence of an open and 

respiratory transverse crack on the modal parameters of the rotor is presented. 

 

Key words: Rotor, FEM, h version, Open crack, Breathing crack, Variable stiffness, 

MATLAB. 
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III 
 

 

 

 ملخصال

 

 خااهرشاسفٍ انؼمىد الأخُزج. ًَكٍ أٌ ذحذز انذوارج يىضغ اهرًاو كثُز انذَُايُكُح كاٌ اكرشاف الأضزار فٍ الأَظًح 

يذيزج فٍ أػًذج انذوراٌ انرٍ َرى اسرخذايها فٍ انرطثُماخ انصُاػُح انًخرهفح. ذُرج هذِ انسؼاخ انؼانُح يٍ الاهرشاساخ  

أداج نهكشف ػٍ  خالاهرشاساانرٍ ذظهز تسثة انشمىق ػطلًا غُز يرىلغ وذهفاا يحرًلًا نًكىَاخ انجهاس ، وذؼرثز يزالثح 

 .وجىد انشمىق وذطىرها

انذوار ، وتانرانٍ َمهم يٍ انرزدداخ انطثُؼُح نهذوار الأصهُح غُز  فٍ ػًىد انذوراٌ َمهم يٍ صلًتحإٌ وجىد صذع 

انشك. انرمُُاخ  انًرشممح ، فئٌ دراسح انسهىن انذَُايُكٍ نهذوار انًرصذع ذجؼم يٍ انًًكٍ ذحذَذ انىجىد ، يىلغ وػًك

، هشيٍتانُسثح نطزَمح انصلًتح انًرغُزج َمح انًزوَح انًحهُح وانزئُسُح انًسرخذيح نهرؼثُز ػٍ ذثاٍَ صلًتح انذوار هٍ طز

 انًزوَح انًحهُح هٍ الأسهىب  طزَمح ذؼرثز

 انؼُاصز طزَمحيٍ  h تاسرخذاو الإصذار جنذوارا انخصائص انذَُايُكُح نلأػًذج ػهً يُالشح ذأثُز انشك انؼزضٍذًد 

 رغُزانًرصذع يٍ خلًل ذطثُك يؼادنح لاجزاَج يغ يزاػاج ان نهؼًىد انذوار حزكحانَرى ذحذَذ انًصفىفاخ نًؼادنح   .ُرهُحانً

انذوار ، ذؼرًذ هذِ انطزَمح  انؼًىد ًشمىق فٍانؼُصز ه. نصُاغح انصلًتح نتسثة انشكفٍ صلًتح انؼًىد انذوار انًحهٍ 

فٍ لُى   انرغُز ػهً يثذاانًرغُزج  طزَمح انصلًتح  ذسرُذػهً حساب ػايم شذج انرىذز ػهً يسرىي انًُطمح انًرشممح ، و

َؤدٌ إنً صلًتح يرغُزج تشكم دورٌ  انرغُزًحاور انذوراٌ ، هذا ن تانُسثح يٍ انًمطغ انؼزضٍ نهشك ػشوو انذوراٌ 

 طزَمحذى ذمذَى  .انًرغُزج طزَمح انصلًتح انذوار تاسرخذاو يٍ انؼًىد  صلًتح انؼُصز انًرشمك ذى ذحذَذ . نهشيٍ تانُسثح

 .جنذوارا انخصائص انذَُايُكُح نلأػًذج ػهً ىق انؼزضُحذأثُز انشمنذراسح  انؼًىد صلًتح ذُالص يثذا ؼرًذ ػهًذ ججذَذ

. 

يذي الاَرمالاخ تالإضافح إنً  انحزكحذخطُط نزسى و زدداخ انخاصحانرنحساب  MATLAB تزَايج فٍذى ذطىَز 

، َرى  ُرهُحانً انؼُاصز طزَمحيٍ   hذمارب الإصذار. تؼذ إظهار انًرشممّح وغُز انًرشممح جانذوّارانؼزضُح تانُسثح نلأػًذج 

 .انذوارانؼًىد ػهً  ًرُفسذمذَى دراسح يفصهح حىل ذأثُز انشك انؼزضٍ انًفرىح و انشك ان

 

، صلًتح  ًرُفسؼزضٍ انان انشكًفرىح، انؼزضٍ انانشك  ُرهُح،انً انؼُاصز طزَمح دوار،ػًىد  الكلمات المفتاحية:

 .,MATLABانشيٍ  ذلانحتيرغُزج 
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INTRODUCTION GENERALE 

Les rotors sont définis comme tout élément tournant autour d'un axe. Donc le champ des 

rotors est vaste. On les trouve dans plusieurs domaines d’applications industrielles: 

l'aéronautique, l'automobile, le nucléaire, ainsi que l'industrie pétrolière... etc. 

Les machines tournantes peuvent présenter des problèmes d’équilibrage (dus au balourd), de 

fissure et contact rotor-stator ; L'influence d'une fissure sur le comportement dynamique 

associé a attiré l'attention de nombreux chercheurs. La présence d'une fissure peut conduire à 

un effet dangereux et catastrophique sur le comportement dynamique des structures 

tournantes et cause des graves dommages aux machines tournantes. Par conséquent, la 

détection rapide d'une fissure de rotor pourrait potentiellement éviter ces dommages et les 

réparations coûteuses en raison de la défaillance des machines tournantes, ainsi que d'assurer 

la sécurité du personnel. 

Des fissures de différentes configurations et de différentes sévérités peuvent être développées 

au niveau de l’arbre de la machine tournante lors du fonctionnement. Ces fissures sont 

classées selon leur orientation par rapport à l'axe de l'arbre et se sont : fissures transversales, 

fissures longitudinales et fissures obliques. Parmi ces types de fissures, la fissure transversale 

est restée le type de fissure le plus dangereux et le plus important. 

Plusieurs techniques de surveillance non destructive, telles que le test de vibration, la 

thermographie, l'inspection visuelle, la surveillance par ultrasons, sont utilisées pour 

diagnostiquer et surveiller le comportement dynamique des machines tournantes. Parmi ces 

techniques de maintenance prédictive, l’analyse des vibrations est la technique la plus utilisée.  

Depuis 1960, les rotors fissurés ont fait l’objet de plusieurs études et exploitations. Des 

recherches importantes ont été réalisées au cours de ces années. Actuellement, le nombre total 

des travaux sur les rotors fissurés dépasse 1000 et continue d'augmenter. 

Les travaux théoriques et expérimentaux sur les rotors fissurés ont montré que la présence 

d’une fissure dans un rotor induit une modification de la rigidité de l’arbre, ce qui entraîne des 

modifications détectables dans la réponse dynamique de rotor, Parmi les techniques les plus 

utilisées pour déterminer la rigidité d’un arbre fissuré en utilisant la MEF, nous avons la 

méthode de flexibilité locale et la méthode de rigidité variable par rapport au temps (time-

varying stiffness). La méthode de flexibilité locale est la méthode la plus utilisée, cette 

méthode est basée sur le calcul du facteur d’intensité de contrainte au niveau de la zone 
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fissurée. La méthode de rigidité variable est traduite par  la variation des moments d’inertie de 

l’élément fissuré en fonction de l’angle de rotation, ce qui conduit à une rigidité variable par 

rapport au temps. 

Le travail présenté dans ce mémoire concerne la modélisation du comportement dynamique 

en flexion des rotors fissurés à l’aide de la version h des éléments finis. 

Cette thèse est développée en quatre chapitres. 

 Dans le premier chapitre une étude bibliographique est présentée sur la dynamique des 

rotors fissurés. 

 Le deuxième chapitre concerne la mise en équation du rotor. Les caractéristiques des 

différents éléments qui composent un rotor sont présentées tel que l’énergie cinétique 

et énergie de déformation d’un arbre, énergie cinétique d’un disque et l’énergie 

cinétique d’un balourd. 

  Le troisième chapitre représente le développement de l’équation du mouvement avec 

la modélisation par la version h des éléments finis. 

  L’étude de convergence, validation, les résultats et discussions sont présentés dans le 

quatrième chapitre. 



 

 

 

 

CHAPITRE I 

Recherche bibliographique sur la 

dynamique des rotors fissurés 
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I.1. Introduction 

Les rotors sont définis comme tout élément tournant autour d’un axe fixe. Le terme rotor est 

utilisé dans plusieurs domaines. Le plus souvent, il désigne la partie en rotation d'une 

machine, mécanique ou électrique, qui interagit avec la partie fixe appelée le « Stator ». Les 

machines tournantes jouent un rôle essentiel dans l'industrie, tels que les turbines, moteurs, 

pompes. Les figures ci-dessous représentent quelques utilisations des rotors dans divers 

domaines. 

Dans ce chapitre, on présente une recherche bibliographique des principaux travaux sur les 

rotors fissurés, les différentes méthodes qui permettent l’identification, ainsi que les méthodes 

d’approchement de la rigidité de l’arbre due à la présence des fissures. Ensuite, les différents 

modèles qui représentent le comportement d’une fissure transversale pendant la rotation de 

l’arbre, les méthodes de détection des fissures seront aussi présentés. 

 

 

Figure I.1 : Turbine à gaz. 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Stator
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Figure I. 2: Turbine à expansion (Turbo-Expander). 
 

 
Figure I. 3: Compresseur centrifuge. 

I.2. Dynamique des rotors 

L’histoire de la dynamique des rotors est intéressante, en raison de l'effet entre ses théories et 

ses applications. De ce fait, on déduit que la dynamique des rotors a été conduite dans la 

plupart des cas par ses applications et par ses théories, les références [1-2] passent en revue 

l'histoire des débuts de la dynamique des rotors. 

L’étude du comportement dynamique des rotors date depuis de nombreuses années. La 

première analyse d'un arbre tournant a été étudiée par Rankine [3], où il a prévu une certaine 
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vitesse de rotation avec un modèle infortuné, tout en ajoutant le terme tourbillonnant 

"whirling" au vocabulaire de la dynamique des rotors. 

S. Dunkerley [4] a fait une étude concernant la vibration des arbres embarqués par des 

poulies, il a montré qu’à une vitesse particulière, et avec une déflection limitée, le rotor 

pourrait même se casser, cette vitesse particulière ou vitesse critique dépend de la façon de 

laquelle l'arbre est soutenu, de ses caractéristiques géométriques et mécaniques ainsi que les 

positions de tous les disques qu'il supporte.  

Foeppl [5] a utilisé un meilleur modèle et expliqua analytiquement que le mouvement normal 

au-delà de la vitesse critique est possible. Il a réussi à réaliser le mouvement stable à sept fois 

la vitesse critique. Kerr [6] a publié une autre contribution expérimentale montrant qu’une 

deuxième vitesse critique pouvait être atteinte si l’on dépassait en toute sécurité la première. 

Jeffcott [7] a écrit le premier rapport sur la théorie fondamentale de la dynamique des rotors. 

Les exploits scientifiques de Jeffcott sont encore très appréciés et c’est pour cette raison que 

leurs noms sont associés au modèle de base d’un rotor (un disque au milieu d’un arbre).  

Stodola [8] a présenté un travail intéressant où il a détaillé les développements font sur la 

dynamique des rotors. Dans son travail il a introduit l’effet gyroscopique et confirma que les 

solutions super critiques étaient stabilisées par les accélérations de Coriolis. Smith [9] était le 

premier à étudier les systèmes symétriques et asymétriques.  

Les méthodes des éléments finis et matrices de transfert sont utilisées pour déterminer les 

fréquences naturelles, les modes et les réponses forcées au déséquilibrage dans les systèmes à 

rotor complexes. Durant les années 60, plusieurs chercheurs ont développés les systèmes 

multi-rotors avec paliers en utilisant la méthode de matrices de transfert. Par contre, la 

méthode des éléments finis a été améliorée en premier dans le domaine de la dynamique des 

structures.  

Le modèle le plus utilisé dans ces dernières années, est développé à partir de la méthode des 

éléments finis [10,11]. Cette méthode nous permet de déterminer avec précision les 

fréquences propres et les facteurs d’amortissement ainsi que la réponse à diverses excitations. 

De plus, cette dernière est modulaire car chaque élément du rotor est défini séparément. Des 

éléments peuvent être ajoutés ou retirés selon les phénomènes qui sont mis en évidence. Ainsi 

La méthode des éléments finis a été exploitée pour étudier les phénomènes d’amortissement 

en dynamique des rotors [12] et pour l’étude de l’influence d’un couple axial sur le 

comportement des rotors [13]. 
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I.3. Dynamique des rotors fissurés 

L’étude de la dynamique des rotors fissurés est un problème délicat recouvrant plusieurs 

parties techniques et mathématiques. Une modélisation spéciale est nécessaire pour   l’analyse 

d’un tel système à l’exemple des arbres fissurés. 

L’étude du comportement vibratoire d’un arbre fissuré fait l’objet d’études et de recherches 

depuis les années soixante. Beaucoup d’articles concernant les structures fissurées ont été 

publiés [14]. Il semblerait que le premier article des structures fissurées a été publié en 1957. 

La connaissance du comportement dynamique des rotors fissurés a permis de reconnaître leur 

présence à temps avant la défaillance de la machine tournante.  

L’endommagement du rotor résulte des coûts très élevés pour la reconstruction des machines 

et de l'installation complète, ce qui implique aussi une perte de production à long durée. 

Lorsqu'une fissure est découverte à temps avant, le rotor peut être remplacé par un autre de 

secours en quelques jours ou quelques semaines, avec des effets économiques acceptable et 

abordables. Cette situation explique l'intérêt croissant pour le l’étude du comportement des 

fissures en général et des arbres en particulier. Les accidents dus aux fissures dans les 

turbogénérateurs ont été signalés depuis les années cinquante, mais les études théoriques et 

numériques sur les caractéristiques de vibration des rotors fissurés ont commencé à partir des 

années soixante-dix. Depuis les années quatre-vingt, des chercheurs du monde entier ont 

rédigé des articles sur différents sujets liés aux rotors fissurés. De nombreux chercheurs ont 

étudié les caractéristiques de vibration des rotors fissurés, afin de développer un système de 

surveillance des vibrations qui permet de détecter une fissure pendant le fonctionnement. 

La modélisation des rotors fissurés se base sur deux principes fondamentaux [15] : 

 La section fissurée représentée par une flexibilité locale. 

 La prise en compte du mécanisme d’ouverture-fermeture de la fissure.  

I.4. Modélisation de la flexibilité locale de la section fissurée 

La présence d’une fissure dans une structure conduit à une concentration de contraintes au 

voisinage des lèvres de la fissure et introduit à une flexibilité locale caractérisée par une 

diminution de rigidité de la structure. 

Kirmsher et Thomson [16,17] ont étudié la réponse vibratoire d’une structure en présence 

d’une discontinuité où ils ont modélisé la discontinuité par un moment de flexion additionnel 
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et par une réduction locale de la section transversale de la partie discontinue en se basant sur 

des résultats expérimentaux. 

Irwin [18, 19] Bueckner [20, 21], Westmann [22] font les premiers essais pour analyser et 

calculer la flexibilité locale de l’élément fissuré de la structure à l’aide de la relation entre la 

flexibilité et le facteur d’intensité de contrainte. 

Le théorème de Castigliano permet de calculer en tout point d’une structure le vecteur du 

déplacement additionnel u dû à la présence d’une fissure de profondeur a sous l’action du 

vecteur du chargement P par : 

 

 
 

Figure I. 4: Section transversale de la fissure. 

 

  
 

  
∫  ( )  

 

 

 (I-1) 

Les termes de la matrice de flexibilité locale Cij sont calculés par la formule suivante : 

    
  

      

∫  ( )  
 

 

                                      (I-2) 

Dans le cadre de l’élasticité linéaire quasi-statique et des petites perturbations, le taux de 

restitution de l’énergie G et les facteurs d’intensité de contraintes (  ,     et     ) sont reliés 

par la formule d’Irwin [18,19] : 

  
(  

     
 )

  
 

   

 
    

  (I-3) 

En hypothèse de déformations planes, on a E' = E et en hypothèse des contraintes 

   
 

     planes, sachant que :  

E : Module de Young  

v : coefficient de Poisson. 

Pour différentes géométries de fissures et de structures, les efforts se sont multipliés pour 

évaluer les coefficients d’intensité de contraintes. On trouve de nombreuses solutions 
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analytiques ou semi-analytiques pour les solides fissurés infinis ou de forme extérieure simple 

compilées dans des recueils comme celui de Tada et al [23]. 

Les effets de la présence d’une rainure sur la stabilité ont été examiné par Liebowitz et al [24, 

25] et Okamura et al [26], ces résultats ont été vérifiées expérimentalement avec Brown et al. 

[27], où ils ont proposé une formule pour l’identification de la flexibilité locale d’une poutre 

de section rectangulaire fissurée en flexion. Anifantis [28] a exploité la même formulation 

pour l’examen de stabilité des colonnes fissurées.  Dimarogonas et Anifantis  [29, 30, 31] ont 

suivi la même méthodologie pour la stabilité des anneaux et des tubes comportant des fissures 

longitudinales.  

Gross et Srawley [32, 33] publient deux notes techniques à la NASA sur l’identification des 

coefficients d’intensité de contraintes et les termes de la matrice de flexibilité locale pour des 

éléments fissurés soumis à des efforts de flexion et de traction. De même, Rice et Levy [34] 

ont examiné ce couplage dans leur étude des plaques élastiques fissurées. Dimarogonas [35, 

36, 37, 38], Anifantis et Dimarogonas [39] ont introduit la matrice de flexibilité (6 x 6) d’une 

section fissurée. Ils ont constaté qu’elle contient des termes extra-diagonaux conduisant au 

couplage des vibrations longitudinale et transversale. En négligeant les effets de la torsion, ils 

ont évalué les termes de cette matrice (5 x 5) pour une section rectangulaire possédant une 

fissure transversale. Les termes de la matrice (6 x 6) d’une section de poutre de Timoshenko 

fissurée pour tout cas de chargement ont tous été évalués par Papadopoulos et Dimarogonas 

[40, 41, 42], Ostachowicz et Krawczuk [43]. 

Dimarogonas et Paipetis [35] à discrétisé la surface fissurée en un ensemble d’éléments 

indépendants pour la raison que l’expression analytique de facteur d’intensité de contraintes 

n’existe pas dans le cas d’une géométrie cylindrique telle que celle des rotors de turbines. Les 

coefficients d’intensité de contraintes peuvent être approchés par des formules analytiques sur 

chacune de ces surfaces élémentaires, par la suite le taux de restitution d’énergie est déterminé 

par intégration, (figure I.4). 

L’équation I-2 devient : 

    
  

      

∫ ∫  (   )    
 

  

 

 

   (I-4) 

Les flexibilités locales dues à la présence d’une fissure de fatigue ont été identifié 

expérimentalement sur des éprouvettes en verre-époxy par Dimarogonas [44, 45], et les 

résultats ont concordé avec la démarche décrite ci-dessus. Cette méthode n’en reste pas moins 

une approximation même si elle offre l’avantage d’être facilement applicable dans un 
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algorithme numérique, et ce malgré que sa précision n’est pas établie [46]. D’autre part, on 

trouve des problèmes de convergence de la procédure d’intégration lorsque la profondeur de 

la fissure dépasse le rayon de la section du rotor [47, 48]. Papadopoulos [49] a proposé une 

solution qui permet de surmonter cette difficulté. Lorsque la profondeur de la fissure dépasse 

le rayon de la section du rotor on calcule de façon approchée l’intégrale double de l’équation 

(1.4) en considérant des valeurs de   tel que                . 

La généralisation de cette démarche à toute géométrie de section fissurée est complexe ou 

impossible dans certains cas où la fissure n’est pas connexe. 

En conclusion, les solutions apportées par la mécanique de rupture pour le calcul des 

flexibilités locales résultant à la présence de fissures appliquées à des structures géométriques 

complexes ne permettent que des approximations plus ou moins grossières [50]. Il faut, de ce 

fait, recourir aux méthodes numériques. 

Plusieurs tentatives ont été faites pour l’identification numérique des coefficients de flexibilité 

locale dus à la présence d’une fissure. Une modélisation par éléments finis tridimensionnels 

avec un comportement élastique a été faite par Dirr et Schmalhorst [51], et Imam et al. [52]. 

Les éléments triangulaires avec un comportement élastoplastique du matériau ont été utilisé 

par Ostachowics et al [53]. La méthode des éléments finis pour modélisation de la variation 

des contraintes en fond de fissure nécessitant des maillages très raffinés et des temps de 

calculs importants tant la procédure converge lentement a été instauré par Go et Lin [54]. 

Pour aboutir à des coûts de calculs plus faibles, d’autres types d’éléments plus appropriés ont 

été présentés. 

I.5. Mécanisme du comportement de la fissure 

La prise en compte du mécanisme d’ouverture et de fermeture de la fissure est le deuxième 

principe de la modélisation des structures fissurées. Pour mettre en évidence ce mécanisme 

On considère une poutre à section circulaire simplement appuyée soumis à l’effet de son 

propre poids, tournant à une vitesse de rotation faible autour de son axe. Une section fissurée 

se trouve au milieu de la longueur de la poutre. Quand la poutre tourne la partie fissurée passe 

périodiquement de zones tendues (lorsqu’elle est en bas) à des zones comprimées (lorsqu'elle est 

en haut), et en conséquent elle s’ouvre et se ferme périodiquement et on dit qu’elle respire, 

(figure I.5). 
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En fonction de la position angulaire de la fissure, On trouve trois situations concernant le 

mécanisme de respiration qui sont : la position fermée (cas de compression), ouverte (cas de 

tension) et enfin dans une situation intermédiaire ce qui l’amène à être partiellement ouverte ou 

bien partiellement fermée, ce mécanisme de respiration générée entraine un comportement 

vibratoire spécial.  

Cependant, la modélisation du comportement vibratoire de la fissure dans les rotors montre qu’on 

peut distinguer deux types de modèles de fissures : 

Le premier modèle est la fissure qui reste toujours ouverte durant la rotation. Ce modèle est 

connu sous le nom de modèle de fissure ouverte (Open crack). 

Le deuxième modèle est la fissure respiratoire (Breathing crack), dans ce cas la fissure s’ouvre 

et se ferme durant la rotation de la structure en fonction l’angle de rotation. 

 

  

(a) Fissure en zone comprimée (b) Fissure en zone tendue 

Figure I. 5 : Mise en évidence du mécanisme de respiration de la fissure. 

 

I.5.1. Modèle de fissure ouverte 

Pour ce modèle, la fissure reste totalement ouverte durant la vibration, ce modèle est utilisé 

pour éviter les non- linéarités introduites par la respiration de la fissure. Certains travaux 

représentent la partie fissurée de la poutre par un ressort équivalent qui reste constant quelle 

que soit la direction du chargement [14]. 

Ce modèle est simple car la rigidité de l’arbre du rotor reste constante au cours de la rotation 

et la fissure est décrite par une diminution de rigidité de l’arbre. 

Pour ce modèle, la rigidité de l’arbre peut se modéliser par la variation des moments d’inertie  

pour les deux directions principales de la section en fonction de la profondeur de la fissure.  

La solution exacte de la réponse vibratoire de ce modèle a été développée par Tondl [55]. 

D’autre part Dimentberg [56] a étudié la réponse vibratoire d’un rotor dissymétrique et a 

remarqué des variations dans les composantes sub et sous-harmoniques de la vitesse critique. 

Dimarogonas [44, 45] a utilisé les travaux de Dimentberg [56] pour le développement de la 
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méthode de détection des fissures basée sur la seconde harmonique. Pafelias [57] a suivi les 

travaux de Dimarogonas et a développé une stratégie de détection de fissures basée sur la 

seconde harmonique.  

Gudmundson [58, 59] a vérifié les résultats obtenus expérimentalement par Wendtland [60] 

pour des poutres fissurées de faible profondeur au voisinage des fréquences de résonances.   

 

I.5.2. Modèle de fissure respiratoire 

Henry et Okah-Avae [61], Gasch [62], et Mayes et Davies [63] ont décrit un modèle simple 

pour le mécanisme d’ouverture-fermeture de la fissure pour des fissures peu profondes. Ce 

modèle était appelé le modèle switching ou "hinge model", pour ce modèle, la fissure est soit 

totalement ouverte ou totalement fermée. Mayes et Davies [63] étaient les premiers à exposer 

des résultats expérimentaux pour la validation de leur modèle. Henry et Okah-Avae [61], et 

Gasch [62] ont obtenu l’équation différentielle linéaire à coefficients périodiques par le 

passage du repère tournant au repère fixe. Ziebarth et al [64, 65] ont présenté des résultats 

identiques aux résultats de Henry et Okah-Avae [61] et Gasch [62].   

Mayes et Davies [66] ont étudié analytiquement et expérimentalement l’effet de la 

propagation de la fissure sur la réponse vibratoire d’une machine tournante.  

En 1984, Mayes et Davies [67, 68] ont étudié le cas de système à multi- rotors en modélisant 

la fissure par une réduction des moments d’inertie tenant en compte la variation périodique de 

la rigidité et le mécanisme de respiration de la fissure et ils ont développés la formule 

suivante : 

  

  

  
  

  
 
 

 

 
(     ) ( ) (I-5) 

Ou    est la dimunition du moment d’inertie de la section transversale de rayon R due à la 

fissure de profondeur  .    désigne le moment d’inertie de la section non fissurée et   la 

longueur de l’élément fissuré et   
 

 
 est la profondeur adimensionnelle de la fissure.   ( ) 

désigne la fonction de souplesse (sans dimension) mesurant la perte relative en moment 

d’inertie due à la présence de la fissure. 

Ce modèle de Mayes et Davies [67, 68] est en bonne concordance avec les résultats 

expérimentaux de Bush [69] et les calculs numériques de Henry [70]. 

Mayes et Davies [67] ont observé une fermeture partielle de la fissure, figure I.6(b), 

contrairement au switching modèle figure I.6(a) où   (  )  désigne la perte de rigidité 
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périodique due à la fissure et       sa valeur maximale correspondant à une fissure 

totalement ouverte.  

  

(a) Modèle switching  (b) Modèle de Mayes et Davies 

Figure I. 6: Modèles de respiration de la fissure. 

 

Al-Shudeifat et al [71-74] ont étudié théoriquement et expérimentalement l’effet des deux 

modèles de la fissure sur les fréquences propres, les amplitudes et les orb ites ainsi que la 

stabilité d’un rotor a deux disques et ont développé deux nouveaux fonctions pour la variation 

des moments d’inertie de la section fissurée et ils ont prouvé expérimentalement que les 

nouvelles fonctions sont plus précises de celles de Mayes et Davies [67, 68]. 

I.6. Types des fissures  

Sur la base de l’orientation de la fissure par rapport à l’axe de l’arbre de rotor, les fissures 

sont classées en trois groupes.  

• Fissure transversale : Ce type des fissures est perpendiculaire à l'axe de l'arbre (Figure.I.7), 

il se développe si l'arbre est uniquement soumis à des contraintes de flexion,  

La fissure transversale  est le défaut le plus grave et le plus courant qui entraîne des 

dommages importants aux rotors. Ainsi, ce type est largement étudié par les chercheurs.  

 

Figure I. 7: Fissure transversale 

• Fissure longitudinale : Ce type de fissure est parallèle à l'axe de l'arbre et 

relativement rare et moins grave (Figure.I.8). 
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Figure I. 8: Fissure longitudinale. 

• Fissure oblique : ce type de fissure fait un angle avec l’axe de l’arbre (Figure.I.9) 

sous l’effet de la torsion et il est identique aux fissures hélicoïdales [75]. Sekhar et al 

[76] ont conclu que l’effet de la fissure oblique sur la vibration des rotors est inférieur 

à celui d’une fissure transversale.  

 

 Figure I. 9: Fissure hélicoïdale. 

Les fissures qui restent toujours ouvertes sont appelées fissures « béantes ». Ils sont plus 

correctement appelés « entailles » (Figure I.10). Les fissures sont faciles à imiter dans un 

laboratoire et la plupart des travaux expérimentaux portent donc sur ce type de fissure 

 

Figure I. 10: Fissure béante. 

I.7. Méthodes d'identification des fissures 

L'identification des fissures dans les rotors pourrait être réalisée en appliquant des méthodes 

basées sur la vibration ou sur le modèle. Les méthodes de vibration sont basées sur des 

mesures de signal directes telles que la réponse ou les fréquences propres ; la modification de 
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ces mesures aurait pu être attribuée à la fissure. Les méthodes basées sur un modèle prennent 

en compte, à la place de la fissure ou d'autres défauts, des charges équivalentes donnant le 

même résultat que la fissure ou les défauts. Sabnavis et al. [77] a publié une revue de 

littérature en 2004 où ils se sont concentrés sur la détection des fissures en utilisant : 

a) Méthodes basées sur la vibration (signal ou modèle) 

b) Test du model (modifications des modes propres ou des fréquences propres, réponse à une 

excitation spécifiquement appliquée) 

c) Méthodes non traditionnelles (réseaux de neurones, logique floue, etc.). 

 

I.7.1. Identification basée sur la mesure des fréquences 

Lorsqu'une fissure existe dans une poutre ou un arbre, la rigidité est réduite et par conséquent 

les fréquences propres du système diminuent. Mesurer ces différences peut aider à identifier 

la fissure. Nikolakopoulos et Papadrakakis [78,79] ont examiné le problème de l'identification 

de la profondeur et de la position de la fissure dans des structures en utilisant des mesures de 

fréquences propres. La méthode de base consistait à présenter, via un graphique de contour, la 

dépendance des deux premières fréquences propres structurelles en fonction de la profondeur 

et de l’emplacement de la fissure, à l’aide de la méthode des éléments finis. Pour identifier 

l'emplacement et la profondeur d'une fissure dans une structure, il suffit de déterminer le point 

d'intersection des contours superposés qui correspond aux variations de fréquence propre 

mesurées et causées par la présence de la fissure. 

Lee et Chung [80] ont présenté une procédure d'évaluation non destructive permettant 

d'identifier une fissure dans une structure de type poutre monodimensionnel en utilisant des 

données de fréquence naturelle et MEF. Lele et Maiti [81] ont présenté le problème direct 

(détermination des fréquences des poutres connaissant les paramètres de la fissure) et indirect 

(détermination de l'emplacement de la fissure connaissant les fréquences naturelles) dans une 

poutre de Timoshenko tout en représentant la fissure par un ressort.  

Ratan et al [82] ont mesurés les amplitudes aux pics de la transformée de Fourier afin de les 

utiliser dans un vecteur '' résidu '' pour identifier et localiser la fissure. Les contours de 

fréquence relatifs aux profondeurs et aux emplacements des fissures peuvent être utilisés pour 

identifier la fissure [83]. 
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I.7.2. Identification par mode propre ou par réponse 

Les modes propres sont également modifiés dans les structures vibrantes fissurées. Dans ce 

cas, les mesures de vibration en différents points peuvent être utilisées pour identifier les 

fissures. Afin d'identifier l'emplacement et la profondeur d'une fissure dans une poutre, Rizos 

et al. [84] ont utilisé deux mesures à deux positions différentes de la poutre vibrante près de la 

première valeur de résonance ; une solution analytique de la réponse dynamique est également 

utilisée. 

Un système de détection et de surveillance en ligne des fissures de rotor a été rapporté par 

Imam et al [51]. Le système est également capable de détecter des fissures lors du démarrage 

ou de l'arrêt de la machine. Cette technique est basée sur l'approche d'analyse de vibration et 

sur la modélisation analytique de la dynamique du rotor. Il est capable de détecter des fissures 

aussi petites que 1% ou 2% du diamètre ou le rotor soumis à une charge de flexion. La 

validation expérimentale de la technique proposée est également incluse dans ce rapport 

circonstanciel. Cette technologie est appliquée avec succès sur de nombreux systèmes 

turbogénérateurs ainsi que sur les pompes de refroid issement verticales de réacteurs 

nucléaires. 

Seibold et Weinert [85] ont présenté la localisation des fissures dans les machines tournantes 

en fonction des vibrations mesurées. La méthode utilisée est un algorithme d'identification 

dans le domaine temporel : le filtre de Kalman étendu (EKF). La localisation est réalisée en 

concevant une banque d’EKF dans laquelle chaque filtre est réglé sur une hypothèse de 

dommage différente : c’est-à-dire, dans ce cas, l’emplacement spécifique de la fissure. En 

calculant les probabilités des différentes hypothèses, la fissure peut être localisée et sa 

profondeur peut être déterminée. La procédure est appliquée à un rotor simulé et à un banc 

d'essai de rotor. 

Dong et al. [86] ont utilisé un modèle continu d'analyse des vibrations et d'identification des 

paramètres d'un rotor statique (non rotatif) à fissure ouverte, fondé sur deux hypothèses : le 

rotor fissuré est une poutre d'Euler-Bernoulli à section transversale circulaire, et que la région 

fissurée est modélisée comme une flexibilité locale avec les méthodes de la mécanique de 

rupture. En mesurant la flexion en deux points symétriques et en utilisant la méthode 

d'identification par contour, l'emplacement et la profondeur de la fissure sont prédits. 

Karthikeyan et al. [87] identifient la fissure dans une poutre à partir de mesures à réponses 

libre et forcée. 
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Gounaris et Papadopoulos [88] ont utilisé une méthode basée sur l'observation selon laquelle 

les fréquences propres de toute structure fissurée sont différentes de ceux de la structure non 

fissurée. Les différences sont dues à l’arrêt de la pente des modes propres de vibration à 

l’emplacement de la fissure. La prémisse de base dans cette sec tion est de corréler les 

différences de mode avec la profondeur et l'emplacement de la fissure. Ces différences 

corrélées sont choisies pour être : 

(a) le rapport de deux mesures d'amplitude dans deux positions ; 

(b) La distance entre le nœud du mode de vibration et l'extrémité gauche lorsque la 

structure vibre sous excitation harmonique en condition de résonance. 

 

I.7.3. Identification basée sur l'excitation externe 

Une fissure respiratoire dans un arbre en rotation provoque un comportement dynamique non 

linéaire. Ce comportement peut être observé en mesurant l’amplitude de la vibration en 

fonction de la vitesse angulaire lors du démarrage ou de l’arrêt de la machine tournante. Bien 

entendu, il est très intéressant d’identifier les fissures lorsque l’arbre fonctionne à vitesse 

angulaire constante. 

Ishida et al. [89-92] ont utilisé des excitations externes d'arbres fissurés en rotation, 

provoquant ainsi l'excitation de caractéristiques non linéaires de la fissure afin de l'identifier. 

De cette façon, la fissure peut être détectée à la vitesse de rotation opérationnelle.  

Au lieu de MEF, la méthode de la matrice de transfert peut être utilisée pour modéliser un 

arbre de Timoshenko fissuré. La solution du problème est donnée uniquement par la 

multiplication de la matrice N x N (N = dégrée de liberté par nœud). Dans le cas de MEF, la 

dimension de la matrice caractéristique est N x nombre des nœuds [93]. 

L'idée des Hwang et Kim [94] était de minimiser les données FFR (few frequency response) 

mesurées et calculées afin d'identifier les fissures dans les pales du rotor d’hélicoptère. 

En utilisant la méthode des éléments finis, Sekhar et Prabhu [95] ont trouvé des modifications 

dans les fréquences propres où ils ont utilisé ces différences pour détecter la fissure. Ils ont 

constaté que les changements de fréquences naturelles dus à une fissure sont appréciables 

avec un faible rapport      . 

Saavedra et Cuitino [96, 97] ont calculé la matrice de flexibilité locale, puis un modèle 

d'éléments finis de l'élément fissuré, et l'ont utilisé pour détecter les poutres et le rotor 

fissurés. 



Chapitre I : Recherche bibliographique sur la dynamique des rotors fissurés 
 

18 
 

Les pics de vibration se produisant à des fractions rationnelles de la vitesse critique 

fondamentale de rotation, appelée ici résonances locales, facilitent la détection des arbres 

fissurés lors de l’arrêt de la machine. Un rotor de Jeffcott modifié sur les roulements de 

tourillon est utilisé, prenant en compte les effets de la gravité et oscillant autour de points 

d'équilibre non rival. La sélection de paramètres modaux permet à ce modèle linéaire de 

représenter les caractéristiques de premier mode de machines réelles. L'évolution des orbites 

et les schémas vibratoires sont analysés, donnant des résultats utiles. Les résultats de la 

détection des fissures indiquent qu’au lieu des composants     et    de la vitesse critique, 

l’analyse des résonances locales restantes doit être prioritaire ; cela est dû à une interaction 

entre le déséquilibre résiduel dans les fissures et à de multiples origines induites. Par 

conséquent, les résonances locales et les évolutions orbitales autour de 1/2, 1/3 et 1/4 de la 

vitesse critique sont mises en évidence pour différentes orientations de déséquilibre des 

fissures. 

 

I.7.4. Identification basée sur le couplage 

Lorsqu'une fissure superficielle transversale existe sur un arbre, il existe un couplage entre 

différents modes de vibration. Ce phénomène a été signalé pour la première fois pour les 

vibrations longitudinales et de flexion par Papadopoulos et Dimarogonas [98], puis pour les 

vibrations de flexion et de torsion. 

Dans le travail de Wauer J. [99], les équations de champ régissant un arbre en rotation de 

Timoshenko ont été dérivées, y compris les vibrations axiales et en torsion ainsi que les 

conditions aux limites. Le couplage flexion-torsion et flexion-longitudinale est également 

démontré. 

Les termes non diagonaux de la matrice de compliance qui modélisent une fissure permettent 

d'exprimer numériquement les observations relatives à l'existence d'un couplage entre 

différents modes de vibrations. L'existence du couplage est également proposée comme 

indication de la fissure, même si le couplage existe également en raison d'asymétries ou en 

raison déséquilibré [100]. Le couplage dû à une fissure introduit dans le spectre de vibration 

de nouvelles caractéristiques discrètes qui auraient pu être attribuées uniquement à une fissure  

[101].  

Gounaris et al. [102] ont utilisé le phénomène de couplage comme outil d'identification pour 

la détermination de la profondeur et de la localisation d'une fissure transversale à la surface 

d’une poutre de Timoshenko. Une force harmonique est utilisée pour exciter la poutre. Deux 
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méthodes de réponse en un point sont requises par la méthode. La première mesure est prise 

dans le sens de l'excitation, la seconde dans la direction où se produit l'effet de couplage dû à 

la fissure. Il sera démontré que l'identification de l'existence de la fissure est réalisable s'il 

existe une réponse avec un degré de liberté autre que celui de l'excitation. Cette méthode peut 

être appliquée dans structures dans l'air aussi bien que sous l'eau. 

Gounaris et Papadopoulos [103] ont utilisé la propriété des vibrations couplées introduites par 

une fissure afin d'identifier une fissure dans un arbre fissuré en rotation. L'arbre a été modélisé 

comme une poutre Timoshenko en rotation, incluant l'effet gyroscopique et les vibrations 

axiales dues au couplage. La méthode utilisée était basée sur les mesures de la réponse en 

vibration axiale due à différentes fréquences d’excitation et à différentes révolutions de 

l’arbre.  

Le modèle simple de rotor Jeffcott est considéré par Darpe et al. [104], analysant la réponse 

d'un rotor à vitesse angulaire constante sous excitation axiale de fréquences différentes. Cette 

impulsion axiale périodique est transmise aux rotors fissurés et non fissurés et les spectres de 

vibration présentent des différences nettes indiquant l'existence d'une fissure. Poursuivant cet 

effort, Darpe et al. [105] ont examiné ce phénomène à titre expérimental. Ils ont fourni les 

résultats analytiques ci-dessus pour les arbres rotatifs et non rotatifs, en les excitants par une 

excitation axiale de fréquences différentes. Plus tard en 2004, Darpe et al. [105] ont également 

étudié le couplage entre les vibrations longitudinales, latérales et torsionnelles d'un arbre 

fissuré en rotation en utilisant un modèle de fissure respiratoire non linéaire dépendant de la 

réponse. Ils ont signalé la présence de sommes ou / et différences de fréquences dans les 

spectres de vibration attribuées à la non-linéarité due au modèle de fissure respiratoire. Ils ont 

proposé la coexistence de fréquences d’autres modes dans les spectres de fréquences d’un 

mode particulier et la présence de fréquences de somme et de différence autour des 

fréquences d’excitation et de leurs harmoniques comme indicateurs utiles pour le diagnostic 

des fissures. 

Dado et Abuzeid [106] ont présenté le comportement vibratoire d'une poutre de section 

transversale rectangulaire supportant une masse d'extrémité et une inertie rotative. Ils ont 

étudié le couplage entre les vibrations longitudinales et de flexion et modélisé la fissure à 

l'aide de la matrice de conformité pour les charges axiales et de flexion. 

Al-Said et al. [107] ont proposé un modèle simple décrivant les caractéristiques de vibration 

en flexion d'une poutre de Timoshenko en rotation et fissuré. La poutre fissurée est modé lisée 

à l'aide de deux segments uniformes reliés par un ressort de torsion sans masse à 
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l'emplacement de la fissure. L'équation du mouvement est déterminée en utilisant la méthode 

de Lagrange en conjonction avec la méthode en mode supposé. Le modèle proposé est utilisé 

pour étudier l'effet de la profondeur de la fissure, de la déformation en cisaillement et de la 

vitesse de rotation sur les caractéristiques dynamiques de la poutre, et pour comparer les 

résultats avec ceux obtenus à l'aide du modèle de poutre Euler-Bernoulli largement utilisé. On 

montre que pour une même profondeur de fissure, le modèle proposé présente une réduction 

de fréquence plus élevée que celle de la poutre d’Euler-Bernoulli. La vérification du modèle 

est effectuée à l'aide d'une analyse par éléments finis tridimensionnels, qui montre un bon 

accord avec les résultats supposés pour le mode. 

 

I.7.5. Identification basée sur des modèles 

Dans l'identification basée sur un modèle, le changement induit par la défaillance du système 

de rotor est pris en compte par des charges équivalentes dans le modèle mathématique. Ces 

charges équivalentes sont des forces et moments virtuels agissant sur le système linéaire non 

endommagé pour générer un comportement dynamique identique à celui mesuré dans le 

système endommagé. La méthode a été présentée pour la première fois par Isermann [108] 

pour la détection de défauts de processus techniques. Cette méthode a été appliquée sur la 

base des informations extraites de signaux mesurés directement, de modèles de signaux et de 

modèles de processus. 

Seibold et Weinert [85] ont utilisé un algorithme d'identification dans le domaine temporel 

afin de localiser les fissures dans les machines tournantes. 

Bachschmid et Dellupi [109] ont utilisé une procédure basée sur un modèle pour identifier les 

forces non linéaires de films d'huile linéaires et non linéaires dans des roulements.  

Bachschmid et al. [110] ont utilisé une approche de diagnostic basée sur la méthode des 

moindres carrés dans le domaine fréquentiel pour identifier la position et la profondeur d'une 

fissure transversale le long du rotor. La profondeur de la fissure est calculée en comparant le 

moment de flexion statique, dû au poids du rotor et aux conditions d'alignement des 

roulements, au moment de flexion périodique « équivalent » identifié, qui simule la fissure. 

La méthode basée sur un modèle a également été présentée par Markert et al. [111] pour 

résoudre l'identification en ligne des dysfonctionnements dans les systèmes à rotor. Le 

changement induit par la panne dans le système de rotor est pris en compte par des charges 

équivalentes. La méthode d'identification est basée sur des algorithmes d'ajustement des 

moindres carrés dans le domaine temporel. 
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Dharmaraju et al. [112,113] ont appliqué des techniques d'ingénierie indirectes pour estimer 

les paramètres de modèle du système à partir des mesures expérimentales force-réponse. Dans 

ce travail, un algorithme d'identification général a été développé pour estimer les coefficients 

de flexibilité de la fissure et la profondeur de la fissure sur la base des informations force-

réponse. La fissure de surface transversale est considérée comme restant ouverte. La fissure a 

été modélisée par une matrice de flexibilité locale à quatre degrés de liberté et contient des 

termes diagonaux et non diagonaux. 

Sekhar [114,115] a modélisé à l'aide de MEF un système de roulement de rotor, la fissure est 

prise en compte par le changement de flexibilité local. La fissure a été identifiée quant à sa 

profondeur et à son emplacement sur le structure. La nature et les symptômes de la fissure, 

sont déterminés à l'aide de la transformée de Fourier rapide. En 2005 [114], il a examiné le 

problème des rotors multi-endommagés (balourd et fissure) utilisant à la fois une expansion 

modale et une expansion dynamique de base réduite. 

Pennacchi et al. [116] ont présenté une méthode d'identification par modèle adaptée aux 

machines industrielles. La méthode d’identification et la théorie relative sont brièvement 

présentées, tandis que trois types de fissures sont considérés : le premier est une entaille et il 

n’y a pas réellement de fissure car il n’a pas de comportement respiratoire typique, le second 

est une petite fissure (14% des diamètres) et le troisième une fissure profonde (47% du 

diamètre). L'excellente précision obtenue dans l'identification de la position et de la 

profondeur de différentes fissures prouve l'efficacité et la fiabilité de la méthode proposée. 
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II.1 : Introduction 

Ce chapitre a pour but de développer les équations du mouvement afin de prévoir le 

comportement dynamique d’un rotor. Les caractéristiques de chaque élément composant le 

rotor sont d’abord développées pour étudier la dynamique d'un système comportant un ou 

plusieurs rotors, il est possible d'écrire les équations du mouvement soit dans un repère fixe 

soit dans un repère tournant à la même vitesse de rotation. On utilise un repère tournant 

principalement pour l'étude des disques. Dans le contexte qui nous intéresse, celui de la 

dynamique d'ensemble, le repère fixe est plus adapté.  

Lors de la mise en équation, on utilise les angles d'Euler pour d’écrire le mouvement d'un 

élément de rotor, comme pour le mouvement général de tout solide. On suppose que la vitesse 

de rotation est constante, ou tout au moins qu'il s'agit d'une fonction connue du temps. Les 

vibrations axiales et de torsion se trouvent de plus découplées des vibrations de flexion, 

auxquelles on s'intéresse plus particulièrement en dynamique d'ensemble. 

Dans cette partie on va mettre en équation le rotor afin de développer l’équation de 

mouvement à partir de la méthode de l’équation de Lagrange. 

 

II.2 : Hypothèses 

Le rotor est composé généralement d’un arbre reposant sur des paliers, et comportant un ou 

plusieurs disques. Dans cette étude, les sollicitations prises en compte sont le balourd et les 

déplacements imposés du support supposé rigide. Les équations du mouvement sont obtenues 

à partir des énergies cinétiques et de déformation des différents composants du rotor en 

appliquant les équations de Lagrange. La démarche utilisée est identique à celle développée 

par Lalanne et Ferraris [118].  

Les hypothèses suivantes sont retenues : 

 L’arbre est déformable. 

 Les disques sont rigides. 

 Le rotor tourbillonne à une vitesse constante. 

 Les possibles asymétries de l’arbre et des disques ne sont pas prises en compte. 

Ces hypothèses correspondent à la majorité des rotors industriels. 

L’établissement des équations du mouvement nécessite les étapes suivantes : 
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 Calcul des différentes énergies des composants du système : énergies cinétiques du 

disque, de l’arbre et du balourd, énergie de déformation de l’arbre, et travail virtuel 

des forces extérieures. 

 Application des équations de Lagrange qui sont de la forme : 

                                              

 

  
(
  

   ̇
*  

  

   
 
  

   
    (II-1) 

 

Où N (1 ≤ i ≤ N) est le nombre de degrés de liberté, les qi sont les coordonnées généralisées et 

les Qi sont les forces extérieures. Le symbole 
 

  
  désigne la dérivée par rapport au temps. 

 

II.3 : Détermination des énergies des éléments de rotor 

L’arbre est modélisé par une poutre de type Euler-Bernoulli. Le disque est modélisé par une 

masse concentrée et d’inertie en rotation. Le rotor est supporté par des paliers représentés par 

des raideurs et des amortissements ponctuels. 

En plus de la rotation autour de son axe longitudinal  , l'arbre a deux translations 

orthogonales u (x, t) et w (z, t) dans le plan du disque.  

Pour l’expression des énergies cinétiques de l’arbre et du disque, le vecteur de vitesse et 

rotation du repère R par rapport au repère R0 doivent être calculés. 

 

 

Figure II. 1: Modèle d’un rotor avec un disque supporté par deux paliers. 
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II.3.1. Disque 

Le disque est supposé rigide. Seule son énergie cinétique est considérée. Soient R0 (X, Y, Z) 

repère fixe et R(x,y,z) un repère tournant lié au disque (Figure. II.2). Le système de 

coordonnées x, y et z, est relié au système de coordonnées X, Y et  Z par l’intermédiaire des 

angles             pour déterminer la position du disque, on effectue une rotation initiale d’un 

angle    autour de l’axe    puis d’un angle    autour du nouvel axe  , noté   , enfin d’un 

angle     autour de l’axe de rotation propre du disque  . 

 
 

Figure II. 2: Repère fixe liée au support et repère tournant liée au disque. 

Le vecteur de rotation instantanée traduisant la position du repère R s’écrit : 

 

 ⃗⃗     
   ̇     ̇      ̇   

  (II-2) 

                                        

Ou  ⃗⃗  ⃗,    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ et    sont les vecteurs unitaires suivant les axes   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗  et   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

L’énergie cinétique du disque autour de son centre de masse O est calculée dans le repère 

tournant R. la vitesse de rotation du solide s’exprime alors dans ce repère : 

 

 ⃗⃗     
  (

  
  
  
+  (

  ̇             ̇      

 ̇   ̇      

 ̇             ̇      

, (II-3) 

 

            sont les composants du vecteur de rotation instantanée suivant x, y et z.  

Soient         les coordonnées du centre du disque O suivant OX, OZ dans le repère fixe    , 

la coordonnée suivant OY restant constante.  
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   est le tenseur d'inertie principal, exprimé dans le repère lié au disque: 

   [

     

     

     

] (II-4) 

 

        et    sont les moments d’inertie du disque suivant les axes x, y et z.  

L’expression générale de l’énergie cinétique du disque    s’écrit alors : 

     
        

    
 

 
  ( ̇

   ̇ )  
 

 
 ⃗⃗     
    ⃗⃗     

  (II-5) 

   est la masse du disque. 

Le disque tourne avec le rotor autour de son axe principal à la vitesse constante    ̇   , les 

angles          sont petits d’où l’on peut faire les approximations                  . Dans 

ce cas le vecteur de rotation devient : 
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L'énergie cinétique s’écrit : 
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Où             représentent les moments d’inertie du disque par rapport à ses axes principaux 

d’inertie. Puisque le disque est symétrique on a         et les termes  ̇ 
 
 ̇ 
 
qui sont d’un 

ordre élevé peuvent être négligés. L’énergie cinétique de rotation du disque deviendra donc : 
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L’énergie cinétique totale du disque est donc définie par : 
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     ̇   )(     ) 

Cette expression fait apparaître les termes classiques de la dynamique des rotors : 

 
   

 
    Terme constant représentant l'énergie de rotation du disque. Il n'a pas 

d'influence sur les équations du mouvement. 

 
  

 
( ̇   ̇ ) : énergie cinétique d’un élément en translation dans un plan. 

 
   

 
( ̇ 

 
  ̇ 

 
)  : énergie cinétique de rotation d’un élément autour des axes x et z. 

      ̇    : effet gyroscopique (Coriolis). 

Où : 
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II.3.2. Arbre 

L’arbre est considéré comme une poutre déformable de section circulaire définit par l’énergie 

cinétique et l’énergie de déformation. 

II.3.2.1. Energie cinétique 

La formulation générale de l’énergie cinétique de l’arbre est similaire à celle développée pour 

le disque. Pour un élément de longueur L, de section droite constante, l’expression de 

l’énergie cinétique s’écrit : 
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Cette expression fait apparaître des termes classiques en dynamique des rotors : 

      
  : Un terme constant, représente l’énergie de rotation de l’arbre, il a une 

contribution nulle dans les équations du mouvement. 

      ∫  ̇     
 

 
 : un terme représente l’effet gyroscopique. 

 
   

 
∫ ( ̇ 

 
  ̇ 

 
)  

 

 
 : effet secondaire de l’inertie de rotation. 

 
  

 
∫ ( ̇   ̇ )  
 

 
 : expression de l’énergie cinétique d’une poutre en flexion. 

Les autres termes sont dus au mouvement du rotor. Les mêmes remarques pour le disque 

peuvent être faites quant à la symétrie des équations obtenues. 

II.3.2.2. Energie de déformation 

Le calcul de l’énergie de déformation de l’arbre s’effectue en considérant le cas d’une poutre 

flexible en rotation sans déformation à l’effort tranchant. 

Considérant le point C comme centre géométrique et B(x, z) un point de la section 

transversale de l’arbre et supposant que   et  représentent successivement la déformation et la 

contrainte suivant l’axe de l’arbre. 

Soit    et    les déplacements du centre géométrique de l’arbre par rapport au repère tournant 

R(x,y,z) (Figure III.6), le déplacement suivant y  supposé négligeable. 

La déformation longitudinale au point B est donnée par l’expression : 

 

    
    

   
  

    

   
 (II-16) 

 

L’énergie de déformation est donnée par : 

   
 

 
∫     
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 (II-17) 

 

Compte tenu de la loi de Hooke       qui donne la relation entre les contraintes et les 

déformations, on a : 
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 (II-18) 

Alors l’énergie de déformation s’écrit : 
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Figure II. 3: Coordonnées du centre géométrique C et d’un point arbitraire B de la 

section du rotor. 

 

Le troisième terme de l’intégrale est nul par suite de la symétrie de la section, d’où : 
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En introduisant les inerties diamétrales de la section, 
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 (II-22) 

 

L’énergie de déformation a donnée par l’expression : 

   
 

 
∫ [(  (

    

   
)

 

   (
    

   
)

 

+ ]  
 

 

 (II-23) 



Chapitre II : Mise en équation 

 

30 
 

 

Pour exprimer l’énergie de déformation dans le repère fixe R0 ; on utilise les relations de 

passage   et   en fonction de u et w (Figure .II.6), soient : 

 

                
                

 (II-24) 

 

Comme on a pour le cas de l’arbre symétrique Ix= Iz= Ia, l’énergie de déformation s’écrit : 
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Et finalement, on a : 
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III.3.3. Balourd 

Le balourd dont une représentation géométrique est donnée (Figure II.7) représenté à une 

masse    localisée à la distance d du centre de la section de l’arbre. Son énergie cinétique 

doit être prise en compte. 

 

II. 4: Masse de balourd. 



Chapitre II : Mise en équation 

 

31 
 

Pour modéliser d’une façon simple le balourd, il est décomposé en masses concentrées posées 

dans différent plans comme illustré dans la figure II.5. Ces masses sont supposées avoir le 

même effet que le balourd continu sur le comportement dynamique du rotor. 

 

 

Figure II. 5: Modélisation de la distribution de balourd. 

La masse est toujours perpendiculaire à l’axe de rotation y, alors la  coordonnée de cette 

masse est constante par rapport à l'axe y dans le repère    : 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  {
        

   
        

} (II-27) 

 

La vitesse du balourd s’écrit alors :  

   
   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
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 ̇         

 
 ̇         

} (II-28) 

 

L’énergie cinétique de balourd est donnée par : 

     
 

 
  ( ̇

   ̇           ̇           ̇      ) (II-29) 

 

Comme le terme 
 

 
   

    qui est constant, est négligeable, il n'influe donc pas dans 

l'équation. La masse du balourd étant petite par rapport à la masse de rotor, la formule 

approximative de l’énergie cinétique est donnée par : 

         ( ̇        ̇      ) (II-30) 
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II.3.4. Paliers 

Les paliers induisent des forces extérieures agissant sur l’arbre par leurs caractéristiques de 

raideurs et d’amortissement. Ces caractéristiques sont sur le plan de la section droite selon les 

directions montrées sur la figure suivante : 

 

Figure II. 6: Amortissement et raideur de palier. 

Le travail virtuel     des forces extérieures agissant sur l’arbre est de la forme suivante : 

                                 

     ̇       ̇       ̇       ̇                        (      ) 

Le travail virtuel des forces agissant sur l’arbre s’écrit : 

              (II-32) 

 

Ou    et    sont les forces généralisées : 

[
  
  
]   [

      
      

] *
 
 
+  *

      
      

+ *
 ̇
 ̇
+ (II-33) 

 

 kxx, kzz, cxx, czz sont les rigidités et les amortisseurs selon les directions x et z de l’arbre. 

 kxz, kzx, cxz, czx sont les rigidités et les amortissements dans une direction (x ou z) mais 

affectés par l’autre direction. Ils représentent des constantes d’accouplement. 
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III.1. Introduction  

La méthode des éléments finis est apparue pour le calcul de contraintes et n'a cessé de se 

développer. Son champ d'application dépasse le domaine du génie mécanique. Elle est 

considérée comme une généralisation et amélioration de la méthode de Rayleigh Ritz qui 

permet de traiter facilement des systèmes d’équations complexes ou de hauts degrés causés 

par une complexité des formes géométriques et des conditions aux limites. Son principe est le  

même dans tous les cas de figures : dans un premier temps la structure étudiée est maillée 

c’est à dire divisée en petits éléments de géométries simples, puis dans un second temps un ou 

plusieurs champs (déplacement, contrainte, température, pression, ou autre) sont approchés 

localement, sur chaque élément du maillage, par des fonctions de forme (ou fonctions 

d'interpolation).  

En  dynamique  des  structures,  la méthode des éléments finis  est utilisée pour résoudre 

numériquement des équations aux dérivées partielles qui  modélisent  le  mouvement  en  

équations différentielles temporelles. 

 

III.2. Expressions des énergies des éléments du rotor   

La méthode des éléments finis classique, ou version h, consiste à discrétiser la structure en 

éléments de dimensions finis qui sont reliés par des points nommés points nodaux ou nœuds 

situés sur leur contour. A partir d’hypothèses raisonnables sur le déplacement d’un point de 

l’élément, les énergies cinétiques, de déformation et de dissipation de l’élément sont calculées 

en fonction des déplacements des nœuds. 

Pour une structure composée de N éléments nous avons :    

  ∑  

 

   

 (III-1) 

  ∑  

 

   

 (III-2) 

  ∑  

 

   

 (III-3) 

Où Ui est l’énergie de déformation ; Ti est l’énergie cinétique et Ri est la fonction de 

dissipation de l’élément i. Les forces généralisées sont déterminées en exprimant le travail  

virtuel des forces extérieures.  Dans la dynamique des rotors Ri sont négligés quand les 

systèmes tournent à grandes vitesses.  

https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_aux_d%C3%A9riv%C3%A9es_partielles
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III.2.1. Energie de déformation d’un élément de rotor 

L’expression générale de l’énergie de déformation d’un élément est donnée par : 

   
 

 
 ∫      

   

 (III-4) 

Le vecteur de déplacement   d’un point de l’élément est relié au vecteur   regroupant tous les 

déplacements nodaux de l’élément par l’intermédiaire d’une matrice N(y).  Ceci donne une 

relation de la forme : 

        (III-5) 

Après dérivation du vecteur d par rapport à y, on trouve : 

  
  

  
       (III-6) 

La matrice       est la matrice qui relie les déformations aux déplacements nodaux. 

L’expression de l’équation qui relie les contraintes et les déformations est donnée par : 

  [ ]   (III-7) 

La matrice  [ ] est  une  matrice  carrée  symétrique  dont  les  termes  dépendent  des  

caractéristiques mécaniques des matériaux, généralement le module de Young E et le 

coefficient de poisson ν.  

En substituant les équations (III-6) et (III-7) dans (III-4) on obtient l’équation : 

   
 

 
 ∫[                   ]  

   

 (III-8) 

 
 

 
   [ ∫           

   

]   (III-9) 

L’équation (III-9) peut se mettre sous la forme : 

   
 

 
    [   ]  (III-10) 

Où [  ]  *∫          
   

+ 

Qui [Ke] est la matrice raideur de l’élément qui est symétrique car la matrice [D] est 

symétrique ainsi que la matrice produit         . 
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III.2.2. Energie cinétique d’un élément de rotor 

L’expression générale de l’énergie cinétique d’un élément est : 

  
 

 
 ∫     

   

    (III-11) 

Où    est  la masse  volumique d’un élément d’arbre  et   v  est  d'un élément de  l’arbre de 

volume V. 

La vitesse v est obtenu par la dérivation du déplacement d par rapport au temps :  

      
  

  
      ̇ (III-12) 

En substituant l’équation (III-12) dans (III-11) et en considérant que        ̇  (  ̇), on 

aura : 

   
 

 
 ∫     ̇

   

    (  ̇)    (III-13) 

 

  
 

 
  ̇  *∫     

   

     +  ̇ (III-14) 

On peut écrire l’équation (III-14) sous la forme :   

  
 

 
   ̇  [  ]  ̇ (III-15) 

Ou [  ]  *∫          
   

+ 

La matrice [  ] est la matrice masse d’un élément d’arbre qui est aussi symétrique comme la 

matrice [  ]. 

III.3. Formulation matricielle 

III.3.1. Formulation matricielle des équations du disque 

Le disque est modélisé par un nœud possédant deux degrés de liberté ; deux translations u et 

w et deux rotations θx et θz autour des axes        (Figure III.1) où les rotations sont les 

dérivées des translations (2 liaisons).  
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Figure III.1: Degrés de liberté du disque. 

Le vecteur des déplacements nodaux du disque δ s’écrit sous la forme : 

  [          ]
  (III-16) 

La matrice masse [  ]  et la matrice gyroscopique [  ]  sont obtenues en appliquant 

l’équation de Lagrange à l’expression (II-10), soit : 

 

  
(
   

  ̇ 

)  
   

   

 
 

  
,

 

  ̇ 

[
 

 
      ̇

    ̇   
 

 
     ( ̇

 
     ̇

 
) 

  
 

 
     ( 

       ̇  )]} 

  
 

   

{[
 

 
      ̇

    ̇   
 

 
     (  ̇

 
    ̇

 
)   

 

 
     ( 

       ̇  )]  } 

 

(III-17) 

On aura donc : 

 

  
(
   

  ̇ 

)  
   

   

 [

   
   

      
      

     
     

    
    

] [

 ̈
 ̈
  ̈

  ̈

]   [

  
  

      
      

     
     

    

     

] [

 ̇
 ̇
  ̇

  ̇

]   

 [  ] ̈  [  ] ̇ 

(III-18) 
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III.3.2. Formulation matricielle des équations de l’arbre 

Les résultats présentés concernent le cas d’un élément arbre symétrique qui est modélisé par 

un élément poutre Euler-Bernoulli de section circulaire constante. L’élément fini utilisé a 

deux nœuds et deux degrés de liberté par nœud (figure III.2). 

 

Figure III. 2: Degrés de liberté d’un élément de l’arbre. 

La fonction des déplacements   ou u qui sont normale à la poutre (arbre) sont donnée par le 

polynôme d’interpolation du 3ème degré donné par. 

                   
       

  (III-19) 

La rotation    autour de   est donnée par la dérivée de la fonction de déplacement  . 

    
       

  
                     

  (III-20) 

Les constantes                  sont déterminées en appliquant les conditions aux limites sur 

les polynômes (III-19) et (III-20). 

Pour     (nœud 1)           on a              {
     

   
   

                                                   système (a) 

 

Pour     (nœud 2)           on a             ,
                  

        
 

   
                      

         
         système (b) 

Après avoir résolu le système (b) et en remplaçant les constantes    et    par leurs valeurs on 

trouve : 
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{
 
 

 
 

     

      

     
      

  
     

   
       

 

      
      

  
   

   
      

  

 (III-21) 

On remplace les valeurs des constantes   ,   ,   ,    dans l’expression (III-19): 

     (  
   

  
 

   

  
)   (   

   

 
 

  

  
)   

 ( 
   

  
 

   

  
)   (  

  

 
  

  

  
)   

       (III-22) 

Le vecteur des déplacements et rotations nodaux d’un élément de l’arbre à deux nœuds dans 

les deux directions est :   

  [         
     

         
    

]  (III-23) 

Ce vecteur est séparé en deux vecteurs de déplacements dont chacun correspond à une 

direction  

   [      
       

]
 
 (III-24) 

 

   [      
       

]
 
 (III-25) 

Les déplacements sont exprimés à partir des expressions suivantes : 

           (III-26) 

 

           (III-27) 

où    et     sont  les  vecteurs  des  fonctions  de  forme  classiques  d’un  élément  de  poutre  

en flexion [123] :   

      *  
   

  
 

   

  
    

   

 
 

  

  
 
   

  
 

   

  
 
  

 
 

  

  
+ (III-28) 

 

      *  
   

  
 

   

  
   

   

 
 

  

  
 
   

  
 

   

  
  

  

 
 

  

  
+ (III-29) 

 

Où      et       sont obtenues en posant                
     

   

Les expressions des rotations θx et θz en fonctions des déplacements u et w sont données par 

les formules suivantes : 
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 (III-30) 

    
  

  
 (III-31) 

Le  nombre  total  de  degrés  de  liberté  pour  chaque  nœud  est  deux;  les  matrice 

élémentaires de l’arbre sont donc de taille 8 x 8 qui sont obtenues en remplaçons u, w,    ,     

par leurs expressions dans les énergies cinétique et de déformation de l’arbre. 

III.3.3. L’énergie cinétique 

Le remplacement des équations (III-26) et (III-27) dans l’expression de l’énergie cinétique de 

l’arbre (II-15) conduit à : 

   
  

 
∫ [ ̇ 

   
    ̇   ̇ 

   
    ̇ ]

 

 

  

 
  

 
∫ * ̇ 

 
   

 

  

   

  
  ̇   ̇ 

 
   

 

  

   

  
 ̇ +

 

 

        
 

      ∫ * ̇ 
 
   

 

  

   

  
  +  

 

 

 

(III-32) 

On peut simplifier l’équation précédente (III-32), On aura : 

   
 

 
 ̇ 

 [  ] ̇  
 

 
 ̇ 

 [  ]  ̇  
 

 
 ̇ 

 [  ] ̇   ̇ 
 [  ]  ̇   ̇ 

 [  ]  

      
  

(III-33) 

Les matrices obtenues sont de l’ordre 4 x 4. [  ] et [   ]sont les matrices classiques de 

masse, [  ] et [   ]représentent l’effet secondaire de l’inertie de rotation de la section droite 

de l’arbre. La matrice [   ]représente l’effet gyroscopique. Le terme      
   est un constant 

à une contribution nulle lors de l’application des équations de Lagrange.  

Par l’application de l’équation de Lagrange, L’expression (III-33) se réduit à : 

 

  
(
   

  ̇
)  

   

  
 [  ] ̈ [  ] ̇ (III-34) 

            

Les matrices [  ], [  ], [  ],[   ], et [   ] sont les suivantes :   
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[  ]  
   

   

[
 
 
 
 
        
       

     
        

      
       

       
       

]
 
 
 
 
 

 (III-35) 

 

[  ]  
   

   

[
 
 
 
 
       

      
      
       

      
        

       
       

]
 
 
 
 
 

 (III-36) 

 

[  ]  
   
   

[
 
 
 
 
      
        

       
     

      
      

         
         

]
 
 
 
 
 

 (III-37) 

 

[  ]  
   
   

[
 
 
 
 
         
           

      
          

      
     

             
           

]
 
 
 
 
 

 (III-38) 

 

[  ]  
    

   

[
 
 
 
 
          
           

             
          

          
           

           
           

]
 
 
 
 
 

 (III-39) 

Rassemblons les matrices  [  ], [  ], [  ],[   ], et [   ]qui ont les mêmes propriétés où 

[  ]    [  ]  [  ] et [  ]    [  ]  [  ] , La matrice élémentaire de masse [  ]   

 [  ] [  ]  
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[  ]  
   

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
     

    
     

    
    

     
    
    

   
   

    
     

    
     

     
     

   
   

     
    

     
    

     
     

    
    

    
     

     
    

    
    

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (III-40) 

 

[  ]  
   
   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
    

   
    
   

   
    

    
    

    
    

    
   

    
   

     
    

    
    

   
    

   
    

    
    

   
   

   
    

    
   

    
    

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (III-41) 

 

[  ]  
    

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
     
   

    
    

   
   

     

    

   
    

    
    

    
    

   

    
   

    
   
   

   
   

   

    

    
   

   
   

    
    

     

    
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (III-42) 

III.3.4. L’énergie de déformation  

Le remplacement des équations (III-26) et (III-27) dans l’expression de l’énergie de 

déformation de l’arbre (II-26) conduit à : 

  

   
   
 

∫ *  
 
    

 

   

    

   
      

 
    

 

   

    

   
  +   

 

 

 (III-43) 

 

   
   
 

*  
 *∫

    
 

   

    

   
  

 

 

+      
 *∫

    
 

   

    

   
  

 

 

+   + (III-44) 

L’expression de    peut s’écrire sous la forme réduite : 
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 [  ]   
 

 
  

 [  ]   (III-45) 

Les matrices classiques de raideur [  ], [  ] sont les suivantes :  

 

 































22

22

31

4626

612612

2646

612612

LLLL

LL

LLLL

LL

L

EI
K a

 
(III-46) 

 





























22

22

32

4626

612612

2646

612612

LLLL

LL

LLLL

LL

L

EI
K a

 
(III-47) 

La matrice élémentaire de rigidité [Ke ] est donnée par : 

 



















































22

22

22

22

3

40062006

04600260

0612006120

6001260012

20064006

02600460

0612006120

6001260012

LLLL

LLLL

LL

LLL

LLLL

LLLL

LL

LL

L

EI
K a

e
 

(III-48) 

Dans le cas où nous tiendrons compte de l’effet de cisaillement, La matrice [   ]prend la 

forme suivante : 

 
 




















































22

22

22

22

3

)4(006)2(006

0)4(600)2(60

0612006120

6001260012

)2(006)4(006

0)2(600)4(60

0612006120

6001260012

1

LaLLaL

LaLLaL

LL

LLL

LaLLaL

LaLLaL

LL

LL

La

EI
K a

e
 

(III-49) 

La quantité caractérisant le cisaillement est   
     

     
, où   

 

      
 est le module de 

cisaillement ,   est le coefficient de poisson et      (section réduite). 
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III.3.5. Formulation matricielle des équations du palier 

Pour les paliers, le vecteur des forces généralisées est obtenu par l’application de l’équation 

de Lagrange sur le travail virtuel    : 
















































































































z

x

zzzx

xzxx

z

x

zzzx

xzxx

w

u

p

w

u

cc

cc

w

u

kk

kk

F

F

F

F

W

z

x
























0000

00

0000

00

0000

00

0000

00

 
(III-50) 

La première matrice est la matrice de raideur des paliers [Kp] et la seconde est une matrice 

d’amortissement des paliers [Cp].   

III.3.6. Formulation matricielle des équations du balourd 

L’application de l’équations de Lagrange sur l’équation de l’énergie cinétique du balourd (II-

29) donne : 

 

  
(
   

  ̇
)  

   

  
       

 *
     
     

+ (III-51) 

 

III.3.7. Modélisation d’une fissure transversale 

Pour la formulation de la matrice de rigidité de l’élément fissuré, on présente le modèle de la 

fissure ouverte. La présence d’une fissure conduit à une flexibilité additionnelle par rapport à 

la rigidité d’un élément sain, ceci se traduit par la réduction de la section droite de l’élément 

fissuré. 

Mathématiquement, La diminution de rigidité est traduite par la diminution des valeurs des 

moments d’inertie de la section droite l’élément fissuré (Figure. III.3).  
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Figure III. 3: Section transversale de l'élément fissuré (-a- Avant la rotation, -b- Après la 

rotation) 

La figure III.3 présente un modèle de la fissure ouverte. La figure (a) présente la section 

fissurée de rotor à l’arrêt à l’instant t=0, φ est l’angle initial de la section fissurée, la figure (b) 

présente la section fissurée à l’instant t, le rotor tourne par un angle φ + Ωt, dans notre étude, 

L’angle φ est mis à zéro.  

Selon Al- Shudeifat [77], la matrice de rigidité de l'élément fissuré peut être écrite comme suit  

     bafissuré KKK 
 

(III-52) 

Les matrices [  ], [  ] sont les suivantes :  

 



















































)(400)(6)(200)(6

0)(4)(600)(2)(60

0)(6)(1200)(6)(120

)(600)(12)(600)(12

)(200)(6)(400)(6

0)(2)(600)(4)(60

0)(6)(1200)(6)(120

)(600)(12)(600)(12

22

22

22

22

3

tIltlItIltlI

tIltlItIltlI

tlItItlItI

tlItItlItI

tIltlItIltlI

tIltlItIltlI

tlItItlItI

tlItlItlItI

L

E
K

XXXX

ZZZZ

ZZZZ

XXXX

XXXX

ZZZZ

ZZZZ

XXXX

a
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Où  tI
X

 et  tI
Z

  représentent les moments d'inertie de l'élément fissuré par rapport aux axes 

X et Z respectivement et qui sont variables dans le temps. L’axe X et Z  restent parallèles aux 

axes fixes X et Z pendant la rotation de l'arbre. Les expressions  tI
X

et  tI
Z

 de la fissure sont 

données par Al- Shudeifat et Butcher [72] :  
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Où
2

1eAII xx   , zz II  et    ̅̅̅̅    , xI et zI  sont les moments d'inertie de la section 

transversale de l'élément fissuré autour des axes tournants  ̅ et  ̅ autour de centre de gravité C

. xI et zI  sont les moments d'inertie de la section transversale de l'élément fissuré autour des 

axes tournants   et   autour de centre O. A1 est l'aire de la section non-fissuré et e  est son 

emplacement de centre sur l'axe z. 

Selon Al- Shudeifat et Butcher [72], les expressions de Ix, Iz, 1A et e sont donnée par: 

     
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Dans lequel    2 . Rh est la profondeur adimensionnelle de fissure ( h  est la 

profondeur de la fissure et R est le rayon de l'arbre). 

 

III.4. Equation dynamique du rotor fissuré  

L’assemblage des matrices élémentaires des différents composants en respectant le vecteur 

des coordonnées généralisées δ de N éléments de l’arbre est indispensable afin d’obtenir les 

matrices globales de l’équation différentielle de mouvement.   

 

                    
 Figure III.4: Modèle élément finis d’un rotor. 

 

L’équation globale du mouvement de système arbre-disque-palier est donnée par 

l'expression suivante : 

             Balpfissuréggpg FKKKGCM   )()(   (III-60) 

Où [Mg], [Gg], [Kg] définissent les matrices globales de masse, gyroscopique et de rigidité de 

rotor. {FBal} est le vecteur des forces de balourd. [        ]  est la matrice de rigidité de 

l’éléments fissuré. Les matrices [Kp] et [Cp] sont les matrices de raideur et d’amortissement 

des paliers. 

Les fréquences naturelles et critiques des précessions directe et indirecte du système sont 

obtenues à partir des valeurs propres de la matrice [    ]  de l’équation (III-61), ces 

fréquences sont représentées graphiquement dans le diagramme de Campbell. 
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VI.1. Introduction 

La présence d’une fissure dans une structure amène à une concentration d’énergie au 

voisinage des lèvres de la fissure et introduit une flexibilité additionnelle ceci est traduit par 

une réduction dans la rigidité. Dans les études des rotors fissurés, deux principales méthodes 

sont utilisées pour quantifie cette variation de rigidité : 

 La méthode de flexibilité locale. 

 La méthode de rigidité variable par rapport au temps. 

Dans la méthode de flexibilité locale, la rigidité de l’élément fissuré est donnée par l’inverse 

de la matrice de flexibilité, cette dernière a une relation aux facteurs d’intensité de contraintes,   

La méthode de rigidité variable est traduite par une réduction des moments d'inertie de la 

section droite de l’élément fissuré, les moments d’inertie dans les deux directions sont variés 

en fonction de l’angle de rotation (Ωt). 

En utilisant la méthode classique des éléments finis (h-MEF) et la méthode de rigidité 

variable, nous étudions l'influence de la profondeur et la position d’une fissure transversale 

sur le comportement vibratoire du rotor à l’état rotationnelle et stationnaire. Les résultats sont 

obtenus à l’aide d’un code de calcul élaboré sous MATLAB. Une nouvelle approche 

d'estimation de la rigidité de l'élément fissuré est présentée dans ce chapitre.  

VI.2. Convergence et validation des résultats : 

VI.2.1. Etude de convergence 

Dans l'étude de convergence, nous déterminons les fréquences propres d’un rotor non fissuré 

en fonction du nombre des éléments (Figure IV.1). Les paramètres physiques et géométriques 

de ce rotor sont représentés dans le tableau IV.1.  
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Figure IV.1: Modèle du rotor étudie. 

Description Valeur  

Longueur de l’arbre du rotor, Larbre 0.65 m 

Rayon de l’arbre du rotor, R 7.9 x 10-3 m 

Masse volumique de l’arbre ,  7800 kg /m3 

Module d’Young, E 2.1 x 1011 N/m2 

Rayon externe du disque, r 76.2 x 10-3 m 

Rayon interne du disque, R 7.9 x 10-3 m 

Masse volumique de disque,   2700 kg /m3 

Masse du disque md 0 .571 kg 

Profondeur adimensionnelle de fissure   0 ≤    ≤ 1 

Rigidité de palier (kxx ,kzz) 7 x 107 N/m 

Amortissement de palier (cxx, czz) 5 x 102 N.s/m 

Masse balourd, mu 6.3 x 10-4 kg.m 

Angle de balourd     ⁄      

Tableau IV. 1 : Paramètres physiques du rotor étudié. 
 

Le tableau IV.2 et les figures IV.2, IV.3, IV.4 et IV.5 représentent la convergence des 

fréquences de deux premiers modes de flexion en fonction du nombre d’éléments. 
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Fréquence 

(Hz) 
N=3 N=4 N=5 N=6 N=8 N=12 N=24 

𝜔b1 57.9114 57.6522 57.6405 57.6386 57.6379 57.6378 57.6378 

𝜔 f1 62.3298 61.9571 61.9401 61.9373 61.9362 61.9360 61.9359 

𝜔b2 176.1489 175.9833 175.8202 175.7939 175.7844 175.7809 175.7802 

𝜔 f2 184.9212 184.7077 184.5071 184.4739 184.4616 184.4558 184.4545 

Tableau IV. 2 : Convergence des fréquences propres des deux premiers modes en 

fonction du nombre d’éléments. 

 

 
Figure IV.2: Courbe de convergence du premier mode de flexion (indirect)  en fonction 

du nombre d’éléments. 

 

Figure IV.3: Courbe de convergence du premier mode de flexion (direct)  en fonction du 

nombre d’éléments. 
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Figure IV.4: Courbe de convergence du deuxième mode de flexion (indirect) en fonction 

du nombre d’éléments. 

 

 
Figure IV.5: Courbe de convergence du deuxième mode de flexion (direct) en fonction 

du nombre d’éléments. 

D'après le tableau IV.2 et les figures IV.2, IV.3, IV.4 et IV.5, On observe une stabilisation des 

fréquences à partir de 6 éléments. Donc le système sera divisé en 6 éléments (Figure IV.6) où 

la longueur d'un élément est égale à 10.8 cm et les deux disques sont fixés aux nœuds 2 et 6. 

Le déséquilibre de masse se trouve au niveau du disque 2.  
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Figure IV.6: Modèle éléments finis du rotor étudie. 

 

VI.2.2. Validation des résultats 

Pour valider nos résultats, nous calculons les fréquences du rotor représenté sur la figure IV.6 

pour différents cas (rotor sain, rotor fissuré au niveau de l'élément 2 et au niveau de l'élément 

3 et on compare les fréquences obtenues par notre programme de calcul avec les fréquences 

obtenues théoriquement et expérimentalement par AL-Shudeifat [74].  

Le tableau IV.3 donne les valeurs des vitesses critiques du rotor sain obtenu par notre 

programme avec les résultats théoriques et expérimentales donnés par AL-Shudeifat [74]. 

Le tableau IV.4 montre les valeurs des vitesses critiques dans le cas où la fissure est située au 

niveau du deuxième élément,  le tableau IV.5 montre les valeurs des vitesses critiques dans le 

cas où la fissure est située au niveau du troisième élément. 

Les tableaux IV.3, IV.4 et IV.5 montrent que les résultats trouvés sont très proches avec les 

résultats théoriques et expérimentaux. 
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Rotor sain 
Fréquence 

indice 
𝜔b1 𝜔 f1 𝜔b2 𝜔 f2 𝜔b3 𝜔 f3 

AL-
Shudeifat 

 

Théorique 

Valeur 

(tr/min) 
3465 3718 10585 11091 24889 26317 

Valeur 

(Hz) 
57.8 62 176.4 184.9 414.8 438.6 

AL-
Shudeifat 

Expérimental 
Valeur 

(Hz) 
56.6 - - - - - 

Nos 
résultats 

Théorique  

Valeur 

(tr/min) 
3458.8 3716.22 10547.64 11068.2 24799.2 26339.4 

Valeur 

(Hz) 
57.63 61.93 175.79 184.47 413.32 439 

ε 1 

(Nos résultats / Théorique) 
% 0.28 0.1 0.34 0.23 0.36 0.09 

ε 2 

(Nos résultats / Exp)  
% 1.83 - - - - - 

Tableau IV. 3 : Validation des fréquences et vitesses critiques dans le cas d’un rotor 

sain. 

 

Rotor fissuré 
Fréquence 

indice 
𝜔b1 𝜔 f1 𝜔b2 𝜔 f2 𝜔b3 𝜔 f3 

AL-
Shudeifat 

Théorique 

Valeur 

(tr/min) 
3340 3591 9996 10558 24601 25619 

Valeur 

(Hz) 
55.7 59.9 166.6 176 410 427 

AL-
Shudeifat 

Expérimental 
Valeur 

(Hz) 
- 60.7 - - - - 

Nos 

résultats 
Théorique 

Valeur 

(tr/min) 
3378.6 3638.46 10153.2 10737.84 24624 25884 

Valeur 

(Hz) 
56.31 60.641 169.22 178.964 410.4 431.4 

ε 1 

(Nos résultats / Théorique) 
% 1.09 1.24 1.57 1.68 0.1 1.03 

ε 2 

(Nos résultats / Exp) 
% - 0.01 - - - - 

Tableau IV. 4 : Validation des fréquences et vitesses critiques dans le cas où la fissure est 

située au niveau de deuxième élément et μ =0.46. 
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Rotor fissuré 
Fréquence 

 indice 
𝜔b1 𝜔 f1 𝜔b2 𝜔 f2 𝜔b3 𝜔 f3 

AL-Shudeifat  Théorique 

Valeur 

(tr/min) 
3294 3535 10466 10979 24354 25515 

Valeur 

(Hz) 
54.9 58.9 174.4 183 406 425.3 

AL-Shudeifat 
Expérimental 

 

Valeur 

(Hz) 
- 60 - - - - 

Nos  

résultats 
Théorique  

Valeur 

(tr/min) 
3347 3604 10471.5 10998 24453.6 25827 

Valeur(Hz) 55.78 60.07 174.525 183.3 407.56 430.45 

ε 1 

(Nos résultats / Théorique) 
% 1.6 1.99 0.07 0.164 0.384 1.21 

ε 2 

(Nos résultats / Exp) 
% - 0.117 - - - - 

Tableau IV. 5 : Validation des fréquences et vitesses critiques dans le cas où la fissure est 

située au niveau de troisième élément et μ =0.46.  

VI.3. Analyse fréquentielle par la méthode rigidité variable 

La méthode de rigidité variable par rapport au temps est parmi les techniques les plus utilisés 

pour déterminer la rigidité d’un arbre fissuré. La variation des moments d’inertie de l’élément 

fissuré en fonction de l’angle de rotation donne une rigidité variable par rapport au temps.  

VI.3.1. Modèle de fissure ouverte  

Dans le cas du modèle de fissure ouverte, la fissure reste ouverte et sa section ne change pas 

pendant la rotation, dans ce cas la variation des moments d’inerties par rapport à l’angle de 

rotation est supposée négligeable et on prend les valeurs des moments d’inertie dans le cas où 

l’angle de rotation Ωt = 0.  

L’influence de la profondeur et la position de la fissure sur les fréquences propres dans les 

deux cas stationnaire     et rotationnelle      sont discutées dans cette partie.  

VI.3.1.1. Rotor à l’état stationnaire (   ) 

Les tableaux (IV.6, IV.7 et IV.8) montrent respectivement la variation des fréquences propres 

des trois premières modes par rapport à la profondeur de la fissure (μ) où la fissure est 

localisée au niveau du premier, deuxième et troisième élément.  

Les résultats de ces tableaux sont illustrés dans les figures IV.7 aux IV.15. 
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Profondeur 
adimensionnelle 

Fréquences propres (Hz) 

𝜔b1  𝜔 f1  𝜔b2  𝜔 f2 𝜔b3  𝜔 f3 

µ=0 59.69 59.69 180.3 180.3 429.7 429.7 

µ=0.1 59.66 59.7 180.1 180.4 428.8 430 

µ =0.2 59.61 59.69 179.6 180.3 426.8 429.6 

µ =0.3 59.53 59.64 178.8 179.9 423.8 428 

µ =0.4 59.42 59.56 177.7 179 419.6 424.8 

µ =0.5 59.25 59.41 176.1 177.6 413.9 419.3 

µ =0.6 59.02 59.15 174 175.2 406.2 410.6 

µ =0.7 58.67 58.71 170.98 171.32 396.05 397.18 

µ =0.8 57.88 58.16 164.5 166.66 377 382.95 

µ =0.9 55. 95 57.33 151.32 160.35 347.67 366.49 

µ =1 47.94 55.87 121.86 150.87 309.6 346.84 

Tableau IV. 6 : Variation des fréquences propres par rapport à la profondeur de la 

fissure dans le cas où le premier élément est fissuré. 

 

Figure IV.7: Variation des fréquences propres du premier mode  dans le cas où le 

premier élément est fissuré. 

 

Figure IV.8: Variation des fréquences propres du deuxième mode  dans le cas où le 

premier élément est fissuré. 
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Figure IV.9: Variation des fréquences propres du troisième mode  dans le cas où le 

premier élément est fissuré. 

 

Profondeur 
adimensionnelle 

Fréquences propres (Hz) 

𝜔b1 𝜔 f1 𝜔b2  𝜔 f2  𝜔b3  𝜔 f3  

µ=0 59.69 59.69 180.3 180.3 429.7 429.7 

µ=0.1 59.57 59.72 179.7 180.5 429.2 429.9 

µ =0.2 59.33 59.68 178.6 180.3 428.1 429.7 

µ =0.3 58.97 59.49 176.9 179.3 426.5 428.8 

µ =0.4 58.44 59.08 174.5 177.4 424.3 427 

µ =0.5 57.71 58.4 171.5 174.4 421.3 424.1 

µ =0.6 56.71 57.28 167.6 169.7 417.5 419.7 

µ =0.7 55.31 55.47 162.7 163.3 412.5 413.1 

µ =0.8 52.37 53.34 154.3 156.9 402.9 406 

µ =0.9 46.44 50.49 141.9 149.8 384.1 397 

µ =1 32.17 46.24 123.6 141.5 324.8 383.5 

Tableau IV. 7 : Variation des fréquences propres par rapport à la profondeur de la 

fissure dans le cas où le deuxième élément est fissuré. 
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Figure IV.10: Variation des fréquences propres du premier mode  dans le cas où le 

deuxième élément est fissuré. 

 

Figure IV.11: Variation des fréquences propres du deuxième mode  dans le cas où le 

deuxième élément est fissuré. 

 

Figure IV.12: Variation des fréquences propres du troisième mode  dans le cas où le 

deuxième élément est fissuré. 
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Profondeur 

adimensionnelle  
Fréquences propres (Hz) 

𝜔b1 𝜔 f1 𝜔b2 𝜔 f2 𝜔b3 𝜔 f3 

µ=0 59.69 59.69 180.3 180.3 429.7 429.7 

µ=0.1 59.52 59.74 180.2 180.3 429 429.9 

µ =0.2 59.18 59.62 180 180.3 427.5 429.6 

µ =0.3 58.66 59.4 179.6 180.1 425.4 428.5 

µ =0.4 57.92 58.82 179.1 179.7 422.4 426.1 

µ =0.5 56.92 57.86 178.5 179.1 418.5 422.2 

µ =0.6 55.57 56.34 177.6 178.1 413.5 416.3 

µ =0.7 53.76 53.97 176.5 176.6 407.1 407.8 

µ =0.8 50.14 51.31 174.2 174.9 395.6 399.2 

µ =0.9 43.45 47.95 170 172.9 377.2 389.2 

µ =1 29.19 43.23 158.2 169.8 341.5 376.2 

Tableau IV. 8 : Variation des fréquences propres par rapport à la profondeur de la 

fissure dans le cas où le troisième élément est fissuré. 

 

Figure IV.13: Variation des fréquences propres du premier mode  dans le cas où le 

troisième élément est fissuré. 

 

Figure IV.14: Variation des fréquences propres du deuxième mode  dans le cas où le 

troisième élément est fissuré. 
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Figure IV.15: Variation des fréquences propres du troisième mode  dans le cas où le 

troisième élément est fissuré. 

 

Les tableaux IV.6, IV.7 et IV.8 et les figures IV.7 - IV.15 montrent que les fréquences propres 

de mode direct et indirect d’un rotor fissuré à l’état stationnaire diminuent par rapport aux 

fréquences propres d’un rotor sain. 

Plus la profondeur de la fissure augmente, plus les fréquences propres du rotor diminuent, 

ceci est dû à la diminution de la rigidité de l’arbre due à la fissure. 

On constate, aussi que la divergence entre les fréquences propres des modes directs et 

indirects apparaît nettement quand la profondeur de la fissure est plus grande, cette 

divergence est due à la dissymétrie de la géométrie du rotor causée par la présence de fissure. 

Plus la position de la fissure avance vers le milieu du rotor plus son influence sur les 

fréquences naturelles est importante. 

VI.3.1.2. Rotor à l’état rotationnelle (Ω ≠ 0) 

Les tableaux IV.9, IV.10 et IV.11 représentent respectivement la variation des fréquences 

critiques des trois premiers modes (direct et indirect) par rapport à la profondeur de la fissure 

où la fissure située au niveau du premier, deuxième et troisième élément.  

Les résultats de ces tableaux sont présentés dans les figures IV.16 aux IV.24. 

Ces tableaux  figures montrent que les fréquences critiques de mode direct et indirect d’un 

rotor fissuré diminuent par rapport aux fréquences critiques d’un rotor sain. 

Plus la profondeur de la fissure augmente les fréquences propres du rotor diminuent. 

La divergence entre les fréquences propres des précessions direct et indirect est plus 

importante dans l'état dynamique que celle de l'état statique. 
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Profondeur 

adimensionnelle 

Fréquences critiques (Hz) 
𝜔b1 𝜔 f1 𝜔b2 𝜔 f2 𝜔b3 𝜔 f3 

µ=0 57.63 61.93 175.79 184.47 413.32 439 

µ=0.1 57.6 61.9 175.6 184.3 412.8 438.8 

µ =0.2 57.58 61.88 175.4 184.1 411.3 438 

µ =0.3 57.52 61.77 175 183.3 407.5 436.3 

µ =0.4 57.47 61.72 174.2 182.2 401.7 433.8 

µ =0.5 57.33 61.53 172.9 180.4 392.6 430.2 

µ =0.6 57.1 61.23 171 177.8 378.6 425.1 

µ =0.7 56.83 60.8 168.2 173.8 358.6 418.4 

µ =0.8 56.22 59.95 162.9 168.1 331.7 409 

µ =0.9 54.97 58.47 150.8 160.8 300 392.4 

µ =1 47.83 55.98 121.65 151.25 265.8 384.95 

Tableau IV. 9 : Variation des fréquences critiques par rapport à la profondeur de la 

fissure dans le cas où le premier élément est fissuré. 

 

Figure IV.16: Variation des fréquences critiques du premier mode  dans le cas où le 

premier élément est fissuré. 

 
Figure IV.17: Variation des fréquences critiques du deuxième mode  dans le cas où le 

premier élément est fissuré. 



Chapitre VI : Résultats et interprétation 

 

62 
 

 

Figure IV.18: Variation des fréquences critiques du troisième mode  dans le cas où le 

premier élément est fissuré. 

Profondeur 

adimensionnelle 
Fréquences critiques (Hz) 

𝜔b1 𝜔 f1  𝜔b2  𝜔 f2 𝜔b3 𝜔 f3 

µ=0 57.63 61.93 175.79 184.47 413.32 439 

µ=0.1 57.59 61.89 175.56 184.3 413.23 438.74 

µ =0.2 57.45 61.76 174.78 183.71 412.9 437.87 

µ =0.3 57.16 61.48 173.3 182.54 412.27 436.19 

µ =0.4 56.72 61.05 171 180.58 411.3 433.5 

µ =0.5 56 60.32 167.8 176.6 409.6 429.8 

µ =0.6 54.97 59.23 163.6 173.5 407.1 424.7 

µ =0.7 53.37 57.63 157.7 168.1 403.6 417.56 

µ =0.8 50.82 55.12 150 161.1 397.5 408 

µ =0.9 45.72 51.43 139.1 152.8 382.7 396.4 

µ =1 32 46.57 122.2 143.2 324.8 382.7 

Tableau IV. 10 : Variation des fréquences critiques par rapport à la profondeur de la 

fissure dans le cas où le deuxième élément est fissuré. 

 

Figure IV.19: Variation des fréquences critiques du premier mode  dans le cas où le 

deuxième élément est fissuré. 
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Figure IV.20: Variation des fréquences critiques du deuxième mode  dans le cas où le 

deuxième élément est fissuré. 

 

Figure IV.21: Variation des fréquences critiques du troisième mode  dans le cas où le 

deuxième élément est fissuré. 

 

Profondeur 

adimensionnelle  
Fréquences critiques (Hz) 

𝜔b1 𝜔 f1 𝜔b2 𝜔 f2 𝜔b3 𝜔 f3 

µ=0 57.63 61.93 175.79 184.47 413.32 439 

µ=0.1 57.57 61.87 175.7 184.4 413.13 438.72 

µ =0.2 57.37 61.68 175.6 184.3 412.5 437.9 

µ =0.3 56.98 61.3 175.3 184.1 411.2 436 

µ =0.4 56.32 60.62 174.9 183.7 409.2 432.9 

µ =0.5 55.38 59.62 174.2 183 406.3 428.5 

µ =0.6 54 58 173.3 182.2 402.1 422.4 

µ =0.7 52 55.9 171.9 180.9 396.4 414.1 

µ =0.8 48.88 52.73 169.9 178.9 388.2 403 

µ =0.9 42.98 48.57 166.5 176.1 374.1 389.8 

µ =1 29.12 43.38 156.5 171.4 341.2 375.57 

Tableau IV. 11 : Variation des fréquences critiques par rapport à la profondeur de la 

fissure dans le cas où le troisième élément est fissuré. 
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Figure IV.22: Variation des fréquences critiques du premier mode  dans le cas où le 

troisième élément est fissuré. 

 

Figure IV.23: Variation des fréquences critiques du deuxième mode  dans le cas où le 

troisième élément est fissuré. 

 

Figure IV.24: Variation des fréquences critiques du troisième mode  dans le cas où le 

troisième élément est fissuré. 
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VI.3.2. Modèle de fissure respiratoire  

La fissure respiratoire s'ouvre et se ferme périodiquement au cours de la rotation, les 

fréquences propres du rotor varient, entre les fréquences d’un arbre sain et celles d'un arbre 

fissuré où la fissure est totalement ouverte, ceci est due à la variation de la rigidité par rapport 

au temps.  

La variation périodique de rigidité est traduite par la variation des moments d’inertie de la 

section droite de l’élément fissuré en fonction de l’angle de rotation, les valeurs de ces 

derniers varient entre ces valeurs où la section dro ite est totalement circulaire (non-fissuré) et 

ces valeurs où la section droite contient une fissure ouverte. 

La Figure VI.25 représente la courbe de variation de la rigidité d’un arbre fissuré contenant 

une fissure transversale respiratoire en fonction de l’angle de rotation, on distingue 

principalement 3 états de la fissure : 

- Pour Ωt = - π/2, la fissure est totalement ouverte et la rigidité et les moments d’inerties de 

l’arbre du rotor sont identiques à celles d’un arbre fissuré contenant une fissure ouverte.  

- Pour Ωt = π/2, la fissure est totalement fermée et la rigidité et les moments d’inerties de 

l’arbre du rotor sont identiques à celles d’un arbre sain. 

- Pour -π/2 < Ωt < π/2, la fissure est partiellement fermée, la rigidité de l’arbre et les moments 

d’inerties sont comprise entre ces valeurs où l’arbre fissuré contient une fissure transversale 

ouverte et ces valeurs où l’arbre est sain. 

La fonction suivante présente la variation de rigidité :  

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
                     

 
   (  )  

                      
 

 (VI.1) 

Les équations suivantes montrent la variation des moments d’inertie   ̅ et   ̅  de la section 

droite d’un élément fissuré par rapport au repère fixe: 
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     ̅
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     ̅
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Figure IV.25: Courbe de variation de la rigidité de l’arbre en présence d’une fissure 

transversale respiratoire.  

Les figures IV.26 et IV.27 exposent respectivement, la variation des précessions indirecte et 

directe de la première fréquence critique par rapport à l’angle de rotation pour  des 

profondeurs (μ) différentes sachant que la fissure est localisée au niveau du premier élément.  

- Pour Ωt = π/2, la valeur de fréquence est maximum, elle est identique à la fréquence d’un 

rotor sain.  

- Pour Ωt = - π/2, Dans cette angle la valeur de fréquence est minimum ce qui montre que 

l'effet de fissure est très grand où la fissure est totalement ouverte. 

- La diminution de fréquence à l’angle   0 < Ωt < π est légère, ceci est à cause de la fermeture 

de la fissure.  
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Figure IV.26: Variation de fréquence de premier mode (indirect) en fonction de l’angle 

de rotation et la profondeur de la fissure. 

 
Figure IV.27: Variation de fréquence de premier mode (direct) en fonction de l’angle de 

rotation et la profondeur de la fissure. 
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VI.4. Nouvelle approche pour l’étude du comportement vibratoire d'un 

rotor fissuré  

VI.4.1. Présentation de l'approche 

Les travaux antérieures sur les arbres fissurés sont considérés que toute la longueur de 

l’élément qui contient la fissure est fissuré c’est à dire que la largeur de la fissure est égal à la 

longueur de l’élément, par contre dans la réalité la largeur de la fissure est très petite. 

Pour la méthode de rigidité variable, on ne peut pas prendre un nombre important d’éléments 

sinon la rigidité du rotor fissuré sera identique à celle du rotor sain cela à cause de la légère 

diminution des valeurs des moments d’inerties. Par exemple, Al-Shudeifat et Butcher [74] 

prennent une valeur de la longueur de l’élément fissuré en fonction de ces résultats 

expérimentaux et estime que le nombre adéquat à prendre est égal à 6 éléments. 

Dans l’approche proposée, on suppose que : 

 Les propriétés géométriques (profondeur, largeur) de la fissure sont supposées 

inconnues.  

 La diminution de rigidité de l’arbre en présence d’une fissure peut être définie par un 

pourcentage de diminution α, où la rigidité de l’élément fissurée par rapport à un 

élément sain est donnée par la formule suivante  

                          (VI.3) 

Le facteur α compris entre 0 < α ≤ 1, quand α = 0 implique que une rupture totale de l’élément 

et si α = 1 implique que l’élément n’est pas fissuré. 

VI.4.1.1. Modèle de fissure ouverte   

VI.4.1.1.1. Rotor à l’état stationnaire (   ) 

La variation les fréquences propres de trois premiers modes (précessions directe et indirecte) 

du rotor en fonction du facteur de diminution de rigidité α et la position de la fissure est 

présentée dans les tableaux IV.12, IV.13 et IV.14. Les résultats de ces tableaux sont illustrés 

dans les figures IV.28 aux IV.36. 
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Facteur α 
Fréquences propres (Hz) 

𝜔b1 𝜔 f1 𝜔b2 𝜔 f2 𝜔b3 𝜔 f3 

α=1 59.69 59.69 180.3 180.3 429.7 180.3 

α=0.9 59.56 59.56 179 179 424.69 179 

α=0.8 59.38 59.38 177.44 177.44 418.68 177.44 

α=0.7 59.17 59.17 175.46 175.46 411.38 175.46 

α=0.6 58.89 58.89 172.9 172.9 402.42 172.9 

α=0.5 58.50 58.50 169.48 169.48 391.34 169.48 

α=0.4 57.91 57.91 164.72 164.72 377.55 164.72 

α=0.3 56.95 56.95 157.68 157.68 360.42 157.68 

α=0.2 55.09 55.09 146.52 146.52 339.45 146.52 

α=0.1 50.07 50.07 127.21 127.21 314.78 127.21 

Tableau IV. 12 : Variation des fréquences propres en fonction de α  dans le cas où le 

premier élément est fissuré. 

 
Figure IV.28: Variation des fréquences propres du premier mode en fonction de α dans 

le cas où le premier élément est fissuré. 

 
Figure IV.29: Variation des fréquences propres du deuxième mode en fonction de α dans 

le cas où le premier élément est fissuré. 
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Figure IV.30: Variation des fréquences propres du troisième mode en fonction de α dans 

le cas où le premier élément est fissuré. 

Facteur α 
Fréquences critiques (Hz) 

𝜔b1 𝜔 f1 𝜔b2 𝜔 f2 𝜔b3 𝜔 f3 

α=1 59.69 59.69 180.3 180.3 429.7 180.3 

α=0.9 59.07 59.07 177.35 177.35 426.94 426.94 

α=0.8 58.32 58.32 174 174 423.77 423.77 

α=0.7 57.38 57.38 170.17 170.17 420.06 420.06 

α=0.6 56.19 56.19 165.74 165.74 415.64 415.64 

α=0.5 54.62 54.62 160.58 160.58 410.2 410.2 

α=0.4 52.45 52.45 154.50 154.50 403.15 403.15 

α=0.3 49.29 49.29 147.24 147.24 393.22 393.22 

α=0.2 44.27 44.27 138.36 138.36 376.90 376.90 

α=0.1 35.03 35.03 126.68 126.68 339.44 339.44 

Tableau IV. 13: Variation des fréquences propres en fonction de α  dans le cas où le 

deuxième élément est fissuré. 

 
Figure IV.30: Variation des fréquences propres du premier mode en fonction de α dans 

le cas où le deuxième élément est fissuré. 
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Figure IV.31: Variation des fréquences propres du deuxième mode en fonction de α dans 

le cas où le deuxième élément est fissuré. 

 

 
Figure IV.32: Variation des fréquences propres du troisième mode en fonction de α dans 

le cas où le deuxième élément est fissuré. 

Facteur α 
Fréquences propres (Hz) 

𝜔b1 𝜔 f1 𝜔b2 𝜔 f2 𝜔b3 𝜔 f3 

α=1 59.69 59.69 180.3 180.3 429.7 180.3 

α=0.9 58.80 58.80 179.72 179.72 426 426 

α=0.8 57.75 57.75 179.04 179.04 421.76 421.76 

α=0.7 56.48 56.48 178.21 178.21 416.85 416.85 

α=0.6 54.90 54.90 177.2 177.2 411.10 411.10 

α=0.5 52.90 52.90 175.93 175.93 404.25 404.25 

α=0.4 50.25 50.25 174.28 174.28 395.92 395.92 

α=0.3 46.59 46.59 172 172 385.47 385.47 

α=0.2 41.15 41.15 168.46 168.46 371.46 371.46 

α=0.1 31.91 31.91 161.09 161.09 348.76 348.76 

Tableau IV. 14: Variation des fréquences propres en fonction de α  dans le cas où le 

troisième élément est fissuré . 
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Figure IV.33: Variation des fréquences propres du premier mode en fonction de α 
dans le cas où le troisième élément est fissuré. 

 

 

Figure IV.34: Variation des fréquences propres du deuxième mode en fonction de α dans 

le cas où le troisième élément est fissuré. 

 

 

Figure IV.35: Variation des fréquences propres du troisième mode en fonction de α dans 

le cas où le troisième élément est fissuré. 
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Les fréquences naturelles à l’état stationnaire diminuent de façon linéaire en fonction du 

facteur α de la même façon de son variation en fonction de la profondeur de la fissure.  

Les tableaux IV.12, IV.13 et IV.14 et les figures IV.28 - IV.36 présentent que, quand la 

fissure rapproche au milieu de rotor, les fréquences du premier et deuxième mode réduisent, 

la courbe de déformation de rotor est identique à la courbe variation des fréquences par 

rapport à la position de la fissure. 

 

VI.4.1.1.2. Rotor à l’état rotationnelle (   ) 

Dans la réalité, la rigidité de l’arbre de rotor avec une fissure ouverte ne varie pas au cours de 

la rotation du rotor, dans cette partie, on analyse les changements des fréquences critiques du 

rotor par rapport la position de la fissure et le pourcentage de diminution de rigidité α sachant 

que l'orientation de la fissure n’est pas prise en considération.  

Les tableaux IV.15, IV.16 et IV.17 indiquent la variation des fréquences critiques de trois 

premiers modes (direct et indirect) par rapport au facteur α où la fissure est située au niveau 

de premier, deuxième et troisième élément.  

Les résultats de ces tableaux sont illustrés dans les figures IV.37 aux IV.45. 

 

Facteur 

α 

Fréquences critiques (Hz) 

                              

1 57.65 61.95 175.8 184.5 413.2 439 

0.9 57.53 61.78 174.8 182.9 405.9 436.2 

0.8 57.38 61.57 173.52 181 396.2 432.4 

0.7 57.2 61.32 171.9 178.7 383.8 427.2 

0.6 56.97 60.98 169.74 175.77 368.32 421.5 

0.5 56.63 60.51 166.8 172 349.83 413.6 

0.4 56.13 59.83 162.4 167 328.51 407.8 

0.3 55.31 58.69 155.49 159.9 304.78 400 

0.2 53.7 56.55 143.83 149.34 279.64 383.3 

0.1 49.2 50.95 122.54 132 255.23 375.2 

Tableau IV. 15: Variation des fréquences critiques en fonction de α  dans le cas où le 

premier élément est fissuré . 
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Figure IV.36: Variation des fréquences critiques du premier mode en fonction de α dans 

le cas où le premier élément est fissuré. 

 

Figure IV.37: Variation des fréquences critiques du deuxième mode en fonction de α 

dans le cas où le premier élément est fissuré. 

 

Figure IV.38: Variation des fréquences critiques du troisième mode en fonction de α 

dans le cas où le premier élément est fissuré. 
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Facteur 

α 

Fréquences critiques (Hz) 

                           

1 57.65 61.95 175.8 184.5 413.2 439 

0.9 57.07 61.35 172.7 181.7 411.9 435.2 

0.8 56.28 60.55 169.2 178.5 410.3 431.7 

0.7 55.37 59.65 165.2 174.9 408.2 426.5 

0.6 54.22 58.47 160.7 170.6 405.5 420.9 

0.5 52.6 56.88 155.3 165.8 401.9 414.6 

0.4 50.5 54.67 149.1 159.8 396.8 406.5 

0.3 47.38 51.5 141.8 152.8 388.8 395.6 

0.2 42.45 46.35 132.8 144.1 374.4 378.3 

0.1 33.45 36.87 121.4 132.4 338.1 340.2 

Tableau IV. 16: Variation des fréquences critiques en fonction de α  dans le cas où le 

deuxième élément est fissuré. 

 

 

 

Figure IV.39: Variation des fréquences critiques du premier mode en fonction de α dans 

le cas où le deuxième élément est fissuré. 

 

Figure IV.40: Variation des fréquences critiques du deuxième mode en fonction de α 

dans le cas où le deuxième élément est fissuré. 
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Figure IV.41: Variation des fréquences critiques du troisième mode en fonction de α 
dans le cas où le deuxième élément est fissuré. 

 

 

Facteur 

α 

Fréquences critiques (Hz) 

                        

1 57.65 61.95 175.8 184.5 413.2 439 

0.9 56.75 61 175.2 183.9 410.6 434.8 

0.8 55.72 59.97 174.5 183.3 407.5 430 

0.7 54.55 58.63 173.7 182.5 403.8 424.5 

0.6 53 57 172.6 181.5 399.3 418.1 

0.5 51.05 54.88 171.3 180.3 393.9 410.4 

0.4 48.53 52.18 169.6 178.7 387.2 401.2 

0.3 45 48.38 167.3 176.4 378.5 389.8 

0.2 39.7 42.7 163.7 173 366.6 374.6 

0.1 30.83 33.13 156.3 165.8 346.5 350.3 

Tableau IV. 17: Variation des fréquences critiques en fonction de α  dans le cas où le 

troisième élément est fissuré. 

 

Figure IV.42: Variation des fréquences critiques du premier mode en fonction de α dans 

le cas où le troisième élément est fissuré. 
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Figure IV.43: Variation des fréquences critiques du deuxième mode en fonction de α 

dans le cas où le troisième élément est fissuré. 

 

Figure IV.44: Variation des fréquences critiques du troisième mode en fonction de α 

dans le cas où le troisième élément est fissuré. 

D’après Les tableaux IV.15, IV.16 et IV.17, on constate que : 

-  La diminution de rigidité et la position de la fissure influent sur les fréquences naturelles. 

Les valeurs des fréquences critiques diminuent pour n’importe quelle position de la fissure. 

Ces fréquences peuvent être stockées dans une base des données, et travers leur analyse on 

peut prédire la position et l’importance de la fissure. 

- Plus la position de la fissure avance vers le milieu du rotor plus son influence sur les 

fréquences est importante. 
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VI.4.1.1.3. Estimation de la gravité de la fissure ouverte 

Pour estimer la gravité de la fissure sur le comportement vibratoire du rotor, nous utilisons la 

variation en pourcentage des fréquences naturelles (variation relative des fréquences 

naturelles) qui est définie comme suit [118] : 

100








 






fissurénon

i

fissuré

i

fissurénon

i
iC




 (VI.4) 

Les tableaux IV.18, IV.19 et IV.20 représentent respectivement la variation relative des 

fréquences (gravités de la fissure) des trois premiers modes (direct et indirect) en fonction de 

la diminution de rigidité (facteur α) où la fissure est située au niveau du premier, deuxième et 

troisième élément. Les résultats de ces tableaux sont représentés dans les figures IV.46 - 

IV.51. 

Facteur 

α 

Variation relative des fréquences (%) 

Cb1 Cf1 Cb2 Cf2 Cb3 Cf3 

1 0 0 0 0 0 0 

0.9 0,21 0,27 0,57 0,87 1,77 0,82 

0.8 0,47 0,61 1,30 1,90 4,11 1,71 

0.7 0,78 1,02 2,22 3,14 7,12 2,80 

0.6 1,18 1,57 3,45 4,73 10,86 4,00 

0.5 1,77 2,32 5,12 6,78 15,34 5,40 

0.4 2,64 3,42 7,62 9,49 20,50 7,06 

0.3 4,06 5,26 11,55 13,33 26,24 9,02 

0.2 6,85 8,72 18,19 19,06 32,32 11,41 

0.1 14,66 17,76 30,30 28,46 38,23 14,37 

Tableau IV. 18: Variation relative des fréquences en fonction de α dans le cas où le 

premier élément est fissuré.  

Facteur 

α 

Variation relative des fréquences (%) 

Cb1 Cf1 Cb2 Cf2 Cb3 Cf3 

1 0 0 0 0 0 0 

0.9 1,01 0,97 1,76 1,52 0,31 0,87 

0.8 2,38 2,26 3,75 3,25 0,70 1,66 

0.7 3,95 3,71 6,03 5,20 1,21 2,85 

0.6 5,95 5,62 8,59 7,53 1,86 4,12 

0.5 8,76 8,18 11,66 10,14 2,73 5,56 

0.4 12,40 11,75 15,19 13,39 10,50 7,40 

0.3 17,81 16,87 19,34 17,18 5,91 9,89 

0.2 26,37 25,18 24,46 21,90 9,39 13,83 

0.1 41,98 40,48 30,94 28,24 18,18 22,51 

Tableau IV. 19: Variation relative des fréquences en fonction de α dans le cas où le 

deuxième élément est fissuré. 
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Facteur 

α 

Variation relative des fréquences (%) 

Cb1 Cf1 Cb2 Cf2 Cb3 Cf3 

1 0 0 0 0 0 0 

0.9 1,56 1,53 0,34 0,33 0,63 0,96 

0.8 3,35 3,20 0,74 0,65 1,38 2,05 

0.7 5,38 5,36 1,19 1,08 2,27 3,30 

0.6 8,07 7,99 1,82 1,63 3,36 4,76 

0.5 11,45 11,41 2,56 2,28 4,67 6,51 

0.4 15,82 15,77 3,53 3,14 6,29 8,61 

0.3 21,94 21,90 4,84 4,39 8,40 11,21 

0.2 31,14 31,07 6,88 6,23 11,28 14,67 

0.1 46,52 46,52 11,09 10,14 16,14 20,21 

Tableau IV. 20: Variation relative des fréquences en fonction de α dans le cas où le 

troisième élément est fissuré. 

 

Figure IV.45: Variation relative des fréquences naturelles du premier mode (indirecte). 

 

 

Figure IV.46: Variation relative des fréquences naturelles du premier mode (directe). 
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Figure IV.47: Variation relative des fréquences naturelles du deuxième mode (indirecte).
 

 

Figure IV.48: Variation relative des fréquences naturelles du deuxième mode (directe).
 

 

 

Figure IV.49: Variation relative des fréquences naturelles du troisième mode (indirecte).
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Figure IV.50: Variation relative des fréquences naturelles du troisième mode (directe). 

D’après les figures IV.46 - IV.51, La variation relative est donnée comme suit : 

- Premier mode : la plus grande variation est obtenue quand la fissure est située au niveau du 

troisième élément (le milieu du rotor) ; c’est-à-dire au ventre de la forme de vibration. 

- Deuxième mode : la plus grande variation est obtenue quand la fissure est située au niveau 

du deuxième élément ; c’est-à-dire toujours au ventre de la forme de vibration, tandis que la 

plus petite variation est obtenue quand la fissure est située au niveau du troisième élément ; 

c’est-à-dire au nœud de la forme de vibration  

- Troisième mode en précession directe : la plus grande variation est obtenue quand la 

fissure est située au niveau du premier élément ; c’est-à-dire toujours au ventre de la forme de 

vibration. 

- Troisième mode en précession indirecte  : le cas est identique au cas du premier mode avec 

des variations presque identiques. 

VI.4.1.2. Modèle de fissure respiratoire  

Dans notre approche, et pour le modèle de la fissure respiratoire, nous tenons en compte la 

variation périodique de la rigidité en fonction de l’angle de rotation, nous proposons une 

fonction f(α,Ωt) qui représente la variation de la rigidité en fonction de facteur de diminution 

α et l’angle de rotation. 

L’expression de la rigidité d’un élément fissuré en fonction en la rigidité d’un élément sain est 

donnée par :  

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   (    )                (VI.5) 
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La fonction  f(α,Ωt) est donnée par la formule suivante :
 

 (    )  
   

 
   (  )  

   

 
 (VI.6) 

 

- Pour Ωt = -π/2, où la fissure est totalement ouverte, on trouve ƒ(α,Ωt = -π/2) = α, et la 

rigidité de l’élément fissuré est égale à la rigidité d’un élément contient une fissure ouverte 

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                  

- Pour Ωt = π/2, où la fissure est totalement fermée, on trouve ƒ(α,Ωt = π/2) = 1, et la rigidité 

de l’élément fissuré est égale à la rigidité d’un élément sain         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅              . 

- Pour Ωt = 0 ou Ωt = π où la fissure est partiellement ouverte, on suppose que la rigidité de 

l’élément fissuré est la moitié de la somme de la rigidité d’un élément sain est un élément 

contient une fissure ouverte et on trouve ƒ(α,Ωt=-π/2) = (1+α)/2, où 

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
   

 
             

La figure IV.52 représente la variation de la fréquence critique du premier mode en fonction 

de facteur α et l’angle de rotation Ωt dans le cas où α=0.3 et la fissure se trouve au niveau de 

troisième élément,  on voit que la fréquence varie entre la valeur d’un rotor sain et la valeur 

d’un rotor avec une fissure ouverte. 

 
Figure IV.51: Variation des fréquences critiques du premier mode en fonction de 

l’angle de rotation (Ωt) dans le cas où le troisième élément est fissuré et α=0.3. 
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VI.4.1.2.1. Estimation de la gravité de la fissure respiratoire 

La variation relative des fréquences naturelles dans le cas de la fissure respiratoire est variable 

par rapport à l’angle de rotation, les figures IV.53 - IV.55  représentent la variation relative 

des fréquences propres de trois premiers modes dans le cas où Ω=0 et la fissure se trouve au 

niveau de troisième élément. 

 
Figure IV.52: Variation relative des fréquences propres du premier mode en fonction de 

facteur  α et l’angle de rotation (Ωt). 

 

 

 
Figure IV.53: Variation relative des fréquences propres du deuxième mode en fonction 

de facteur  α et l’angle de rotation (Ωt).
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Figure IV.54: Variation relative des fréquences propres du troisième mode en fonction 

de facteur  α et l’angle de rotation (Ωt).
 

D’après les figures IV.53, IV.54 et IV.55, on constate que :  

- Quand α diminue la variation relative des fréquences C1, C2 et C3 augmentent. 

- C1, C2 et C3 prennent une valeur maximum à l’angle –π/2 où la fissure est totalement 

ouverte. 

- C1, C2 et C3 prennent la valeur zéro à l’angle π/2 où la fissure est  totalement fermée. 

- La prédiction de la gravité d’une fissure respiratoire est difficile par rapport à fissure 

ouverte, car la fréquence du rotor varie pendant la rotation et nous pouvons pas trouvé une 

valeur fixée pour les variation relatives des fréquences (Ci)  

VI.4.1.3. Réponse dynamique 

L’influence de la variation de la rigidité  du rotor due à la présence des fissures sur les 

amplitudes des vibrations est présentée dans cette partie. La figure IV.56 illustre le spectre 

d’amplitude verticale dans le nœud 6 sous l’effet de force de balourd en fonction de la vitesse 

de rotation d’un rotor sain et un rotor avec une fissure ouverte où α=0.5 et le deuxième 

élément est fissuré. 

Cette figure montre que : 

- L’amplitude de vibration augmente au voisinage des vitesses critiques. 

- Le spectre d’amplitude d’un rotor fissuré est différent par rapport au rotor sain. 

- Les fréquences critiques diminuent avec la diminution de rigidité (Figure IV.57). 
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- La plus grande valeur est obtenue au ventre de la forme de vibration, tandis que la plus 

petite variation est obtenue au nœud de la forme de vibration.  

 

 
Figure IV.55: Réponse dynamique d’un rotor sain et fissuré.

 

 

 

Figure IV.56: Evolution des amplitudes en fonction du pourcentage de diminution de 

rigidité α.
 

VI.4.1.4. Influence du nombre des éléments  

Dans cette étude, Le même rotor pris précédemment est discrétisé en 12 éléments (Figure 

IV.58), les deux disques sont fixés aux nœuds 3 et 11et la longueur d’un élément sera 54 mm 

La fissure est supposée être dans la position Lfissure=141 mm (fissure en élément 3) 
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Figure IV.57: Modèle éléments finis du rotor étudie discrétisé en 12 éléments. 

Pour étudier l’influence du nombre des éléments de discrétisation sur la variation des 

fréquences. Le tableau IV.21 donne les valeurs des vitesses critiques de l'arbre non fissuré et 

fissuré en fonction du coefficient de diminution de rigidité.  

Facteur α 
Fréquences critiques (Hz) 

                        

1 57.63 61.93 175.78 184.45 413.09 438.56 

0.9 57.37 61.67 175.84 182.73 411.82 435.1 

0.8 57.04 61.35 171.53 180.68 410.27 431.17 

0.7 56.62 60.93 168.75 178.18 408.33 426.7 

0.6 56.07 60.38 165.3 175.1 405.9 421.5 

0.5 55.32 59.65 161.1 171.2 402.6 415.5 

0.4 54.23 58.58 155.5 166.1 398.2 408.4 

0.3 52.48 56.87 148.1 159.2 392.1 399.8 

0.2 49.37 53.75 137.9 149.4 383.3 388.9 

0.1 42.23 46.5 123.2 134.5 368.9 373.4 

Tableau IV.21: Variation des fréquences critiques par rapport à α cas rotor fissure 

située au niveau de l’élément 3 pour un rotor discrétisé en 12 éléments. 

Dans la figure IV.59, nous présentons la variation d’amplitude au niveau de nœud 6 des rotors 

fissurés discrétisés en 6 et 12 éléments où α=0.5. 
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Figure IV.58: Variation d’amplitude en fonction de la vitesse de rotation et le nombre 

de discrétisation.  

En comparant les résultats de tableau IV.21 avec IV.17 et la figure IV.57 avec IV.57, On 

constate : 

- Les fréquences critiques diminuent dans le cas 12 éléments par rapport au cas de 6 éléments 

parce que dans le cas 12 éléments, la longueur ou bien la rigidité de l’élément fissuré est 

inférieure à celle dans le cas de 6 éléments. 

- La rigidité de l’arbre fissuré étant égale à la rigidité de l’arbre si on augmente le nombre des 

éléments de discrétisation, où la rigidité de l’élément fissuré devient négligeable par rapport à 

la rigidité de l’arbre. 

- Le choix du nombre des éléments est important dans l’étude du comportement vibratoire des 

rotors fissurés, donc le choix du nombre des éléments doit être optimal. 

VI.4.1.5. Relation entre la profondeur de la fissure et le facteur α 

Dans cette section, nous essayons de comparer la variation des fréquences critiques par 

rapport au facteur de diminution de rigidité α et par rapport de la profondeur adimensionnelle 

de la fissure  , qui est donné par      ,  

Le rapport de la profondeur   varie de 0 à 1. Par contre, le facteur α varie de 1 à 0, Pour cela, 

on propose un facteur H qui a une relation avec α et μ à travers les relations       et 
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      , ce facteur est simplement proposé pour trouver des courbes de variation 

similaires. 

Les courbes des figures IV.60 et IV.61 représentent la variation de la première fréquence 

critique de précession direct et indirect d'un système de rotor avec une fissure ouverte et 

respiratoire en fonction de H dans le cas où la fissure est au niveau du deuxième élément. Ces 

figures représentent graphiquement les résultats obtenus notre approche dans le cas d’un rotor 

possédant une fissure ouverte et d’une autre respirant où      , et les résultats théoriques 

d’Al-Shudeifat [74], sachant que ce dernier a validé ses résultats théoriques avec des résultats 

expérimentaux. 

La variation des fréquences critiques obtenues par notre approche est légèrement similaire à 

celle obtenue par d’Al-Shudeifat [74] qui a utilisé la méthode de la rigidité variable dans son 

travail. Il est possible de réduire l'écart entre nos résultats et ceux d'Al-Shudeifat en faisant 

varier la longueur de l'élément fissuré où cette dernière a un impact sur la rigidité de l’arbre. 

 

Figure IV.60: Variation de la première fréquence critique (indirecte) en fonction de 

facteur H. 
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Figure IV.61: Variation de la première fréquence critique (directe) en fonction de 

facteur H. 
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CONCLUSION GÉNÉRALE 

Le but de ce travail, est d’étudie l’influence d’une fissure transversale sur le comportement 

vibratoire du rotor, en utilisant la version classique h de la méthode des finis, l’élément poutre 

Euler-Bernoulli a été utilisé pour la modélisation du rotor. 

L’équation de mouvement du système est déterminée par l’application de l’équation de 

Lagrange sur les énergies des différentes composantes du rotor où le rotor est discrétisé en 

éléments finis. 

Un programme de calcul a été élaboré en MATLAB pour la validation et le développement de 

nos résultats afin d’étudie l’influence des différents paramètres de la fissure  

L’influence de la profondeur et la position de la fissure transversale ouverte et respiratoire sur 

les fréquences propres et critiques est traité dans ce travail dans les états stationnaire et 

rotationnelle du rotor.  

Une nouvelle approche basée sur la théorie de la diminution de rigidité de l’arbre du rotor par 

la présence de la fissure est présentée dans ca travail. 

Les résultats de ce travail nous a permis d'arriver aux conclusions suivantes : 

 Par la présence des fissures dans les rotors, la rigidité de l’arbre diminue à cause de la 

réduction de la section transversale de la zone fissurée ce qui influe sur les paramètres 

modaux du rotor (fréquence propres, amplitudes, mode propre), l’étude de la variation 

de ces derniers permet d’identifier la présence, l’emplacement et la profondeur de la 

fissure. 

 La version classique h de la MEF et la méthode de rigidité variable sont approprié 

pour l’étude des rotors fissurés. 

 La fissure transversale cause une dissymétrie dans le rotor, cette dissymétrie peut être 

utilisée pour identifier la présence de la fissure. 

 Les variations relatives des fréquences naturelles en fonction de la position de la 

fissure suivent la forme du mode déformation 
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 Le choix du nombre des éléments a une grande influence sur la précision des résultats 

car la rigidité de l’arbre fissuré est égale à la rigidité de l’arbre sain si on augmente le 

nombre des éléments; plus le nombre des éléments est petit plus la longueur et la 

rigidité de l’élément fissuré est importante.  

 Le facteur de diminution de rigidité α proposé dans la nouvelle approche ; avec le 

choix optimum du nombre des éléments ; peut jouer le rôle d’un indicateur de 

présence de la fissure ; en élaborant une base de données représentant les fréquences 

propres du rotor étudié en présence de fissures sur laquelle nous pouvons surveiller le 

comportement vibratoire du rotor étudie. 

 La modélisation du rotor avec la fissure respiratoire est très proche à la réalité.  
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