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Résumé

Résumé

Le travail présenté dans cette thése concerne le comportement vibratoire des arbres tournants
en composites stratifiées a rigidité variable. L’étude concerne le comportement dynamique en
stratifies a fibres paraboliques. Les équations de mouvement ainsi que les conditions aux limites
associées sont développées en utilisant le principe de Hamilton qui est basé sur les énergies
cinétique et de deformation du systéme rotor (arbre + disque + palier). Les équations de
mouvement sont résolues par la methode iso-géométrique, en utilisant un élément poutre iso-
géométrique a six dégrée de liberté par point de controle. Cette technique de discrétisation est
basée sur les fonctions B-splines pour la description de la géométrie du rotor ainsi que pour le
calcul des variables inconnues. Un programme informatique implémentant la méthode
développée est realise. Les fréquences propres du systeme étudié sont déterminées par la suite.
Une étude de validation est faite, les résultats trouves sont comparés aux resultats de la
littérature. De nouveaux résultats pour les fréquences propres et les vitesses critiques pour les
rotors stratifiées a rigidité variable avec Il'influence des dimensions géométriques,

caractéristiques mécaniques, 1’orientation des fibres et conditions aux limites sont considéreées.

Mots clés : rotor composites, vitesse critique, rigidité variable, fibres paraboliques, analyse iso-

géométrique.



Abstract

Abstract

The work presented in this thesis is concerned with the vibratory behaviour of variable stiffness
laminated composite rotating shafts. The study is concerned with the dynamic behaviour of
laminates with parabolic fibers. The equations of motion, as well as the associated boundary
conditions, are developed using Hamilton's principle, which is based on the kinetic and
deformation energies of the rotor system (shaft + disc + bearing). The equations of motion are
solved by the iso-geometric method by using an iso-geometric beam element with six degrees
of freedom per control point. This technique of discretization is based on the B-spline functions
for the description of the geometry of the rotor as well as for the calculation of the unknown
variables. A computer program is realized to implemented the developed method. The natural
frequencies of the studied system are determined thereafter. The results are compared with the
results which are found in the literature. New results for the natural frequencies and the critical
speeds of variable stiffness laminated rotors with the influence of geometric dimensions,
mechanical characteristics, fiber orientation and boundary conditions are considered.

Keywords: composite rotor, critical speed, variable stiffness, parabolic fiber, iso-geometric

analysis.
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Introduction générale

Les machines tournantes sont des éléments indispensables et trés utilisables dans
I’industrie. Un exemple concret est celui des arbres tournants en mécanique, 1’arbre
tournant permet de transmettre de la puissance d’un organe moteur vers un organe
récepteur. Parmi les nombreux secteurs d’utilisations de ces structures se trouvent les
machines-outils, arbres d’alternateurs des centrales électriques, arbres des
transmission des véhicules et engins, roulants, arbres d’hélice des sous-marins, des
méthaniers et des grands bateaux pour le transport de gaz et des marchandises, arbres
des réacteurs d’avions et arbres multi rotor concentriques, arbres centrifugeuses

nucléaires...etc.

L’analyse vibratoire des machines tournantes a un grand intérét pratique dans
I'industrie, notamment pour les concepteurs et les ingénieurs en maintenance qui
doivent prédire exactement les parameétres vibratoires tels que les fréquences propres,
modes propres, réponse dynamique. En effet, il est bien connu que les défauts
d’alignement, les défauts d'usinage, le frottement, les fissures et le balourd d’origine
thermique, a ’instabilité et a I’endommagement du systéme, rupture par fatigue,
endommagement des paliers, frottement rotor/stator et ’effet gyroscopique sont les
causes principales des vibrations dans les machines tournantes. Pour cela 1’étude de
de ces vibrations est donc un sujet intéresse et important pour augment leur de vie de
ces machines. Les matériaux composites peuvent contribuer a I'amélioration du
comportement vibratoire des machines tournantes en proposant des fibres curvilignes
a la place des fibres droites qui se traduit par une rigidité variable de machine
tournante qui se traduit directement par une bonne tenue a plusieurs phénomenes cité
ci-dessus, comme ils présentent aussi certains avantages par rapport aux composites
avec des fibres droites. Un autre phénomeéne qui affecte 1’étude de ces vibrations, est
la difficulté rencontrée dans une tache de modélisation de ce type de structure. Il est
bien connu que la modélisation par élément finis basée sur une approximation
polynomiale, ce qui entrainera inévitablement des erreurs de discrétisation, car c’est
I’origine de cette erreur est le model élément finis n’est qu’une approximation du
modele original de conception assisté par ordinateur (CAO). Tous ces erreurs de

discrétisation se traduira automatiquement par un moindre de qualité de la solution

v



Introduction générale

approchée. Pour surmonter ces difficultés et d’utiliser une approximation adaptées du
modele de conception assistée par ordinateur (CAO) d'origine et pour surmonter les
limites de la MEF, un nouveau élément iso-géométrique IGA a six degré par point de
contrdle est développé en base de la théorie d’une seule couche équivalent (ESLT)
pour I’étude du comportement vibratoire des éléments d’une machine tournante en
stratifies a rigidité variable et plus précisément c’est 1’étude du comportement
vibratoire des arbres tournants en stratifiés a rigidité constant et variable par

I’approche iso-géométrique.

Le travail de recherche abordée dans le cadre de ce doctorat est décomposé sur Six
chapitres :

Introduction : Une notion globale qui illustre une idée sur les machines tournantes et
leurs applications dans les déférents secteurs économiques et industriels, les

matériaux composites a rigidité constant et variable et leurs interventions.

Chapitre 1 : on présente la recherche bibliographique et 1’état de 1’art concernant le
comportement dynamique des machines tournants , ainsi les développements et les
recherches actuelles dans le domaine des vibrations des arbres tournants en prise
compte a rigidité variable et en finalise le chapitre par un apercu générale des
recherches faits sur la méthode iso-géométrique et leurs applications aux domaine
de vibrations tel que les poutres , les plagues et les coques en stratifié a rigidité

constante et variable .

Chapitre 2 : on présente une vision globale trés détaillées sur les matériaux composite
a rigidité variable, leurs procédés de fabrications et d’emplacements des gains a partir

des machines spécifiques et leurs concepts théoriques des fibres curvilignes.

Chapitre 3 : on présente la théorie des poutres (la théorie du premier ordre des
poutres) et les expressions des énergies de déformation et cinétique de rotor en
mouvement de rotation. Les équations de mouvement de rotor en stratifié a rigidité
variable.

Chapitre 4 : ce chapitre est consacré a la formulation du probléeme par la méthode iso-
géométrique. En début la présentation de la méthode et les explications de leurs

procédés d’application. En suit la modélisation est faite par la méthode iso-
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géométrique. Les énergies cinétiques et de déformations ainsi que les équations de
mouvement sont déterminées.

Chapitre 5 : Dans ce chapitre est décrit le programme de calcule avec ses différentes
étapes. Le premier code de calcul est fait pour déterminer les fréquences et les modes
en cas de rigidité constante, le deuxieme détermine les fréquences et les modes en cas
de rigidite variable.

Chapitre 6 : on présente dans ce chapitre Les résultats obtenus. Ces résultats sont
comparés avec d'autres resultats de la littérature, une étude de convergence est faite.
L'influence des différents parametres physiques et géométriques tel que les conditions
aux limites, I’angle d’orientation des fibres, la vitesse de rotation, 1’inertic sur les
fréquences propres sont étudiées en dernier lieu.

Nous cléturerons évidement cette étude par un ensemble de conclusions et de

perspectives de recherche.




Chapitre 1 Revue de littérature

Chapitre 1

Revue de littérature

Objectif

Ce chapitre est consacré a une revue bibliographique qui illustre les développements et les
recherches actuels dans le domaine des vibrations des arbres tournants. En début de ce
chapitre nous avons montré l'importance des machines tournantes et spécialement les
arbres tournants et leurs applications a l'industrie sont données par des exemples réels. Dans
la deuxiéme partie de ce chapitre une revue bibliographique qui illustre les développements
et les recherches actuels dans le domaine des vibrations des arbres tournants en matériaux
composites et les déférents modéles théoriques et expérimentales qui ont été développé pour
prédire le comportement vibratoire de ces type de structures. Dans la troisieme partie de ce
chapitre, un bref historique en détails sur le domaine des vibrations des structures en
matériaux composites a rigidité variable et l'intérét d’application de ce nouveau matériau
composite et son utilisation dans cette these. La derniere partie de ce chapitre, un historique
général du développement des calculs par la méthode d'analyse iso-géométrique par une
présentation de déférentes applications de cette méthode en l'analyse et simulation de
plusieurs phénomenes et son utilisation dans cette these, afin de donner le cadre de notre

travail dans cette thése et ses objectifs.
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1.1 Introduction

Les machines tournantes jouent un réle important dans 1’industrie. Elles sont présentes dans de
nombreux phénomeénes : I’automobile, 1’aéronautique, transport, le nucléaire, la transformation
d’énergie, la fabrication mécanique, le secteur pétrolier, etc. on peut distinguer plusieurs formes
de présence de ces machines dans I’industrie, parmi ces formes, les arbres tournants. Les arbres
tournants sont des éléments de machines présentons la partie mobile des machines, leurs roles
est de transmettre de la puissance d’un organe moteur vers un organe récepteur. Les arbres
tournants sont aux cceurs des équipements industriels : arbres tournants des machines-outils,
arbres d’alternateurs des centrales électriques, arbres de transmission des véhicules et engins
(figure 1.1), roulants, arbres d’hélice des sous-marins (figure 1.2) des méthaniers et des grands
bateaux pour le transport de gaz et des marchandises, arbres des réacteurs d’avions(figurel.3)
et arbres multi rotor concentriques, arbres des centrifugeuses nucléaires arbres des

centrifugeuses nucléaires(figure 1.4).

Figure 1.2 Arbre d’hélice de bateau (S2.2020).
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Figure 1.3 Turbines a gaz (S4.2019).

1.2 Revue de littérature
1.2.1 Bref historique sur les matériaux composites

Les matériaux composites sont les matériaux le plus répandus actuellement a celui de
I’ensemble des matériaux classiques parce qu’ils présentent plusieurs avantages spécifiques,
Iégereté , résistance et rigidité élevées , grande résistance a la fatigue , absence de corrosion ,
bonne tenue aux agressions chimiques , isolation électrique , thermique , tenue au feu , mise en
forme de piéces complexes . Ces propriétés ont incité les concepteurs a développer ce domaine.
Le premier pas du développement dans ce domaine a été fait en (1930) par un ingénieur au
Etats-Unis, cette personne forme des fibres de verre pendant le processus d'application du
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lettrage a une bouteille a lait en verre. Plusieurs des essais ont été élaboré pendant cette periode
sur les fibres de verre par Owens-Corning [est une société internationale spécialisée en
développement des produits d’isolation, les toitures et les composites en fibre de verre. Elle a
été créé en 1935) ; Nitto Boseki [est une compagnie japonaise connue sous le nom Nittibo. elle
est consacrée sur la production des produit textiles et en fibre de verre), pour essayent a lancer
ces fibres comme des produits commerciales sur le marché. Le succeés qui a été rendu par ces
fibres incite largement I’application de ces fibres a d’autres domaines comme le l'industrie
aeronautique, aérospatiale, automobile. ..

On peut classer I’historique de 1’application des matériaux composites dans 1’industrie en
plusieurs axes principaux : L’industrie aéronautique, aérospatiale, automobile, et autres
secteurs tel que ferroviaire, ports et loisirs, batiments et génie civil. On peut citer quelque
secteur d'application des matériaux composite comme le présente la section suivante.

1.2.1.1 Secteur aéronautique

Le fonctionnement des structures aéronautique, aérospatiale tel que les avions et les satellites
dans des conditions de fonctionnement tres séveres poussées a un choix des matériaux tres
spéciaux et de haute performance, et ce choix est toujours un probléeme complexe ou le
comportement colt/performance régne en maitre.

Les matériaux composites de haute performance ont été longtemps confinés juste sur des pieces
de structure secondaire (habillage intérieur, volets), plus rarement pour les piéces primaire et
jamais a la voilure, car il se posait deux difficultés : Cofits élevés par rapport a I’aluminium,
risques de délaminage interdisant le vol sur les structures aérodynamiques chargees.

Au milieu des années (1960), les structures bobinées fibres de verre/résine sont utilisées a la
fabrication des missiles balistiques, ainsi que les structures bobinées fibres d’aramide/époxyde
dans la fin des années (1970). Les fibres de carbone pour la réalisation de structures bobinées
ont été introduites dans le milieu des années (1970).

Pour plus de détail le lecteur pourra consulter les références [(Zinck.2001 ; Nelson et al.1998)].
Peu de temps apres (1970), les pieces composites ont été introduites sur les satellites. Les fibres
de carbone a haut module d’Young avec résine d’époxyde sont utilisées pour la fabrication de
ces pieces. L’efficacité des performances des matériaux composites dans les constructions
aeronautiques est tres claire comme I’exemple de 1’avion Boeing 767, puisque la conception
moyen-courrier Boeing par les matériaux composites permet de réduire leur poids de 921

Kilogrammes par rapport a la solution conventionnelle. Au cours de grande utilisation des
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matériaux composites, ces derniéres ont été introduites par 50% a la conception de 1’avion

Boeing 787 (2009), par 1’utilisation des fibres de carbone au lieu d’aluminium (figure 1.5).

Figure 1.5 Section du fuselage de I’avion "Boeing 787 Dreamliner". [S5.2020]

1.2.1.2 Secteur automobile

Les matériaux composites ont été introduits a la construction automobile 1’année (1947), Le
véhicule a été concepté par des matériaux composites et testé. Le rendement de cette voiture
était de facons succes, par I’emploi des composites et mené au développement de la Corvette
en (1953). Les fibres a haute résistance ont été réalisées a la conception des cabines
conventionnelles des tracteurs de la société LOHEAC (Puglia et al. (2003)) de transports
routiers. L’utilisation de ces nouveaux éléments moulés permet de réduire substantiellement la
consommation de carburant grace a I’économie du poids obtenu. Les composites sont aussi
introduite a la conception de ressorts a lames (Narayanan et al. (1999)) pour éviter le probleme
des ruptures brutales.

Aujourd’hui, Les composites jouent un rdle croissant dans plusieurs secteurs d’industrie,
secteur de batiment, secteur de Loisirs et sports, I'équipement électrique et électronique, secteur
dentaire (implants) et biomédical. Selon les statistiques de I'institut de composites (SPI), le
transport ¢’est le plus grand marcheé qui a utilisé les matériaux composites par un pourcentage
de (31%), puis la construction par (19,7%), la marine (12,4%), I'équipement électrique et
électronique (9,9%), le consommateur (5,8%) par contre le marché d'avion/aérospatial

s’apprend 0,8% car ils ont utilisé les origines des composites.
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1.2.2 Dynamique des arbres tournants en matériaux composite

L'application des matériaux composites entre dans divers aspects des machines tournantes telles
que les arbres composites. L’étude de comportement vibratoire des arbres tournants a un grand
intérét pratique dans 1’industrie, notamment pour les concepteurs et les ingénieurs en
maintenance qui doivent prédire exactement les parameétres vibratoires tels que les fréquences
propres, modes propres, réponse dynamique, etc. Le comportement dynamique des arbres
tournants en matériau composite a fait 1’objet de plusieurs études, plusieurs modeles
analytiques et numériques ont été développes pour étudier et prédire la réponse dynamique des
arbres composés des matériaux composites. En début, les travaux présentés par plusieurs
chercheurs sont consacrés a I'étude des propriétés statiques des matériaux renforcés de fibres,
Dudek. (1970) utilisé la méthode de poutre résonnante pour déterminer les constantes élastiques
dynamiques des poutres anisotropes. D’autre modéle a été développé par Abarcar et Cunniff.
(1972) pour prédire les fréquences naturelles et leurs formes des modes d’une poutre renforcées
par des fibres rectilignes. Ce modele est combiné les méthodes de masse groupée de Myklested
et Holzer, dans laquelle les effets de la déformation de cisaillement transversale et I’inertie de
rotation sont intégrés respectivement. Patrick et Cunniff. (1972), ils ont prédit les fréquences
naturelles et les formes de modes de plusieurs types de poutres renforcées par des fibres
rectilignes en utilisant des tests expérimentales et numériques. En plus du couplage
cisaillement-normal donné par Myklested et Holzer (1972), le couplage flexion-torsion sont
ajoutés au modele numérique. Les constantes élastiques utilisées dans ce modele ont été
déterminées expérimentalement. Ils ont conclu que le couplage flexion et torsion ont une bonne
interaction pour certaines valeurs dans le cas des stratifiés (15°,30°) et ont une influence sur les
valeurs de fréquence. Miller et Adams. (1975) ont développé un modéle théorique basé sur une
méthode analytique pour déterminer les fréquences de résonance de poutre orthotropes. Ce
modele inclut les effets de couplage flexion-torsion. Il est prédit que des conditions de
résonance en torsion et en flexion peuvent exister pour une poutre en vibration libre. L’effet du
cisaillement dans les poutres composites est prend une importance plus que les poutres
homogenes puisque le rapport de rigidité d’extension a la rigidité de cisaillement transversale
est élevé. Teoh et Huang. (1977) ont étudié la vibration libre des poutres composites sur la base
d'un modele continu en utilisant la solution analytique. Elle prend en compte les effets de la
déformation de cisaillement transversale et I’inertic de rotation. IIs ont montré que les
fréquences naturelles sont influencees lorsque les effets de deformation par cisaillement et

d'inertie rotative deviennent importants. Les mémes auteurs. (1980) ont présenté un nouveau




Chapitre 1 Revue de littérature

modele, considéré comme une extension de modeéle précédent, dans laquelle comprend les
effets de couplage flexion-torsion et 1’orientation des fibres sur la vibration libre des poutres
composites. Ils ont montré que les effets de couplage sont plus importants lorsque les fibres
d’orientation deviennent inférieures a 25°. Chandrashkhara et al. (1990) s ont utilisé la théorie
de déformation du premier ordre avec I’inertic de rotation pour étudier I’effet de la déformation
par cisaillement de 1’anisotropie des matériaux et 1’effet des conditions aux limites sur les
fréquences naturelles des poutres composites. Eisenberger et al. (1995) ont utilisé la méthode
de rigidité pour prédire les solutions exactes des fréquences naturelles de poutres stratifiées.
Banerjee (1998) a utilise la méme méthode a 1’étude de vibration libre des poutres composites
de Timoshenko soumises des charges axiales. Les effets de la force axiale, la déformation par
cisaillement et I'inertie rotative sur les fréquences naturelles des poutres sont étudiées. Yildrim.
(2000) a utilisé la méme théorie (FSDT) en combinaison avec la méthode de rigidité a I’analyse
de I’effet du rapport module longitudinal-transversale sur la réponse dynamique des arbres
composites. Elle prend en compte les effets de la déformation transversale et axiale de
cisaillement et I’inertie de rotation. Il a ¢étudié les effets des rapports épaisseur-longueur et des
conditions aux limites sur les formes du mode en plan des poutres. Par la suite nous focalisons
notre recherche bibliographique sur les machines tournantes. Les arbres tournant en composites
sont au cceur des équipements industriels tels que la fabrication mécanique, le transport,
I’aéronautique, le nucléaire. Elles sont présentées dans de nombreux exemples : les rotors
d’hélicoptere, les compresseurs centrifuges, les turbines a vapeur, les turboréacteurs...etc.
Lorsque ces machines soumises a des conditions de fonctionnement difficile, les machines
tournantes peuvent endommager ou déformer sous l'effet de plusieurs phénomeénes tel que
I'effet gyroscopique, frottement, fissure, balourd dues aux grandes vitesses de rotation. Ces
effets sont les causes principales des vibrations dans les machines tournantes. Pour cela, I’étude
du comportement vibratoire de ces structures a acquis une importance croissante afin
d’améliorer I’utilisation des machines tournantes. Beaucoup de chercheurs ont contribué a
développer des modéles mathématiques et numériques basés sur des théories des poutres et des
coques [Bauchau (1981); Faust et al. (1984); Zorzi et Giordano (1985); Darlow et Creonte
(1995); Wettergren et Olsson (1996); Chatelet et al. (2000); EI Mahdy et Gadelrab (2000); Lee
et al. (2004); Alwan et al. (2010); Badie et al. (2011)]. On peut citer, entre autres, le modele
développé par Zinberg et Symonds (1970) basé sur la théorie des poutres du module équivalent
(EMBT), qui est largement utilisé pour I’analyse dynamique des arbres tournants en composite.

Dans cette approche, I’arbre tubulaire composite en multi couches est remplacé en place de
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I’arbre homogéne. On suppose que I’arbre est un tube circulaire a paroi mince dans laquelle la
déformation par cisaillement n’est pas prise en compte. Cette approche donne une bonne
précision dans le cas de stratifiés symétriques, mais dans le cas des stratifiés non équilibre et
asymétriques, cette méthode s’est avérée avoir certaines limites. En effet, ’EMBT ne prend
pas en compte ; I’emplacement des couches par rapport a 1’axe des stratifiés non symétriques
multicouches, I’effet gyroscopique, I’inertie rotatoire, le couplage cisaillement normal dans le
cas des stratifiés non équilibrés et couplage flexion-torsion dans celui des stratifiés
asymeétriques. Pour surmonter ces limitations et évaluer la précision des prévisions de vitesse
critique, différents modeéles ont été développes. Les premiéres contributions sont basées sur les
théories des coques. Dos Reis et al. (1987) ont présenté une étude visant a déterminer la vitesse
critique avec un nouveau modele d'arbre composite basé sur la théorie des poutres de
Timoshenko. La formulation de poutres par la méthode d’éléments finis est dérivée a base de
la théorie de la coque de Donnell. Les effets de couplage dus aux déformations flexion-
extension et aux contraintes de cisaillement - normales avec la séquence d’empilement ont été
incorporés dans le model. lls concluent que ces couplages modifient les valeurs de fréquence.
Cependant, le modele sous-estimé la vitesse critique prévue de 1’arbre du rotor de queue
d’hélicoptére décrit par Zinberg et Symonds. (1970). Kim et Bert. (1993), ont développé les
équations régissant de mouvement d’un arbre creux cylindrique circulaire tournant avec des
couches de matériaux composites stratifiés de maniere arbitraire basées sur les théories des
coques. Le mod¢le inclut I’effet gyroscopique, 1’effet de cisaillement ainsi que le couplage
flexion-torsion. Tandis que Kim et Bert. (1993) surestiment la premiére vitesse critique de
I’arbre qui est prédite par Zinberg et Symonds, a I’aide de la théorie de la coque de Donnell et
concluent que cette théorie ne pouvait pas étre utilisée avec un arbre long. Afin d’utiliser une
formulation adaptée pour les rotors stratifiés composites et pour surmonté les limites de EMBT,
Singh et Gupta [1996a, 1996b] ont développé une théorie des poutres de stratifié LBT dérivée
de la théorie des coques. La déformation par cisaillement en épaisseur, couplage flexion-
traction et I’effet de changement d’empilement sont intégrés dans le modele. Ils ont montré que
le LBT est plus efficace que ’EMBT. Les avantages ci-dessus sont obtenus aux dépend d’une
complexité et d’un temps de calcul accrus, car LBT nécessite le développement d’un élément
fini avec un nombre de degrés de libertés élevées qui dépend du nombre de couches. Bert et
Kim. (1995), Gubran et Gupta. (2005), et Montagnier et Hochard. (2014) ont présenté une
théorie des poutres du module équivalent (MEMBT) pour prédire la vitesse critique d’un arbre

d’entrainement composite, dans laquelle I’effet de cisaillement transversale, I’inertie rotatoire
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et ’effet gyroscopique, et 'effet de couplage d0 a la stratification des couches et différents
effets de mécanisme de couplage ont été pris en compte. Ils ont comparé les fréquences
obtenues d’un arbre en Graphite/Epoxyde supporté simplement a 1’aide ’EMBT Modifiée, a
celles obtenues a I’aide EMBT, LBT, théories des coques. Ils ont montré que les fréquences
propres obtenues a 1’aide ’EMBT Modifiée, a I’exclusion des différents effets de couplage
concordent bien avec celles rapportées dans la littérature et prédit avec précision la vitesse
critique de I’arbre composite de Zinberg et Symonds (1970). Sino et al. (2008) ont étudié
I’influence des effets de 1’orientation des fibres et de la séquence d’empilements sur la
sensibilité des fréquences naturelles et des seuils d’instabilité des arbres tournants en composite.
Une théorie des poutres d’homogénéisation simplifiée (SHBT) a été utilisé pour modéliser
I’arbre tournant en composite. La formulation par la méthode d’¢léments finis est obtenue en
utilisant des éléments de poutre a deux nceuds. Ils ont montré que les vitesses critiques obtenues
sont en bon accord avec celles obtenues par (LBT) et (EMBT) modifiée ainsi que les valeurs
expérimentales. Cependant, les effets de couplage induits par des séquences d’empilement
d’arbres non symétriques et non équilibrées, telle que flexion-traction, torsion-traction et
cisaillement ne sont pas prises en compte. Afin de surmonter les limites de (SHBT), Kwangchol
et al. (2019) ont modifié la théorie des poutres simplifiée d’homogénéisation SHBT de sino et
al. (2008) dans laquelle 1’effet de Poisson et I’effet de couplage flexion-torsion et déférents
effets de mécanisme de couplage ont été pris en compte. La formulation par éléments finis est
obtenue en utilisant un élément de poutre a deux nceuds et a dix degrés de liberté. Cependant,
I’effet d’amortissement interne n’est pas pris en compte. lls ont comparé les vitesses critiques
obtenues d’un arbre en Boron /Epoxy supporté simplement a 1’aide EMBT Modifiée, a celles
obtenues a I’aide EMBT, SHBT et ABAQUS modifiée. Ils ont montré que le SHBT modifié
est plus efficace que le SHBT et d'autres théories.

Afin d’utiliser une formulation générale dans laquelle on considere les effets de la déformation
par cisaillement transversale, I’inertic rotatoire et des effets gyroscopique ainsi que du
mécanisme de couplage du stratifié, la théorie des poutres de Timoshenko base a continument
(CTBT) est développée et utilisée par Chang et al. (2004), Boukhalfa et al. (2008) et Ben arab
et al. (2017). L’énergie de déformation de I’arbre composite est obtenue en utilisant le
continuum tridimensionnel a travers de multiples transformations de coordonnées. La theorie
des poutres de Timoshenko basée sur le continuum CTBT s’appelle la théorie d’une seule
couche équivalente ESLT en Ben arab et al. (2017). Le ESLT est basé sur une seule couche

équivalente ayant des propriétés mécaniques équivalentes de toutes les couches orthotrope de
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I’arbre stratifié. Chang et al. (2004) ont analysé le comportement d’un arbre tournant en
matériaux composite en utilisant la méthode d’éléments finis standard. Les résultats des vitesses
critiques des systemes d’arbre tournant en composite sont en accord avec ceux dans la
littérature. Boukhalfa et al. (2008) ont développé un élément fini hiérarchique de type poutre
avec six degrés de libert¢ par nceud pour analyser le comportement vibratoire d'un arbre
tournant en matériaux composite. Les vitesses critiques obtenues de 1’arbre composite sont
comparés avec les résultats de LBT, des théories EMBT maodifies et des théories des coques, et
I’accord s’est avéré bien. Ben arab et al. (2017) ont proposé un élément fini de type poutre avec
quatre degrés de liberté par nceud. Cette étude met en évidence 1’effet de coulage de cisaillement

normal sur les fréquences propres.

Afin d’améliorer I'utilisation des arbres tournants en composites, 1’étude des propriétés
mécaniques des matériaux composites utilisés pour ces structures prend de plus en plus
d’importance. On peut citer entre autres le modele développé par Montagnier et Hochard (2013)
bases sur un modéle en coque composite en combinaison avec l'algorithme génétique GA.
L’objectif de cette recherche est basé sur I’optimisation des performances des arbres tournants
en composites hybrides qui fonctionnent a des vitesses sous-critiques ou supercritiques. Dans
cette approche, un arbre hybride a haut module remplace I’arbre composite tubulaire en couches
et la fibre époxyde renforcée par des fibres de carbone a haute résistance dans chaque couche.
Les auteurs ont conclu que la nouvelle configuration aurait pu donner de bonnes performances
des arbres dans des conditions sous-critiques et également dans des conditions supercritiques
avec seulement quelques arbres et un rapport légereté-poids faible. Les auteurs donnent
quelques explications concernant les regles générales concernant la séquence d'empilement de
cas hybrides de +45°,+0" et+90°. Mendonga et al. (2017) ont présenté des recherches sur les
propriétés d’amortissement structural des arbres en composite. IIs ont utilisé la méthode des
¢léments finis pour prédire I’influence de la stratification de I’arbre en composite sur la
vibration libre du rotor. La méthodologie proposée peut donner de bonnes solutions précises a
plus de possibilités de conception, ainsi qu’une intégration possible de multiples paramétres

tels que le module élastique et le SDC.




Chapitre 1 Revue de littérature

1.2.3 Bref historique des matériaux composite a rigidité variable

Les matériaux composites a rigidité constante (les fibres en forme rectilignes) connaissent
actuellement un rythme croissant largement supérieur a celui de I'ensemble des matériaux
classiques a des raisons que ces matériaux composites ont des propriétés bien spécifiques qui
sont communs dans l'industrie. Mais avec L’apparition de la technologie de placement
automatisée des fibres en tant que mécanisme moderne de fabrication de composites permet de
produire des stratifiés a fibres en forme curvilignes (stratifiés composites a rigidité variable -
CSRV) avec des propriétés mécaniques tres élevees par rapport aux matériaux composites a
rigidité constante (CSRC). Dans le matériau composite a rigidité variable, chaque couche est
renforcée par une fibre curviligne, alors que dans les matériaux composites traditionnels a
rigidité constante, chaque couche est renforcée par une fibre droite. Cette variation de rigidité
a des propriétés trés supérieures reconnues et recherchées par rapport aux matériaux

conventionnels : légereté, haute résistance et rigidité, grande résistance a la fatigue ... etc.

A travers des propriétés mécaniques distinguées aux stratifiés composites a rigidité variable,
beaucoup de chercheurs entament le développement de ce domaine. Martin et Leissa. (1990)
ont amélioré les performances des plaques soumis a un effet de flambage par I’intégration de
matériaux a rigidité variable. La résolution de probléme est faite par la méthode de Ritz. Hye
et Lee. (1991) ont présenté une analyse des caractéristiques des plaques a rigidité variable, dans
laquelle I’effet de flambage est pris en compte (les plaques sont construites par des fibres
curvilignes). La formulation est faite par la méthode d'éléments finis. Gurdal et Olmedo. (1992)
ont construite des plaques a rigidité variable avec des fibres de forme sinusoidales pour
examiner la réponse dans le plan de ces plaques. Une nouvelle technique d'analyse est adaptée
pour la résolution de probleme. Honda et al. (2008) ont étudié la vibration des plaques
rectangulaire avec des fibres paraboliques par une nouvelle approche basée sur la méthode de
Ritz. Les paramétres de fréquence et les modes obtenus sont comparés avec les résultats obtenus
avec la MEF. Honda et Narita. (2012) ont Contrélé et suivie I'emplacement des fibres
curvilignes dans chaque couche d'un stratifié par la méthode de conception optimale. Ils ont
déterminé les fréquences propres et les modes de vibration de plaques stratifiées a fibres de
renforcement curvilignes par une méthode analytique .les fibres sont présentés a ’aide des
fonctions B-splines. Les équations de fréquences sont déterminées par l'utilisation des solutions

de Ritz avec type de série fonctions de forme.
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Beaucoup de problemes concernant la vibration linéaire et non linéaire en stratifié a rigidité
variable ont été contribué par Ribeiro et collaborateurs [Akhavan (2011, 2013), Ribeiro (2012),
Ribeiro et al. (2013), Yazdani et al. (2014)]. Les chercheurs cité ci-dessus ont utilisés la
méthode d'éléments finis hiérarchiques pour résoudre ces problémes. Houmat (2013) a étudié
la vibration non linéaire des plaques en stratifié symétriques et antisymétriques a rigidité
variable. Il a utilisé la théorie des plaques classiques en combinaison avec la version p des
éléments finis. Il a montré que la configuration antisymétrique améliore les fréquences
naturelles linéaires et non linéaires par rapport aux configurations symétriques. Une autre étude,
Houmat (2015) a étudié le probléeme de vibration linéaire et non linéaire de plaques biaisées
avec des fibres curvilignes. Il a montré que I’effet de la variation de I'angle d'inclinaison de la
plaque influé sur les fréquences et les modes propres avec différent angles d’orientations des
fibres. Hachemi et al. (2017) ont étudié la vibration des plaques rectangulaires composites avec
des fibres paraboliques et contient des ouvertures. Ils ont utilisé la théorie de déformation de
premier ordre avec la version-p de la méthode d’éléments finis pour modéliser la plaque. IIs ont
montré I’effet de la variation d’ouverture de la plaque CSRV sur les fréquences propres avec
différents angles d’orientations des fibres paraboliques. La théorie de déformation d’ordre
supérieur (HSDT C1, HSDT CO0) est développée et utilisée par Serdoun et Hamza-Cherif.
(2018), Hachemi (2019). lls ont étudié la vibration des plaques sandwich avec des fibres
parabolique. Ils ont montré que les plaques sandwich CSRV sont plus rigides que les plaques
sandwich CSRC pour certain angles d’orientations des fibres. Houmat (2018a ; 2018b) a utilisé
la théorie d’élasticité tridimensionnelle combinée avec la version-p de la méthode d’éléments
finis pour étudier la vibration libre des plaques en stratifié composite et sandwich a rigidité
variable respectivement. 1l a déterminé les fréquences tridimensionnelles des plaques CSRV
dans les deux stratifiés. Bendahmane et al. (2019). ont étudié le comportement vibratoire des
plaques CSRV immergés dans un fluide. Ils ont utilisé la théorie de déformation d’ordre
supérieur (HSDT CO0) pour modéliser la plaque. Ils déterminé les fréquences et les modes
propres des plaques CSRV immergés dans un fluide avec différentes profondeurs

d’immersions.

Le nombre de publications traitant des vibrations des stratifiés avec fibres curvilignes
combinees avec la méthode d'analyse iso- geomeétrique est particulierement faible. Hao et al.
(2017) ont presenté une analyse de flambement de plaques Reissner-Mindlin stratifiées a
rigidité variable en utilisant la méthode d’analyse iso-géométrique IGA. Les résultats sont

comparés a celles obtenues a I’aide de la méthode d’éléments finis. Khalafi et Fazilati. (2018a)
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ont étudié les vibrations libres et les caractéristiques de flottement des stratifiés asymétriques
curvilignes par I’approche iso-géométrique basée sur les fonctions NURBS. A une autre étude,
Khalafi et Fazilati. (2018b) ont utilisé I’approche iso-géométrique pour déterminer les régions
d'instabilité des plaques quadrilatérales composites stratifiées a rigidité variable soumises a des
charges uniformes dans le plan. Venkatachari et al. (2018) ont présenté une étude sur la
vibration libre des coques cylindriques et elliptiques en stratifié a rigidité variable par
I’approche d’analyse isogeometrique. Les fréquences et les modes sont déterminés et comparés
avec les fréquences et les modes des coques en rigidité constante (CSRC). Peng Hao et al.
(2018) ont étudié la vibration des panneaux a rigidité variable avec des decoupes par la méthode
d’analyse iso géométrique. Les découpes étant représentées par la méthode du niveau défini.
Fazilati et Khalafi. (2019a) ont étudié la vibration libre des plaques CSRV avec différentes
formes d’ouvertures en utilisant une approche iso-géométrique basée sur la théorie de
déformation de premier ordre. Fazilati et Khalafi. (2019b) ont étudié I'optimisation du
comportement aéro-élastique de plaques CSRV en utilisant l'algorithme génétique basé sur

I'approche iso-géométrique.
1.2.4 Dynamique des rotors en matériaux composite a rigidité variable

Les recherches sur les vibrations des arbres tournants en stratifiés a rigidité variable sont trés
limitées. Zamani et al. (2011) ont proposé une conception des poutres composites a parois
minces avec des fibres curvilignes pour améliorer les performances de ces poutres. Haddadpour
et Zamani. (2012) ont développé une conception aéro-élastique pour les ailes composites.
Boukhalfa (2017) a étudié la vibration libre des arbres tournants en composite avec des fibres
curvilignes. La méthode d’éléments finis version-p est adopté pour étudier le probléme. Les

fréquences fondamentales sont données en format de diagrammes de Campbell.
1.2.5 La méthode d’analyse iso-géométrique IGA

Parmi les méthodes numeériques les plus utilisées et appliquées a la dynamique des arbres
tournantes est la méthode des éléments finis, en raison de d'efficacité et robustesse dans le calcul
et traitement des probléemes complexes dont les effets: la déformation de cisaillement
transverse, I'inertie rotative et les effets gyroscopiques, le mécanisme de couplage du stratifié,
I'amortissement interne et externe, la stabilité des supports, I'orientation des fibres et la séquence

d'empilement peuvent étre introduites.
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Differents modeles d'éléments finis (EF) sont suggérés par nombreux chercheurs pour I'analyse
des arbres composites, cependant les éléments de poutre (versions h et p) représentent I'un des
composants de base de la dynamique du rotor. Il est bien connu que la méthode d’¢éléments finis
standard est basée sur une approximation polynomiale, ce qui entrainera inévitablement des
erreurs de discrétisation. De plus, le model élément finis n’est qu’une approximation du modele
original de conception assiste par ordinateur (CAO), ce qui entraine automatiquement un
manque de précision. Outre ces erreurs géomeétriques, ce processus prend beaucoup de temps
en raison de I’interaction entre la conception assiste par ordinateur et I’analyse. Afin d’utiliser
une approximation adaptés du modeéle de conception assistée par ordinateur (CAO) d'origine et
pour surmonter les limites de la MEF, une nouvelle approche appelée la méthode d’analyse iso-
géomeétrique (IGA) a été développée par Hughes et al [2005, 2009]. Le premier objectif de cette
méthode a comblé I’écart entre la méthode d’¢éléments finis et la conception assiste par
ordinateur (CAO), décrit par B-splines non uniformes rationnelles (en anglais Non-Uniform
Rational B-splines (NURBS)). Le principe de cette méthode consiste a utiliser essentiellement
les mémes fonctions de base pour représenter la géomeétrie et approcher le champ de la solution,
en cherchant a créer une seule discrétisation. Au cours des derniéres années, un certain nombre
d’études ont été effectuées en utilisant cette approche et montré que I’IGA offre de nombreux
avantages et caractéristiques attrayantes par rapport la méthode des éléments finis (MEF)
classique, elle inclut une continuité des fonctions de base de haut ordre, ce qui conduit en outre
a un conditionnement numérique plus stable et un taux de convergence trés pratique, en
particulier pour I’analyse du comportement et une meilleure intégration dans le processus CAO.
Beaucoup de problémes d'engineering ont été résolus avec succes par la suite en utilisant la
méthode d’analyse iso-géomeétrique tel que : la vibration structurelle Cottrell (2006), I’analyse
des poutres [Lee et al. (2013); Zhang et al. (2016) ; Guodong (2018) ; Faroughi et al. (2019)],
I’analyse des plaques et des coques [Kiendl et al. (2009) ; Benson et al. (2010); Shojaee et al.
(2012); Li et al. (2014) ; Thai et al. (2015); Tian et al. (2015) ; Du et al. (2017); Qui et al.
(2018) ; Ning et al. (2017, 2018a, 2018b), Yang et al. (2019), Xu et al. (2018, 20193, 2019b),
optimisation de la forme structurelle Wall et al. (2008) ; Qian (2010) ; Pilseong et al. (2015) et
I’analyse du flambage (Loc et al. (2013) ; Wang et al. (2015)], etc. Pour plus de détails
concernant les propriétés et les applications de la méthode le lecture pourra consulter la
monographie (Cottrell et al. (2009)). Dans ce contexte, le travail de recherche proposé vise a
appliquer la méthode d’analyse iso géométrique combiné a la théorie ESLT afin de modéliser

le comportement vibratoire des arbres tournants en matériaux composites a rigidité constante
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et variable. A la connaissance de 1’auteur, aucune étude n’a été réalisée sur ce probléme en

utilisant I’approche iso géométrique.
1.3 Motivation et objectif de cette these

Les recherches ont clairement montrées qu’il n’y a jusqu’a maintenant, aucun travail sur le
développement et 1’application de la méthode d’analyse iso-géométrique pour les problemes de
vibrations linéaires des arbres tournants en composites stratifiés a rigidité constante et rigidité

variable n’a vu le jour.

C'est la motivation de cette thése dont I'objectif est le développement et le déploiement de la
méthode d’analyse iso-géométrique pour les arbres tournants composites stratifiés a rigidité
constante et rigidité variable, et plus précisement, le comportement vibratoire des rotors
stratifiés a rigidité constante et variable par la méthode d’analyse iso-géométrique. Une
formulation étendue de la théorie d’une seule couche équivalente étendue ESLT, associée a la
méthode d'analyse iso-géométrique, est proposée pour étudier la vibration libre d’éléments
d’une machine tournant en stratifié a rigidité constante et variable. En plus du couplage dus aux
contraintes cisaillement normal donné par ESLT de Ben Arab et al. (2017), la torsion et la
traction sont ajoutées au modele. Ce modele inclut également les effets de la déformation par
cisaillement transversal, du couplage gyroscopiqgue, de I'inertie rotative et de I'effet de couplage

dd au laminage de couches composites, 1’orientation des fibres et la séquence d’empilement.

Un nouvel élément iso-géométrique de type poutre avec six degrés de liberté par point de
contrble est développé. Plusieurs simulations numériques des rotors stratifiees a rigidité
constante et variable avec divers schémas de stratification et rapports de diameétre par rapport
au diametre moyen, I’effet de ’angle d'orientation des fibres, les conditions aux limites, vitesses
critiques sont examinées .Les résultats obtenus sont comparés avec d'autres résultats de la

littérature.
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Chapitre 2

Mise en c@uvre des matériaux

composites a rigidité variable

Objectif

Dans ce chapitre les matériaux composites a rigidité variable et leurs procédés de
fabrications et d’emplacements des gains a partir des machines spécifiques et leur

concept théorique des fibres curvilignes seront présentées en détails.

j
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1.1 Introduction

Les matériaux composites connaissent actuellement un rythme de croissant largement
supérieur a celui de I’ensemble des matériaux traditionnels. Pour la simple raison que
ces matériaux composites ont des propriétés bien spécifiques , reconnues et
recherchées : 1égéreté , résistance et rigidité elevés , grande résistance a la fatigue ,
absence de corrosion , bonne tenue aux agressions chimiques , isolation électrique ,
thermique , tenue au feu , mise en forme de pieces complexes . On peut rallier ainsi

économie et développement durable.
11.2 Matériaux composites
11.2.1 Définition

Un matériau composite (figure 2.1) est un ensemble de deux ou plusieurs matériaux de
nature différente, se complétant et permettant d’aboutir a un matériau dont I’ensemble
des performances a celui des composants pris separément. Il existe trois propriétés de
matériaux composites résultent des propriétés des matériaux constituants, de leur
distribution géométrique, de leur interaction, etc. Une description détaillée et un résumé
des propriétés et des applications sont disponibles dans le tableau 2.1. Selon la nature
de la matrice, les matériaux composites sont classés suivant :

e Composite a matrice organique.

e Composite a matrice métallique.

e Composite a matrice minérale.

La description d’un matériau composite dépend sur des spécifications nécessaires telle
que la nature de constituants et leur propriétés ou la géométrie de renfort et sa

distribution ou bien a la nature de ’interface matrice-renfort.
Matrice

~v

Renfort

Figure 2.1 Matériaux composites stratifiés. [S6. (2020)]
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11.3 Matériau composite a rigidité variable (CSRV)

Les développements dans la fabrication automatisée de composites sont largement
augmentés, a cause de la demande croissante de I'utilisation de matériaux composites
dans nombreux domaines industriels. Par définitions les stratifiées composites a rigidité
constante sont des matériaux composites a des plis renforces par des fibres avec sens
droits, ou les orientations d'angle de fibre et 1’épaisseur reste constante respectivement.
Les avantages de ces matériaux sont énoncés dans le début de ce chapitre. Une nouvelle
génération des matériaux composites a rigidité¢ variable s’est imposée ces derniéres
annees par ses performances excellentes contre différents effets soumis aux structures
par rapport aux matériaux composites traditionnels, pour marquer une étape important
dans les développements actuels dans la fabrication automatisée de composites. En
effet, les matériaux composites a rigidité constante prend en compte que la rigidité du
composite de fibres droites est reste constante a travers le plan du stratifié, ce qui permet
de bénéficier et exploiter la propriété anisotrope de la structure composite, mais pas
pleinement. Pour corriger cette insuffisance, un nouveau concept de direction de fibre
basée sur la variation de I'angle de fibre dans le plan du stratifié est introduit. Cette
stratégie permet d'utiliser pleinement l'espace de conception 3D des structures

composites.

Les stratifiés composites a des fibres curvilignes sont généralement appelés les
stratifiées composites a rigidité variable (CSRV). La construction des matériaux
(CSRV) est basee sur deux approches : soit par la variation de la fraction volumique,

ou soit par la variation de 1’angle de fibre.

La premiere approche a la construction de CSRV est basée sur la création des fibres
droites paralléles et espacées dans le stratifiée avec une variation de la fraction
volumique pour chaque fibre au long de plan de stratifié, dans laquelle les fibres sont
divisées de facon plus dense dans la région centrale qui a besoin d’une rigidité élevée
que les autres régions. La figure 2.2 (Houmat. 2012) suivant montre clairement cette

définition précédente.
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Leissa et Martin (1990) qui fut les premiers a étudier le comportement vibratoire des
plaques soumises a des charges de flambage en utilisant cette approche. Ils ont conclu
que la charge de flambage et la fréquence fondamentale de ces plaques ont été
respectivement augmentées de 38 % et 21 % que 1’utilisation des stratifiés avec rigidité
constante. Aprés, Houmat (2012) utilise cette approche pour étudier les vibrations
linéaires et non-linaires des plagues minces. Il a montré que le comportement du
durcissement de la plague composite avec un espacement variable des fibres est plus
grand que la plague composite avec un espacement constant des fibres et I’inverse est

produit si on augmente la fraction volumique.

Le principe de la deuxiéme approche est consisté a créer CSRV par une variation de
I’angle d’orientation de fibre tout au long d'un stratifié, sans modification du poids de
la structure. Parmi les avantages découvertes en l'utilisation de cette approche c'est que
I’amélioration des performances de la structure sont assurées sans le besoin
d'augmentation de poids ou le volume, c'est a dire que les parametres géométriques de
la structure a rigidité variable sont les mémes que la rigidité constante sauf I’angle
d’orientation de fibre. Parmi les avantages découvertes en l'utilisation de cette approche
c'est que I’amélioration des performances de la structure sont assurées sans le besoin
d'augmentation de poids ou le volume, c'est a dire que les parameétres géométriques

d'une structure composite a rigidité variable sont les mémes que la rigidité constante

Figure 2.2 Exemple de plague composite avec un espacement variable des fibres. [Houmat. 2012]
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sauf I’angle d’orientation de fibre. Cette avantage permet d’obtenir un espace de
stratifié de structure mieux adapté aux charges internes a la structure, car les fibres
curvilignes sont plus concentrées dans les extrémités de la structure par rapport aux
fibres droites comme le montre la figure suivant (figure 2.3). En plus, cette approche
permet d'offrir une flexibilité & la conception des structures en composites stratifiés.

%/7

\S

\

Figure 2.3 Exemple de stratifié composite avec des fibres curvilignes, (a) angle de fibre décalé

N

\

au

long de la direction y, (b) angle de fibre décalé au long de la direction x. [Arian Nik et al. (2012)]

11.4.1 Concept théorique des fibres curvilignes

Les fonctions des fibres curvilignes sont construites sur la base d’un ensemble de
parameétres prédéfinis et exprimés par une formule mathématique (Tatting et Gurdal,
2001). D'autre forme ont été définies pour ces parameétres en utilisant une fonction
d'interpolant aux points prédéfinis (Huang et al. 2005). Le premier pas a la description
de schéma des fibres curvilignes est introduit par Gurdal et Olmedo (1993a). L’idée
développées par Girdal et Olmedo, (1993a) est basée sur une variation linéaire de
chemin des fibres selon les axes x ou y. lls ont observés que la charge de flambage a
été optimisée au 80% par rapport aux modeles traditionnelles basés a des fibres droites.
Afin de définir le chemin de fibre curviligne, il été oblige au début de déterminer le
"chemin de référence". Une fois le "chemin de référence" déterminé (Gurdal et al.
2005), il est possible de définir le chemin de fibre curviligne par I'orientation des fibres

pour n'importe quel point des coordonnées de stratifié.
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Les formules de la variation de I'angle de fibre sont divers, Girdal et Olmedo (1993)
ont dériveés et utilisés la variation linéaire de I'orientation des fibres. Cette formule a été
utilisée aussi par Zamani et al. (2012), Boukhalfa (2017) pour définir le chemin des

fibres comme suit :

( L 2(T, =Ty -L
—————{—In[cos(Ty)] + In [cos (TO — —y)] pour — <y <0
2(Ty — To) L 2
o —L 2(Ty = Ty L 2D
- - <y<-
l 2T = T) {In[cos(Ty)] — In [cos (TO I y)] pour 0<y< 5
— ([T, =Ty +Ty pour — <y<0
o= arcnc =) 2 S o

T(Tl_TO)y-l'TO pour 0 Sysz

Ou x' représente la premiere dérivée de x par rapport y.

La figure 2.4 donne la variation de I’orientation de la fibre de ¢ linéairement le long
d'un axe défini arbitrairement x’, dans laquelle le chemin commencé par un point
arbitraire de référence avec angle d'orientation T, et se décale linéairement le long d'un
axe x’ jusqu'a ce que l'angle d'orientation de fibre atteindre une valeur T; a une distance
L du point de référence. Cette distance L est représentée par la longueur caractéristique,

par conséquence le chemin des fibres curvilignes est résume par le symbole ¢(T,, T;).

Les différentes formes des fibres curvilignes sont illustrées selon 1’étude de recherche
présentée par Honda et Narita (2012). La figure 2.4 donne une présentation de
différentes formes des fibres présentées par cette étude.

vy

v

Figure 2.4 Définition du chemin de référence de fibre curviligne.
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Notons que les auteurs présentes les formes des fibres curvilignes en deux types selon
le sens de l'angle d'orientation de la fibre positive ou négative, dans laquelle [+T;]

représente le sens positive et [—T;] le sens négatif comme le montre dans la figure (2.5

(a-c)).
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Figure 2.5 Les différentes formes de la fibre curviligne : (a) parabolique, (b) cubique et (c)

hyperbolique. [Honda et al. 2012]
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11.5 Méthodes de conceptions des fibres curvilignes

Les traditionnelles techniques de fabrication manuelles tels que le moulage au contact,
moulage par projection simultanée et 1’enroulement filamentaire permettent la
fabrication du stratifiés composite avec des fibres rectilignes. Ces méthodes présentes
quelques avantages tels que la facilité de la réalisation et le moindre colt par rapport
aux méthodes modernes. De 1’autre coté, ces méthodes actuellement sont limités et ne
peut pas a réponde aux exigences modernes dans l'industrie, notamment pour les

concepteurs et les ingénieurs en maintenance a cause des inconvenients suivants:

= Lafabrication du stratifié a des orientations des fibres a I'intérieur de la structure
est limité juste a des formes droites.

= La possibilité de la réalisation des grandes pieces en composite et a des formes
complexes comme les structures aéronautiques sont insuffisantes et des fois tres
difficiles.

= La difficulté de la réalisation des structures en qualité efficace amene a des
défauts résultants induits par le processus de fabrication et de pertes de

matériaux.

Les structures composites plus complexes exigent des méthodes modernes
automatisées de fabrication pour réduire au minimum des défauts cités précédent.
Pour ce objective, le processus de placement automatique des fibres (Automated
Fiber Placement, AFP) a été créé pour la premiere fois par (Grant and Martin, 2003)
pour résoudre les problémes de réalisation des structures en composite avec des
fibres curvilignes. Beaucoup de problémes d’engineering ont été résolus par la suite
en utilisant ce processus. Les machines utilisées dans des processus de fabrication
des structures composites avec des fibres curvilignes sont illustrées dans les figures
(2.6). Comme le montre la figure (2.6), les machines (AFP) sont des machines a
commande automatique composée d’un bras robotisé contr6lé par ordinateur relie
avec une téte de placement de fibres. Cette composante permet d'offrir la possibilité
au concepteur d’exploiter tous I'espace de conception pour adapter I'orientation des

fibres dans toutes les directions.
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Figure 2.6 Machine automatisée de placement de fibre (AFP). [S14.2020]

Le fonctionnement de ce mécanisme est assuré a l'aide d'un outil informatique
représenté par un systeme de programmation hors-ligne (OLP) (Marouene 2015).

Au cours de derniéres années, un certain nombre des grandes structures en secteur
aéronautiques ont été effectués en utilisant ce processus et montré que la technologie
(AFP) offre de nombreux avantages et caractéristiques par rapport aux processus
traditionnels. La technologie (AFP) a été réalisée avec succes pour nombreux types de
structures géomeétriques, le premier projet a été réalisé par la compagnie du Boeing
Hélicoptéres (Brarth. 1990). Apreés, I'utilisation de cette technologie dans la conception
de structures d'avions commerciaux a considérablement augmenté au cours des
derniéres années, par exemple les sections 44 et 46 du fuselage de 1’avion "Boeing 787
Dreamliner" qui a ont réalisées par la compagnie Boeing. En plus de Boeing, la
compagnie Airbus utilise le méme processus pour fabriquer des fuselages de I’avion
A350 — XWB avec succes. L'utilisation des matériaux composites dans la conception
des structures d'avions commerciales a considérablement augmenté au cours des
derniéres décennies. Outre les avions commerciaux, la technologie AFP a donné une

bonne motivation aux concepteurs pour appliquer au niveau des industries militaires.
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On voit bien I’intérét d’utiliser les matériaux a rigidité variable a la place aux matériaux
a rigidité constante. Les Matériaux composites a rigidité variable peuvent contribuer
énormément a I’amélioration du comportement des structures composites. Ces
contributions qui permettent d'offre de nouvelles possibilités de conception des
structures avec des poids faible et de meilleures performances structurelles. Cela nous
ameéne au sujet de notre these, qui se base sur I’intégration des matériaux composite a
rigidité variable dans la conception des arbres tournantes afin d'étudie et comparé les
comportements dynamiques des arbres tournants composites a rigidité variable avec
des arbres tournants composites a rigidité constante.
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Chapitre 3

Théorie des Poutres a Rigidité Variable

Objectif

L ‘objectif de ce chapitre donne une idée globale sur les théories descriptives des
structures telles que les poutres dans la premiére partie de ce chapitre. Dans la
deuxiéme partie on présente la théorie des poutres utilisées dans cette étude et leurs
importances de cette utilisation par rapport aux autres théories, la fin de ce chapitre
est consacrée a la détermination des expressions des énergies de deformation et
cinétique de I'arbre en mouvement de rotation en stratifié a rigidité variable ainsi

que les équations de mouvement de structure a partir de principe d’ Hamilton.
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I11.1 Introduction

Les poutres sont considérées comme des élements structurels définis par des
dimensions spécifiques, la longueur en général est supérieure devant les deux
autres. Les arbres tournants sont assimilés a des poutres de section circulaire ou
rectangulaire ayant une ligne moyenne passant par le centre de surface des sections
droites, voir (figure 3.1). La différence entre les barres et les arbres ce qui fait que les
arbres soumis a I’effet de torsion, ou quand il y a un mouvement de rotation par

contre les barres soumises a des forces extérieures sont normales.

Figure 3.1 Géométrie d’un arbre.

I11.2 Les théories des poutres

111.2.1 Définitions et hypotheses

Les théories des poutres peuvent étre classées en deux : la théorie d’Euler-Bernoulli
(EBT) et elle est appelée la théorie classique des poutres et la théorie du premier ordre
de déformation et cisaillement (TBT).

111.2.2 Théorie d’Euler-Bernoulli (EBT)

La théorie classique des poutres (Euler-Bernoulli) est utilisée quand le rapport longueur
sur diameétre équivalent est supérieur a vingt. La théorie d’Euler-Bernoulli [EBT], est

basée essentiellement sur 1’hypothése suivante :
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- Toute section droite reste plane et perpendiculaire a la ligne moyenne apres
déformation, ce qui veut dire que la déformation due au cisaillement transversal
est négligée.

Ces hypotheéses se traduisent par la relation suivante :

adw
Vxz = a - ﬁy =0 3.1

Ou Z—V: =B, :est la rotation de la section droite de la poutre. (Voir la Figure 3.2).

111.2.3 Théorie de Timoshenko (TBT)

Afin de surmonter la limitation de la théorie d’Euler-Bernoulli [EBT] et d’obtenir des
contraintes et des déplacements améliorés dans laquelle I’influence de la déformation
transversale de cisaillement, I’inertie de rotation, 1’effet gyroscopique et l'effet de
couplage di a la stratification des couches de 1’arbre en matériaux composites la théorie
continuum des poutres de Timoshenko a été développée, la théorie des poutres
(Timoshenko 1921) est supposée toute section droite ne reste pas plane et
perpendiculaire a la ligne moyenne apres déformation. Ce qui signifie que ’effet de
cisaillement n’est pas nul contrairement au modele d’Euler—Bernoulli. (Voir la Figure
3.2). Elle est connue sous le nom de la théorie d’une seule couche équivalente (ESLT).
La théorie d’une seule couche équivalente (ESLT) par définition est consistée a
considérer un arbre composite constitué de plusieurs couches orthotropes en une seule
couche équivalente qui contient des propriétés mécanique équivalent pour toutes les
couches [Reddy (1997)].
Cette théorie est basée sur les hypotheses suivantes :

- Le matériau de chaque couche est linéairement élastique et présente deux plans

de symétrie.
- Toutes les couches sont parfaitement liées ensembles.
- Le champ de déplacement est linéaire dans chaque couche et continu a chaque

interface de couche.
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Sans déformation

EBT

BT

RBT

Figure 3.2 Géométries non déformées et déformées d’une poutre pour diverses theories de poutres
(Wang et al. (2000).

OouU,, V., W,, représentent les déplacements suivant les trois axes X, y et z d’un point
x Voer Wy, TEP p y p
quelconqgue de la poutre , alors queu et w sont les déplacements du centre geomeétrique

G suivant les axes x et z (dans le repére de la poutre).

Z—: . est la rotation de la section droite de la poutre.
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111.3 Equations cinematiques de théorie ESLT
111.3.1 Champs de déplacements

On considére un arbre en composite assimilé a une section circulaire, tournant autour
de I’axe longitudinale avec une vitesse de rotation constante. Soit X, y et z les
coordonnées principaux de matériau d’un arbre en matériau orthotrope, x défini comme

étant la coordonnée dans 1’axe longitudinale.

La théorie du premier ordre de déformations de cisaillement (TBT) est adoptée pour

modéliser I’arbre composite. Le champ de déplacement d’un point arbitraire de la

section transversale de I’arbre dans les directions X, y et z est donnée comme sulit :
Uy(x,y,2,t) = ulx,t) + 28 (x,t) — yﬁy(x, t)

V,(xy zt) =v(xt) —zB (x,t) (3.2)
W, (x,y,2t) = w(xt) +yB,(x,t)

Ou Uy, V, et W, représentent les déplacements suivant les trois axes x, y et z d’un
point quelconque de la poutre. Comme le montre la (figure 3.3). La variable u(x, t)
désignée le déplacement extensionnel dans la direction x, tandis que v(x,t) et w(x,t) sont
respectivements les déplacements en flexion dans les directions y et z d’un point géométrique
sur I’axe de référence de I’arbre. Les variables g, (x, t), B (x, t) et B, (x, t) désignent les

rotations de la section transversale autour des axes X, y et z.

Figure 3.3 Systémes de coordonnées : cartésien et cylindrique.
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111.3.2 Relation déformations — déplacements
Les relations déformations — déplacements dans le cas de la théorie des poutres ESLT

peuvent étre exprimées comme suit :

(e “
| €y | v
£ w
ZZ
4%@ } = [L]4 B, (3.3)
| ¥z | | By |
1) \g,)
Ou [L] est la matrice des opérateurs différentielles.
r 0 0 0 d
Ox z X yax
0O 00 0 0 O
0O 00 0 0 O
[L] = a B 0 (3.4)
0 o 0 1 0 Zax
0 0 g 1 0
dx Y3
0 0 0 0 0 O

D’aprés ’hypothése de la théorie des déformations en cisaillement du premier ordre
qui ne prend pas en compte la déformation transversale normale, les trois composantes
de déformationse,,,, &,,€t y,, étant égales a zéro. Les relations deformations —

déplacements réduits a la formule suivant :

u
Exx 11/1]/
{m} = L1 B, (35)
Vxz | ﬁy |

\g,)

L’expression détaillée de la matrice des opérateurs différentiels est devenue comme

suit :

r 0 d 0
_ 0 — —y—
0x 0x 0x

- d

[L] 0 o 0 Zax (3.6)

d d

0 0o — 1 _
| Jx 0 yax_
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Comme le montre la (figure 3.3), les relations deformations-déplacements de ’arbre
composite a section transversale circulaire peuvent étre exprimées dans le systéeme des

coordonnés cylindriques (x,r, ) avec les vecteurs unités (e,, e,, eg) comme :

Exx 1 0 0 0 0 0 Exx
€0p [0 sin?6 cos?0 0 —2cos6 sinf 0 ] Eyy
Err | _ |0 cos?6 sin%6 0 2cos6 sinf 0 £z
Yxo [ 10 0 0 —sin@ 0 cosf | | Vxy
VrHJ lO —cosf sinf cosf sinf 0 (cos?6 — sin?6) 0 J l)/sz
Vaxr 0 0 0 cos6 0 sinfd1 \y,,

(3.7)
Puisque €,y = &,, = ¥y, = 0, les composantes de la déformation dans le systeme des

coordonnées cylindriques peuvent étre simplifiées comme suit :

Exx Exx
{Vxe} = [R] {ny} (3.8)
Yxr Yxz

Ou la matrice de transformation [R] de systeme des coordonnées cylindriques au
systeme des coordonnées cartésiennes est donnée par :

1 0 0 ]

[R]=|0 —sinf cosO (3.9)

0 cos@ sinf

Par conséquent, les composantes de contraintes dans le systéeme des coordonnées
cylindriques peuvent étre écrits en termes de variables de déplacement et rotations

comme :
(%)
Exx w
{Vxe}= [RIIL] 34 (3-10)
o
B,

111.3.3 Relation contraintes-déformations

Les constitues des relations contraintes-déformations pour k"™ couches (voir la figure
3.4) définies par le rayon interneR,_, , et le rayon externe R, dans les coordonnées

orthotropes locales (1, 2, 3), Comme indique a la figure 3.5, sont exprimées par :
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011\ k €11y *
J 022 L (3221
O33 | _ k) €33
T3 [Q] V23
I T13J V13
T12 V12
ou
Q11 Q12 @3 O 0
Qiz Q22 Q2 O 0
[Q]k — Q13 Q23 Q33 0 0
0 0 0 Qu O
0 0 0 0 Qs
L 0 0 0 0 0

5

(3.11)

(3.12)

SO OO O

066-

ici, o; sont les contraintes et ¢; les déformations, les constantes d’élasticité Q;;sont

exprimées en fonction des propriétés du matériau, comme le module de Youngk;, le

coefficient de poison v;; et le module de cisaillement de la stratifié G;

comme .
041 = Eyy
1M1 =5 .
1—v,0p
0,, = E3;
22 =T
1—v,vy
01, = v Ey,
12 = Vo —
1—vy,vy

j» et sont définies

(3.13)

Qo6 = G123 Qua = G235 Q55 = G13

Ou I’indice 1 représente les directions paralléles a la direction des fibres, I’indice 2

représente les directions dans le plan perpendiculaire a la direction des fibres. L ’indice

3 est aussi perpendiculaire a la direction de la fibre, mais hors du plan.

Kth layer

Rk—l Rk

v

Figure 3.4 La k"™ couche de I’arbre composite.
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Stratifie

Stratifié .§\\ l ~

@ (b)
Figure 3.5 Coordonnées orthotropes locales (1, 2, 3) de deux stratifiés : (a) droite, (b) curviligne.

On considére une couche arbitraire du stratifié d’ont 1’orientation des fibres fait un
angle ¢ par rapport a I’axe x de systeme des coordonnées cylindriques (x,r,8) comme

illustré dans la figure 3.6.

(@) (b)

Figure 3.6 Arbre composite stratifié avec deux types de fibre : (a) droite, (b) curviligne.

Les contraintes et les déformations pour le systétme de coordonnées orthotropes

locales(1, 2, 3) doivent étre transformées en systeme des coordonnées cylindriques

(x,r, 6) par :
Oxxy © o114
Opg 022
Orr k 033
=|T 3.14
Tro 7] 123 ( )
I Txr I T13
TxBJ T12




Chapitre 3 Théorie des poutres a rigidité variable

et
(311\’{ (Exx k
l &22 & | €00 |
€33 _ kT ) Err }
Yoz 7] Yro (3.15)
I V13J LerJ
V12 Yxo

Ou la matrice de transformation [T] est donnée par :

[ m(x)? n(x)? 0 0 0 =2m(x)n(x)
n(x)? m(x)? 0 8 8 2m(x)n(x)
1 0
M=l 0o 0 mw a@ 0 (3.16)
0 0 0 —n(x) m(x) 0
mx)n(x) -m@)n(x) O 0 0 (m(x)?—nx)?]

Oum(x) = cosp(x),n(x) = sinp(x), et ¢(x) est ’angle d’orientation de fibre
curviligne entre 1’axe x et I’axe de fibre.

A partir les deux équations précédentes, les constituées des relations contraintes-
déformations pour k™é™ couche, dans le systéme des coordonnées cylindriques (x,r,0)

sont exprimées comme :

Oxxy © (gxx\k
Ogg €90 L
O-T'T' ~ ST'T'
Tro - [ ]k Yro (317)
I TXT I LYXTJ
Tx6) Yxe
OU [Q] est la matrice de rigidité transformée, donnée par la forme suivant :
_(211(95) @2(75) @3(95) 0 0 (zle(x)_k
(_212(95) (_222(95) Q23(x) 0 8 Qze(x)
[0]% = [T]k[Q]k[T]kT = Q136(x) QZ%(X) Q330(X) q44(x) q45(x) Q360(X)
0 0 0 Qas(®¥) Css(x) 0
[Q16(X)  Q26(x) Q36(x) 0 0 Q6 (x)
(3.18)
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111.3.4 Variation parabolique des fibres

Les fibres a rigidité constante prend une représentation de forme droite au long de plans
de stratifié, tandis que les fibres curvilignes prennent une représentation variable
(parabolique, hyperbolique, cubique etc...). Selon (Honda et al. 2008) les coefficients
de la matrice de rigidité transformée Q;; sont exprimés en termes d’angle stratifi¢e

variés exprimé par la formule suivant :
2

flx)=A (x - %) (3.19)

Avec A la constante de proportionnalité d'une parabole, donnée par :

14
A=— 2
5L (3.20)

Dans lequel, la forme de la parabole est contrélée par un paramétre non dimensionnel
appelé v, en plus L est la longueur de 1’arbre.

L’angle d'orientation du chemin de la fibre parabolique est déterminé a partir de la

dérivée premiére de la fonction f (x), dans laquelle & = f ,ou 0<é<1est

exprimée par :

df (§)
d§
Ou @(&) est I’angle de la fibre parabolique et b c’est la largeur de 1’arbre.

p(§) =tan™?! ( ) =tan"[y(b — LO)] (3.21)

L'orientation de la fibre parabolique est définie par deux angles respectivement I'angle
T, et I’angleT;, ou l'orientation parabolique des fibres est supposée varier avec X, a

partir d’une valeur de I'angle d'orientation des fibres T, au 1’origine de 1’arbre a une
. L . . , .
autre valeur T; sur un distance de 5 de I’origine de 1’arbre comme montré sur la figure

3.7, dans laquelle la configuration de I'orientation des fibres est notée dans cette étude
par [(To, T1)]-

En injectant (3.21) en (3.18) on obtient

0., = Qi1 ty(b—LE)Q —y(b — LE)2(Q12 + 2Q46)
e (21282 — 2y2LEb + y2b?% + 1)?

(3.22)

0.6 = (Q11 — Q12 + 2Q46)Y (b — LE) — y(b — LE)(Q12 — Q22 + 2Q66)
e (V21282 — 2y2LEb + y2b2 + 1)2

(3.23)
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Ooe = (Q11 + Q22 — 2(Q12 + Q66))y (b — LE) + Qe (1 — y(b — LE))

24
06 (Y2L2&2 — 2y2LEb + y2b? + 1)2 (3.24)

~ Qss+ y(b—LE)Qu
5 = 2
L+ (b -L)H

(3.25)

Figure 3.7 Configuration d'une poutre composite a rigidité variable avec fibre parabolique.

Pour bien approximer la distribution non linaire de la déformation de cisaillement
transversale au long de I'épaisseur de 1’arbre, le facteur de correction de cisaillement
transversale k, est introduit dans les relations de la déformation. D’aprés

I’hypothéseegg = €, = ¥,9 = 0, les relations contraintes- déformations deviennent :

O-xx k _ Sxx k
{Txe} = [Q*]k {Yxe} (3.26)
TXT' yxr
OU [Q*]¥est la matrice de rigidité transformée et modifiée donnée par :
= = k
_ Qll ks?lG 0
[Q*]k = |ksQ16 ksQss (1 (3.27)
0 0  kyQss

Dans laquelle, k, représente le facteur de correction de cisaillement transversal.

En injectant I’équation (3.27), dans 1’équation (3.17) on obtient :
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u
(%

Oxx)* w
{fxe} = [0 FIRIIL B, (3.28)
| By |
\z.)

111.3.5 Energie de déformation de I’arbre tournant en composite a

rigidité variable

L’expression générale de 1’énergie de déformation de 1’arbre U est donnée par :

1
U== j eTo dv (3.29)
2 14

L’expression générale de 1’énergie de déformation de I’arbre U dans les coordonnées

cylindriques (x,r,0) est donnée par :

1
U= E,f (OxxExx + OrrErr + 009€00 + TurVor + TxaVx0 + TroVre)dV (3.30)
14

Puisque €99 = & = ¥rg = 0, I’expression de 1’énergie de déformation U peut étre

réduite a :
1
U= EJ (Uxxgxx + TxrVxr + Tx@Vxe)dV (3-31)
74

Par I’injection de 1’équation (3.28) dans I’équation (3.31), 1’énergie de déformation

peut s’écrire comme :

1 — — _
U=5] @@ea?+ ksBss(r” + ko (s
14
+ 2k5616(x)5xxyx9)dv (3-32)

En remplacant les relations pour la rotation de la section transversale, ol y = r cos 6
and z = rsin@ (voir la Figure 3.3) et en intégrant sur la surface de la section
transversale de 1’arbre en additionnant la contribution de chaque couche orthotrope,

L’expression générale de 1’énergie de déformation est donnée par :

Y
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2

1t ou 1t B\ (3B, a,BZ
”-zfo A (55) d“zfoDn (%) +<E) dxty "JD% Ik

0P, 0By, O0voB, OJowap,
t3 k,fBls[Z By ox ’Bxc')x "~ 9x Ox _a_xax]dx

1k fL(A +4 )(av)2+(aW)2+ 2 g2 128, 2% 05 g
2 N o 66 55 ax ax ﬁx 183/ ﬁxax ﬁyax X

(3.33)
Les constantes A; ;, B; ; sont exprimées par :
nc
A = ﬂz m(x)(sz - Rk—12)
k=1
ne
Ass = %Z Qssk () (Rk® — Re=1?)
k=1
nc
too =2 T (R = Ric?) 339
k=1

nc
2T -
Bis = ?Z Q16k(x)(Rk3 - Rk—13)
k=1
nc
T _
Dy =7 ) Cre@(Re* = Rir®)
k=1

nc
T -
Dge = Ez Q66k(x)(Rk4 - Rk—14)
k=1

Ou L est la longueur de I’arbre, nc est le nombre des couches, R, et Rj,_; sont
respectivement le rayon intérieur et le rayon extérieur de la k'™ couche de 1’arbre

composite.

Y
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111.3.6 Energie cinétique de I’arbre tournant en composite a rigidité

variable

Un systéme rotor-palier se compose de trois parties principales : arbre, disque et palier.
En additionnant, le systeme rotor-palier est décrit par deux systéemes de coordonnées :
(1) (x,y,z) qui est fixé a ’espace et appelé le repere fixe R, (2) (x1,y1,2;) qui est fixé
a la section transversale de I’arbre et de disque et tourne avec eux et appelé le repére
mobile R,,, les deux systémes de coordonnées sont liés par un ensemble d’angles de
rotation.

La figure 3.8 présente les deux repéres précédents utilisés dans 1’étude d’un rotor. En

effet, le mouvement du rotor est décrit grace a la définition de deux reperes :

Section droite

A
A

Figure 3.8 Déformation de la poutre

L’énergie cinétique de I’arbre composite a rigidité variable tournant autour de 1’axe x

sera calculée en fonction des composantes du vecteur vitesseVp, qui représente la

vitesse du point P quelconque de surface de la section droite située a une distance x de
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I’origine du repére fixe, et ( est la vitesse de rotation instantanée de la section droite.
La vitesse d’un point P quelconque de la poutre est donnée par :
Vp=V; +3AGP (3.35)

W Représente le vecteur vitesse du point G centre de surface de la section droite située a

une distance x de I’origine du repére fixe, et Q* est la vitesse de rotation instantanée de

la section droite.

Le vecteur vitesse du point G est donné par :

Vo =—— +0A0G (3.36)
dt g,

Une fois la vitesse du point P déterminée, 1’énergie cinétique peut étre calculée et qui est

donnée par la relation suivante :
1 —2
T = Eprp dv (3.37)
En injectant (3.35), dans (3.37) on obtient
au av ow B:  (9B,\° dB,
rog (G G+ G ) e (B) + (3 ) -2ann 2

ap; (.Bzz

+200, ==+ +1p (= ) + Q21 + Q% (B, + ﬁyz)l dx (3.38)

Le terme Zﬂlpﬁx% représenté 1’effet gyroscopique ainsi que le I (6,8x) +

MBYN? . _
(%) représenté [D’inertie de rotation du mouvement de flexion, le terme

2
L, (%) représente I’inertie de rotation du mouvement de torsion et le terme

ou\? av\2 aw\2 p 5 . .
I, <(E) + (E) + (E) ) représente 1’inertiec du mouvement de translation. Le

terme Q21 (,sz + ,Byz) représente I’effet de la rigidification centrifuge ; il sera négligé

par la suite de 1’analyse.
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Les constantesl,,, I, et I, sont exprimées par :

k=1
nc
T
Ig = ZZ pe(Ri* = Rie—1™) (3.39)
k=1
nc
s
I, = Ez Pk(Rk - Rk—12)
k=1

Ou p la densite de la poutre composite stratifiée a rigidité variable, L, I, et I, sont la
masse par unité de longueur de 1’arbre, la masse diamétrale et la masse d’inertie polaire

de la section transversale de 1’arbre, respectivement.

111.3.7 Energie cinétique du disque

Le disque est considéré étre un corps rigide et en matériau isotrope, Ou il est fixé a
I’arbre en matériau composite (voir la figure.3.9). Alors que 1’énergie de déformation
sera négligée par la suite et le disque n’est décrit que par son énergie cinétique.
L’énergie de disque sera calculée de fagcon semblable selon L’énergie cinétique de

I’arbre, 1’énergie cinétique de disque est exprimée comme suit :
1 w2 Ov\?  [Ow)> B2 (0B
o (G + G e (2 + (2
Zlm<6t+6t+6t o) T\a

0 ] ap,\*
—zmpDﬁx% +201,° % +1,° ( a[j:Z) +021,° + 021, (B + ﬁyz)l (3.40)

ou, I,,°, 1,° et IpD sont les moments d’inertie du disque suivant les axes x, y et z, le
moment d’inertie massique, le moment d’inertie diamétrale et le moment d’inertie
polaire du disque, respectivement. Ainsi que le termeQzldD(ﬂx2 + ﬂyz) sera négligé

par la suite de 1’analyse.
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Disque _— Arbre

Palier

Figure 3.9 Modele de rotor.

111.3.8 Travail virtuel des paliers

Généralement puisque les paliers sont des éléments flexibles, on considére ces eléments

comme des ressorts et des amortisseurs en modélisation comme illustré a la figure 3.10.

Figure 3.10 Arbre tournant supporté sur deux paliers flexible.

On suppose que la relation de la charge-déflexion du roulement est linéaire, car la
relation entre les deux dans la majorité des catégories de roulements est non linéaire, se

traduira automatiquement par une complexité en 1’analyse dynamique du rotor.

Le travail virtuel des paliers agissant sur 1’arbre est :
6A = E,6v + F, 6w (3.41)

Ou E, et E,, sont les composants des forces généralisées agissant sur 1’arbre.




Chapitre 3 Théorie des poutres a rigidité variable

Le travail virtuel des paliers agissant sur I’arbre sera développé sous la forme suivant :

0A = —K,,,v6v — K,,,wév — K,,wéw — K., véw — C,,,v6v — C,,Wwév
Cozwéw — Cpy 08w (3.42)
L’expression générale de travail virtuel des paliers s’écrit a la forme matricielle
suivante :
==l clt-le ety G

111.3.9 Equations de mouvement
Les équations du mouvement de la vibration libre des arbres tournant en composite a
rigidité variable sont déterminées a partir du principe de la moindre action de

Hamilton, exprimé par :

ty
j (8T, + 8Ty — 68U, + SA)dt = 0 (3.44)
to
OuT,,&8Tp, 8U, et A sont respectivement la variation du des énergies cinétiques, les
énergies de déformations, le travail virtuel des forces genéralisées .

L’intervalle [t ,t,] représente le temps de 1’action de Hamilton.

&: est le symbole de la variation.
En intégrant par partie, puis en collectant les quantitéséu, 5v, w, 6B, 6B, et 6, on
obtient les équations du mouvement de systéme :

PORAA PRI IR A
u-matz ax |1 5% 16 55 ot =D,

Pl PN (L 1,9 IDavz .
Sv:In 7 = ks 2| (Ass + Ase) | 53 =By | =7 B16 a 3¢) tF=p,
’w aw 1 0B aw\ _
SW:ImF_ (A55+A66) + B, _§B16W + I ¥ +Fy,=p,
azﬁx B, a1 v 6/5’

ow 1 ap B.\*
+ |ks(Ass + Agg) (W + ﬁx> —5ksBis7> 414" ( af) =T,

|
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OBy la— 7 P 0=+ o 2k316<ﬁx+ax Dy~

9 9 9B\’
[k A66< >+ kyB1s aﬂ — kyAss <az ﬁy)] +1° (a_ty>

B, B, 0 [1 6w> a8,

9 ] ] d d B\
5B.:1 ﬁZ—IpQ Bi [3166”+D66aﬁ]+1d <ﬁ> =Ty

z°P g2 ot S 0x ot
(3.45)
ou
E, = (Kyyv + Ky,w + Cy¥ + Cyp ) (3.46)
E, = (K,yw + Ky,v + C,,W + C,,0) (3.47)

Y
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Théorie des poutres a rigidité variable

Les conditions aux limites associées peuvent étre affectées aux deux extrémités de

I’arbre, a partir des ensembles conjugués : naturel et cinématique, illustré au tableau

suivant :

Table 3.1 Les conditions aux limites : cinématique et naturel.

Conditions aux limites Cinématique

Conditions aux limites Naturel

u apB,
A1y a + ksBl6W = Px

1) u(x,t) =0
ov 1 0Bx
(2) U(X, t) =0 (ASS + A66) (a - ﬁy) - EBI6W - py
0 1 d
(Ass + Age) (% + ﬁx) ~ 5516 %
3 x,t) =0
(3) w(x, ) .
1 B v D 0Bx .
@) Be(x,6) = 0 2ksBis (B~ 5) + D5 =T
1k B ow D 2B, _r
(5) By(x,t) =0 2" 16(‘“%)‘ Uox — Y
ou ap
(6) B (x,t)=0 Bie a + Deg a_xz = l—‘x<p

e |
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Chapitre 4

Formulation Par LLa Méthode D'analyse Iso-

géométrique

Obijectif

Avec le développement de [’outil informatique et le calcul numérique les méthodes de

resolution numérique sont devenues tres pratiques, parmi les techniques et les approches on
trouve la méthode d’analyse iso-géométrique qui permet d’analyser des systémes trés
complexes. L’ objectif de ce chapitre est d’expliquer de facon trés détaillée, les étapes et les
particularités a partir de la description de fonctionnement de cette méthode au
développement des fonctions d’interpolation ( B-SPLINE) puis [ utilisation a ['analyse des
problémes dynamiques tel que les arbres tournants en composite a rigidité variable . Apreés,
nous présenterons en détails les étapes de développement et de déploiement de la méthode
d’analyse iso-geomeétrique pour modéliser les arbres tournants en stratifiées a rigidité
variable . La transformation de systeme différentiel obtenues au chapitre précedent a un
systéme algebrique se fait par la méthode d'analyse iso-géométrique. La modélisation de
I'arbre se fait par un element poutre isogeometrique avec six degré de liberté pour chaque
point de contréle . Les fonctions de forme utilisées sont exprimées par les fonctions B-Spline,
a fin de donée les Constituants de systeme algébrique obtenus (les matrices de masses,

rigidité et matrice gyroscopiques).
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IV. Description de la méthode d’analyse iso-géométrique

1V.1 Introduction

Il est bien connu que la méthode d’éléments finis standard est basée sur une approximation
polynomiale, ce qui entrainera inévitablement des erreurs de discrétisation. De plus, le model
élément finis n’est qu’une approximation du modeéle original de conception assisté par
ordinateur (CAO), ce qui entraine automatiquement un manque de précision. Outre ces erreurs
géométriques, ce processus prend beaucoup de temps en raison de l'interaction entre la
conception assistée par ordinateur et I’analyse. Pour corriger cette insuffisance, une nouvelle
approche appelée la méthode d’analyse iso-géométrique (IGA) a été développée par Hughes et
al [2005, 2009]. Le premier objectif de cette méthode comble 1’écart entre la méthode
d’¢éléments finis et la conception assisté par ordinateur (CAO), décrit par B-splines non
uniformes rationnelles (en anglais Non-Uniform Rational B-splines (NURBS)). Il utilise
essentiellement les mémes fonctions de base pour représenter la géométrie et approcher le

champ de la solution, en cherchant a créer une seul discrétisation.

Au cours des derniéres années, un certain nombre d’études ont été effectuées en utilisant cette
approche et montré que I’IGA offre de nombreux avantages et caracteristiques attrayantes par
rapport a la méthode des éléments finis (MEF) classique, elle inclut une continuité des fonctions
de base de haut ordre, ce qui conduit en outre a un conditionnement numérique plus stable.
Taux de convergence trés pratiques, en particulier pour I’analyse du comportement et une

meilleure intégration dans le processus CAO.

V. 2 Méthode d’analyse iso-géométrique
1V.2.1 Définition

Dans la méthode d’analyse iso-géométrique le domaine consiste en plusieurs sections et chaque
section joue le role de sous domaine ou de macroélément dans laquelle le type d’élément et les
modeles sont supposée étre uniforme. Les intervalles définis par un vecteur de nceud sont
appelés éléments iso-géométriques IGA. De facon semblable au MEF, un élément iso-
géométrique IGA est spécifi¢ par un ensemble de points de contrdle (nceuds) sur lesquels des
conditions aux limites sont appliquées et des fonctions de base correspondantes, appelées

fonction B-spline.
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1V.2.2 vecteur de nceuds

Le vecteur de nceuds dans une dimension du domaine paramétrique est un ensemble de valeurs

réelles non nul appelées nceuds, ce vecteur s’écrit par la formule suivante :

E= [flifZi f3)"'!€i""!€k] (41)
AVGC 51 S 52 S S fi SS fk .

Ou ¢;est le nceud et i est I’indice de nceud, i = 1,2,..., k. Le nombre des nceuds est vérifié
par I’instruction k = n + p + 1,0u n le nombre de fonction de base qui comprend les B-
spline, ainsi ¢’est le nombre de point de contrdle et p est le degré de fonction de base.
1VV.2.2.1 les propriétés de vecteur de nceuds

Si le vecteur nceud est composé des nceuds espacement équivalent dans le domaine
parameétrique est dit uniforme est contrairement appelés vecteur de nceuds non uniforme. Si le
vecteur de nceuds choisi égal a un ensemble d’entiers respectivement, nous référons a B-spline

naturelle.

IVV.2.3 Les fonctions de base B-Spline

Les fonctions B-Spline est définies récursivement sur le vecteur de nceuds a I’aide de la formule

recursive de Cox-de-Boor, en commencant par p = 0 comme

_(1si§<§<$y
No@ = {1 551 5S < b (4.2)
et
Pour p > 0
§—4; $ispr1 — ¢
N;, (&) = mNn,p—l(f) + ml\liﬂp—l(f) (4.3)

Ou &est la coordonnée paramétrique.

Notez que, pour p = 0 et 1, les fonctions de base sont les mémes que pour les fonctions
standard a éléments finis-version-h. Les fonctions définies en I’équation (4.2) et I’équation (4.3)

remplissent les conditions nécessaires aux fonctions de base.
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1V.2.3.1 Avantages de la méthode d’analyse iso géométrique
La méthode IGA présente de nombreux avantages Hughes et al [2005, 2009], sont exprimé
dans les points suivant :
= La stabilité numeérique : la continuité élevée entre les fonctions de base conduit a
un conditionnement numérique plus stable, car ils sont utilisés directement les
fonctions et le calcule se fait uniqguement pour les combinaisons convexes.
= La flexibilité : un lissage automatique est assuré entre les segments polynomiaux,
et pas de positionnement particulier des points de controle. De plus la structure est
plus simple.
1VV.2.3.2 Inconvénients de la méthode d’analyse iso géométrique
= L’inconvénient majeur de I'lGA est la caractéristique non interrogatoire des fonctions
de base, ce qui ajoute une difficulté dans la gestion des conditions aux limites
essentielles et la rend particulierement difficile pour ’analyse des contacts.
= L'undes principaux inconvénients de la méthode est que les points de définition ne sont
pas situés sur la surface de la solution. En d'autres termes, apres avoir trouvé la position
des points de contrdle, un effort supplémentaire est nécessaire pour obtenir la surface
de la solution.
= De plus, pour trouver la correspondance entre les points physiques et les paramétres des
fonctions de base des splines il faut nécessite soit de rechercher soit de résoudre une

sorte de probleme inverse.

1VV.2.3.3 Principe du schéma de calcul triangulaire

Comme montre dans la figure 4.1, pour calculer les fonctions B-spline de degré p =1
«N; 1(&) » (2eme colonne), il nous faut les fonctions B-spline de degré p = 0 « N; ((&) » et
« Niy1,0(&) » (1% colonne).

Pour calculer les fonctions B-spline de degré p = 2 « N;,(&) » (3eme colonne), il nous faut
les fonctions B-spline de degré p = 1 « N;; (&) » et « Ny, 1 (&) » (2eme colonne). Et ainsi de

suite j’jusqu’a la derniére fonction.
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(607 {1) N(),()
\ )
0,1
(£1,&2) Nio < > No2
Ni1 \ No3
(¢2,¢3) Nz \ / N1z \ No,4
/ Naa \ / Nas \ No,s
(£3,¢4) Nzq \ Ny \ / Nq4 /
N3 / Ny 3
/ \ / ﬂx
(§4,£5) Nao / N3 2
\ Ny
(£5,£6) NI -
| ére 2 éme 3 éme 4 éme
Colonne Colonne Colonne Colonne

Figure 4.1 Principe du schéma de calcul triangulaire

1V.2.3.4 Continuités des B-Splines

Plusieurs nceuds peuvent étre situés aux mémes coordonnées dans 1'espace paramétrique. Ceux-
ci sont appelés nceuds répétés. De plus, si le premier et le dernier nceud ont une multiplicité
égale a p + 1, le vecteur nodal est dit ouvert ou fermé. Cette propriété est trés importante pour
I'application des conditions aux limites dans IGA. De plus, si les nceuds internes ne se répétent
pas, les fonctions B-spline sont C?~1continues. Cependant, si un nceud a la multipliciték, les
fonctions sontC?~*continues au nceud particulier. Cela signifie que la fonction de base peut
avoir une propriété interpolatoire au nceud intérieur si le nceud a la multiplicitép. Donc la
croissante de multiplicité entrainement une diminution de niveau de continuité, par contre le

croissante de degré entrainement une augmentation de la continuité.

IVV.2.3.5 Les propriétés des B-Splines

Outre les propriétés de continuité, il existe d’autres propriétés telle que :
= Les fonctions B-spline n’est pas négative :

Nip(®) =0 VEe[&,&lii=1..n (4.4)
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La non-négativité des fonctions affecte la propriété de matrice de masse de I'élément iso-
géométrique, c'est-a-dire que tous les coefficients d'une matrice de masse sont des termes valeur

positive.

= Partition de l'unité des fonctions B-spline :

n
Y N =1 V¢ € l,6] (45)
i=1
Pour un vecteur de nceud ouvert, la somme des fonctions est €gale a un a ce nceud.

= Le support de chaque N; ,,(¢) est compacte et contenue dans l’intervalle[fi, fi+p+1].
= Les fonctions de baseN;,(£), i = 1,...,n sont des polynémes par morceaux de

degrép.

Un exemple de fonctions de base B-Spline avecp = 2pour un vecteur de nceud ouvert=E =
[0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1,1],peut étre trouvé a la figure 4.2. La base de groupe des fonctions

représentees dans la figure précédente sont données dans le tableau 1 suivant :

Tableau 4.1 Les fonctions de base quadratique pour un vecteur de nceud ouvert
= =10,0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1,1]

[0,0.2] [0.2,0.4] [0.4,0.6] [0.6,0.8] [0.8,1]
Nio| (56-1) 0 0 0 0
8 | Ny, | =505 -4) (5¢-2)° 0 0 5
8 2 2
B [N, »& 15e_g5e2 3 | GE-3) . ;
2 2 2 2
)
8 N4—,2 0 (5§ - 1* 25 — 2582 — E (5¢ — 4)? 0
c 2 2 2
T N (5¢ —2)? 23 25(2 — 1)?
5,2 0 0 358 — 2582 — —
2 2 2
Ne,2 0 0 0 (5§ —3)? —(5¢ — 1)(15¢ — 11)
2 2

En accord des fonctions de base N;, (&) de degrep, la courbe B-spline S(¢) peut définie

comme
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S(6) = ) Nip(©) B, (4.6)

Avec n est le nombre de points de contrdle, B; est les points de contréle et N;,,(£) sont les

fonctions de base B-Spline.

N, (&)

. . g . .
Figure 4.2 Les fonctions en base quadratique pour un vecteur a nceud ouvert

= =10,0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1,1]
Un autre exemple de fonctions de base B-Spline avecp = 2 et une multiplicité pour un

vecteur de neeud ouvert= = [0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.6,0.8,1,1,1],peut étre trouvé a la figure 4.3.

N,,(&)

Figure 4.3 Les fonctions en base quadratique pour un vecteur a nceud ouvert
Z = [0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.6,0.8,1,1,1] avec une multiplicité. )
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1VV.2.4 Raffinements

Trois stratégies de raffinement peuvent étre adoptées dans IGA: raffinements h-p-k. Ce
raffinement est basé sur I’insertion de nceuds, le degré d’¢lévation et le k-raffinement. Le

raffinement h, p de IGA est similaire a la version h, p de MEF.
IVV.2.4.1 Raffinement-h

Dans le raffinement h, un nceud étendu supplémentaire est inséré dans le vecteur de nceud. Le
nceud supplémentaire conduit a diviser les €léments existants en nouveaux. Les nouveaux n +
1 points de contrble et n + 1 fonctions de base sont formés de maniére récursive, en utilisant
(4.2) et (4.3). Ce processus peut étre répéte pour enrichir I'espace de la solution en ajoutant
plusieurs fonctions de base du méme ordre. Cette stratégie de subdivision est la méme que celle
de la version h de la méthode des éléments finis. Chaque valeur de nceud interne unique peut

ne pas apparaitre plus de p fois, sinon la courbe S(¢)devient discontinue.
I1VV.2.4.2 Raffinement-p

Dans le raffinementp, le nombre de fonctions de basée peut étre augmenté sans modifier la
géométrie ni le paramétrage. Cette stratégie est identiquée a celle de la version-p de la méthode
d’¢léments finis. La multiplicité de tous les nceuds distincts doit étre multipliée par un pour le

nouveau vecteur de nceud, afin de maintenir la continuité de C?~'aux nceuds intérieurs.

1V.2.4.3 Raffinement-k

L'approche k-raffinement comprend I'élévation du degré de fonction de base suivie de
l'insertion du nceud, le raffinement du maillage et 1'¢1évation du degré sont effectués, ce qui

conduit a une multiplicité minimale et a une continuité maximale des nceuds internes.

IVV.5 Formulation par la méthode d'analyse Iso-géometrique

L'élement IGA développé dans cette étude est un élément iso-géometrique de type poutre a
six degrés de liberté par point de controle. Les degrés de liberté aux points de contrble sont
respectivement les trois déplacements u et v et w et les trois rotations S,, et pyautour des
axes X, y et z, respectivement. Cet élément est développé en combinaison de la théorie d’une
seule couche équivalente (ESLT) et la méthode d’analyse iso-géométrique. L’élément

développé est présenté dans la figure 4.4.
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Courbe B-spline S(§)
B: = ’

B
N B,, x

] \v/- B

B, -

(S) Domaine physique et B; points de controle

] 1

€1 &2 &3 £ e ¢

(D) Domaine paramétrique et P systéme de coordonnées de noeud

Figure 4.4 Domaines physique et paramétrique.

Dans la formulation IGA, les nceuds étendues entre nceuds non répétés dans les vecteurs de
nceuds deviennent les gammes d'intégration pour le calcul de matrices différentes et une étendue

de nceud est définie comme un élément isogéométrique.
IV.5.1 Selection des fonctions B-spline

La fonction de base B-spline N; ,est appliquée a la fois pour le parameétrage de la geométrie et

pour I'approximation du vecteur de déplacement.

Suivant le concept isoparamétrique, la mise en correspondance du domaine paramétrique P vers
le domaine physique S dans I'IGA, comme le montre la figure précédente , est exprimée comme

suit:

x(§) = ) Nip(©) B, )
i=1
1VV.5 .2 Chaine de la transformation Jacobéenne

Le passage entre le systéme de coordonnés cartésienne x vers des coordonnés locales & est
assuré a l’aide d’une chaine de transformation qui s’appelle la chaine de transformation
jacobéenne. La chaine de transformation jacobéenne est la matrice des dérivées partielles dans

I’élément.

La chaine de transformation Jacobéenne dans le cas unidimensionnel est exprimée par :




Chapitre 4 Formulation par de la méthode d’analyse iso-géométrique

()-1 G (45

Ou J est la matrice jacobienne entre x et &, donnée par :

_ Ox 49
Ou la matrice inverse de J est exprimée par :
=1 (4.10)
J 08 '

Pour transformer les variables et le domaine sur lequel 1’intégration sera effectuée, nous
utilisons la relation suivante :

dx = det(J)dg (4.11)
De facon semblable pour la discrétisation de la géométrie, les déplacements u,v ,w et les

rotations S, €t B, sont approximés de la maniere suivante:

"= zl Guy(6)- Ny, (§) = [N}

v= Z G (0)- Ny (©) = [Ny (g}

w= qui(t).wwi,p(f) = [N, H{au} (412)
B = Zqﬁxl.(t).zvﬁxl,p © = [Np.{ag.}
B, = Z 4, ()-Ng, (€)= [V, ] {an,}

p. = z 9, (- N, (§) = [Ng,]{a,}

Le vecteur de déplacement peut étre exprimé par la forme matricielle comme suit :
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(v]
Lt = INH) (4.13)
5y |
\g,)

D2 P s

Ou, [N] : est la matrice constituée des fonctions de base B-spline, donnée par

[[V,,] 0
0
0

[Ng, ]

: |5,

0 [Nﬁz]_

J (4.14)

SO OO O
J

0
0
0
0
B

cocococoX
~

oooogo
e

1
OOOEZOO

{q} : est le vecteur des déplacements généralisés aux points de contrdle, donné par

({qu)
{qv}
{qw}

ta} =1 {ap.}

{95,)

{ap,})

(4.15)

-~

IV.5 .3 Energie de déformation de ’arbre

Un systéme de coordonnées adimensionnelles est utilisé pour décrire I’énergie de

déformation de I’arbre en matériaux composite a rigidité variable, dans laquelle & = % , ou

0 < & <1 est exprimée par :

_ 1 (ke+1 ou\? 1 [Fe+1 0B, 2 a,By 2
e e
ketq 2
+%kse . D66e (%—%) df
1 ket1 B, ou B, 0B, 0vop, Owap,
LT bl e o o
1 ket1 0 2 9 2 5 5
+Ekse Le (Asse +A55e) I(a—;> + (a—::> +:8x2 +,3y2 n Zﬁx%— Zﬁya—gl d

(4.16)

)
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IV.5 .4 Energie cinétique de I’arbre

L’expression de I’énergie cinétique de la poutre en matériaux composite a rigidité variable par

rapport aux coordonnées locales est donnée par 1’équation suivant :

zZIme | k( ) tausag)+ [ ((5) tan)
+]kke+1 (((Zf) {qw}d€> b, Uke+1 0B {qﬁx}df+jke+1 <%>2 {Qﬁy} df]

ke+1 g i ap,
+Qelpel’ jk / {qﬁz}dfl‘FI L, [f 'B {QEZ}dfl

e

ket1 B L
y (.
_Qelpel‘e j}; ﬁxﬁ{qﬁy} dfl +?eﬂe21pl

(4.17)
IV.5 .5 Energie cinétique de disque
L’expression de I’énergie cinétique de disque est exprimée par la relation suivant :
Nel
1 D ou\? o ow\%
—EZ(Im e (G2 @)+ (Go) @)+ (e )
Bx\" . ap :
1" Le [( at) {Qﬁx}+<a—ty> {ds, }| +9e1° Lo [ {Qﬁz}]
Bz\" (. apy (. L,
iy ’ L I( dt ) {qﬁz}l B QeIpDeLe ['Bxa—ty{qﬁy}] +7'QeZIPDe> (4.18)

Ainsi que I’expression de travail virtuel A des paliers agissant sur la poutre est donnée par :

EN . [Gy Gz)w Kyy Ky:](v
{FW}__[CZy CZZ] {w}_ K,y KZZ]{W} (4.19)

V.6 Equations de mouvement

En appliquant la méthode de Galerkin, une formulation faible de la vibration libre de I’arbre

tournant est obtenue:

)
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Nel kess
Z f |8l i+ 801, 0 + SWh W0 + 8Bl B + 5By lao By + 88,1 By + 6Bxly By
e=1 ke
+ 6ﬁx1peﬁ.y - Sﬁylpelg.x
nd

+ z (61l it + 01,2 5+ Swi® 0 + 8Byl i + 6By 1% By + 6B, 1,° B,

j=1

+ S.BxlpDeBy + 6,3xIpDe.3y - aﬁyIpDe.Bx]

+165uk 2 1aﬁZ+A 10u N
J 0& L7seT e g8 T T tle [ o¢
196v 108,
o g [Thee g * (s +A66e)(1 )]
196w 198,

+k + (Ass, + Aes,) (ﬁx + EG_W)]

se 7 ag | M16e T ox ] ¢

S 3

LA N (]

Ty 7ag 1PeTag ] 0¢
10688, 108, 10u
thse T ag- [Bone ] 3+ e 3
.By 10w

+ks, 6Py [ A1se] + (Asse + Age ) (.Bx 7 8—€>]
+ks 8P [A16 ! 'B"+(A55 + Ags )(,8 a—>]+F +F]det] ag

Se y e] as; e y ] af v w

-0 (4.20)

Ou Nel est le nombre déléments isogéométriques, [k,, k..qlest l'intervalle de nceud

d'intégration et J est jacobien de la transformation entre x et &.

En substituant 1’équation (4.12) a 1’équation (4.20), on obtient les équations algébriques

linéaires du mouvement de la vibration libre de I’arbre composite en rotation
[Ma + MD]{éI'} + [Ga + Gp + CP]{q} + [Ka + KP]{CI} =0 (4.21)

Ou [M,] représente la matrice de masse globale de I’arbre, [M] représente la matrice de masse

globale de disque, [K,] la matrice de rigidité globale de I’arbre, [Kp] la matrice de rigidité

3
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globale de palier, [G,] la matrice gyroscopique globale antisymétrique de I’arbre, [Cp] la
matrice globale d’amortissement et [Gp] la matrice gyroscopique globale antisymétrique de

disque et peut étre écrite ainsi:

Nel
(k) = | Jixale 4.22)
[Kp] = | “[Kp]e (4.23)
Nel
[CP] = | “[Cp]e (4.24)
[Ga] = | “[Ga]e (4'25)
[Gp] = | “[GD]‘? (4.26)
e=1
Nel
[Ma] = [Ma]e (427)
e=1
Nel
[MD] = H[Mu]e (4-28)

[ e 0 0 0 0 e
[Kg] [K,]¢ O [K,]e  [Ks]° [KS]
I T S 1% G 1 L
KI*=| 0 [K,e" [K,]e" k. ]° Kl 0 (4.29)
0 T T X € 0
T K3 e K e eT K e
AR (Ke) | ‘Z,y] [Ks,]*

=
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Avec les sous matrices :

1 ket1
K= A, [ VTN Jag
e ke
1 key1
[Kv]e = L_Kse(ASSe + A66e) [N’v]T[N’v]df
e ke

1 ket1 , ,
[Kw]e = L_Kse(ASSe +A66e)f [N W]T[N w]df
e ke

1 ket1 T
[Ki]¢ = —K;, Ass, f [N'g,] [N"]dE
L, ke
1 ket1
r 1T '
[K,]¢ = — K A, f [N, IT[N'g, |déE (4.30)
e ke
ket1
[K3]° Ks,(Ass, + Asse)j; [N, ]" [Nﬁy] d

ket1
[K4]¢ = K, (Ass, + Asse)j; [N’ x]T[Nw]df

[Ks]e =

Ke+1 ;
Ase, f [N, I7 [N, | de
g ]

e

ket1 ] ke+1
= %KseAwe fk [Nﬁy]T [N'ﬁx]df_ - EK Aleefk [V 1" [N, d‘zl
= :L%,Blle j:eﬂ[ ] [N ]dfl [ K, (Ass, + Ase,) fkl:ﬁl[Nﬂx]T[Nﬂx]dfl

_ -L%,Bne Lke+1[ By [N d’fl [ so(Ass, +A66e)f - [Nﬂy [NﬁY] dfl

Kl =, | v v e

=)
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Et
Nel
(K1 = | Jiere
e=1
Ou [Kp] est la matrice des raideurs :
[0 0 0
0 [Kyyl® [Kyz]¢
e — 10 [Kzl® [Kgzz]°
[Kpl* =1, A 0
0 0 0
L0 0 0

Avec les sous matrices :
[Kyy]® = Kyy [N, ]T[N, ]
[Kyz]® = Kyz,[N,]"[Ny]
[Kzv]® = Kzy  [NW]"[N,]
(K221 = Kzz,[Nw]" [Ny]

Et

Nel

(el =] Jicre

e=1

Ou [Cp] est la matrice des amortisseurs visqueux des paliers :

0 0 0
0 [Cyyl® [Cyzl°
0 [Cpyl® [Cpzl®
c.le = zy 77
(ol =|g Ll ez
0 0 0
10 0 0

Avec les sous matrices :
[Cyy]® = CYYe[Nv]T[Nv]
[Cyz]® = Cyze[Nv]T[Nw]

[Czv]® = Czye[Nw]T[Nv]

S OO OO O

S OO OO O

S OO OO O

S OO OO O

i et

S 0o OO0 O

(4.31)

(4.32)

(4.33)
(4.34)
(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
(4.40)

(4.41)

e
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[Czz]¢ = sze[Nw]T[Nw]

(4.42)

Ou les termes non nuls des sous matrices qui forment les matrices élémentaires (4.32) et

(4.38) sont comme suit :

Kyy(o-o) = KyyO ; Kyy(l-l) = Kny ; K,7(0.0) = K50 5 K, (1.1) = K51 ; Kyz(o-o) = KyzO;

Ky (1.1) = Kypy 5 Ky (0.0) = Ky 5 Ky (11) = Ky 5 €y (0.0) = Cypyg 5 Cyy(11) = oy

C;7(0.0) = Cppp 5 €5, (1.1) = Cpyy Cyz(o-o) = Cyzo ; Cyz(l-l) = CyzL ; Czy(O-O) = CzyO ;

Cy(11) =Gy, -

Nel

(6al = | [1621°

e=1

Ou [G,] est la matrice gyroscopique de I’arbre :

0 0 0 0 0

00 0 8 0

_lo oo 0
Gl =15 o o 0 [G,]°

0 0 0 [-G,J¢" o0

0 0 0 0

Avec le sous matrice:

Ke+1

[Gal® = Q1 Le fk [Ng,1" [Ng, | ¢

e

Et

Nel

(651 = | [1651°

e=1

Ou [Gp] est la matrice gyroscopique de disque :

0 0 0 0 0
0 00 8 0
0 00 0
[Gl=15 o o 0 [Gpl®
0 0 0 —[G,]¢" O
0 0 0 0 0

0O OO0 O

S oo OO O

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

)




Chapitre 4 Formulation par de la méthode d’analyse iso-géométrique

Avec le sous matrice :

[6p]° = Q. 1,” Le[Ng ] [Ng)]

Et

AR (145

Ou [M,]la matrice de masse de I’arbre :

Avec les sous matrices :

[MJe = I L [ [N TN, 1dE

Ke+1

[Mv]e = ImeLef [Nv]T[Nv]df
ke

ket1
[Mu1e = b L [ (NI ING1E

e

Ke+1

[Mpel® = faote | 5] TNl

e

[Mﬁy]e =lq,Le fkk:H [Nﬁy]T [Nﬁy] dg

Ket+1

Mac]” = 1y e | gl Mgl

e

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)
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Et

Nel

] = | [tMp1° (4.57)

e=1

Ou [Mp] la matrice de masse de disque :

[[MP,]¢ 0 0 0 0 0
0 [MP,]¢ 0 0 0 0
M,le=] 9 0 [MP,,]¢ DO e 0 0 (4.58)
b 0 0 0 [M ﬁx] DO e 8
O 0 0 0 [M 33’] D e
0 0 0 0 0 [MP g,]
Avec les sous matrices :
[MP,1° = I,” L[N, ]"[N,] (4.59)
[MP,]¢ = I,° L[N, ]T[N,] (4.60)
[MP,,1¢ = I,” L[N, ]"[N,] (4.61)
T
[MPg]" = 12" L[N, | [Ng,] (4.62)
e T
[M20,]° = 1.° Lo [Np, | [N, ] (4.63)
T
[MPg,]" = 1,” Le[Ng,]" [Ng,] (4.64)

Notez que les matrices des fonctions de B-spline dans les expressions de I'énergie cinétique
et gyroscopique du disque donnée par 1’équation (3.40) a partir de 1’équation (4. 12) au point
de contréle (1/2) (voir figure.3.9).

Ou les termes non nuls des sous matrices qui forment les matrices élémentaires (4.46) et (4.58)

sont comme suit :

11 11 11 11
MP,G5.3) = MDugi MP 0 (5.3) = MDvgi MP0(5,35) = MDwgi MPge(5, ) = MP

L,
Bx;

p A:WN_yp ,.pmp X XN_yp .o AYN_~D  .oD (1L _ D
Mﬁy(z’z) MBJ/%’MBZ(Z'Z) Mﬁzé’GBX(Z'Z) Gﬁxg’Gﬁy(z’z) Gﬁyé'

=)
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Ou [M,]¢représente la matrice de masse d'élément de I’arbre , [M},]¢représente la matrice de
masse d'élément de disque, [K,]¢la matrice de rigidité d'élément de ’arbre et [Kp]¢la matrice
de rigidité d'élément de palier, [G,]¢ est la matrice gyroscopique d'élément de I’arbre, [Gp]¢ est
la matrice gyroscopique d'élément de disque, et [Cp]¢ est la matrice d’amortisement d'élément

de palier dans laquelle [TY¢,  est l'opérateur d'assemblage d'élément.

Dans I'équation (4.21), {¢}, {q}et{q}sont respectivement les vecteurs d'accélération, de vitesse

et de déplacement des points de contréle.
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Chapitre 5

Organisation et programmation
Objectif

Dans ce chapitre les étapes de calcul sont éclairées. En debut, une description
générale sur [’environnement du programme de calcul puis [’organigrame de calcul
nécessaire a [’élaboration d’un programme de calcul est explicite et une
description des sous programmes élaborés est présentée. Les procéedeurs et les
méthodes consacrées au calcul de programmes sont donnée en detail .Un code
MATHCAD est réalisé pour résoudre le probleme .il permet de déterminer les

fréquences fondamentals pour la structure en stratifiée a rgidité variable .
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V. 1 Environnement du programme

Le matériel a été utilisé pour la programmation est un micro-ordinateur avec
processeur pentium et un Ram de 1GO. L’¢laboration de programme de calcul a été
effectuée a I’aide de logiciel MATHCAD. Pour les graphes et les courbes on utilise
logiciel ORIGIN 9. Le systeme d’exploitation est le Windows 7. L’organigramme
suivant montre toutes les étapes de calcul réalisées de la lecture des données jusqu’a

I’affichage des résultats (figure 5.1).

Début

I

S.P.INPUT : Lecture des données, propriétés physiques et géométriques
de chaque couche

'

S.P.FUNCT : Calcul des fonctions de formes B-spline.

I

S.P.ELEMMAT : Création des matrices
élémentaires[M]¢, [K1¢, [G]¢, [C,]°

)

S.P.GLOMAT : Formations des matrices
globales[M], [K], [G], [C,]

l

S.P.C.L : Introduction des conditions aux limites

!

S.P.VAL : Calcul de valeurs propres et vecteurs propres

!

S.P.FREQ :Affichage des fréquences propres

!

Fin

Figure 5.1 : Schéma de calcul global.

@



Chapitre 5 Organisation et programmation

V.2 Description du programme

Le programme principal pour la résolution systeme et les différentes étapes utilisées
sont décrites dans la suite de cette étude .ce programme comporte trois parties

principales qui sont présentées comme suit :

A Fichier d’entrée.
A Fichier de calcul.
A Fichier de sortie.

Chaque fichier est divisé en dessous programmes sont expliqués et éclairés en détail

dans la suite de ce chapitre.

V.2.1 Description des Sous-Programmes

V.2.1.1 Fichier de données

Tous les parameétres, les données physiques et géométriques utilisés décrivant 1’arbre

sont données dans un fichier « S.P.INPUT » au début du programme.

Les données du probléme sont:

= Arbre:
- NE: Nombre des éléments.
- A : Longueur de I’élément.
- NC: Nombre de couches de I’arbre.
- Nvect : Nombre de points de vecteur nodal.
- P : degré de polynéme.
- NP : Nombre de points de contrdle.
- E, G, v: Modules d'élasticité dans les différentes directions de 1’arbre.
- D : Diamétre moyen de I’arbre (D = Ryt + Rint)-
- e : Epaisseur de I’arbre (e = Royt — Rint )-
- pn . Masse volumique de la nieme couche.
- L : Longueur de I’arbre.

- 6, : Orientations des fibres de la nieme couche.

Q : Vitesses de rotation de 1’arbre.

=
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= Disque:

- I,: Moment d’inertie massique

- I; : Moment d’inertie diamétral

- L,: Moment d’inertie polaire du disque
= Palais :

K

J’Y'K

vz Kzy, K- Raideurs des paliers.

C

J’)“C

vz Czy, Czz: Coefficients d’amortissement des paliers.

V.2.1.2 Fichier de calcul

V.2.1.2.1 Sous-programme des fonctions B-spline

Ce sous-programme permet de calculer les fonctions de formes (les fonctions de base
B-spline) nécessaires pour le calcul des intégrales. Le sous- programme développé est
appelé « S. P. INPUT. xmcd».

V.2.1.2.2 Sous-programme des matrices élémentaires

Ce sous-programme permet de calculer les matrices
élémentaires [M,]¢, [Mp]¢ [K]®, [Kp]e, [G,1¢,[Gple, [Cp]e . Le sous- programme
développé est appelé « S. P. ELEMMAT. xmcd»

V.2.1.2.3 Sous-programme des matrices globales

Ce  sous-programme  permet de calculer les  matrices  globales
[M,], IMp] [K], Ky, [Gal, [Gp], [Cp]- Le sous-programme développé est appelé
« S.P.GLOMAT. xmcd ».

V.2.1.2.4 Sous-programme des conditions aux limites

L’application des conditions aux limites par la méthode d’analyse iso-géométrique est
la méme que la méthode d’¢éléments finis sauf que le vecteur de solution n’est pas
égal a la solution nodale de FEM, parce que les points de contrble définissent la
courbe avec la fonction de base, bien qu’ils ne soient pas eux-mémes sur la courbe.
Par conséquent ceux-la peuvent étre interprétés comme des points de contrdle de la
courbe de déplacement. Pour cela on définit le probleme par un élément iso-

géomeétrique finis composé de six degre de liberté comme suit :

N
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Déplacement suivant I'axe (X).
Déplacement suivant I'axe (y).
Déplacement suivant lI'axe (z).
Rotation de la section droite autour de I'axe (y).

+ + + + +

Rotation de la section droite autour de I'axe (z).
4+ Torsion suivant 1’axe (X).

Les conditions aux limites s’effectuent suivant 1’ordre de numérotation des

éléments et des points de contr6le de la poutre :

1 2 3 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figure 5.2 Numérotation des points de controle de 1’élément iso-géométrique.

L'introduction des conditions aux limites de I'élément iso-géométrique dans le fichier

des données se fait dans I’ordre donné par le tableau suivant :

Tableau 5.1. : Degreés de liberté restreint aux points de contréle.

Eléments u v W B B,y B,
1 lou0 lou0 lou0 lou0 lou0 lou0
2 louO louO louO lou0 louO lou0
3 louO louO louO lou0 louO louO
4 lou0 lou0 lou0 lou0 lou0 lou0

Les déplacements ou rotations aux points de contrdle sont exprimés par deux valeurs
(1) ou bien (0), c'est a dire si le degré de liberté est libre il prend la valeur 1, et si le
degreé de liberté est fixe il prend la valeur 0. L application des conditions aux limites
pour I’¢limination de la ligne et la colonne des matrices de rigidité et de masse et de
I’effet gyroscopique correspondant aux degrés de liberté restreintes dans I’IGA est la
méme que dans la MEF. Le sous- programme développé est appelé « S.P.COL.

xmced».

.
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V.2.1.2.5 Sous-programme de valeurs propres et vecteurs propres

La résolution de I’équation caractéristique du systéme (4.21) se fait numeriquement
pour déterminer a la fin les fréquences propres du systéme. Tous d’abord, les matrices
[G,] et [Gp] n'étant pas symétrique, I'analyse modale réelle ne peut pas étre utilisée.
Afin d’utiliser une analyse modale complexe, 1’équation (4.21) est transformée de la

maniére suivante:

[Al{X}+ [BI{X} =0 (5.1)
ou
[A]zl[[Ma];[MD]] [(IJ]l 5.2)
[B]:[[[Gah [_G[ﬂﬂcp]] [[Ka]g[xp]] 53)
_ ({g3
w={ (54)

Ou [I] représente une matrice unitaire. A partir de I’équation (5.1), on peut déduire un
probléme de valeur propre en supposant que {X} est une fonction matricielle

harmonique de t exprimée par
{X} = {X}e®* (5.5)
OU west la valeur propre complexe et {X} la forme du mode complexe.
En substituant I'équation (5.5) a I'équation (5.1), on obtient:
[@[A] + [B]]iX} =0 (5.6)

Afin de passer le probléme (5.6) a un probléme standard ont utilisé la transformation
suivante :

[[c] - alN]xy =0 (5.7)
avec

[C] = [A]7[B] (5.8)
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Puisque la matrice [A] est une matrice symétrique en appliquant la méthode de

Cholesky (Quarteroni et al. (2007)), une décomposition de la matrice [A]est obtenue:
[A] = [L][L]" (5.9)

Ou, [L]: est la matrice triangulaire inférieure, c'est-a-dire que tous les termes au

dessus de la diagonale sont nuls.
En injectant I’équation (5.8) et (5.9) dans I’équation (5.7) on obtient :
[[L17"[L]7*[B] = @*[1]]{X} = 0 (5.10)

La matrice [D] est donnée par :
[D] = [L]7T[L]7*[B] (5.11)

La matrice [D] est obtenue en deux étapes :

= Résoudre le systeme [L][D1] = [B]
avec [D1] = [L]7[B]

= Résoudre le systtme [L]T[D] = [D1]
avec [D] = [L]T[L]~*[B]
Puisque le systéme d’équations (5.10) a les mémes valeurs propres que le systéme
d’équations (5.6), le probleme devient standard (la matrice [D1] est symétrique) ce
qui permet d’appliquer les méthodes de Hessenberg et HQR (Kress. (1998)).
Le sous-programme est appelé «S. P. VAL. xmcd». Les résultats obtenus sont les

fréquences propres du systéme.

V.2.1.2.6 Sous-programme d’affichage des fréquences propres
Les résultats obtenus sont affichés dans un fichier de sortie appelé «S. P. FREQ.

xmcd».

=
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Chapitre 6

Validation, comparaison et analyse des cas

Objectif

Nous présenterons dans ce chapitre une analyse dynamique des arbres tournants en matériaux
composites a rigidité constante et variable. La premiere partie de ce chapitre met en évidence
la validite du programme développé par une série des tests pour évaluer la robustesse et
[’efficacité de la méthode et de code de calcul développé ainsi une étude comparative est faite
avec des travaux de différents auteurs. La deuxiemes partie consacrées a une étude détaillée
permettant d’aboutir a des résultats originaux pour la premier fois pour les arbres tournants
en matériaux composites a rigidité variable (fibres paraboliques) par une étude paramétrique
concernant les parametres physiques, géométriques, conditions aux limites et les chemins de
fibres curvilignes sur les fréquences et les vitesses critiques sont illustrées et présentées sous

forme des graphes et des tableaux.
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V1. Validations et comparaisons des résultats

V1.1 Etude de Convergence

L’¢étude de convergence est importante pour évaluer la robustesse et 1'efficacité de programme
de calcul développé, une poutre stratifié a 04 couches d’épaisseur e = 0.008m ; longueur L =
1m ; diametred = 0.1m ; rayonr = 0.05m est considérée. La configuration de stratifié utilise
dans cette convergence est [45°, 45°, 45°, 07].Les résultats des trois premiéres fréquences
naturelles sont déterminés en considérant le cas stationnaire.Les tests de vibration de la poutre
sont donnés pour démontrer 1’applicabilité du modéle présenté.La convergence est faite suivant
les conditions aux limites : Appuyée- Appuyée. Les matériaux utilisés dans cette convergence
: Matériel : Carbone-époxyde, dont les propriétés mécaniques sont données par le tableau 6.1

Tableau 6.1.Propriétés mécaniques des matériaux composites.

Material E;(GPA) E,(GPA) G;,(GPA) G,3(GPA) vy, p(Kg/m?)
Bore-époxyde 211.0 24.1 6.9 6.9 0.36 1967.0
Carbone-époxyde 130.0 10.0 7.0 7.0 0.25 1500.0
Graphite-époxyde  139.0 11.0 6.05 3.78 0313  1578.0
Carbone-époxyde  172.7 7.20 3.76 3.76 0.3 1446.2
Verre-époxyde 50 12 5.6 5.6 0.3 2000.0

Dans ce but, trois systemes de raffinement tel que les raffinements h, p et k sont utilisés. Les
tableaux 6.2, 6.3 et 6.4 sont présentées respectivement les résultats des trois fréquences de

raffinements h, p et k.
V1.1.1 Raffinement-h

Pour le test de raffinement-h, nous commencons par des fonctions de base quadratiques (p = 2)
et quatre éléments iso géométriques, le nombre d'éléments est augmenté jusqu'a 16 éléments,
progressivement. Dans ce cas, le nombre des points de contrble est 18 et le nombre
correspondant de degrés de liberté du systéeme (ddl) est 103.Comme le montre le tableau 6.2,
les trois premiéres fréquences sont calculées avec une erreur maximale de 0,024%. Une bonne
convergence et une grande precision des trois premiers parameétres de fréquence sont obtenues

en augmentant le nombre d'éléments.La convergence est clairement vue selon la figure 6.1.

Ky
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Tableau 6.2 Convergence des trois premiers naturel fréquences d’une poutre CSRC simplement-

appuyée par le raffinement-h.

Mode 1

—e— Mode 2
—— Mode 3

Mode
p Nel n dal
1 2 3
4 6 31 323.4129 1194507  2524.9137
6 8 43 322.1652 1154.4928 2301.3131
8 10 55 321.9757 1149.3053 2255.0980
2 10 12 67 321.9263 1148.0979 2245.2362
12 14 79 321.9090 1147.7009 2242.2171
14 16 91 321.9017 1147.5395 2241.0467
16 18 103 321.8982 1147.4638 2240.5149
Solution IGA convergée 321.8982 1147.4638 2240.5149
2500 _\\
2000 -
1500 -
3
1000 -
500
T T T T T T T
4 6 8 10 12 14 16
NEL

Figure 6.1 Convergence des trois premiers fréquences naturelles d’une poutre CSRC simplement-

appuyée par le raffinement-h.

V1.1.2 Raffinement-p

Pour le test de raffinement-p, quatre éléments iso géométriques sont utilisés et les ordres de

fonction de base sont augmentés jusqu'a p = 6comme le montre le tableau 6.3 et la figure

6.2.Dans le cas de la version-p, le nombre de fonctions de base est augmenté a p = 6 sans

Ky
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changer le nombre d'éléments (Nel = 4), le nombre des points de contréle est 22 et le nombre

correspondant de systéme ddl est 127. L’erreur maximale des valeurs calculées est de 0,0001%.

Tableau 6.3 Convergence des trois fréquences propres les plus basées de la poutre composite SS en

fonction du degreé de fonctionspa 1’aide de raffinement-p :

Mode
Nel p n  ddl
1 2 3
3 10 55 321.9056 1147.9948 2445.8565
A 4 14 79 321.8933 1147.3682 2240.1033
5 18 103 321.8933 1147.3612 2239.8271
6 22 127 321.8933  1147.3612 2239.8245
Solution IGA convergée 321.8933 1147.3612 2239.8245
2500 —\
2000
—— Mode 2
—— Mode 3
1500
3
1000
500
T T T
3 4 5 6

P

Mode 1

Figure 6.2 Convergence des trois premiers fréquences naturelles d’une poutre CSRC simplement-

appuyée par le raffinement-p.

V1.1.3 Raffinement-k

La méme stratégie est adopté pour le raffinement-k, toute fois 1’ordre de la fonction base est

augmentée jusqu'a p = 10. Il convient de noter que les nceuds situés entre deux éléments

adjacents doivent étre insérés de maniére assuré la continuité de C°et C?~1des raffinements p

et k, respectivement. Le méme nombre d'éléments est utilisé dans le test numérique donné par
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la version-k, tandis que p est augmentée a 10. Le nombre des points de contrdle et le nombre
total correspondant de systéemes ddl utilisés dans le calcul sont respectivement 14 et 79, mais le
maximum l'erreur est égal & 0,00001%.Les tableaux 6.3 & 6.4 et les figures 6.2 & 6.3 montrent
clairement que le raffinement-h produit une convergence lente vers les valeurs convergées
(321.8933, 1147.3612, 2239.8245, voir les tableaux 6.3 et 6.4) par rapport aux autres

raffinements p et k.

Le raffinement-p montre un meilleur taux de convergence que le raffinement-k si le méme
nombre de fonctions d’¢éléments et de degré de base est utilisé dans le test numérique. Par
exemple, pour p = 6, I’erreur maximale est égale a 0,118% pour raffinement-k et seulement
0,0001% pour le raffinement-p. Les valeurs convergées sont atteintes en utilisant 22 points de
contréle et 127 ddl (raffinement).Si par contre nous augmentent le degré des fonctions a p = 10
pour le raffinement-k, I'erreur diminuera jusqu'a 0,00001 et les valeurs convergées seront
atteintes en utilisant seulement 14 points de contréle et 79 ddl malgreé I'utilisation d'environ 38%
moins de systeme degrés de liberté que les solutions de raffinement-p comme le montre le
tableau 6.4.

Tableau 6.4 Convergence des trois fréquences propres les plus basées de la poutre composite A-A en

fonction du degreé de fonctionspa 1’aide de raffinement-k :

Nel b odd
1 2 3
3 7 37 321.9195 1151.5307 2321.2593
4 8 43 321.8937 1147.7246 2263.8539
5 9 49 321.8933 1147.3997 2243.2071
6 10 55 321.8933 1147.3630 2240.5658
‘ 7 11 61 321.8933 1147.3613 2239.8900
8 12 67 321.8933 1147.3612 2239.8327
9 13 73 321.8933 1147.3612 2239.8249
10 14 79 321.8933 1147.3612 2239.8245
Solution IGA convergée 321.8933 1147.3612 2239.8245
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Figure 6.3 Convergence des trois premiéres fréquences naturelles d’une poutre CSRC simplement-
appuyeée par le raffinement-k.

Cette étude de convergence permet de constater que le degré de liberté total due au raffinement
est supérieur a celui du k-raffinement pour la méme précision. Le raffinement k est plus
avantageux que les raffinements h et p dans le calcul. Par conséquent, le schéma raffinement-k

avecp = 10 et Nel = 4 est utilisé dans la section suivante.

V1.2Validation

VI1.2.1Vibrations libres d’une poutre en matériau composite a rigidité
constante (CSRC)

Pour la validation, Deux types de configurations des stratifiés symétriques et antisymétriques
a 4 couches sont considérées d’égale épaisseur appuyée en les deux cotés, pour la premiére
configuration trois d’entre elles avec des fibres orientées a 45 et une avec des fibres orientées
a 0, et la deuxiéme configuration, deux d’entre elles avec des fibres orientées & 90° et deux
avec des fibres orientées a 0°. Les résultats de paramétre de fréquences obtenues par calcul en
utilisant la méthode d’analyse iso-géométrique sont validés avec ceux obtenus par les résultats
trouvés dans la littérature, pour différents ordre d’empilements. Le méme matériau utilise dans

I'exemple précedent est considéré pour les exemples suivants.
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Comme le montre les tableaux 6.5 a 6.6, les trois premiéres frequences obtenus d’une poutre a
stratifies symétriques avec différents ordre d’empilements et des orientations des fibres de 0°
et 45° pour la premiére configuration et 0° et 90° pour la deuxiéme configuration
respectivement. Les résultats présentés démontrent que la présente analyse concorde bien avec
celles de Singh et Gupta [1996a, 1996b] en utilisant la théorie des poutres de stratifie (LBT) et
Gubran et Gupta [2005] utilisant EMBT modifié.

Les reésultats présentées dans les tableaux 6.7 a 6.8 donnent les trois premiers frequences
obtenues d’une poutre a stratifiés antisymétriques avec différents ordre d’empilements des
orientations des fibres de 0° et 45° pour la premier configuration et 0° et 90° pour la deuxiéme
configuration respectivement. A partir de ces résultats, la présente analyse concorde bien avec
celles de Singh et Gupta [1996a, 1996b] en utilisant la théorie des poutres de stratifie(LBT) et
la théorie des poutres du module équivalent (EMBT), Ben Arab et al. [2017] utilisant la théorie
d’une seul couche équivalente (ESLT); et Gubran et Gupta [2005] utilisant EMBT maodifié.

Nous constatons une petite différence entre les résultats de LBT et les valeurs actuels a cause
des différentes théories utilisées dans les deux travaux Singh et Gupta (1996a) utilisés la théorie
de poutre couche par couche, alors que la théorie de déformation du premier ordre des poutres

(ESLT) est utilisée dans ce travail.
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Tableau 6.5 Comparaison des trois premiéres fréquences d’une poutre a stratifié symétrique avec

différents ordre d’empilements des orientations des fibres de 0" et 90" et les conditions aux limites : A-A.

Couches Méthode ddl Mode

1 2 3
LBT [19964] 346.735 1093.655 1931.904
EMBT Modifié [2005] 345508 1083.983  1907.939
(90°/90°/0°/0°) k 79  346.1719 1085.2944 1909.3798
Présente IGA p 127 346.1719 1085.7626 1909.3799
h 103 346.1739 1085.3406 1909.6849
LBT [1996a] 330.444  1047.112  1855.032
EMBT Modifié [2005] 331.500 1055.628 1876.276
(0°/0°/90°/90°) k 79 332.15 1056.9719 1877.7999
Présente IGA p 127 332.15 1056.9719 1877.7999
h 103 332.1521 1057.0194 1878.1124
LBT [19964] 338.925  1071.792  1896.808
EMBT Modifié [2005] 338.787  1070.539  1893.051
(0°/90°/90°/0°) k 79  339.4441 1071.8671 1894.5317
Présente IGA p 127 339.4441 1071.8671 1894.5317
h 103 339.4461 1071.9139 1894.8403
LBT [1996a] 338.548 1070.329  1893.407
EMBT Modifié [2005] 338.507 1069.973  1892.419
(90°/0°/0°/90°) k 79 | 339.1639 1071.3014 1893.9013

Présente IGA

p 127 | 339.1639 1071.3014 1893.9013
h 103 | 339.1659 1071.3482 1894.2100
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Table 6.6 Comparaison des trois premiéres fréquences d’une poutre a stratifié symétrique avec

différents ordre d’empilements des orientations des fibres de 0° et 45° et les conditions aux limites : A-

A.
Couches Méthode ddl Mode
1 2 3
LBT [19964a] 319.8370 1188.5060 2422.7820
EMBT Modifié [2005] 319.5650 1185.0380 2409.6890
(45°/45°/145°/0") ESLT [2017] 333.0000 1181.0000 2291.0000

k 79 | 333.4812 1180.9004 2290.2011
Présente IGA p 127 | 333.4812 1180.9004 2290.2011
h 103 | 333.4859 1180.9997 2290.8683

LBT [1996a] 305.0280 1047.1120 1855.0320
EMBT Modifié [2005] 305.2800 1055.6280 1876.2760
(0°/45°/45°/45") ESLT [2017] 322.0000 1148.0000 2242.0000

k 79 | 321.8933 1147.3612 2239.8245
Présente IGA p 127 | 321.8933 1147.3612 2239.8245
h 103 | 321.8982 1147.4638 2240.5149

Tableau 6.7 Comparaison des trois premiéres fréquences d’une poutre a stratifié antisymétrique avec

différentes d’ordre d’empilements des orientations des fibres de 0" et 90" et les conditions aux limites :

A-A.
Couches Méthode ddl Mode

1 2 3

LBT [1996a] 334.6300 1059.2750 1875.5370

EMBT Modifié [2005] 335.1100 1063.0590 1884.6710

(0°/90°/0°/90") k | 79 3357635 1064.3952 1886.1729

Présente IGA p | 127 3357635 1064.3952 1886.1729

h | 103 3357656 1064.4423 1886.4835

LBT [1996a] 342.7750 1082.5440 1913.9620

EMBT Modifié [2005] 3421120 1077.2280 1900.4870

(90°7/0°/90°/0") k | 79 3427730 1078.5481 1901.9474

Présente IGA p | 127 342773 10785481 1901.9474

h 103 342.7751 1078.5946 1902.2542
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Tableau 6.8 Comparaison des trois premiéres fréquences d’une poutre a stratifié antisymétrique avec différentes

d’ordre d’empilements des orientations des fibres de 0” et 45 et les conditions aux limites : A-A.

Couches Meéthode ddl Mode
1 2 3

LBT [1996a] 310.0000 1152.0000 2349.0000

ESLT [2017] 326.0000 1159.0000 2258.0000

(45°/0°/45°/45") k | 79 | 325.6742 1158.3889 2256.5331
Présente IGA p | 127 | 3256742 1158.3889 2256.5331

h | 103 | 325.6790 1158.4905 2240.5149

LBT [1996a] 315.1170 1170.0000 2386.0000

ESLT [2017] 329.0000 1170.0000 2275.0000

(457/45°/0°/45") k | 79 | 3295376 11695731 2273.3345
Présente IGA p | 127 | 3295376 1169.5731 2273.3345

h 103 | 329.5424 1169.6735 2274.0095

V1.3Vibrations libres d’une poutre en matériau composite a rigidité
Variable (CSRV)

Dans cette section, les résultats des trois fréquences fondamentales des poutres composites
stratifiés composée des fibres paraboliques décalées avec cing couches simplement appuyées.
Les couches sont supposées on la méme épaisseur. Le matériau Carbone-époxyde est considéré.

Les propriétés mécaniques de ce matériau sont données dans le tableau 6.1.

Le symbole(T,, T;)représente la couche unique contenant une orientation de la fibre

parabolique. Les différents cas d'angles d'orientations avec fibre parabolique utilisés dans cette
étude sont illustrés a la figure 6.4. Le terme T, représente 1’angle d’orientation de fibre
parabolique au x = 0, et le terme T; représente 1’angle d’orientation de fibre parabolique au

x = L.
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(0°,257)

+(0°,25°)

(10°,25°)
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+(10°,257)
Figure 6.4 Configuration de la poutre composite stratifiée composeée des fibres paraboliques.
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V1.3.1 Etude de convergence

Validation, comparaison et analyse des cas

Pour demontrer I’efficacité et la robustesse de code de calcul développées en cette étude, nous

apportons un test de convergence d’une poutre composite stratifié a cing couches composées

des fibres droites et des fibres paraboliques dans laquelle trois d’entre elles avec des fibres

droites orientées a 45" et deux d’entre elles avec des fibres paraboliques antisymétriques

orientées a (0°, 25°). Les résultats des trois premiéres fréquences flexionnelles pour des poutres

(CSRV) en utilisant le raffinement-k, dans lequel quatre éléments iso-géométriques sont utilisés

et les ordres de fonction de base sont augmentés jusqu'a p = 10 comme le montre

le tableau 6.9.

Tableau 6.9 Convergence des trois premiéres naturelles fréquences d’une poutre CSRV

simplement-appuyée par le raffinement-k,[450/450/45°/+(0°,25°)/—(0°,25°)], matériau :

Carbone-époxyde.

Mode
Nel P n ddl
1 2 3
3 7 37 365.8389 1254.1290 2439.0395
4 8 43 365.8236 1251.2033 2404.5064
5 9 49 365.8235 1251.0333 2384.5674
A 6 10 55 365.8235 1251.0008 2383.4718
7 11 61 365.8235 1250.9998 2382.7424
8 12 67 365.8235 1250.9994 2382.7144
9 13 73 365.8235 1250.9994 2382.7002
10 14 79 365.8235 1250.9994 2382.6997
Solution IGA
) 365.8235 1250.9994 2382.6997
convergée

Les résultats des trois premiéres de fréquences obtenues par calcul en utilisant le raffinement-k

de la méthode d’analyse iso-géométrique IGA sont présentées dans le tableau 6.9 et la figure

6.5. Ils montrent que la convergence des trois premiers modes est assurée en faisant augmenter

le degré de fonctions de base jusqu’a 10 pour une poutre une poutre Appuyée-Appuyée.
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Figure 6.5 Convergence des trois premieres naturelles fréquences d’une poutre CSRV simplement-
appuyée par le raffinement-k.

V1.3.2Vibration des poutres CSRV en fonction de Ty et T4

Dans cette section, nous avons présenté les résultats des trois premiéres fréquences naturelles
d’une poutre CSRV simplement-appuyée[+(T,, T;)] en fonction de la variation des angles
ToetT; dans laquelle I’angle Tyest fixé & 0° alors que I’angle T;est variable de -25° a 25 avec un
incrément de 5. Quatre configurations de stratifiés symétriques et antisymétriques [+(Ty, Ty )],
[+(To, T1)/—(To, T1)/ Ty, T1)],[X(To, T1 )]s, [E(To, T1)]2-Nous indiquons une remarque
importante que le symbole[+(T,, T;)], dénote la poutre composite stratifiée antisymétrique a
rigidité variable qui veut dire [+(Ty, T1)/—(To, T1)/+{To, T1)/—(To, T1)].Le type de matériau
utilisé dans cette section est le méme que 1’exemple précedent : Matériau : Carbone-époxyde

dont les propriétés mécaniques sont données par le tableau 6.1.

Comme le montre les tableaux 6.10 a 6.13, la premiére fréquence naturelle de deux, trois et
quatre couches symétriques et antisymétriques augmentent lorsque la valeur de l'orientation des
fibres augmente, dans laquelle T, varie de 0" & 25'par 4,373%, 3,9%, 4,378% et 4,379%
respectivement. Le deuxiéme exemple nous avons gardé les méme configurations utilisées dans
I’exemple précédent sauf que I’angle Tyest varié de -25° a 25° alors que I’angle T, est variable de

-25° 4 25 avec un incrément de 5.
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Tableau 6.10 Comparaison des trois premieres fréquences d’une poutre a stratifié
antisymétriques a rigidité variable [+(T,, T;)] en fonction de variation de T;, et les conditions

aux limites : A-A.

Mode
[+(To, T1)] 1 2 3
[+(0°,—25")] 447.4074 1309.7670 2272.3989
[£(0°,—207)] 4442572 1296.1181 2219.8383
[+(0°,—15")] 439.4613 1275.9632 2163.307
[+£(0°,—107)] 434.0532 1253.0591 2109.1882
[+(0°,—5%)] 429.6013 1233.9255 2068.1398
[£(0°,07)] 427.8445 1226.3008 2052.4955
[£(0°,57)] 429.6013 1233.9255 2068.1398
[£(0°,10")] 434.0532 1253.0591 2109.1882
[+(0°,15%)] 439.4613 1275.9632 2163.307
[£(0°,207)] 4442572 1296.1181 2219.8383
[i(Oo, 25°)] 447.4074 1309.7670 2272.3989

Tableau 6.11 Comparaison des trois premieres fréquences d’une poutre a stratifié symétriques
a rigidité variable [+(T,, Ty )/—(Ty, T1 )/ +(Ty, T; )] en fonction de variation de T, et les

conditions aux limites : A-A.

Mode

[+(TO,T1), _(TO'T1>] 1 2 3
,+(To, T1)

[+(0°,—25%), —(0°, —25°), —(0",—25°)]  445.2067 1301.7677 2261.7544

[+(0°,—20"), —(0",—20"), —(0", —20")] 442.6103 1289.9850 2211.5364
[+(0°,—15°), —(0",—15°), —(0",—15")] 438.3722 1271.8010 2157.5620
[+(0°,—10°), —(0",—10"), —(0",—107)] 433.4892 1250.8503 2106.0861

[+(0°,—5"),—(0°,=5"), —(0°, =5°)] 429.4430 1233.2943 2067.2430
[+(0°,0°),—(0%,0°), +(0°,07)] 427.8445 1226.3008 2052.4955
[+(0°,5%),—(0°,5%),—(0,57)] 429.4430 1233.2943 2067.2430

[+(0°,107), —(0°,10°), —(0",107)] 443.4892 1250.8503 2106.0861

[+(0°,15°), —(0°, 15"), —(0", 15°)] 438.3722 1271.8010 2157.5620

[+(0°,20°), —(0°, 20%), —(0",20°)] 442.6103 1289.9850 2211.5364

[+(0°, 25°), —(0°,25%), —(0°, 25°)] 445.2067 1301.7677 2261.7544
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Tableau 6.12 Comparaison des trois premiéres fréquences d’une poutre a stratifié antisymétriques a rigidité

variable [+(T,, T;)] ,en fonction de variation de T;, et les conditions aux limites : A-A.

Mode

[2(To, T1)] 2 1 2 3
[i(o", —25")]2 447.4312 1309.8535 2272.5138
[i(o", —20")]2 444.2750 1296.1845 2219.9281
[i(0°, —15")]2 439.4731 1276.0084 2163.3693
[i(0°, —10")]2 434.0594 1253.0831 2109.2219
[i(o", —5")]2 429.6031 1233.9324 2068.1496
[i(o", 0")]2 427.8445 1226.3008 2052.4955
[i(0°, 5")]2 429.6031 1233.9324 2068.1496
[i(0°, 10")]2 434.0594 1253.0831 2109.2219
[i(0°, 15°)]2 439.4731 1276.0084 2163.3693
[i(0°, 20°)]2 444.275 1296.1845 2219.9281
1309.8535 2272.5138

[i(0°, 25°)]2 447.4312

Tableau 6.13 Comparaison des trois premieres fréquences d’une poutre a stratifié symétriques a rigidité

variable [+(T,, T; )] sen fonction de variation de T, et les conditions aux limites : A-A.

Mode
[i <TO' Tl )] S 1 2 3
[£(0°,—257)], 447.4392 1309.8824 2272.5521
[+(0°, —20°)]S 444.2810 1296.2067 2219.9580
[+(0°, —15°)]S 439.4770 1276.0235 2163.3900
[+(0°, —10°)]S 434.0614 1253.0911 2109.2331
[+(0°, —5°)]S 429.6036 1233.9347 2068.1528
[+(0°, 0°)]S 427.8445 1226.3008 2052.4955
[+(0°, 5°)]S 429.6036 1233.9347 2068.1528
[+(0°, 10°)]S 434.0614 1253.0911 2109.2331
[£(0°, 15°>]S 439.4770 1276.0235 2163.3900
[+(0°, 20°)]S 444.2810 1296.2067 2219.9580
[£(0°, 25°>]S 447 4392 1309.8824 2272.5521

Conformément aux résultats montrés sur les figures 6.6 a 6.13, par exemple on peut voir que

les premiers fréquences naturelles diminuent lorsque la valeur de I'angle d'orientation des fibres
augmentés, dans laquelle Tyvarie de 0° & 25° par 16.452 %, 17,028%, 16,454%, 16,452% pour

deux, trois et quatre couches antisymétriques et symétriques et méme ici diminuent lorsque
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l'angle d'orientation de la fibre parabolique T,varie de de -25° a 0°par 16,452%, 17,028% |,

16,454% et 16,452% pour deux, trois et quatre couches antisymétriques et symétriques.

Les figures 6.6 a 6.13 montrent clairement que lorsque I'angle d'orientation des fibres T, varie
de -25" & 25’ la rigidité du (447.4070, 445.2065, 447.4312, 447.4392 voir les tableaux 6.10 a

6.13) est inférieure a celle des autres cas lorsque I'angle d'orientation T, est égal 4 0.

L'angle d'orientation des fibres T, égal a zéro est plus avantageux que T, varie de-25"a 25" dans

I'optimisation de la poutre composite a rigidité variable, par conséquent I'angle d'orientation des
fibres T, égal & zéro est utilise dans les sections suivantes .
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Figure 6.6 Fréquence fondamentale naturelle d’une poutre CSRV [+(T,, T;)], en fonction de la
variation des angles To=0 et T, variable, les conditions aux limites A-A
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Figure 6.7 Fréquence fondamentale naturelle d’une poutre CSRV [+(T),, T;)], en fonction de des
angles Tovariable et T1 variable les conditions aux limites A-A
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Figure 6.8 Fréquence fondamentale naturelle d’une poutre CSRV [+(Ty, T ), —(Ty, Ty ), +{To, T1)], en
fonction des angles To=0 et T, variable les conditions aux limites A-A
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Figure 6.9 Fréquence fondamentale naturelle d’une poutre CSRV[+(Ty, T1), —(Ty, T1), +(T, T1)], en fonction de la
variation des angles To et T1 les conditions aux limites A-A
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Figure 6.10 Fréquence fondamentale naturelle d’une poutre CSRV [+(T, T;)] , en fonction des angles To=0 et T,
variable les conditions aux limites A-A
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Figure 6.11 Fréquence fondamentale naturelle d’une poutre CSRV [+(T,, T;)] » en fonction de la variation des
angles To et T1 les conditions aux limites A-A
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Figure 6.13 Fréquence fondamentale naturelle d’une poutre CSRV [+(Ty, T;)] s en fonction de la variation des
angles To et Ty les conditions aux limites A-A

V1.4 Vibration des poutres CSRV, étude paramétrique

Dans cette partie, une étude de I’influence des paramétres physiques et géométriques et les

conditions aux limites sur les vibrations de poutres stratifiées composites a rigidité variable est
présenté.

V1.4.1 Influence de nombre de couches

L’étude de la vibration libre de poutres composites stratifiées symétriques et antisymétriques a
rigidité variable en fonction de nombre de couches est considérée.

La configuration classique de la poutre est considérées en composite stratifié a quatre couches
égale épaisseur appuyée en les deux cotés, trois d’entre elles avec des fibres orientées a 45 et
une avec des fibres orientées & 0". Nous proposées de garder la méme configuration et de
remplacer les fibres droites orientées a 0°par des fibres paraboliques [(T,, T;)], dans lesquelles
I’angle Tyest fixé & 0" alors que I’angle T;varié de -257a 25" et en en faisant augmenter le
nombre de couches variables jusqu’a huit couches. Les mémes propriétés mécaniques de
matériau a I’exemple précédent sont retenues dans cette partie. Les résultats des trois premieres
modes des poutres CSRV sont présentés dans tableaux 6.14 a 6.15.
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Tableau 6.14 Trois premieres fréquences naturelles d’une poutre CSRV antisymétrique et symétrique a cing, six et sept couches avec les conditions aux limites: A-A, T,=0

Stratifié T,
Mode -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
[45°5/+(Ty, Ty)] 1 365.8235  367.2004  368.0498 3685259 368.7543 368.8024  368.7543  368.5259  368.0498  367.2004  365.8235
2 1250.9994 1258.0180 1262.0305 1263.9933 1264.7608  1264.9423 1264.7608 1263.9933 1262.0305 1258.0180  1250.9994
3 2382.6997 2386.1700 23859669 2383.9429 2381.8533  2380.9957 2381.8533 2383.9429 23859669 1250.9994  2382.6997
455, +(To, Ty), 1 385.0196  386.4613  387.2599  387.6320  387.7655  387.7937  387.7655  387.6320  387.2599  386.4613  385.0196
12;3%; 2 1289.0101 12955177 12985470 1299.3917 1299.2789  1299.1263  1299.2789  1299.3917 1298.5470 12955177  1289.0101
3 24158125 2414.8400 2410.0890 2404.0259 2399.1078 2397.2279  2399.1078  2404.0259  2410.0890 2414.8400 2415.8125
[45°3/4(Ty, Ty),] 1 398.0499  399.1262  399.5111  399.4924  399.3425  399.2666  399.3425  399.4924 3995111  399.1262  398.0449
2 13132691 1317.4637 1317.9173 1316.3416 1314.4697 1313.6691 1314.4697 1316.3416 1317.9173 1317.4637 1313.2691
3 24322927 2424.9692 2413.8728 2402.2043  2393.3464  2390.0363 2393.3464  2402.2043 2413.8728  2424.9692  2432.2927
[45°3/H(To, Ty)s] 1 398.0457  399.1267  399.5115  399.4925 399.3425  399.2666  399.2425 3995115  399.5115  399.1267  399.0457
2 13132730 1317.4665 1317.9190 1316.3425 1314.4699 1313.6691 1314.4699 1316.3425 1317.9190 1317.4665 1313.2730
3 24322989 24249738 2413.8757 2402.2057 2393.3467 2393.3467  2393.3467  2402.2057 2413.8757 2424.9738  2432.2989

E
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Tableau 6.15 Trois premieres fréquences naturelles d’une poutre CSRV antisymétrique et symétrique a sept, huit et onze couches avec les conditions aux limites: A-A, T,=0

Stratifié T,
Mode -25 -20 -15 -10 5 0 5 10 15 20 25
[4573/2(To, T)s] 1 4127516 4133999  413.2409  412.6762 4121139 4118832  412.1139  412.6762 4132409  413.3999  412.7516
2 13323662  1333.8283 1331.1226 1326.4553 13222583 13205843 1322.2583 1326.4553 1331.1226 1333.8283  1332.3662
3 2430.3019  2414.9697 2395.9052 2377.1176 2363.1723  2357.9939  2363.1723 2377.1176 23959052 2414.9697  2430.3019
[45°5, (+(To, Ty), 1 4118400 4127568  412.8443 4124856  412.0636  411.8832  412.0636  412.4856  412.8443  412.7568  411.8400
;<(72:)0,17€1)))1 S] 2 1327.9977  1330.6235 1329.1157 13254720 1321.9956 1320.5843 1321.9956 1325.4720 1329.1157 1330.6535 1327.9977
3 2423.6485  2410.0333 2329.7237 23755335 2362.7446 2357.9939 2362.7446 23755335 2392.7237 2410.0333  2423.6485
[45°5/+(T0,T1),] 1 421.0030  421.2550  420.6134 4195645  418.6327  418.2622  418.6327 4195645  420.6134  421.2550  421.0030
2 1338.8868  1338.2080 1333.0558 13259680 1319.9183 1317.5397 1319.9183 1325.9680 1333.0558 1338.2080  1338.8868
3 2418.9508  2397.8693 2373.0802 2349.1099 2331.3957 2324.8166 2331.3957 2349.1099 2373.0802 2397.8693  2418.9508
[45°, 1 421.0035  421.2554  420.6137  419.5646 418.6328  418.2622  418.6328 4195646  420.6137  421.2554  421.0035
/(H(T0,T1),)s] 2 1338.8891  1338.2097 1333.0569 13259685 1319.9184 1317.5397 1319.9184 1325.9685 1333.0569 1338.2097  1338.8891
3 2418.9543  2397.8719 2373.0819 2349.1107 2331.3959 2324.8166 2331.3959 2349.1107 2373.0819 2397.8719 2418.9543

E
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Comme le montre les tableaux 6.14 a 6.15, les résultats obtenus pour chaque configuration de

la poutre CSRV sont analysées comme sulit :

- Dans le cas de cing et six couches, une légere diminution est observée en fonction
de variation de I'angle T, de 0" & -25" par 0.808 % et 0.715% respectives.

- Dans le cas de huit couches stratifiées symétriques et antisymétriques, on constate
qu’il y a une légére augmentation pour les trois premieres fréquences de la poutre
CSRV sont en faisant augmenter le nombre de couches des fibres paraboliques
(To, T1) & sept couchespar0.061%, 0.0613% si on fixé 1’angle T, 4 0° et varié I’angle
T, de 0" a-15"ou 0" & 15  par contre une légére diminution lorsque augmente 1’angle
T, & -25respectives.

- Dans le cas de neuf couches stratifiées antisymétriques et symétriques, les trois
premieres fréquences de la poutre CSRV sont augmentées par 0.457% et 0.218%
pour I’angle T; varié de 0" a-20" ou 0" 20" pour les deux configurations respectives.

- Dans le cas de onze couches stratifiees antisymétriques et symétriques, les trois
premiéres fréquences de la poutre CSRV sont augmentées par 0.651% et 0.6511%

pour I’angle T; varié de 0" a-25 ou 0" a 25" pour les deux configurations respectives.
On résume cette discussion en deux points suivants :

- Le premier point d’augmentation des fréquences a cause de l'augmentation du
nombre de couches pour les différents configurations s’explique que les
stratifications qui contiennent plus de couches est donne une bonne rigidité
relativement a d’autres configurations.

- ledeuxieme point c'est que l'utilisation de fibres paraboliques permet 1’augmentation

de la rigidité des poutres que les fibres droites.

Le stratifie qui contient huit couches symétriques et antisymétriques a des fibres
paraboliques avec l'angle d'orientation des fibres T, égal a 25  ou -25" est plus
avantageux que T varie de-20" & 20° dans I'optimisation de la poutre composite a rigidité
variable, par conséquent le stratifié [+(0, T1),] I'angle d'orientation des fibres est utilisé

dans les sections suivants.

E
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V1.4.2 Comparaison entre des poutres CSRV et des poutres CSRC

Afin de mieux démontrer I’avantage de composite stratifiée a rigidité variable, une étude de
comparaison de comportement des poutres en CSRV et des poutres en CSRC en flexion est
considérée dans cette partie, dans laquelle en cas de CSRC I’angleT, = T;. Les mémes
propriétés géométriques et mécaniques de matériau a 1I’exemple précédent sont retenues dans
cette section. Les résultats des trois fréquences de flexion sont présentés dans les tableaux 6.16
a6.19.

Les tableaux 6.16 a 6.19 donnent la variation des trois fréquences dans les deux cas (CSRV et
CSRC) en fonction de la variation d’angle d’orientationT;. On constate que la différence entre
les fréquences fondamentales entre les deux cas pour laquelle I’angle T, et T; prend les valeurs

0" et 25 est variée comme suit :

- Pour les deux premiers types de stratification a cing et six couches (tableau 6.16), la
différence maximale de fréquence fondamentale w,est augmentée par 8.067% et
7.145% respectivement.

- Dans le tableau 6.17, la différence maximale de fréquence fondamentale w, entre
les deux types de stratification antisymétrique et antisymétrique a sept couches est
augmentée par 9.089% et 9.031% respectivement.

- Dans le tableau 6.18, la différence maximale de fréquence fondamentale w, entre
les deux types de stratification a neuf couches est augmentée par 9.408% et 8.368%
respectivement.

- Pour les deux derniers premiers types de stratification a onze couches (tableau 6.19),
la différence maximale de fréquence fondamentale w, est augmentée par 9.533%

et 9.506% respectivement.

Cela montre que Les poutres dans le cas de conception a des fibres paraboliques sont plus

rigides que le cas de conception a des fibres rectilignes.
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Tableau 6.16 Comparaison des trois premieres fréquences naturelles d’une poutre CSRC avec CSRV antisymétrique et symétrique a cing et six couches avec les conditions aux
limites: A-A, T,=0.
T,
Stratifiée mode

CSRV (0°,—25°) (0°,—20°) (0°,—15°) (0°,—10°)  (0°,-5°) (0°,0°) (0°,5°) (0°,10%) (0°,15°) (0°,20°) (0°,25%)

1 365.8235  367.2004  368.0498 3685259  368.7543 368.8024  368.7543  368.5259  368.0498  367.2004  365.8235
[45"3, £(To, 1)) 2 1250.9994 1258.0180 1262.0305 1263.9933 1264.7608 12649423 1264.7608 1263.9933 1262.0305 1258.0180  1250.9994
3 23826997 23861700 2385.9669 2383.9429 2381.8533  2380.9957 2381.8533 2383.9429 23859669 2386.1700  2382.6997

CSRC (=25°,—25") (=20°,—-20") (—15",—15") (—=10°,—-10") (=5",-5") (0°,0°) (5°,5°) (10°,10°)  (15°,15°)  (20°,20°)  (25°,25°)

1 336.3109  348.1662  357.1877  363.7336  367.3862  368.8024  367.5722  364.0882  357.6770  348.7524  336.9567
(453, £(To, T1)] 2 1199.6391  1227.8775 1246.3285 1257.7607 1262.7996  1264.9423  1263.3799 1258.8788 1247.8970 1229.7936  1201.7943
3 23421088 2370.8038 2382.4556  2384.6729 23815487  2380.9957  2382.5206 2386.5615 2385.1412 2374.1418  2345.9392

CSRV (0°,—25°)  (0°,-20") (0°,—15°) (0°,—10°)  (0°,—5") (0°,0°) (0°,5%) (0°,10°) (0°,15°)  (0°,20°) (0°,25°)
[45°5, (4+(To, T1), 1 385.0196  386.4613  387.2599  387.6320  387.7655  387.7937  387.7655  387.6320  387.2599  386.4613  385.0196
:L <(77";07€ 1>>)’ | 2 1289.0101 12955177 12985470  1299.3917  1299.2789  1299.1263  1299.2789  1299.3917 12985470 12955177  1289.0101
3 24158125 2414.8400 2410.0890 2404.0259  2399.1078  2397.2279  2399.1078  2404.0259  2410.0890 2414.8400 2415.8125

CSRC (=25°,—25") (=20°,—20") (-15",—15") (—=10",—-10") (=5",-5") (0°,0°) (5°,5°) (10°,10°)  (15°,15°)  (20°,20°)  (25°,25°)
[45°3, (+(To, Ty), 1 357.5083  370.7354  380.1496  386.1526 388.3583  387.7937  384.2021  378.2939  369.4167  358.0132  343.6106
J_r <(TT0°7€ 1>>)’ | 2 1261.2655 1288.5108 1302.5337  1307.1498  1304.2353  1299.1263  1291.8390 1283.3342 1269.2371 1247.9675 1215.7333
3 24347570 2452.9625 2448.6216 24322843  2411.2829  2397.2279  2391.1039 2393.1465 2393.0364 2383.8683  2355.2590
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Tableau 6.17 Comparaison des trois premieres fréquences naturelles d’une poutre CSRC avec CSRV antisymétrique et symétrique a sept couches avec les conditions aux limites: A-

A, T,=0.
T,

stratifiée mode
CSRV (0°,=25°)  (0°,—20°) (0°,—15°) (0°,—10°) (0°,=5°) (0°,0°) (0°,5°) (0°,10%) (0°,15°) (0°,20°) (0°,25%)
1 398.0499  399.1262  399.5111  399.4924  399.3425  399.2666  399.3425  399.4924  399.5111  399.1262  398.0449
(453, £(To, Th)e 2 1313.2691  1317.4637 1317.9173 1316.3416 1314.4697 1313.6691 1314.4697 1316.3416 1317.9173 1317.4637 1313.2691
3 2432.2927  2424.9692 2413.8728 2402.2043 2393.3464 2390.0363 2393.3464  2402.2043 2413.8728 2424.9692  2432.2927
CSRC (=25°,-25") (=20°,-20" (—=15°,-15" (=10°,—10" (=5",=5") (0°,0°) (5°,5°) (10°,10°)  (15°,15°)  (20°,20°)  (25°,25°)
1 361.8693  376.4226  386.9631  394.1572  397.8544  399.2666  397.9933  394.4177  387.3151  376.8353  362.3162
[45°3, £(To, T1), | 2 1269.2182  1297.2280  1310.8497 1315.2917 1313.9985 1313.6691 1314.3986 1316.0569 1311.9134 1298.5164 1270.6602
3 2437.0380  2451.2371 2440.7622 2419.2289  2397.5532  2390.0363 2398.1939  2420.5254 24425086 2453.3985 2439.5214
CSRV (0°,—25%  (0°,—-20°) (0°,—15°) (0°,—10°)  (0°,=5°) (0°,0°) (0°,5°) (0°,10°) (0°,15°) (0°,20°) (0°,25°)
[45°3, +(To, T1)s] 1 398.0457  399.1267  399.5115  399.4925 399.3425  399.2666  399.2425  399.5115  399.5115  399.1267  399.0457
2 1313.2730  1317.4665 1317.9190 1316.3425 1314.4699 1313.6691 1314.4699 1316.3425 1317.9190 1317.4665 1313.2730
3 2432.2989 24249738 2413.8757 2402.2057 2393.3467 2393.3467 2393.3467 2402.2057 2413.8757 2424.9738  2432.2989
CSRC (=25°,-25") (=20°,-20" (—=15°,—15" (=10°,—10" (=5",=5") (0°,0°) (5°,5°) (10°,10°)  (15°,15°)  (20°,20°)  (25°,25°)
[45°3, £(To, T1)s] 1 362.0975  376.6332  387.1424  394.2896 397.9248  399.2666 ~ 397.9232  394.2866  387.1384  376.6285  362.0925
2 1269.9546  1297.8853 1311.3916 1315.6807 1314.2013 1313.6691 1314.1968 13156721 1311.3796 1297.8708 1269.9384
3 2438.3064  2452.3399 2441.6518 2419.9174  2397.8781 2390.0363 2397.8709 2419.9035 2441.6322 2452.3156 2438.2785




Chapitre 6 Validation, comparaison et analyse des cas

Tableau 6.18 Comparaison des trois premieres fréquences naturelles d’une poutre CSRC avec CSRV antisymétrique et symétrique a neuf couches avec les conditions aux limites: A-
A, T,=0.

T,
Stratifiée mode

CSRV (0°,=25°)  (0°,—20°) (0°,—15°) (0°,—10°) (0°,=5°) (0°,0°) (0°,5°) (0°,10%) (0°,15°) (0°,20°) (0°,25%)
[45°5/4(T5, T1)s] 4127516  413.3999  413.2409  412.6762 4121139 4118832 4121139  412.6762  413.2409 4133999 4127516
2 1332.3662  1333.8283 1331.1226 1326.4553 1322.2583 13205843 1322.2583 1326.4553 1331.1226 1333.8283  1332.3662
3 2430.3019  2414.9697 23959052 2377.1176 2363.1723  2357.9939  2363.1723 2377.1176 23959052  2414.9697  2430.3019

[3XY

CSRC (—25°,-25") (—20°,-20" (—15°,—15") (-10,—10°) (-5’,—5) (0°,07) (5°,5) (10°,10°y  (157,15")  (20°,20°)  (25°,25°)
[4503/i(T0, T1)3] 1 373.9206 389.5253 400.3954 407.3987 410.6697 411.8832 410.7709 407.7709 400.6453 389.8141 374.2297
2 1299.2307  1324.7179 1332.8209 1330.4043 1323.2188 1320.5843 1323.4963 1330.9322 1333.5500 1325.5957 1300.2092

3 2472.8294 24744519 2446.5910 2406.8768 2370.8723 2357.9939 2371.3098 2407.7154 2447.7666 2475.8990 2474.4891

CSRV (0°,—-25°)  (0°,—20") (0°,—15°) (0°,—10°)  (0°,-5°) (0°,0%) (0°,5°) (0°,10°) (0°,15%) (0°,20%) (0°,25°)
[45°3, (+(T,, Ty), 1 411.8400  412.7568  412.8443  412.4856  412.0636  411.8832  412.0636  412.4856  412.8443  412.7568  411.8400
;((TTO",’;B))’ S] 2 1327.9977  1330.6235 1329.1157 13254720 1321.9956 1320.5843 1321.9956 1325.4720 1329.1157 1330.6535 1327.9977

3 2423.6485  2410.0333 23297237 2375.5335 2362.7446 2357.9939 2362.7446 23755335 2392.7237  2410.0333  2423.6485

CSRC (—25°,-25") (—20°,-20", (—15°,—-15" (-10°,—10" (-=5°,=5")  (0°,0") (5°,5%) (10°,10°)  (15°,15°)  (20°,20°)  (25°,25)
[45°5, (+(To, Ty), 1 377.3786 3929979  403.7360  410.2384 412.4145  411.8832 4085658  403.0930  394.2042  381.9641  365.5533
;éf{)"”fff)' ] 2 1310.1614  1335.2537 13425481 1338.3773 1327.9979 1320.5843 1317.4379 1318.2498 1314.6773 1301.6305 1272.6277

N

3 2491.3509 2491.8090 2462.2700 2419.5432  2378.4069 2357.9939 2361.7619 2387.5678 2417.3111 2436.3139 2427.5748




Chapitre 6

Validation, comparaison et analyse des cas

Tableau 6.19 Comparaison des trois premieres fréquences naturelles d’une poutre CSRC avec CSRV antisymétrique et symétrique a onze couches avec les conditions aux limites:

A-A, T,=0.
T,

Stratifiée mode
CSRV (0°,=25°)  (0°,—20°) (0°,—15°) (0°,—10°) (0°,=5°) (0°,0°) (0°,5°) (0°,10%) (0°,15°) (0°,20°) (0°,25%)
1 421.0030  421.2550  420.6134  419.5645  418.6327  418.2622  418.6327  419.5645  420.6134  421.2550  421.0030
[45°3/£(To, T1)a] 2 1338.8868  1338.2080 1333.0558 1325.9680 1319.9183 1317.5397 1319.9183 13259680 1333.0558 1338.2080  1338.8868
3 2418.9508  2397.8693 2373.0802 2349.1099 2331.3957 2324.8166 2331.3957 2349.1099 2373.0802 2397.8693  2418.9508
CSRC (=25°,-25") (=20°,-20" (—=15°,-15" (=10°,—10" (=5",=5") (0°,0°) (5°,5°) (10°,10°)  (15°,15°)  (20°,20°)  (25°,25°)
1 380.8693  396.9782  407.8487  414.4847  417.2664  418.2622  417.3423  414.6243  408.0327  397.1886  381.0926
[45°3, £(T0, T1)a] 2 1315.4885  1338.5177 1342.0191 1334.0175 1322.0500 1317.5397 1322.2515 1334.3991 13425437 1339.1464 1316.1873
3 2490.2257  2482.3445 24416108 2388.3693 2341.7112 2324.8166 2342.0269 2388.9709 2442.4487 2483.3710  2491.4006
CSRV (0°,—25%  (0°,—-20°) (0°,—15°) (0°,—10°)  (0°,=5°) (0°,0°) (0°,5°) (0°,10°) (0°,15°) (0°,20°) (0°,25°)
[4575, £(To, T1)as] 1 421.0035  421.2554  420.6137  419.5646 418.6328  418.2622  418.6328  419.5646  420.6137  421.2554  421.0035
2 1338.8891  1338.2097 1333.0569 1325.9685 1319.9184 1317.5397 1319.9184 13259685 1333.0569 1338.2097  1338.8891
3 2418.9543  2397.8719 2373.0819 2349.1107 2331.3959 2324.8166 2331.3959  2349.1107 2373.0819 2397.8719  2418.9543
CSRC (=25°,-25") (=20°,-20" (—=15°,—15" (=10°,—10" (=5",=5") (0°,0°) (5°,5°) (10°,10°)  (15°,15°)  (20°,20°)  (25°,25°)
[4575, £(To, Ty)as] 1 380.9840  397.0861  407.9429  414.5560 4173050  418.2622  417.3039 4145540  407.9402  397.0831  380.9807
2 1315.8474  1338.8402 13422877 1334.2123 1322.1526 1317.5397 1322.1497 1334.2069 1342.2801 1338.8311 1315.8374
3 2437.0380  2482.8711 2442.0397 2388.6764  2341.8719 2324.8166 2341.8673 2388.6678 2442.0277 2482.8563  2490.8122
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V1.4.3 Influence de I’ordre d’empilement

Une fois la stratifié composite a rigidité variable optimale déterminée, on doit examiner le
comportement vibratoire des poutres pour différents ordre d'empilement. Les propriétés de la

poutre CSRV étudiées sont identiques comme 1’exemple précédent.

La configuration classique de la poutre est considérée en :

- Composite stratifiée a quatre couches d’égal épaisseurs simplement appuyées, trois
d’entre elles avec des fibres orientées 445" et une avec des fibres orientées a 0.

- Composite stratifiée a quatre couches d’égales épaisseurs simplement appuyeées,
deux d’entre elles avec des fibres orientées a90°et deux avec des fibres orientées a

o

0.

Il est bien connu que pour la couche avec une orientation 0° a un module longitudinal plus grand
que ceux avec un angle d'orientation de fibre 45° degré ou 90° degré, c’est pour cela et pour
augmenter la rigidité de la poutre, nous proposons de garder la méme configuration et de

remplacer les fibres droites orientées a O’par huit stratifiées antisymétriques a des fibres

] 5454507,
e T [t<0Tp, 454545
4204 [45,£<0,T,>, 45,45]
N [45,45,4<0,T >, 45]
418 1 —
- 416 1 :
414 i — - —~ -
412 1
I T T T T T T T T T |

Figure 6.14 Premier fréquence de flexion d’une poutre CSRV, pour différents ordres
d’empilement en fonction de la variation de I’angle T1, A-A, (1 stratifié).
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paraboliques[(T,, T;)] 4, dans laquelle I’angle Tyest fixé & 0" alors que I’angle T, varié de -25°a
25°. La position des couches [(T,, T;)] , Varié du rayon intérieur au rayon extérieur. Les résultats
des fréquences de flexion associées est données dans les figures 6.14 a 6.17 et peut étre expliqué

comme ci-dessous.

Each B . [454545+<0T>]
s ] ’ o [#<0,T,>, 45,45 45]
] \ ) [45,4<0,T >, 45 45]
EEI /S [45,45,£<0,T >, 45]
N — O 4 / —
o 19251
° 1320
13154 '
1310 4 i
1305 — 7 ———+—

Figure 6.15 Deuxiéme fréquence de flexion d’une poutre CSRV, pour différents ordres
d’empilement en fonction de la variation de I’angle T1, A-A, (1% stratifié).

430 - ——[90,90,#<0,T,>,#<0,T;>,]
— [#<0,T;>,,#<0,T,>,,90,90]
- [+<0,T,>,,90,90,+<0,T,>,]
—[90,+<0,T,>,,#<0,T,>,,90]
- [+<0,T,>,,90,#<0,T,>,,90]
T 420- ——[90,+<0,T,>,,90,£<0,T,>,]
3
415 A
410 4
T T T T T T T T T J !

Figure 6.16 Premicre fréquence de flexion d’une poutre CSRV, pour différents ordres
d’empilement en fonction de la variation de I’angle T1 , A-A. (2 *™™ stratifié).
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Figure 6.17 Deuxiéme fréquence de flexion d’une poutre CSRV, pour différents ordres
d’empilement en fonction de la variation de I’angle T'¢ , A-A, (2 *™™ stratifié).

Les figure 6.14 a4 6.15 et les figures 6.16 a 6.17donnent la variation de la premiére et deuxieme
fréquence de poutre composite stratifié a rigidité variable sous I'effet d'ordres d’empilement en
fonction du la variation de I'angle de fibre parabolique T;pour la premiére configuration et la

deuxiéme configuration respectivement.

- La remarque général entre les quatre figures c’est que la premiére et la deuxiéme
fréquence de poutre sont augmentées en faisant augmenter I’angle T; de -25 a 25
cela signifie que la poutre est plus rigide lorsque 1’angle T;est variable.

- La premiére fréquence diminue rapidement une fois la position des couches
variables externe [{0, T;)] , passe a 45 par 0.6510%, 06017%, 05544%, et 0.4832%
respectivement pour T; occupe & 25° ou -25°

- La premiére fréquence de la deuxieme configuration est aussi diminuée(voir la
figure 6.16) par 3.5558%, 3.4249, 3.4922%, 3.4902%, 3.4608%, et 3.5239% si la
position des couches variables externes[(0, T;)] , passe a 90" pour T; occupe & 25°
ou -25".Tous simplement cette diminution c’est & cause de la diminution du module
longitudinal (il bien connu que le module longitudinal de 1’angle (0, T;) est plus
grand que 1’angle 45° ou 90") et par conséquence la poutre devient plus rigide si

I’angle (0, T;) occupe la couche externe.
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- Les fréquences de la configuration [45/45/45/(0, T;)] ] sont plus grandes a celles
des fréquences de la configuration [45/45/(0, T;)] »/45]pour T;=0, par contre les
fréquences de la configuration [45/45/(0, T;)] ,/45] sont plus importantes que les
fréquences de la configuration [45/45/45/(0, T;)] »] pour T;=0 si on varie 1’angle
T, de -25 a 25.0n constate que I'intérét d'utiliser CSRV, lorsque la poutre perd sa
rigidité avec le passe de la position de I'angle d'orientation des fibres de la couche

externe passe de (0, T;) a 45" ou 90°, on peut remédier par I'orientation des fibres.
V1.4.4 Influence des conditions aux limites

Les tableaux 6.20 a 6.23 donnent les résultats de 1’influence des conditions aux limites sur les
trois fréquences fondamentales d’une poutre CSRV. Une poutre stratifiée composite a rigidité
variable a 04 couches d’épaisseurs égales est considérée. Quatre type de stratifications a rigidité
variable  sont  considérées :[+(Ty, T1)],  [+{To, T1)/—(To, T1)/+(To, T)1.[£(To, T1 )]s,
[£(Ty, T1)],, dans laquelle I’angle Tyest fixé a 0° alors que 1’angle T;est variable de -25° a 25
avec un incrément de 5. Les propriétés mecaniques sont celles du tableau (6.10 & 6.13).Les
conditions aux limites appliquées a la poutre sont les suivantes (A-A, E-E, E-L, E-A) avec A :
appuis simple ; E : Encastrement ; L : libre. Les tableaux 6.20 & 6.23 montrent que I’influence
des conditions aux limites sur les trois frequences de flexion sont importantes et peuvent étre

expliquées comme ci-dessous.

- Pour le cas de conditions aux limites A-A : la fréquence fondamentale de poutre
CSRYV est augmentée lorsque ’angle d’orientation T; varié de -25° 40" ou 0" a 25°
par 4.373%, 3.9%, 4.378% et 4.379% pour les quatre stratifications respectivement.

- Pour le cas de conditions aux limites E-E: I’augmentation de la fréquence
fondamentale de poutre CSRV est assurée en faisant augmenter 1I’angle d’orientation
T, de 0" & 25" ou diminue de 0" & -25"pour les quatre stratifications par 11.252%,
10.825%, 11.311% and 11.258% respectivement.

- Pour le cas de conditions aux limites E-L : la fréquence fondamentale de poutre
CSRYV est augmentée lorsque ’angle d’orientation T; varié de -25 40" ou 0" a 25°
par 4.373%, 3.9%, 4.378% et 4.379% pour les quatre stratifiés respectivement. On
constate que les poutres stratifiés composites a rigidité variable sont plus rigides
dans les cas de conditions aux limites A-A et E-E que dans le cas des conditions aux
limites E-L.
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Tableau 6.20 Premiére fréquences d’une poutre a stratifié antisymétrique a rigidité variable [+(T,, T;)] en

fonction de variation de T4 pour les différents conditions aux limites.

Conditions aux limits

[£(T,, T4 )] A-A E-E E-L
[+(0°,—25")] 447 4074 723.1765 158.5036
[+(0°,—20")] 4442572 706.1111 162.2288
[+(0°,—15")] 439.4613 685.1353 164.6968
[+(0°,—10")] 434.0532 664.0599 166.1237
[+(0°,—5%)] 429.6013 647.9347 166.7558

[+(0°,0%)] 427.8445 641.8078 166.9639

[+(0°,5%)] 429.6013 647.9347 168.7858

[£(0°,107)] 434.0532 664.0599 166.1237

[£(0°,157)] 439.4613 685.1353 164.6968

[£(0°,207)] 444.2572 706.1111 162.2288

[£(0°,257)] 447.4074 723.1765 158.5036

Tableau 6.21 Premiére fréquence d’une poutre a stratifié symétrique a rigidité variable [+(T,, T;)/

—(Ty, T1 )1+(T,, T1)] en fonction de variation de T pour les différents conditions aux limites.

Conditions aux limites

[+(T0' T1), —(To, T1)] A-A E-E E-L
+(To, T1)
[+(0°,—25"),—(0",—25"),—(0°,—25")]  445.2067 719.7145 157.1317
[+(0°,—20°),—(0°,—20"),—(0",—20°)]  442.6103 703.4275 161.1496
[+(0°,—15%),—(0°,—15"),—(0",—15°)] ~ 438.3722 683.3106 163.9615
[+(0°,—10),—(0°,—10"), (0", —10°)] ~ 433.4892 663.0963 165.7384
[+(0°,=5°), —(0°, =5"), —(0°, =5°)] 429.4430 647.6612 166.6777
[+(0°,0°), —(0°,0°), +(0°,07)] 427.8445 641.8078 166.9639
[+(0°,5%),—(0",5%), —(0",5")] 429.4430 647.6612 166.6777
[+(0°,107),—(0°,10%), —(0",10°)] 443.4892 663.0963 165.7384
[+(0°,157),—(0°,157), —(0", 15°)] 438.3722 683.3106 163.9615
[+(0°,20°),—(0",20°), —(0°, 207)] 442.6103 703.4275 161.1496

[+(0°,25°), —(0°, 25°), —(0", 25)] 445.2067 719.7145 157.1317
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Tableau 6.22 Premiére fréquence d’une poutre a stratifié antisymétrique a rigidité variable [+(T,, Ty )] ,€en

fonction de variation de T4 pour les différents conditions aux limites.

Conditions aux limites

[+(To, T1)] > AA E-E E-L
(0%, ~25)] 4474312 723214 158,5185
(0%, ~20°)], 444.2750 706,1402 162,2405
(0%, ~157)], 439.4731 685,1552 164,7048
[£¢0",~10°)], 434.0594 664,0704 166,1279
[+¢0°,-5%], 429.6031 647,9377 166,787

[+(0°,0%], 427.8445 641,8078 166,9639

[(0°,5%], 429.6031 647,9377 166,787

[+(0°,10%)], 434.0594 664,0704 166,1279

[£¢0°,15")] 439.4731 685,1552 164,7048

[+(0°,20%)], 444.275 706,1402 162,2405

[+(0°,25%)], 447.4312 723,214 158,5185

Tableau 6.23 Premiére fréquence d’une poutre a stratifié symétriques a rigidité variable [+(T,, T;)] sen

fonction de variation de T4 pour les différents conditions aux limites.

Conditions aux limites

[i(TOJ Tl)] s A'A E'E E‘L
+(0°,—25° 447.4392 723,2265 158,5235
(0°,—25)]
[£(0°, —20°)]S 444.2810 706,1499 162,2444
[+(0°, —15°)]S 439.4770 685,1618 164,7075
[£(0°, —10°)]S 434.0614 664,0739 166,1293
[+(0°, —5°)]S 429.6036 647,9387 166,7874
[+(0°,0)], 427.8445 641,8078 166,9639
[£(0°, 5°)]S 429.6036 647,9387 166,7874
[£(07,107)] 434.0614 664,0739 166,1293
[£(0°, 15°)]S 439.4770 685,1618 164,7075
[i(0°, 20°)]S 4442810 706,1499 162,2444

[-_l—(0°, 25°)]S 447.4392 723,2265 158,5235
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V1.4.5 Influence de type de matériau

Dans I’exemple suivant nous présentons les résultats de 1’influence de type de matériaux sur les
fréquences fondamentales des poutres stratifiées composite a rigidité variable (figures 6.18,
6.19). Les propriétés géométriques de 1’arbre étudié dans 1’exemple suivant sont les mémes
avec I’exemple précédent, avec différents matériaux. Les mémes stratifications considérees en
I’exemple précédent sont utilisées dans cet exemple sauf que dans laquelle I’angle Tyest fixé a
0 alors que I’angle T;est fixé de a 25°, puisque le stratifié composite a rigidité variable (0,-25)
c’est le stratifié qui donne la rigidité maximale de la poutre (voir les tableaux 7.10a 7.13). Pour
cela nous proposons ce type de stratifie pour étudier ’influence de type de matériaux sur les
fréquences fondamentales des poutres CSRV. Quatre types de matériaux sont considéres :
Carbone-époxyde, Graphite-époxyde, Bore-époxyde, Verre-époxyde. Les propriétés de ces

matériaux sont données dans le tableau 7.1.

[+<0,25>]
[+<0,25>,-<0,25>,+<0,25>]
[+<0,25>],
[ J[#<0,25>]
500 — .
400
N 300
L
3
200
100
0

Verre-époxyde Graphite-époxyd€arbone-époxyde Bore-époxyde

Matériau

Figure 6.18 Premier fréquence de flexion d’une poutre CSRV, pour différents stratifications en
fonction des différents matériaux, A-A.
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Figure 6.19 Deuxiéme fréquence de flexion d’une poutre CSRV, pour différents stratifications en
fonction des différents matériaux, A-A.

Nous remarquons que la premiére fréquence fondamentale de la poutre CSRV pour les

différents stratifications est accroissance lorsque en variant le type de matériau comme suivant :

- Entre Bore-époxyde et Verre-époxyde par 47.829%, 47.667%, 47.832% et
47.833% pour les quatre stratifications respectivements.

- Entre Carbone-époxyde et Bore-époxyde par 2.356%, 2.065%, 2.359% et 2.36%
pour les quatre stratifications respectivements.

- Entre Carbone-époxyde et Graphite-époxyde par 10.374%, 10.02%, 10.378% et
10.379% pour les quatre stratifications respectivements.

- Entre Carbone-époxyde et Verre-époxyde par 49.03%, 48.613%, 49.034% et
49.036% pour les quatre stratifications respectivements

- Entre Graphite-époxyde et Verre-époxyde par 43.13%, 43.016%, 43.133% et
43.134% pour les quatre stratifications respectivements.

- Entre Bore-époxyde et Graphite-époxyde par 8.262%, 8.162%, 8.264% et 8.264%

pour les quatre stratifications respectivements.

Apres cette analyse, on constate que la différence entre les fréquences maximales est augmentee
en fonction de la variation de type de matériaux. Pour plus précisément, les fréquences

fondamentales sont plus élevées dans les cas d’utilisation des matériaux a des modules
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longitudinaux grands tels que Carbone-époxyde que le Verre époxyde. A cette raison nous
présentons une étude de 1’influence de rapport de module d’élasticité (Carbone-époxyde) de sur

le comportement vibratoire de la poutre CSRV dans la section suivante.
V1.4.6 Influence du rapport du module d’élasticité Ei/E>

Les figures (6.20 a 6.23) donnent les trois premieres frequences de la poutre composite a rigidité
variable en Carbone-époxyde pour différents rapports du module d’élasticité Ei/E> sont
considérés. Les stratifications étudiées dans les exemples suivants sont celles a 1’exemple
précédent. Les propriétés géométriques et physiques de I’arbre étudié dans 1’exemple suivant
sont les mémes avec 1’exemple précédent. Quatre rapports d’élasticité E1/E»=10, 20, 30, 40, et

50 respectivement sont considérés.
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Figure 6.20 Premiére fréquence d’une poutre CSRV [+(T,, T; )], en fonction de la variation des rapportsEi/E>
avec les conditions aux limites A-A
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Figure 6.21 Premiére fréquence d’une poutre CSRV [+(Ty, Ty ), —(Ty, T1), +{To, T;)], en fonction de la
variation des rapportsE1/E> avec les conditions aux limites A-A
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Figure 6.22 Premiére fréquence d’une poutre CSRV [1(T,, T;)].en fonction de la variation des rapportsE1/E>
avec les conditions aux limites A-A
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Figure 6.23 Premiére fréquence d’une poutre CSRV [+(T), T; )]sen fonction de la variation des rapportsE1/E>
avec les conditions aux limites A-A

Les figures ( 6.19 & 6.22) montrent que 1’augmentation des trois fréquences fondamentales de
la poutre CSRV en carbone-époxyde est assurée en faisant augmenter le rapport du module

d’élasticité E1/Ea.
V1.4.7 Influence du rapport-diamétres L/D

L’influence des rapports diametres L/D sur les trois fréquences fondamentales de la poutre
composite a rigidité variable est donnée dans les figures (6.24 a 6.27) suivantes. On considére
que la poutre est en carbone époxyde avec quatre types de stratification, dans laquelle les
propriétés geométriques et physiques sont celles avec 1’exemple précédent. Cing rapports
diametres L/D=10, 20, 30, 40, et 50 respectivement sont considérés.

Les résultats obtenus dans les figures 6.24 a 6.27 montrent que les trois fréquences
fondamentales sont diminuées en faisant augmenter le rapport L/D de 10 jusqu'a 50 pour
différents types de de stratifications, s’explique que la poutre CSRYV est plus rigide dans les cas

des épaisseurs faibles.
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Figure 6.24 Premiére fréquence d’une poutre CSRV [+(T), T;)]en fonction de la variation des rapports L/D
avec les conditions aux limites A-A

2500

L/D

Figure 6.25 Premiére fréquence d’une poutre CSRV [+(Ty, Ty), —(To, T1), +(T, T1)]en fonction de la
variation des rapports L/D avec les conditions aux limites A-A
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Figure 6.26 Premiére fréquence d’une poutre CSRV [(T,, T;)].en fonction de la variation des rapports L/D
avec les conditions aux limites A-A

2500
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Figure 6.27 Premiére fréquence d’une poutre CSRV [+(T), T;)]sen fonction de la variation des rapportsL/D
avec les conditions aux limites A-A
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V1.5 Vibrations libres d’un arbre tournant en composite stratifié a rigidité
constante (CSRC)

V1.5.1 Etude de convergence et validation

Cette partie est consacrée a 1’étude de convergence des arbres tournants en composite stratifiée
a rigidité constante. Un arbre tournant d’entrainement circulaire cylindrique en époxy a
10 couches de méme ¢€paisseur, les couches étant orientées de 1’intérieur vers I’extérieur.
Surface extérieure du cylindre en tant que : [90°,45°,—45",07,90°] Les propriétés du
matériau Bore-époxyde sont éenumérées dans le tableau 6.1. La longueur L de I’arbre est de 2,47
m, le diametre moyen D est de 12,69 cm, et I’épaisseur de la paroi est de 1,321 mm. L'arbre est
considéré a 1'état de rotation (€2 = 1000).11 est bien connu que 1'effet gyroscopique provoque un
couplage des déplacements orthogonaux, s’explique que les fréquences propres sont séparées
en deux branches: mode en précession directe et mode rétrograde. Les deux premieres
fréquences (FW :précession direct et BW :rétrograde)sont illustrées dans le tableau 6.24 et la
figure 6.27.

Tableau 6.24 Convergence des trois fréquences propres les plus basses d’un arbre tournant CSRC en fonction du degré de

fonctionspa 1’aide de raffinement-k avec les conditions aux limites A-A

Mode
1B 1F 2B 2F 3B 3F
3 7 37 95,8082 96,6917 346,5901 348,9341  698,7977 701,8005

Nel p n ddl

4 8 43 958008 96,6843 345,618 347,9639  685,0464 688,1418

5 9 49 958007 96,6842 3455484 347,8945 680,065 683,166

6 10 55 958007 96,6842 3455403 347,8864 679,7356  682,8402

7 11 61 958007 96,6842 3455401 347,8862 679,6106 682,7152

8 12 67 958007 96,6842 3455400 347,8862 679,6067 682,7114

9 13 73 958007 96,6842 3455400 347,8862 679,6057 682,7104

10 14 79 95,8007 96,6842 3455400 347,8862 679,6057 682,7103

Solution IGA Convergé 95.8007 96.6842 345.5400 347.8862 679.6057 682.7103
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Le raffinement-k est adopté pour I’étude de convergence, dans laquelle 1’ordre de la fonction
de base est augmentée jusqu'a p = 10. Le méme nombre d'éléments est utilisé dans le test

numérique donné par la version-k (voir le tableau 6.4 et la figure 6.5).
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Figure 6.28 Diagramme de Campbell des trois premiers naturelles fréquences d’un arbre tournant CSRC

simplement-appuyée en fonction de 1’ordre de base de la fonction B-spline avec le raffinement-k.

Le nombre de points de contrdle et le nombre total correspondant de systemes ddl utilisés dans
le calcul sont respectivement 14 et 79. Le tableau 6.24 et la figure 6.28 montrent clairement que
le raffinement-k produit une convergence excellente en paralléle avec I'accroissant de 1’ordre

de la fonction de base jusqu’a p = 10.

Une fois la convergence est assurée, ont entamé la validation de la vibration d’un arbre
composite en mouvement de rotation pour tester les performances de I’IGA. Une étude est
réalisée pour déterminer la premicre vitesse critique d’un arbre tournant d’entrainement
circulaire cylindrique en époxy a 10 couches de méme épaisseur, les couches étant orientées de
I’intérieur vers I’extéricur. Les mémes propriétés mecaniques et geomeétriques utilisées dans
I’exemple de convergence précédent sont considérées. La premiere vitesse critique est prédit
par Zinberg et Symonds (1970), sur la base de la théorie de poutre a 1’aide de la téchnologie
EMBT. lls ont également effectué un test sur cet arbre pour déterminer sa vitesse critique

expérimentale. Ce test a été réalisé en faisant tourner 1’arbre a vitesse variable. Zinberg et
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Symonds ont prédit une vitesse critique d’environ 6000 tr / min. La fréquence de résonance de
I'arbre supporté dans des conditions de roulement des éléments roulants s’est avérée
expérimentalement étre de 5500 tr / min de la réponse forcée de I'arbre non tournant. Le résultat
obtenu a l'aide du modele IGA développé est présenté dans le tableau 6.25 avec ceux des
littératures référenciés. Le résultat obtenu s'accorde bien avec la vitesse critique et la fréquence
de résonance de l'arbre déterminées expérimentalement par Zinberg et Symonds (1970).Ce
résultat est également en bon accord avec les résultats de différents chercheurs utilisant
différentes théories sur les poutres et les coques, telles que EMBT (1996a, 1996b), EMBT
modifié (2005), SHBT (2008), SHBT modifiée (2020), ESLT (2017), modele CBB (poutre a
base de continuum) (2004, 2008), LBT (1996), théorie de la coques de Sanders Kim et Bert
(1995).Comme le montre clairement le tableau 6.25, la vitesse critique obtenue a partir du
présent travail utilisant ESLT sans traction ni torsion est trés proche a la valeur obtenue par la
méthode des éléments finis basée sur ESLT développée par Ben Arab et al. (2017).Notez que
la vitesse critique diminue légerement en présence d’étirement et de torsion, le résultat obtenu
dans ce cas est trés proche des valeurs obtenues par les modéles ESLT (2017) et CBB dans
laquelle les versions h (2004) et p (2008) de la méthode des éléments finis est utilisée. La valeur
de la vitesse critique convergée dans cet exemple est obtenue en utilisant quatre éléments iso-
géométriques avec une fonction de base de l'ordre 4, huit points de contrdle et seulement 43

ddl.
Tableau 6.25 Comparaison de la vitesse critique obtenue par des investigations numériques et expérimentales,

matériau : Bore-époxyde.

Vitesse critique (tr/min)  Théories ou Méthodes

Zinberg et Symonds (1970) 5500 Fréquence de resonance (Expérimental)
6000 Vitesse critique(Expérimental)
5780 EMBT
Gupta et Singh (1996a) 5746 EMBT-MEF
Gubran et Gupta (2005) 5552 EMBT Modifié -MEF
Singh et Gupta (1996b) 5620 LBT-MEF
Sino et al. (2008) 5435 SHBT-MEF
Kwangchol et al. (2020) 5378 SHBTModifiée-MEF
Montagnier and Hochard 5753 ABAQUS avec embout infiniment rigide
(2012)
Kim et Bert (1995) 5874 Coques de Sanders
5872 Coques de Sanders
Chang et al. (2004) 5762 Poutre de Timoshenko avec la MEF
Boukhalfa et al. (2008) 5760 Poutre de Timoshenko avec HFEM
Ben Arab et al. (2017) 5769 ESLT-MEF
Présente 5758 ESLT avec torsion-traction

5758 ESLT Sans torsion—traction
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Le tableau 6.26 est donne une comparaison de la premiére vitesse critique de 1’arbre tournant
en graphite-époxyde obtenue par le modéle developpée, avec les différentes investigations
numeriques et expérimentales reportées a littératures. En gardant les mémes propriétés
géomeétriques utilisees dans I’exemple précédent. Les propriétés de matériau Graphite-époxyde
est donnée dans le tableau 6.1.

Tableau 6.26 Comparaison de la vitesse critique obtenue par des investigations numériques, matériau :

Graphite-époxyde.

Théories ou Méthodes Vitesse critique (tr/min)
Coques de Sanders 5349
Coques mince de donnelle 5805
Bert et Kim (1995) Poutre de Bernoulli-Euler 5302
Poutre de Bresse-Timoshenko 5113
Chang et al. (2004) Poutre de Timoshenkoavec la version-h de la 5197
méthode d’éléments finis
Boukhalfa et al. (2008) Poutre de Timoshenko avec la version-p de la 5200
méthode d’éléments finis
Présente ESLT avec la méthode d’analyse isogeométrique 5194

Le tableau 6.26 montreque les résultats du modéle présenté sont compatibles avec les résultats
de Bert et Kim [1995], Chang et al. [2004] et Boukhalfa et al. [2008].

Dans les exemples suivantsont présentés la comparaison de la premiére vitesse critique avec
diverses études données par [Bert et Kim (1995)-Chang et al. (2004)-Boukhalfa et al. (2008)]
en fonction de la variation des rapports de longueur / diamétre moyen L / D et différentes
orientations des fibres (varient de 2 & 35 et de 0" & 90" respectivement. Le matériau est le méme
que dans I'exemple précédent. Les résultats obtenus en utilisant le modéle IGA développé sont

présentés dans les tableaux 6.27 et 6.28.

Comme le montre dans les tableaux 6.27 a 6.28, Le résultat obtenu est en bon accord avec

littératures.
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Tableau 6.27 Comparaison de la vitesse critique obtenue pour différents rapports L/D par des investigations

numériques, matériau : Graphite-époxyde.

Théories ou méthodes L/D
2 5 10 15 20 25 30 35
Coques de Sanders 112400 41680 16450 8585 5183 3441 2440 1816
Bert et Kim (1995)  Bernoulli-Euler 329600 76820 20210 9072 5121 3283 2282 1677
Bresse-Timoshenko 176300 54830 17880 8543 4945 3209 2246 1658
Chang et al. (2004) Poutre de 181996 55706 17929 8527 4925 3192 2233 1648

Timoshenko avec la
version-h de la
méthode d’éléments

finis
Boukhalfa et al. Poutre de 184667 56196 18005 8549 4934 3198 2236 1650
(2008) Timoshenko avec la

version-p de la
méthode d’éléments
finis

Présente ESLT avec la 182072 55730 17943 8534 4929 3195 2235 1649
méthode d’analyse
iso-géométrique

Tableau 6.28 Comparaison de la vitesse critique obtenue pour différents orientations des fibres par des

investigations numériques, matériau : Graphite-époxyde.

Théories ou méthodes Orientations des fibres¢ (°)
0 15 30 45 60 75 90
Coques de Sanders 5527 4365 3308 2386 2120 2020 1997

Bert et Kim Bernoulli-Euler 6425 5393 4269 3171 2292 1885 1813

(1995)
Bresse- 6072 5209 4197 3143 2278 1874 1803
Timoshenko
Chang et al. Poutre de 6072 5331 4206 3124 2284 1890 1816
(2004) Timoshenko avec
la version-h de la
méthode
d’éléments finis
Boukhalfa et Poutre de 6094 5359 4222 3129 2284 1890 1816
al. (2008) Timoshenko avec
la version-p de la
méthode
d’éléments finis
Présente ESLT avec la 6040 5302 4183 3106 2271 1880 1806

méthode d’analyse
iso-géometrique
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V1.5 Vibrations libres d’un arbre tournant en composite stratifié a rigidité
variable (CSRV)

L’analyse suivante concerne 1’analyse des vibrations libres d’un arbre tournant en composite
stratifié a rigidité variable (CSRV) soumise a différents des effets. Tous d’abord une étude de
convergence pour la validation de code de calcule élaboré dans cette étude. Apres, les différents
des effets soumis aux vibrations libres d’un arbre tournant (CSRV) sont considérées dans une

étude paramétrique par la suite de ce chapitre.
V1.5.1 Etude de convergence

Dans cette partie, les résultats des trois fréquences (FW : précession direct et BW : rétrograde)
d’un arbre tournant composite stratifié a rigidité variable sont présentées dans le tableau 6.29
et la figure 6.29 respectivement. Le stratifié composé de fibres paraboliques décalées avec
quatre couches antisymétriques simplement appuyées, dans laquelle 1’angle T,est fixé a 0" alors
que I’angle T;est fixé de a 15°. Les couches sont supposées en la méme épaisseur. Le matériau
carbone-époxyde est considéré. Les propriétés mécaniques de ce matériau est donnée par le
tableau 6.1.

La méme stratégie de raffinement-k utilisée dans I’étude de convergence précédente est
adoptée.
Tableau 6.29 Convergence des trois fréquences (précession direct et rétrograde) d’un arbre tournant CSRV en

fonction du degré de fonctionspa 1’aide de raffinement-k avec les conditions aux limites A-A et Q = 1000.

Nel p n ddl Mode
1B 1F 2B 2F 3B 3F
3 7 37 4384254 440.5442 1277.8310 1280.4136 2179.6856 2181.5645
4 8 43  438.4149 4405337 1274.8323 1277.4041 2185.6208 2187.6384
5 9 49 4384132 440.5319 1274.8404 1277.4133 2162.7950 2164.7652
6 10 55 438.4133 440.5319 1274.7196 1277.2915 2163.8602 2165.8384
) 7 11 61 438.4132 4405319 1274.7227 1277.2946 2162.3874 2164.3599
8 12 67 438.4132 440.5319 1274.7194 1277.2912 2162.4356 2164.4084
9 13 73 438.4132 440.5319 1274.7194 1277.2913 2162.3788 2164.3513

10 14 79 438.4132 440.5319 1274.7194 1277.2912 2162.3802 2164.3527

Solution IGA Convergé 438.4132 440.5319 1274.7194 1277.2912 2162.3802 2164.3527
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Figure 6.29 Diagramme de Campbell des trois premiéres naturelles fréquences d’un arbre
tournant CSRV simplement-appuyée en fonction de 1’ordre de base de la fonction B-spline

avec le raffinement-k. ) )
Le tableau 6.29 et la figure 6.28 est bien montré que la convergence que la convergence de la

solution des trois premiéres fréquences (précession direct et rétrograde)est atteinte pour un
degré de fonction de base B-spline égale a 10.

V1.5.2 Vibration des arbres tournant SCRYV, étude paramétrique

V1.5.2.1 Influence de nombre de couches

L’analyse de la vibration libre des arbres tournants composite stratifiés symétriques et

antisymétriques a rigidité variable en fonction de nombre de couches est considérée.

La configuration classique de 1’arbre tournant (model de Zinberg et Symonds (1970)) est
considérée en composite stratifiée a 10 couches d’égales épaisseurs appuyées en les deux cotés.
La disposition des couches commence de l'intérieur et il y a dix couches avec quatre angles
d'orientation des fibres différentes, trois d’entre elles avec des fibres orientées & 90°, 45°, et -
45, six avec des fibres orientées & 0° et une avec des fibres orientées a 90° respectivement. 1l
est bien connu que les couches avec une rigidité plus élevée que les autres couches sont les
couches & une orientation des fibres de 0°, et puisque les fibres paraboliques proposées dans
cette étude ont une rigidité plus élevée que les fibres droites comme le montre dans 1’étude des

poutres CSRYV précédentes, on proposant de remplacer les fibres droites orientées a 0” par des
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fibres paraboliques [(Ty, T;)] , dans lesquelle I’angle T, est fixéa0" alors que I’angle T, varié de
-25'4 25’ et avec une augmentation du nombre de couches variables jusqu’a huit couches pour
atteindre a des arbres tournants a rigidité plus élevée que les arbres CSRC. On justifie cette

proposition par les résultats présentés dans les tableaux 6.16 a 6.17.

On constate que l'accroissant des cing premieres fréquences présentent dans les tableaux 6.30
a 6.32 sont assurées en faisant augmenter 1’angle d’orientation de fibre parabolique T; de -25°
a 25° et le nombre des couches des fibres paraboliques (T, T;)respectivement. Pour plus

précisément en vue I’analyse suivante :

- Le tableau 6.30 montre que les cinq premiéres fréquences de 1’arbre CSRV a 10
couches  contiennent  six  couches a des fibres  paraboliques
[90°/45°/—45"/+(T, T1)3/90°], sont augmentées lorsque I'angle d'orientation des
fibres T,est varié de 0" a -5 par 0.002%, 0.043%, 1.405%, 0.163%, 1.009%
respectivement, et diminué pour les autres valeurs.

- Dans le tableau 6.31 on augmente le nombre de couches des fibres paraboliques a
huit couches antisymétriques et symétrique[90°/45°/—45"/+(T,, T1)4/90°],[90°/45°/
—45°/+(Ty, Ty ),5/90°] respectivement. On voit que les cing premieres fréquences
sont augmentées en faisant augmenter lorsque I'angle d'orientation des fibres T; est
varié de 0" a -15 et le nombre de couches paraboliques a 8 par, 0.021%, 0.363%,
11.9%, 1.512%, et 8.715%.

- le dernier exemple présenté dans le tableau 6.32, on augmente le nombre de couches
des fibres paraboliques a 10 couches antisymétriques et symétriques[90°/45°/—45"/
+(To, T1)5/90°],[90°/45° /=45 / (+(To, T1) = (To, T1) = (To, T1) + (T, T1) = {To, T1))s/
90°] respectivement. On constate que les cing premiers fréquences sont augmentées
en faisant augmenter lorsque l'angle d'orientation des fibres T; est variés de 0° a -
15" et le nombre de couches paraboliques & 10par, 0.163%, 0.661%, 13.347%,
1.958%, et 9.814%.

Les tableaux 6.30 & 6.32 montrent clairement que I’augmentation du nombre de couches et
I’angle d’orientation des fibres T, produit une variation de la rigidité vers les valeurs de
fréquences dans les cas de rigidité variable par rapport aux autres valeurs constatées a rigidité

constante (lorsque I’angleT,=T; Vvoir les tableaux 6.30 a 6.32).
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Tableau 6.30 Trois premiers fréquences naturelles d’un arbre tournant CSRV antisymétrique et symeétrique a 10 couches avec les conditions aux limites: A-A, T, = 0, Q2 =0

stratifiée T,
mode -25° -20° -15° -10° -5 0° 5° 10° 15° 20° 25°

[90°/45° /—45° 1 95.3414 95.8398 96.1112 96.2217 96.2436 96.2418 96.2436 96.2217 96.1112 95.8398 95.3414

/£(To, T1)3/90°] 2 3425297  345.4076  346.7720  347.0668  346.8624  346.7137  346.8624  347.0668  346.7720 3454076  342.5297

3 520.9290  489.7170  460.8993  436.7816  420.3287  414.4224  420.3287  436.7816  460.8993  489.7170  520.9290

4 688.6693  689.6693  687.8541  684.9843 6822751  681.1613  682.2751  684.9843  687.8541  689.6693  688.6693

5 975.9999  975.2688  894.5831  860.6996  837.2957  828.8448  837.2957  860.6996  894.5831 9752688  975.9999

[90°/45° /—45"/ 1 95.1138 96.6797 96.0127 96.1743 96.2311 96.2418 96.2311 96.1743 96.0127 96.6797 95.1138

/(+(To, Ty) 3411139 3443692  346.1107  346.7403  346.7747  346.7137  346.7747  346.7403  346.1107  344.3692  341.1139
—(To, T1), +(To, T1))

/90°] 3 520.0356  488.9575  460.3294  436.4582  420.2328  414.4224  420.2328  436.4582  460.3294  488.9575  520.0356

4 686.1554  687.5415  686.6101  684.3554  682.1032  681.1613  682.1032  684.3554  686.6101  687.5415  686.1554

5 969.1323  929.3564  891.4726  859.1540  836.8757  828.8448  836.8757  859.1540  891.4726  929.3564  969.1323
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Tableau 6.31 Cing premiéres fréquences naturelles d’un arbre tournant CSRV antisymétrique et symétrique a 14 couches avec les conditions aux limites: S-Sand T, = 0, Q2 =0

stratifié T,
mode  _ps° -20° -15° —-10° -5 0° 5° 10° 15° 20° 25°
[00°/45° /—45"/ 1 98.5196 98.9968 99.2175 99.2609 99.2228 99.1965 99.2228 99.2609 99.2175 98.9968 98.5196
/E(To, T1)a/90°] 2 3506413  353.2468  354.1646  353.9121  353.2251  352.8784 3532251 3539121 3541646  353.2468  350.6413
3 5137084  479.1256  446.8779 4195251  400.5765  393.6986  400.5765  419.5251  446.8779  479.1256  513.7084
4 699.2229 6984144 6950431  690.3685  686.2174 6845363  686.2174  690.3685  695.0431  698.4144  699.2229
5  953.0353  906.8988 8625739  824.1824  797.2377  787.3971  797.2377  824.1824 8625739  906.8988  953.0353
[90°/45°/—45"/ 1 98.5196 98.9968 99.2175 99.2609 99.2228  99.1965 99.2228  99.2609 99.2175 98.9968 98.5196
[H(ToT2s/90] 5 3506414 3532460 3541646 3539121 3532251 3528784 3532251 3539121 3541646 3532460  350.6414
3 5137085  479.1256  446.8779 4005251  400.5765  393.6986  400.5765  400.5251  446.8779  479.1256  513.7085
4 699.2229  698.4144  695.0431  690.3685  686.2175  684.5363  686.2175  690.3685  695.0431  698.4144  699.2229
5  953.0355  906.8990 8625740  824.1824  797.2377  787.3971  797.2377  824.1824 8625740  906.8990  953.0355
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Tableau 6.32 Cing premicéres fréquences naturelles d’un arbre tournant CSRV antisymétrique et symétrique a 16 couches avec les conditions aux limites: A-AetT, = 0,Q =0

stratifiée T,
mode -25° -20° -15° —-10° —5° 0° 5° 10° 15° 20° 25°

[00°/45° /—45"/ 1 100.6997  101.1513  101.3224  101.3022  101.2069  101.1568  101.2069  101.3022  101.3224  101.1513  100.6997
/£(To, T1)s/90] 2 355.8518  358.1994  358.7243 357.9932  356.8771  356.3518  356.8771  357.9932  358.7243 358.1994  355.8518

3 508.2422  471.2426 4365175  406.7642 3859004  378.2576  385.9004  406.7642 4365175  471.2426  508.2422

4 705.4184  703.3037  698.4763  692.3195  686.9633  684.8009  686.9633  692.3195  698.4763  703.3037  705.4184

5 0357350  886.4924  838.8358  797.1089  767.4494 7565152  767.4494  797.1089  838.8358  886.4924  935.7350
[90°/45° /—45°/ 1 100.5832  101.0677  101.2698  101.2763  101.1999  101.1568  101.1999  101.2763  101.2698  101.0677  100.5832
/_ (ZFT(TOT'T;)_ T 355.1666 ~ 357.6869  358.3900  357.8237  356.8305  356.3518  356.8305  357.8237  358.3900  357.6869  355.1666
+(TZ:T1) v 3 507.8905  470.9246  436.2683  406.6153  385.8541  378.2576  385.8541  406.6153  436.2683  470.9246  507.8905
—(To, T1))s/90’]

4 7042549 7024102  697.8773  692.0082  686.8761  684.8009  686.8761  692.0082  697.8773  702.4102  704.2549

5 032.8522  884.3897  837.4694  796.4084  767.2534  756.5152  767.2534  796.4084  837.4694  884.3897  932.8522
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V1.5.2.2 Influence de I’effet gyroscopique

Afin de montrer I'effet de la vitesse de rotation sur la premiere fréquence naturelle fondamentale
de I'arbre tournant composite a rigidité variable, un arbre d'entrainement cylindrique circulaire
tournant CSRV avec deux, trois et quatre antisymétriques et symétriques couches d'épaisseur
égale est consideéré. les couches sont orientées de la surface intérieure vers la surface extérieure
du cylindre comme:[+(T, T1)], [+(To, T1), —{To, T1), (T, T1)], [£(To, T1)-], et[£(To, T1)s]. LeS
propriétés géomeétriques mécaniques et physiques pour I’arbre considéré sont : la longueur, 1
m; rayon moyen, 0,05 m; épaisseur totale, 4 mm. Le matériau utilisé c’est le carbone-époxyde
et leurs propriétés sont données dans le tableau 6.1. Les résultats sont illustrés sous forme de

diagrammes de Campbell.
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Figure 6.30 Diagramme de Campbell de premier  fréquence d’un arbre tournant CSRV
[+(T,, T)]simplement-appuyée en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.32 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant
CSRV[%(Ty, T, )-], simplement-appuyée en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.33 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant
CSRV[+(T,, T1)s], simplement-appuyée en fonction de la vitesse de rotation.

Les figures 6.30 a 6.33montrent I'influence de la vitesse de rotation sur les fréquences propres
d’un arbre tournant composite stratifiée a rigidité variable. Dans les cas ou nous avons les
stratifications :  [+(Ty, T1)],[+(To, T1), =T, T1),{To, T1)], [£(To,T1)2], et [£(To, T1)s].- On
remarque que pour chaque vitesse de rotation, il existe deux fréquences, il y a des valeurs
croissantes en fonction de la vitesse de rotation appelées modes en précession directe ; et
d'autres décroissantes appelées modes rétrogrades. Ce phénomene est provoqué par l'effet
gyroscopique. En effet, on remarque qu’il existe une augmentation proportionnelle entre la
fréquence et la variation de 1’angle T; (T, variés de 0 et 25°). Une observation plus détaillée
est faite dans chaque figure. La figure 6.29, par 3.832% pour le premier mode en précession
directe (F) et par 4.915% pour le premier mode rétrograde (B).De méme que la figure 6.30,par
3.351% pour le premier mode en précession directe (F) et par 4.186% pour le premier mode
rétrograde (B).Dans la figure 6.31 et 6.32 (configuration antisymétrique et symétrique), le
premier mode en précession directe (F) par 3.838%, 3.839 et pour le premier mode rétrograde
(B) par 4.922% et 4.920% respectivement.
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V1.5.2.3 Influence de I’ordre d’empilement

Dans cette section, 1’analyse du comportement Vvibratoire des arbres tournants CSRV soumise
a différentes d’ordre d’empilement. Les stratifications des arbres tournants utilisés pour I'étude
dans cette section sont identiques que les stratifications données dans les exemples précedents
(voir les figures 6.14 a 6.17) ainsi que le matériau utilisé. Les résultats obtenus sont présentés

dans les diagrammes de Campbell.
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Figure 6.34 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV simplement-
appuyée pour différents d’ordre d’empilement en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.35 Diagramme de Campbell de la deuxiéme fréquence d’un arbre tournant CSRV simplement-
appuvée pour différents d’ordre d’empilement en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.36 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV symétrique
simplement-appuyée pour différents d’ordre d’empilement en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.37 Diagramme de Campbell de la deuxiéme fréquence d’un arbre tournant CSRV symétrique
simplement-appuyeée pour différents d’ordre d’empilement en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.38 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV antisymétrique
simplement-appuyée pour différents d’ordre d’empilement en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.39 Diagramme de Campbell de la deuxiéme fréquence d’un arbre tournant CSRV antisymétrique
simplement-appuyée pour différents d’ordre d’empilement en fonction de la vitesse de rotation.

Les figures 6.34 a 6.39 donnent respectivement la variation de la premiére et la deuxieme
fréquence fondamentale d’un arbre tournant composite stratifié a rigidité variable et constante
en fonction du la variation de vitesse de rotation pour différents ordre d’empilement. On voit
bien I’intérét d’utiliser les matériaux composites a rigidité variable au lieu des matériaux
composite a rigidité constante. Pour un exemple (la figure 6.34), les résultats trouvés montrent
une augmentation de la mode de précision directe, qui est égale a 428.1309, 430.4296,
432.7271, 435.0231 dans le cas de la rigidité variable que 424.5587, 426.6276, 428.6849,
430.7297 a rigidité constante. Ainsi que pour le mode retrograde, les résultats trouvés montrent
une petit augmentation de la mode retrograde qui est égale a 399.7989, 430.402.2359, 404.6732,
407.1104 dans le cas de la rigidité variable que 399.0304, 401.2950, 403.5501, 405.7949a
rigidité constante. La méme remarque a €té constate pour les figures 6.34 a 6.38. En plus, on
remarque que les fréquences de tous les figures sont diminuées, cette diminution est due
essentiellement a deux facteurs: module d’élasticité (le passe de la position de 1'angle
d'orientation des fibres de la couche externe passe de (0, T;) a45 ou 90°) et I’orientation des

couches (symetrique et antisymétrique).
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On constate que, lorsque 1’arbre tournant perd sa rigidité avec le passe de la position de 1'angle
d'orientation des fibres de la couche externe passe de (0,T;) & 45 ou 90°, ou sous 1’effet

gyroscopique, on peut remédier par I'orientation des fibres.
V1.5.2.4 Influence des conditions aux limites

L’influence des conditions aux limites sur les fréquences fondamentales d’un arbre tournant
CSRV donnent dans les figures 6.40 a 6.43. Un arbre tournant stratifié composite a rigidité
variable a 04 couches d’épaisseur e€gales est considéréees. Les stratifications a rigidité variable
considérées sont :[+(To, Ty)], [+(To, T1)/—(To, T1)/+(To, T)).[£(To, T1)]s, [£(To, T1)]2, dans
laquelle I’angle Tyest fixé a 0° alors que I’angle T;est variable de —25a 25"avec un incrément de
5°. Les propriétés mécaniques sont celles du tableau (6.21 a 6.24). Les conditions a limites
utilisées sont celles des tableaux (6.20 & 6.23).

Les figures 6.40 a 6.43 montrent que la premiere fréquence de l'arbre tournant CSRV est
influencée par l'effet des conditions aux limites, dans lequel est augmenté lorsque l'arbre
soumise aux conditions aux limites E-E, A-A, et E-A. Par contre la condition a la limite E-L

présente une nette diminution de la fréquence, qui se traduit par une trés faible de la rigidité

pour l'arbre.
200 « . < « < ——3—3— 3
600 - » . - ‘ < < . * . * 1B A-A
> g 5 2 2 > > > > > 1F A-A
500 —=— 1B E-L
o g o o e o & ——e ———6 o —~1FE-L
< —— 1B E-E
£ 7 —«1FE-E
S —+ 1BE-A
3007 —+— 1F E-A
200
- x X X X ¥ Y —Y
100 -

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 1000011000
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Figure 6.40 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV [+(T,, T )], pour
différents conditions aux limites en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.41 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV [4+(Ty, T;)/
—(Ty, T,)/+(Ty, T, )], pour différents conditions aux limites en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.42 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV [+(T, T1)]-,
pour différents conditions aux limites en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.43 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV [+(T, Ty )]s, pour

différents conditions aux limites en fonction de la vitesse de rotation.

V1.5.2.5 Influence des rapports L/D, e/D

Premicrement, les résultats de la premiére fréquence fondamentale d’un arbre tournant CSRV
soumise a I’influence des rapports diamétres L/D sont illustrés dans les figures (6.44 a 6.47)
suivantes. On considere que la poutre utilise prend les mémes propriétés géométriques et
physiques comme I’exemple précédent. Cing rapports diamétres L/D=10, 20, 30, 40, et 50

respectivement sont considérés.

Les diagrammes de Campbell obtenus dans les figures 6.44 a 6.47 montrent que la fréquence
fondamentale est diminuée lorsque le rapport L/D variés de 10 jusqu'a 50 pour différents types
de stratifications. Cette diminution est due a la longueur de I’arbre qui devient plus grand en
raison de l'augmentation de rapport, d’ou de la diminution de la fréquence qui produit une

rigidité plus faible pour I’arbre.

En suit, les résultats suivants concernant les diagrammes de Campbell de la premiére fréquence
fondamentale de I’arbre tournant CSRV pour différents rapport d’épaisseur. En gardé le méme
exemple précédent avec différents rapports d’épaisseur, dans lequel le rapport e/D varié de 0.02
a 0.08 m. Les résultats sont donnent dans les figures 6.48 a 6.51 pour les quatre configurations
respectivement.
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Figure 6.44 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV [+(T,, T1)],

pour différents rapports de diamétres en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.45 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV
[+(TO) Tl ), _<T0, Tl ), +<TO) Tl)]; pour
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Figure 6.46 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV [+(T}, T;)]2, pour
différents rapports de diamétres en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.47 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV [£(Ty, T; )]s,
pour différents rapports de diamétres en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.48 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV [+(T, T4 )], pour
différents rapports d’épaisseur en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.49 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV[+(Ty, T;) —
(To, T1) + (T, T1)],pour différents rapports de diamétres en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.50 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV [+(Ty, T1)]5,
pour différents rapports d’épaisseur en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.51 Diagramme de Campbell de la premier fréquence d’un arbre tournant CSRV [+(T,, T )]s, pour
différents rapports d’épaisseur en fonction de la vitesse de rotation.
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D’apres les figures 6.48 a 6.51, on voit bien que la variation de la fréquence fondamentale de
I’arbre tournant CSRV est trés petite malgré la variation du rapport e/D. Cette légére
augmentation est normale puisque I'arbre est mince, par conséquent I'effet de rapport devient

moins important pour des valeurs de fréquences de I'arbre.
V1.5.2.6 Influence de type de matériau

Les figures 6.52 a 6.55 illustrent la variation de la fréquence fondamentale de I’arbre tournant
en fonction des différents matériaux. Les propriétés géométriques et physiques de I’arbre
utilisés dans cette exemple sont les mémes avec 1’exemple précédent mais avec différents
matériaux. Les propriétés mecaniques des matériaux utilisés dans les exemples suivant sont
données dans le tableau 6.1. On constate bien que I’influence des propriétés mécaniques sur la
fréquence fondamentale de I’arbre tournant CSRV est plus importante pour des valeurs tres
¢levées des modules d’¢élasticités E1 et E> dans les cas d’utilisation des matériaux Carbone-
époxyde, Graphite-époxyde, Bore-époxyde que le Verre-époxyde. Cela est logique puisque les
propriétés mécaniques de ce dernier sont plus petites que les autres. En outre, l'effet de larigidité
variable devient plus important pour des valeurs de matériau carbone -époxyde, s'explique que

les fibres en carbone-époxyde produite une rigidité maximal par rapport aux les autres types.
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Figure 6.52 Diagramme de Campbell de la premiére fréquence d’un arbre tournant CSRV [+(Ty, T4 )], pour

différents matériaux en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.53 Diagramme de Campbell de la premiére fréquence d’un arbre tournant CSRV
[+(Ty, Ty ), —(Ty, T1), +{T, T1 )], pour différents matériaux en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.54 Diagramme de Campbell de la premiere fréquence d’un arbre tournant CSRV[£(Ty, Ty )]s,
pour différents matériaux en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.55 Diagramme de Campbell de la premiére fréquence d’un arbre tournant CSRV[+(T}, T; )], pour

différents matériaux en fonction de la vitesse de rotation.

IV-5.2.7 Influence de matériau composite a rigidité variable sur les vitesses

critiques

La partie la plus importante dans 1’étude des machines tournantes c’est la phase des vitesses
critiques, en l'absence des cas traités de la prédiction des vitesses critiques des arbres tournants
en stratifiés composites a rigidité variable, les tableaux suivants sont occupés cette écart. Les
arbres traités dans I’exemple précédent sont ceux utilisées dans 1’exemple suivant. Les résultats
de la premiere vitesse critique de 1’arbre tournant dans les quatre cas étudiés avec variation de

I’orientation de fibre parabolique (T, T;) sont présentés dans le tableau 6.33.

Les résultats obtenus dans le tableau 6.33 montrent que les vitesses critiques sont augmentées
avec I’augmentation de ’angle d’orientation[(T,, T;)]. Pour plus de précisément, la premiére
vitesse  critique des quatre configurations  ([£(To, T1)], [+(To, T1)/—(To, T1)/
+(To, T[T, Ti)]s, [£(To, T1)]2)est augmentéedans laquelle T, varie de 0" a 25  par
4.195%, 3.723%, 4.2% et 4.201% resepectivement.
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Tableau 6.33 Premicre vitesse critique d’un arbre tournant CSRV avec les conditions aux limites A-A en carbone-
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époxyde, L=1m,D=0.1m, e =8mm, 2, 3 et 4 couches d’épaisseur égale, kg = 0.5 .

stratifiée [£(To, T1)] +(To, T1), =T, Ty [£(T0, T1)]> [+(To, T1)]s
»H(To, Ty)
Ty T, 1°" vitesse critique
—-25° 26639.2573 26508.7928 26640.6809 26641.1552
-20 26464.7948 26367.2148 26465.8602 26466.2151
—-15° 26191.9484 26127.4934 26192.6534 26192.8883
-10° 25881.0011 25847.6066 25881.3667 25881.4885
-5 25623.6458 25614.2856 25623.7486 25623.7829
0 0’ 25521.8386 25521.8386 25521.8386 25521.8386
5 25623.6458 25614.2856 25623.7486 25623.7829
10° 25881.0011 25847.6066 25881.3667 25881.4885
15° 26191.9484 26127.4934 26192.6534 26192.8883
20° 26464.7948 26367.2148 26465.8602 26466.2151
25° 26639.2573 26508.7928 26640.6809 26641.1552

Dans le deuxieme exemple, un arbre d’entrainement circulaire cylindrique en composite a
rigidité variable & 12 et 14 couches de méme épaisseur, les couches étant orientées de I’intérieur
vers ’extérieur. Surface extérieure du cylindre en tant que:[90,45, —45, +(T,, T1 ), 90]. Les

propriétés physiques et géométriques de 1’arbre sont énumérées dans le tableau 6.34.

Le tableau 6 .34 montre que I’augmentation des vitesses critiques de I’arbre tournant est
Iégerement avec la variation d’orientation et de nombre couches des fibres paraboliques, dans
laquelle la vitesse critique est augmentée par 5936.4075, 5936.4077, 6062.5578, et 6059.4134
pour T; varies de -15 ou 15" que 5935.6577, 5935.6577, 6053.2555, 6053.2555pourT; = 0.

Dans le dernier exemple (tableau 6.35), I’arbre prend la configuration suivante : composite a
rigidité variable a 12 couches de méme épaisseur, les couches étant orientées de I’intérieur vers
I’extérieur. Surface extérieure du cylindre en tant que : [+(T,, T;1)3s], dans lequel I'angle

parabolique d'orientation des fibres T, fixé a 0" et T; varie de 10°, 20° et 30" respectivement.
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Les mémes propriétés physiques et geométriques de I’arbre de 1’exemple précédent sont
utilisées avec matériau différent (carbone-époxyde).

Tableau 6.34 Premiére vitesse critique d’un arbre tournant CSRV avec les conditions aux limites A-A en Bore-
époxyde, L =2.47m, D =12.69 cm, e = 1.321mm, 12 et 14 couches d’épaisseur égale, k; = 0.503.

stratifiée [90°/45°/—45"/ [90°/45°/—45°/ [90°/45°/—45°/  [90°/45°/—45"/
/£(T0,T1)4/90°] /£(T0, T1)25/90°] /Ty, T1)s/90°]  /(+(To, T1)
- <T0!T1) - (T01T1>
+ (To, T1)
—(To, T1))s/90°]

T T, 1°" vitesse critique
—25° 5894.1188 5894.1193 6024.6700 6017.7047
-20° 5922.9306 5922.9309 6051.9966 6046.9998
-15° 5936.4075 5936.4077 6062.5578 6059.4134
-10° 5939.2561 5939.2562 6061.6471 6060.0995
-5 5937.1664 5937.1664 6056.1684 6055.7512
0’ 0’ 5935.6577 5935.6577 6053.2555 6053.2555
5 5937.1664 5937.1664 6056.1684 6055.7512
10° 5939.2561 5939.2562 6061.6471 6060.0995
15° 5936.4075 5936.4077 6062.5578 6059.4134
20° 5922.9306 5922.9309 6051.9966 6046.9998
25° 5894.1188 5894.1193 6024.6700 6017.7047

Les résultats présentés dans le tableau 6.35 montrent que la premicre vitesse critique de 1’arbre
est aussi augmentée pour T; varie de 10 a 30 par 6655, 6730 et 6684 pour les trois stratifications
respectivement. I’intérét d’utiliser les matériaux composites a rigidité variable au lieu des
matériaux composites a rigidité constante est clairement constate que les vitesses critiques sont

augmentées et par conséquence la rigidité des arbres devient plus elvée.
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Tableau 6.35 Premiére vitesse critique d’un arbre tournant CSRV avec les conditions aux limites A-A en carbone-époxyde, L
=1m,D=0.1m,e=8mm, 12 couches d’épaisseur égale,k; = 0.5.

L’arbre 1 2 3
Ordre [£<0°,0°>]3  [£<0%,10">]3s  [£< 0,0  >]3s  [£<07,20" >]35 [£<0°,0" >]3s  [£<0°,30° >3
d’empilement
1" mode de ws; Hz 109.8722 111.1751 109.8722 112.4594 109.8722 111.7185
flexion
wgy Hz 109.6245 110.9086 109.6245 112.1635 109.6245 111.4044
wrp Hz 110.1200 111.4419 110.1200 112.7557 110.1200 112.0332
2™ modede wg, Hz 358.2861 366.674 358.2861 375.2568 358.2861 372.8989
flexion
wg, Hz 357.8446 366.1659 357.8446 374.6240 357.8446 372.1537
wp, Hz 358.7265 367.1809 358.7265 375.8886 358.7265 373.6435
3™ modede wg Hz 646.1321 669.3743 646.1321 704.8464 646.1321 726.6979
flexion
wgz Hz 645.7191 668.8692 645.7191 704.1245 645.7191 725.7097
wpz Hz 646.7435 669.8776 646.7435 705.5659 646.7435 727.6834
1°" vitesse rpm 6577 6655 6577 6730 6577 6684
critique

VI1.5.2.8 Influence des propriétés des paliers sur les fréquences d’un arbre tournant en
CSRV

On commence par une étude de validation d’un arbre tournant en carbone-époxyde a rigidité
constante monté sur des paliers élastiques isotropes en cas stationnaire. La stratifié de I’arbre
est constitué huit couches de méme épaisseur. Les couches étant orientées de I’intérieur vers
I’extérieur de surface de I’arbre en tant que: [90,0,90,45,90,45,0,90]. Les caractéristiques

mécaniques et géométriques de I’arbre et des deux paliers sont :

- Arbre:L=12m,R, =0.048m,e = 0.008m, K, = 0.5.
- Palier isotrope/symétrique : K,, = Ky, = 1.10 7 N/m.Les résultats présentés dans le
tableau 6.36.

Tableau 6.36 Comparaison des fréquences naturelles d’une poutre CSRC monté sur des paliers

élastiques.
Méthode Mode
1 2 3 7 4 10
Ben arab et al. (2020) 181 505 833 886 1317 1778
Présente IGA 180.957 502.541 828.574 885.328 1301.000 1771.000

Comme la montre le tableau 6.36, les solutions obtenues par le modéle développée dans cette

étude concorde bien avec celle de Ben arab et al. (2020).
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Pour analyser l'influence combinée de l'orientation des fibres (T,,T;) et des propriétés des
paliers élastiques sur les fréquences propres, un arbre tournant en carbone- époxyde bi-appuyeé
sur des paliers élastiques en fonction de la vitesse de rotations pour différents orientations des
fibres est considérée. Les propriétés mécaniques de matériau utilisé sont présentées dans le
tableau 7.1. nous proposons la méme configuration de 1I’exemple précedent sauf que les fibres
droites orientées a 0’ sont remplacer par des fibres paraboliques(T,, T;), dans lesquelles I’angle
T,fixé a 0" alors que I’angleT; varié de 0°, 10°et 15°: [90, (T,, T1), 90,45,90,45,(T,, T; ), 90].

L’¢étude du cas porte sur :

= Deux types de palier : palier isotrope/symétrique et anisotrope/dissymétrique.
* Deux type de I’orientation des fibres droites (CSRC) et paraboliques (CSRV).

V1.5.2.8.1 Palier isotrope/symétrique

Les figures 6.56-6.57 donnent la variation de deux premieres fréquences de flexion de
I’arbre carbone- époxyde a rigidité variable bi-appuyé sur des paliers isotrope/symétrique
en fonction de la vitesse de rotation. A travers ces exemples, on résulte que les fréquences
augmentent avec 1’augmentation des raideurs des paliers ainsi que I’orientation des fibres

paraboliques, ce que signifié que la rigidité de I’arbre augmente.
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Figure 6.56 Premiere fréquence de flexion de I’arbre tournant en CSRV bi-appuye sur des
paliers isotrope/symétriques pour différentes raideurs en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.57 Deuxiéme fréquence de flexion de I’arbre tournant en CSRV bi-appuye sur des paliers
isotrope/symeétriques pour différentes raideurs en fonction de la vitesse de rotation.

0

V1.5.2.8.2 Palier anisotrope/dissymétrique

Les méme exemples précédents sont etudiées avec des paliers anisotrope/dissymétrique (les
raideurs des paliers sont différentes dans les directions des axes orthogonaux a 1’axe de

rotation).

Les caractéristiques mécaniques des deux paliers sont : K,, = 1.107 Ky, = 1.10 8N/m. Les

figures 6.58-6.59 donnent la variation de deux premiéres fréquences de flexion de ’arbre
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carbone- époxyde a rigidité variable bi-appuyé sur des paliers anisotrope/dissymétrique en

fonction de la vitesse de rotation.

On observe que les valeurs des modes directes et indirectes de 1’arbre avec des paliers
anisotrope/dissymétrique présentent des valeurs différentes a la valeur zéro de la vitesse de
rotation par rapport a celles dans des paliers isotrope/symétrique (les fréquences des modes
directes et indirectes sont identiques dans le cas stationnaire).

A travers ca, les vitesses critiques sont différentes dans les directions orthogonal de I'axe de
rotation a celles de palier isotrope/ symétrique. Un tel comportement s'explique par le fait que
plus la raideur de palier dans une direction orthogonal de I'axe de rotation de l'arbre et
I’orientation des fibres est important, plus elles contribuent a la rigidité de l'arbre et, par
conséquent, plus les fréquences propres et les vitesses critiques sont élevées pour les deux

directions principales.
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Figure 6.58 Premier fréquence de flexion de I’arbre tournant en CSRV bi-appuyé sur des paliers
anisotrope/dissymétriques en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.59 Deuxiéme fréquence de flexion de 1’arbre tournant en CSRV bi-appuyé sur des paliers
anisotrope/dissymétriques en fonction de la vitesse de rotation.

V1.5.2.8.3 Influence de I’amortissement des paliers sur les fréquences d’un arbre
tournant en CSRV

On considérant maintenant les paliers isotropes avec amortissement externe, les figures 6.60-
6.63 qui suivent donnent la variation des deux premieres fréquences de flexion de I’arbre
carbone- époxyde a rigidité variable bi-appuyé sur des paliers isotrope/symétrique amorties en
fonction de la vitesse de rotation. Différents coefficients d’amortissement sont considérées pour
trois types de configurations: deux a rigidité variable et une a rigidité constante comme

I'exemple précédent.

Les caractéristiques mécaniques d’amortissement sont : C,, = 1.10 2 Cyy, = 1.10 2N /mpour le

premier caset C,, = 1.10* Cyy = 1.10 *N/m pour le deuxiéme cas.

Ces figures montrent I’influence de I’amortissement externe sur les fréquences de flexion de
I’arbre. On remarque que les fréquences diminuent au fur et a mesure que le coefficient

d’amortissement augmente, c'est-a-dire que la rigidité de ’arbre diminué. En effet, on remarque

aussi qu’il existe une variation proportionnelle entre 1’ orientation de fibre et la fréquence propre
malgré qu’il existe un amortissement externe. Cela signifie que 1’arbre tournant CSRV bi-
appuyé sur palier amortie est plus rigide que 1’arbre tournant pour certain valeur de 1’angle

d’orientation de fibre, lorsque 1’arbre perd de rigidité avec I’amortissement externe.
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Figure 6.60 Premier fréquence de flexion de 1’arbre tournant en CSRV bi-appuyé sur des paliers
isotrope/symétriques avec amortissement externe C,, = Cyy = 1.10 2N /m en fonction de la
vitesse de rotation.
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Figure 6.61 Deuxiéme fréquence de flexion de ’arbre tournant en CSRV bi-appuyé sur des paliers

isotrope/symétriques avec amortissement externe C,, = Cyy = 1.10 2N /m en fonction de la vitesse
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Figure 6.62 Premiére fréquence de flexion de I’arbre tournant en CSRV bi-appuyé sur des paliers
isotrope/symétriques avec amortissement externe C,, = Cyy = 1.10 *N/m en fonction de la vitesse

de rotation.
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Figure 6.63 Deuxiéme fréquence de flexion de I’arbre tournant en CSRV bi-appuyé sur
des paliers isotrope/symétriques avec amortissement externe C,, = Cyy = 1.10*N/m
en fonction de la vitesse de rotation.
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IVV-6 Rotor composite a rigidité constante

1V-6.1 Validation

Dans I'exemple suivant, les fréquences, le diagramme de Campbell d'un systéme rotor CSRV
sont détermines. En début, une étude de validation est faite pour le cas d’un rotor en CSRC. Le
stratifié de 1’arbre est composé 10 couches de méme épaisseur, les couches étant orientées de
I’intérieur vers ’extérieur comme suit : [900,450,—450, 006,900]. Le systéme du rotor est
composé en trois composantes (arbre+ disque+ palier), dans laquelle I'arbre composite est fixé
en son centre a un disque rigide d'épaisseur uniforme et il est supporté aux extrémités par deux
paliers identiques. Les caractéristiques mecaniques et géométriques de rotor sont données dans
le tableau (6.37).
Tableau 6.37 Les caractéristiques mécaniques et geométriques de rotor.

Arbre
Longueur (m) Diametre intérieur (m) | Diamétre extérieur (m) Facteur de
correction de
cisaillement kg
0.72 0.028 0.048 0.56
Disque
Moment d’inertie massique | Moment d’inertie diamétrale Moment d’inertie polaire
In(Kg) Ig(Kgm?) I,(Kg m?)
2.4364 0.1901 0.3778
Palier
K, (107 N m) K,,(107 N m) Cyy (102 N s/m) Cyy (102 N s/m)
1.75 1.75 5.0 5.0

La premiére fréquence est prédite par Chang et al. (2004), sur la base de la théorie de poutre de
Timoshenko. Ce modéle a été réalisé en deux cas : stationnaire et rotation. Dans le cas de
rotation en faisant tourner 1’arbre a vitesse de rotation d’environ 6000 tr / min. Le résultat
obtenu a l'aide du modéle IGA developpé est présenté dans le tableau 6.38 avec ceux des
littératures référenciés. Le résultat obtenu s'accorde bien avec la fréquence de I'arbre déterminé

par Chang et al. (2004). Ce résultat est également en bon accord avec les résultats de
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Almusimani et al. (2013) qui sont utilisant la théorie des poutres de Timoshenko en

combinaison avec la méthode d’éléments finis conventionnel hermitien.

Tableau 6.38 Cing premieres fréquences de rotor CSRC en fonction de la variation de la vitesse de
rotation.

Mode Le model présente AL Muslmani et al. Chang et al. (2004)
(2013)
0 tr/mn 6000 0 tr/mn 6000 tr/mn 6000 tr/mn
tr/mn

1B 904.02 903.671 909 909 902.867
1F 904.02 904.369 909 910 903.566
2B 1300.890  826.129 1311 835 826.702
2F 7788.206 2047.427 1311 2057 2048.076
3B 7788.206  7776.862 7779 7767 7841.506
3F 7788.206  7803.496 7779 7794 7868.068
4B 8145.965 8144.502 8149 8148 8215.352
4F 8145.965 8147.427 8149 8151 8218.171
5B 16153.177 16140.495 16205 16192 16305.428
SF 16153.177 16166.032 16205 16217 16332.143

Dans le deuxiéme test, la premiére fréquence du rotor est prédite par Pereira et Silveira (2002),
Sino et al. (2008), et Ben arab et al. (2017-2018), Kwangchol et al. (2019), dans laquelle I'arbre
composite est fixé en deux positions a deux disques rigide d'épaisseur uniforme et il est

supporté aux extrémités par deux paliers identiques (voir Figure 6.64).
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Figure 6.64 Arbre composite avec deux disques bi-appuyeés sur deux paliers élastiques.

= Arbre en carbone-époxyde : L = 1.2 m, R, = 0.048 m , e = 0.008 m, K, = 0.5.

= Disque:R; =0.048m, R, =0.15m,e = 0.05m

= Palier isotrope/symétrique: Kyy = 1.10 ’N/m, K,, = 1.10 '"N/m, K,,, = K,,, = 0 N/m.
Les propriétés mécaniques de matériau utilisé sont données dans le tableau 6.1. Les premiéres
fréquences propres déterminées par EMBT (2002), SHBT (2008), ESLT (2017-2018), SHBT

modifiée (2019) et la méthode proposée sont présentées dans le tableau 6.39.

Tableau 6.39 Comparaison de premiére fréquence calculée en utilisant différentes théories.

Angle d’orientation Fréquence (Hz)

Présente EMBT  SHBT  SHBT- ESLT ESLT"
[2002]  [2008] Modifiée [2017]  [2018]

[2019]
[+75]gs 17.48 16.88 16.88 - 1754  17.22
[90,, 45, 0] 4047 42.76 39.87 30.67 4062  42.20
[90,0, 90,45, 90, 45,0,90] 4065  42.76 40.08 30.81 4079  42.41
[90, 45,0,] 49.19 52.37 50.71 5057  49.37  51.79
[0,, 45,,90,,0,] 4924 5337 50.91 5077  49.42  51.83
[0,,90,45], 4935 5237 50.92 50.78 4953  51.96
[45,0,45,0,90,0,90,0] 49.46 5237 51.36 5123 4964  52.07

Le tableau 6.39 montre que les résultats obtenues sont comparés avec différents théories de la
littérature ; EMBT (2002), SHBT (2008), ESLT (2017-2018), SHBT-modifiée (2019) qui ont
utilisés la methode des éléments finis. Les résultats obtenues sont aux en tres bon accord avec

les solutions de la littérature pour les différentes théories. On a observé que la méthode actuelle
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esten trés bon accord avec les solutions obtenues par ben arab (2017-2018) par rapport a celles
dans les solutions d’EMBT (2002), SHBT (2008), et SHBT-Modifiée (2019). Ceci est di au
fait que la différence entre des différentes théories utilisées. L’avantage de ESLT permet de
prend en compte la séquence d'empilement, il convient a la configuration asymétrique des

arbres composites au contraire des théories de EMBT.
1V-6.2 Rotor composite a rigidité variable

1V-6.2.1 Influence de I’orientation de fibre sur les fréquences de rotor en CSRV

Le probléme traité concerne un rotor en composite a rigidité variable en mouvement de rotation.
Afin d’analyse l'influence combinée de l'orientation des fibres (T, T;) et des propriétés des
paliers élastiques sur les fréquences propres, I’exemple de rotor précédent est considérée. Les
propriétés mécaniques de matériau utilisé sont présentées dans le tableau 7.1. Six types de

stratifications a rigidité variable sont adoptées:

905,45, +(To, T1)s]s -
90, +(T,, Ty )s, 90, 45, 90, 45, +(T,, T, )s, 90].
0,45, +(To, T1)s, £(To, T1)sls-
*(To, T1)s, £(To, T1)s, 452,902, =(To, T1)s, £(To, T1)s].
+(To, T1)s, £(To, T1)s, 90, 45];.

[
[
[9
[
[
[45, +(To, Ty)s, 45, £(To, Ty )s, 90, +(To, Ty s, 90, £(To, Ty )s].

o g k0N E

Ou I’angle T, fixé aet ’angle T; varié de 0", 10", et 15",

Les tableaux 6.40-6.45 présentent respectivement les résultats de deux premiers fréquences
(FW : précision directe et BW : rétrograde) d’un rotor a rigidité variable avec les différents
stratifications cité précédent. Ces résultats sont déterminés en faisant tourner 1’arbre a vitesse

de rotation d’environ 5000 tr/min.

Tableau 6.40 Effet de I’angle d’orientation des fibres T;sur les deux premiéers fréquences
d’un rotor tournant autour d’une vitesse de rotation = 5000 tr/min, 1° stratification.

Mode T;

0 10 15
1B 52.215 52.688 52.509
1F 52.824 53.391 53.302
2B 140.917 147.769 152.108

2F 145.43 153.130 158.479
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Tableau 6.41 Effet de I’angle d’orientation des fibres T;sur les deux premiéers fréquences
d’un rotor tournant autour d’une vitesse de rotation Q = 5000 tr/min, 2™ stratification.

Mode T;

0 10 15
1B 52.263 52.514 52.253
1F 52.870 53.220 53.053
2B 141.007 147.334 151.477
2F 145.236 152.696 157.843

Tableau 6.42 Effet de I’angle d’orientation des fibres T;sur les deux premiéers fréquences
d’un rotor tournant autour d’une vitesse de rotation = 5000 tr/min, 3™ stratification.

Mode T

0 10 15
1B 53.552 54.710 54.862
1F 54.047 55.311 55.561
2B 139.516 149.787 156.066
2F 143.162 154.883 162.420

Tableau 6.43 Effet de I’angle d’orientation des fibres T;sur les deux premiéers fréquences
d’un rotor tournant autour d’une vitesse de rotation 0 = 5000 tr/min, 4™ stratification.

Mode T

0 10 15
1B 53.570 54.730 54.885
1F 54.064 55.331 55.582
2B 139.517 149.803 156.093
2F 143.159 154.895 162.445

Tableau 6.44 Effet de I’angle d’orientation des fibres T;sur les deux premiéers fréquences
d’un rotor tournant autour d’une vitesse de rotation Q = 5000 tr/min, 5™ stratification.

Mode T

0 10 15
1B 53.577 54.737 54.891
1F 54.070 55.337 55.588
2B 139.546 149.826 156.112
2F 143.191 154.921 162.466

Tableau 6.45 Effet de I’angle d’orientation des fibres T;sur les deux premiéers fréquences
d’un rotor tournant autour d’une vitesse de rotation 0 = 5000 tr/min, 6™ stratification.

Mode Ty

0 10 15
1B 53.538 54.738 54.910
1F 54.027 55.335 55.605
2B 139.159 149.641 156.038
2F 142.754 154.699 162.367
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En comparant les fréquences (FW : précision directe et BW : rétrograde) obtenus pour les six cas

de rotor, on peut constater les points suivants :

1-

Dans le cas d’un rotor CSRV, pour tous les cas indiquées dans les tableaux 6.40-6.45
les fréquences (FW : précision directe et BW : rétrograde) sont supérieur a celle
observées dans le cas d’un rotor CSRC (T, = T; =0).

Dans le cas de la stratifié N° 01, le mode de précision directe (F) est obtenue pour T,
varié de 0 a 10, et 15 (52.824, 53.391, et 53.302) et dans le cas de stratifié N°(2) est
donnée par (52.870, 53.220, et 53.053).

Dans le cas de la stratifié N° 03, lorsque on varie la position de la fibre parabolique
(T,, Ty)du rayon intérieur au rayon extérieuret pourT; de 0" & 10", et 15" le mode de
précision directe (F) est diminué pour T; varié de 0 a 10, et 15 (54.047, 55.311, et
55.561) par contre dans le cas de la stratifié (5) est augmenté par (54.070, 55.337, et
55.588).

Dans le cas de stratifié N° 04, le mode de précision directe (F) est augmenté pour T,
varié de 0 a 10, et 15 (54.064, 55.331, et 55.582) et la position de la fibre parabolique
(T,, T, )du rayon intérieur au rayon extérieur par rapport a celles dans le cas de stratifié
N°(6) est donnée par (54.027, 55.335, 55.605). la méme remarque est observée pour les
modes rétrogrades.

On constate que les modes de flexion sont également réduites par 1’effet de la variation
de la position de la couche variable(T,, T; ), par conséquence la rigidité de rotor dépende
de la position de couche d’orientation parabolique (T, T;)(on a démontré ca
précédemment). On voit bien donc le rotor peut étre compensé sa rigidité par la variation

de ’orientation de fibre.

IV-6.2.2 Influence des propriétés des paliers sur les fréquences de rotor en CSRV

1V-6.2.2.1 Palier isotrope/symétrique

La figure 6.65 donne les deux premiéres fréquences de flexion d’un rotor CSRV en Carbone-

époxyde bi-appuyé sur des paliers isotrope/symétrique en fonction de la variation de vitesse de

rotation. Le rotor utilisé en simulation est celle a I’exemple précédent avec le stratifié N° 03

avec les mémes propriétés géométriques et mécaniques. Les caractéristiques mécaniques des

paliers sont : Kyy = 1.10 ’N/m, K,, = 1.10 "N/m, K,, = K,,, = 0 N/m.
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Les diagrammes de Campbell associées aux troisieme stratifié sont présentes respectivement

sur la figure 6.65 et illustrent 1’intérét d’utiliser les fibres paraboliques comme parameétre

d’optimisation pour les fréquences naturelles.

Les différences entre le stratifi¢ a rigidité

constante et les deux autre stratifiées a rigidité variable est jusqu’a 0.976% pour les fréquences

du premier mode direct. On constate aussi que l'utilisation des fibres paraboliques peut

réduisent I'effet de la variation de la rigidité des paliers sur le comportement vibratoire du
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Figure 6.65 Diagramme de Campbell des deux premiéres fréquences d’un rotor en CSRV bi-
appuyé sur des paliers isotrope/symétriques en fonction de la vitesse de rotation.

1VV-6.2.2.2 Palier anisotrope/dissymétrique

Dans [D’exemple suivant nous présentons

anisotrope/dissymétrique sur les fréquences des modes directes et indirectes d’un rotor CSRV

les résultats de I’influence des paliers

en carbone-époxyde. Le rotor compose est celle a I’exemple précédent mais avec des paliers

anisotrope/dissymétrique. Les caractéristiques mécaniques des paliers sont : Kyy = 1.10 8N /m,

K, = 1.10’N/m, K, = K,,, = 0 N/m.
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Comme le montrent dans la figure 6.66, On remarque que le rotor dans le cas stationnaire (Q =
0)les fréquences des modes directes et indirectes sont séparées aux deux valeurs différentes
par rapport a celles dans des paliers isotrope/symétrique en raison de la différence entre la
rigidité des paliers dans les directions orthogonales. En plus, on constate que la rigidité du rotor
est élevée lorsqu’on augmente les deux paramétres : la raideur de palier dans une direction

orthogonal de 1'axe de rotation de l'arbre et I’orientation des fibres.
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Figure 6.66 Diagramme de Campbell des deux premiéres fréquences d’un rotor en CSRV bi-
appuyé sur des paliers anisotrope/symétriques en fonction de la vitesse de rotation.

1V-6.2.2.3 Influence de ’amortissement des paliers sur les fréquences de rotor en CSRV

Les figures (6.67-6.68) donnent les deux fréquences des modes direct et indirect d’un rotor
CSRYV sous I’effet d’amortissement externe. Le rotor composé des paliers isotropes/symétrique
amortie avec différents coefficients d’amortissement. Les caractéristiques mécaniques et

géomeétriques de rotor utilisé sont celle a I’exemple précédent.

Les caractéristiques mécaniques d’amortissement sont : C,, = 1.102 Cyy = 1.10 2N/mC,, =

1.10% Cyy = 1.10 *N/m.
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Les figures 6.67-6.68 sont bien montré que lorsque le coefficient de I’amortissement externe
augmente les deux fréquences des modes direct et indirect de rotor CSRC ont une diminution
supérieure au celle de rotor CSRV, s’explique que I’utilisation des fibres paraboliques au lieu

des fibres droites peut étre remédie I’effet d’amortissement externe.
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Figure 6.67 Diagramme de Campbell des deux premiéres fréquences d’un rotor en CSRV bi-
appuyé sur des paliers isotrope symétriques avec amortissement externe C,, = Cyy =
1.10 2N /men fonction de la vitesse de rotation.
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Figure 6.68 Diagramme de Campbell des deux premieres fréquences d’un rotor en CSRV
bi-appuyé sur des paliers isotrope symétriques avec amortissement externe C,, = Cyy =
1.10 *N/m en fonction de la vitesse de rotation.
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L’étude du comportement vibratoire des machines tournantes en stratifiées a rigidité

variable fait I’objet de 1’essentiel du travail traité dans cette thése [(arbre avec et sans disques)

sur paliers (rigides ou flexibles) amortis et non amortis]. Une étude théorique a permis la

détermination des équations de mouvement du systéme. La méthode d’analyse iso-géométrique

(IGA) en combinaison avec la théorie d’une seul couche équivalent (ESLT) a été a la fois

utilisée pour développer un nouvel élément iso-géométrique de poutre six degré par point de

contréle. Cet élément-IGA a permis d’étudier les vibrations libres du systéme en faisant varier

la vitesse de rotation, les conditions aux limites, les différents parametres géométriques, les

caractéristiques mécaniques, ainsi que 1’orientation des fibres. Cette étude nous a permis

d'aboutir aux conclusions suivantes :

Pour différents raffinements h, p et k, dans le cas stationnaire et en rotation, la
convergence de la solution est assurée en faisant augmenter le nombre d’éléments ou le
degré de fonction B-splines p. Les résultats sont en concordance avec les solutions
exactes dans le cas stationnaire et en rotation a rigidité constante.

Les fréquences fondamentales sont augmentées en faisant la variation d’orientation des
fibres paraboliques. Sur cette base, une étude paramétrique avec différents parametres
géomeétriques, caractéristiques mécaniques, d’orientation des fibres et conditions aux

limites sera abordée dans les cas stationnaire et en rotation.

Cette étude paramétrique permet de conclure les points suivants :

Les arbres tournants CSRV sont plus rigides que les arbres tournants CSRC, pour une
certaine valeur de I’angle d’orientation des fibres paraboliques, conditions aux limites
et type de stratifié et matériau choisie.

L'effet gyroscopique provoque un couplage des déplacements orthogonaux ce qui a pour
conséquence de séparer les fréquences propres en deux branches : mode en précession
directe et mode rétrograde.

La variation de la vitesse de rotation provoque une rigidification de ’arbre dans le cas
des modes en précession directe qui se traduit par une croissance de la fréquence avec

la vitesse de rotation.
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Les arbres tournants CSRV traversent plusieurs vitesses critiques en mode rétrograde.
L’effet de la variation de 1’angle d’orientation des fibres paraboliques a un effet
rigidifiant, la fréquence propre du systeme augmente avec la variation de ces fibres, par
conséquence aussi augmente les vitesses critiques des arbres tournants.
L’augmentation des rapports Longueur/diameétre, épaisseur/diametre engendre une
diminution des valeurs des fréquences et par conséquence les vitesses critiques de
I’arbre en CSRV diminuent et I’inverse est juste dans le cas du rapport du module
d’élasticité E1/E>.

L’effet des paliers élastiques est plus important dans le cas du palier
anisotrope/dissymétrique et moins significatif dans le cas du palier isotrope/ symétrique.
Pour les paliers a faible rigidité, I’augmentation de ’angle d’orientation des fibres
paraboliques augmente les fréquences et par conséquence augmente les vitesses
critiques les vitesses critiques de I’arbre en CSRV malgreé le fait qu’un une rigidité faible
du palier. De plus, dans les cas du palier a raideurs différentes dans la direction radiale,
on observe une séparation du mode en deux modes différents et par consequence
différentes vitesses critiques de 1’arbre en CSRV sont obtenues dans les deux directions
principales.

L’augmentation des coefficients de I’amortissement externe fait diminue la rigidité du
palier ajoutée au systeme et par consequent aussi diminué les fréquences de I’arbre.
Les vitesses critiques de 1’arbre CSRV sont plus élevées que I’arbre CSRC, pour une
certaine valeur de I’angle d’orientation des fibres paraboliques.

La variation du comportement vibratoire du rotor CSRV (arbre+disque+palier) dépend
fortement de la position du disque, la propriété du palier, et I’angle d’orientation des

fibres paraboliques au centre et a I’extrémité de 1’arbre.

Les perspectives d'études qui peuvent étre menée a la suite de ce travail sont :

= L’étude des vibrations des arbres tournants composites stratifiés a rigidité
variable avec d’autres formes geométriques comme le cas des arbres coniques.

» Etude de IP’instabilité des arbres tournants composites stratifiés a rigidité
variable.

= Etude des vibrations non-linéaires des arbres tournants composites stratifiés a

rigidité variable.
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Résumé
Le travail présenté dans cette these concerne le comportement vibratoire des arbres tournants en composites
stratifiées a rigidité variable. L’étude concerne le comportement dynamique en stratifiés a fibres paraboliques.
Les équations de mouvement ainsi que les conditions aux limites associées sont développées en utilisant le
principe de Hamilton qui est basé sur les énergies cinétique et de déformation du systéme rotor (arbre + disque +
palier). Les équations de mouvement sont résolues par la méthode iso-géométrique, en utilisant un élément poutre
iso-géométrique a six dégrée de liberté par point de contrdle. Cette technique de discrétisation est basée sur les
fonctions B-splines pour la description de la géométrie du rotor ainsi que pour le calcul des variables inconnues.
Un programme informatique implémentant la méthode développée est réalisé. Les fréquences propres du systéme
étudié sont déterminées par la suite. Une étude de validation est faite, les résultats trouvés sont comparés aux

résultats de la littérature. De nouveaux résultats pour les fréquences propres et les vitesses critiques pour les rotors

stratifiées a rigidité variable avec l'influence des dimensions géométriques, caractéristiques mécaniques,
I’orientation des fibres et conditions aux limites sont considérées.

Mots clés : rotor composites, vitesse critique, rigidité variable, fibres paraboliques, analyse iso-géométrique.
Abstract

The work presented in this thesis is concerned with the vibratory behaviour of variable stiffness laminated
composite rotating shafts. The study is concerned with the dynamic behaviour of laminates with parabolic fibers.
The equations of motion, as well as the associated boundary conditions, are developed using Hamilton's principle,
which is based on the kinetic and deformation energies of the rotor system (shaft + disc + bearing). The equations
of motion are solved by the iso-geometric method by using an iso-geometric beam element with six degrees of
freedom per control point. This technique of discretization is based on the B-spline functions for the description
of the geometry of the rotor as well as for the calculation of the unknown variables. A computer program is
realized to implemented the developed method. The natural frequencies of the studied system are determined
thereafter. The results are compared with the results which are found in the literature. New results for the natural
frequencies and the critical speeds of variable stiffness laminated rotors with the influence of geometric
dimensions, mechanical characteristics, fiber orientation and boundary conditions are considered.

Keywords: composite rotor, critical speed, variable stiffness, parabolic fiber, iso-geometric analysis.
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