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Chapitre 1

Introduction

Soient K un corps commutatif ( R ou C ) et s un espace de Hilbert sur K
muni d'un produit scalaire noté < .,. >. Soit

T: 0 —
x+— T(z)
un opérateur linéaire borné (continu) i.e, 3C' > 0 tel que
| T(2) < Cllalle

Notons || T' || la norme d’opérateur associée, c’est-a-dire

T
w0 |l [l
alors on a pour tout T et S ,
TS I<I T[Sl
Rappelons les expressions suivantes pour la norme d’opérateur :

T ||=inf {c > O || T(2) [e<c| @ |}

1T [l= sup |[T(z) [~

llz]l s <1

| <Tz,y > |

| T ||= sup
w2020 || T ||z || v ||

2
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L’algebre de Banach de tous les opérateurs linéaires bornés sur 7 est
notée par Z(H). Soit 'application

T—T"
ou T™ désigne 'adjoint de T" qui est défini par
<Tx,y>p=<ux,TY >4

pour tout = et y dans . C’est une involution sur #(.7°) , qui vérifie les
propriétés suivantes pour tout 7,5 € B(H) et o, f € K :

(aT + BS)* =aTl* + pS*

(TS)* = S*T* et (T)' =T

Maintenant montrons que () est une C*-algebre. On a par les pro-
priétés de l'involution :

| Tz |P=< Tz, Tx >=< T*Tx,z ><|| T*T |||| = ||*,Vx € #

Donc
IT <l | -
On a aussi :
T <l T I T [I=] T |I*
car il est clair que || 7" ||=|| T ||. Et par suite on trouve :

T =] T |-

Alors AB(A) est une C*-algebre. On peut définir sur #(.#°) un produit de
Lie [.,.] par

[Tl, TQ] = T1T2 — T2T1 pour Tl, T2 € %(%}

Ce qui nous permet de voir #(s) comme une algebre de Lie. Introduisons
enfin les notations suivantes :

1. (T, T*) I'algebre de Lie engendrée par T et T™ i.e, la plus petite sous-
algebre de Lie de #(.7) contenant T' et T*.
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2. (Q,Q*) lalgebre associative engendrée par @) et Q* i.e, la plus petite
sous-algebre associative de #(.7°) contenant Q) et Q*.

Dans ce travail, d’'une part nous avons développé certaines démonstrations
de Tarticle intitulé ”Lie algebra generated by bounded linear operators in
Hilbert spaces” [10], et d’autre part nous avons étudié des exemples olt nous
avons généralisé celui dans ([10]) et ce en application du théoreme3.1.8 du
Chapitre 3.

Notre but est de préciser la relation entre la structure d’une algebre de Lie en-
gendrée par un opérateur et son adjoint, et les propriétés (surtout spectrales)
de cet opérateur.



Chapitre 2

Algebres de Lie

Nous allons rappeler brievement quelques résultats sur la théorie des algebres
de Lie qui nous seront utiles par la suite.

Définition 2.1.1 Une algébre de Lie L = (V,].,.])(de dimension finie) est
un espace vectoriel V (de dimension finie) sur un corps K muni d’un produit
bilinéaire [.,.]: L x L — L tel que :

1. [z,y] = —[y,x] Vz,y €V . (L’antisymétrie)
2. [z, [y, 2| + 1y, [z, x]]+ 2, [z,y]] =0 Va,y,z € V. (Identité de Jacobi)

Cette opération est appelée crochet de Lie .

Pour deux parties A et B de L, on notera [A, B] le sous-espace vectoriel
engendré par les crochet [z, y] avec x € A et y € B.

Exemple 2.1.2 1. Tout espace vectoriel V sur K muni du crochet [z, y] =
0,xz,y€eV , est une algebre de Lie sur K.

2. Soit V un espace vectoriel sur K . L’algébre gl(V') des endomorphismes
de V munie du crochet [A,B] = Ao B — Bo A est une algébre de Lie
de dimension (dimV)* sur K. Par exemple si V = C" (resp. V = R"),
alors gl(V') s’identifie naturellement a [’algebre de Lie gl(n,C) (resp.
gl(n,R)) des matrices carrées d’ordre n a coéfficients complexes (réels).
Le crochet de Lie sur gl(n, C)(resp. gl(n,R)) est alors défini par le pro-
duit matriciel : [A,B] = A.B — B.A.
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3. L’espace vectoriel sl(n,K) des matrices carrées d’ordre n, a coefficients
dans K et de trace nulle muni du crochet [z, y] = zy—yx, est une algébre
de Lie sur K de dimension n? — 1.

Définition 2.1.3 Une sous-algebre de Lie d’une algebre de Lie L est un
sous-espace vectoriel h de L stable par le crochet de Lie de L i.e, [h,h] C h.

Définition 2.1.4 Un sous-espace vectoriel h d’une algebre de Lie L est un
idéal de L si [L,h] C h.

Exemple 2.1.5 1. Tout idéal d’une algebre de Lie L est une sous-algebre
de L (linverse est en général fauzx). En particulier l’idéal [L, L] est une
sous-algebre de Lie de L, appelée [’algébre dérivée de L.

2. L’algebre de Lie sl(n,K) est une sous-algébre de Lie de gl(n,K). C’est
ausst un idéal.

Définition 2.1.6 Une algébre de Lie L est dite abélienne (ou commutative)
si [x,y] = 0, pour tout x et y dans L.

Définition 2.1.7 Soit L une algebre de Lie , on définit la suite décroissante
ddéaux de L par :

=L e L' :=[L,L'1CL".
L est dite nilpotente ssi il existe un entier p > 1 , tel que LP = {0}.

Définition 2.1.8 Soit L une algebre de Lie, on définit la suite décroissante
ddéaux de L par:

LO =1L e LY .= [LO O] c O,

Cette suite est appelée suite dérivée de L. L est dite résoluble ssi il existe un
entier p > 1, tel que L) = {0}.

Remarque 2.1.9 Toute algebre de Lie nilpotente est résoluble .

Définition 2.1.10 On appelle radical d’une algébre de Lie L, noté Rad(L)
lidéal résoluble qui contient tout idéal résoluble de L (il existe toujours et il
est unique).
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Exemple 2.1.11 Le radical de l’algébre de Lie sl(n,R) est trivial.

Définition 2.1.12 Une algebre de Lie L est dite semi-simple si elle n’a au-
cun idéal résoluble non nul, i.e. Rad(L) = {0}.

Si L n’est pas abélienne et n’a aucun idéal propre (autre que {0} et L) , alors
L est dite simple.

Remarque 2.1.13 Toute algébre de Lie simple est semi-simple.

Exemple 2.1.14 L’algébre de Lie sl(n,R) est simple et donc semi-simple
pour tout n > 2.

Définition 2.1.15 Un homomorphisme d’algebre de Lie est une application
linéaire p qui respecte les crochets de Lie, i.e :

p([]) = [p(), p()].

Définition 2.1.16 Une représentation de L dans un espace vectoriel V est
un homomorphisme d’algébre de Lie p : L — gl(V') . La dimension de cette
représentation est la dimension de V' sur K.

Définition 2.1.17 L’homomorphisme d’algébre de Lie L — gl(L) défini
par x — [x,.] est appelé la représentation adjointe de L et elle est notée
par ad.

Théoreme 2.1.18 Toute algebre de Lie L sur un corps K admet la décomposition
de Levi :
L=R&G

Ot R le radical de L, et G une sous-algébre semi-simple de L ( G est un
facteur de Levi de L ) .

Démonstration. ([8] , Proposition 1, Legon 20)
]

Exemple 2.1.19
gl(n,C) = sl(n,C) ® C.id

Ot gl(n,C) est l'algebre de Lie des matrices carrées d’ordre n a coéfficients
complexes, sl(n,C) est l'algébre de Lie des matrices carrées d’ordre n, a
coéfficients dans C et de trace nulle, id la matrice identité d’ordre n.



Chapitre 3

Généralités sur (T, T7)

Dans ce chapitre nous allons établir, en suivant ([10]), que lorsque (T, T*)
est de dimension finie, on peut récupérer des informations sur la structure
de T a partir de la structure de (T, T*), et on peut obtenir la structure de
e(T,T*) par les propriétés de T, en voici quelques exemples préliminaires.

1. Si T € B(H) est un opérateur auto-adjoint i.e : T'=T* on a :
e(T,T*) = {aT+BT*+~[T, T*|+0[T, [T, T*||+u[T*, [T, T*+T, [T, [T, T*]]]+
+.. T[T T T, T)) ) + e e By, - € € C)
Donc, a cause de T'=T", on aura :
e(T,1%) ={uT/pn € C}

D’ou : la dimension d’un algebre de Lie (T, T™) qui engendrée par un
opérateur T' € AB(H) auto-adjoint est égale a 1 .

2. SiT € AB(I) est un opérateur normal i.e, TT* = T*T, alors
e(T,T*) ={aT + pT*, /o, 5 € C}

Cette algebre peut étre de dimension 1. Voyons ceci sur 'exemple
suivant : si 7" = AT alors

T=(T)Y=\T)=M"=X\T=|\=1=)\=¢"

D’ou 4
T =T
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- e—i0/2T* _ ei@/QT = <€i9/2T)* _ €i9/2T

c’est-a-dire que l'opérateur ¢%/2T est auto-adjoint. Ceci nous montre
que la construction d’un opérateur vérifiant T* = AT peut se faire en
prenant un opérateur S auto-adjoint et poser T' = €*S. De 14 on peut
conclure que

(T, T*) = {(a + Be 2T, Ja, 3 € C}.

et donc la dimension de (7, 7%) est éga a 1 , avec T est un opérateur
normal mais non auto-adjoint. D’une maniere générale si T' € B ()
est un operateur normal, alors dim (7', 7*) < 2. Cela nous donne en
particulier que (T, T*) est résoluble et commutative.

Posons eX(T,T*) := (T, T*) , et ¥(T,T*) := [e(T, T*),e*Y(T,T*)] pour
k entier > 1.

3.1 Résultats généraux

Lemme 3.1.1 Chaque S € e*(T,T*) est combinaison linéaire d’éléments de

la forme :
adTyadTy...adT,,(T;)

ou m est un entier >k —1 , et

T, .. T,T; e {T,T"}
Quand m = 0, on convient que adly est égal a l’opérateur identique.
Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur l'entier k.
Soit P(k) la propriété précédente.
1.Montrons que P(1) est vraie. On a

e(T, T*) = {aT+pT 4+~ T, T*|4+0[T, [T, T*||4+p[T*, [T, T*||+ T, [T, [T, T*])]+

+o &[T TT T, T ]+ s o, By, € € C
Donc on a bien pour S € (T, T%)

S = 04151 + a252 + ...+ OénSn
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avec S; = adT adTy...adT,,(T};), 1 € {1,2,...n} et T, Ty, ..., T,,, T; € {T,T*},
m entier > 0.
2.0n suppose que P(k) est vraie et on montre P(k + 1). D’abord on a

eFTUT, T*) = [e(T, T), (T, T%)].

Soient v € (T, T*) et w € eX(T,T*). Alors v = Byv1 + Bavy + ... + Bpvy, avec
v; = adTyadTy...adT,,(T;) et 11, Ty, ..., T,y Te € {T,T*}, m entier > 0.

Puis w = yw; + yws + ... + pwy, avec w; = adUyadUs...adU,, (U,) et
Uy, Uy, ..U, U, e {T,T"}, m’ entier > k — 1.

On a [v;, w;] € e**1(T,T*). Pour m >0, m >k — 1 on peut écrire

[vi, wj| = [adTy(adTy...adT,,(T¢)), adUyadUs...adU,, (U,)]
[v;, w;| = adTyad(adTs...adT,,(T¢))adU,adUs...adU,  (U,)—
ad(adTyadTs...adT,,(T¢))adTiadUyadUs...adU,, (U,)
et ce grace a l'identité ad([X,Y]) = [adX, adY]. On exprime ensuite
ad(adTyadTs...adT,, (T%))

comme combinaison de produits de adT, toujours grace a 'identité précédente.
On remarque alors qu’on augmente toujours m’ d’au moins une unité, ce qui
est le résultat voulu. m

Définition 3.1.2 Une algébre de Lie L d’opérateurs est dite auto-adjointe

S1.
SelL=S58"¢l

ou S* est l'adjoint de S.

Lemme 3.1.3 PourtoutT € B(H), e(T,T*) et*(T,T*) = [e(T,T*),e(T, T*)]
sont des algebres de Lie auto-adjointes.

Démonstration. Par le lemme 3.1.1, pour S € ¢(T,7%) , on a :
S =S + a8+ ...+ a, S, , avec S; = adTyadTy...adT,,(T;), m entier > 0
et 71,15, .. T, T; € {T,T*} et a; € C. Pour tout Ry, Ry € B(H), on a :

([R1, Ry])” = (RiRy)" — (Rol)" = R3RY — RIR; = —[R], Ry (3.1)

Donc
(adRy(Ry))" = —ad(Ry)(R3)
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Soit I'application suivante :
C: B(AH) — B(IH)

T =T

Donc

% oad(R) = —(ad(R*)) o€
Par exemple si Z = adT1ad15(T}) , avec Ty, T, T; € {T,T*}, alors

Z* = —ad(T})o6 (adTy(Ty)) = (—1)*(ad(T}))ad(T3)(T}) = ad(T})ad(Ty )(T)
Alors , pour S = 151 + a2Ss + ... + ,,S,, on aura

S*=a15] + S5 + ...+ @, S5,

avec
S; = (adTyadTs...adT,,(adT;))" = —ad(T7)(adTy...adT,,(T}))*
= (=1)%ad(T})ad(Ty) (adTs...adT,,(T}))*
= (=1)"ad(T})ad(Ty)ad(T3)...ad(T,,)(T;).
Comme
Ty, .. T,T, € {T,T"}
alors

Ty, Ty, .. T%, T € {T,7*}

et donc S* € (T, T*). Ceci montre que (T, T*) est une algebre de Lie auto-
adjointe. Pour (T, T*)? c’est une conséquence de ce qui vient d’étre établi
et de 'identité (3.1). m

Proposition 3.1.4 Si dim (T, T*) < +o00 et (T, T*) est résoluble, alors T
est un opérateur normal. De plus, (T, T*) est commutative.

Démonstration. On a ¢(7,7*) est une algebre de Lie résoluble. Par
([1], Section 30, Thm3), tous les éléments dans [e(T,T*),e(T,T*)] sont des
opérateurs quasinilpotents; en particulier [T, 7%] l'est i.e,

o([T,T7]) = {0}
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Ona ([T,T*))* = [T,T*], c’est-a-dire [T, T*] est auto-adjoint, et par suite est
normal.
Soit 7 le rayon spectral de T i.e,

Donc

{ [T7 T*]* = [T7 T*] = T([Tv T*]) :H [T’ T*] H - [T, T*] —0.

o([T,17) = {0} = r([T,T7]) = 0

D’ow, T est un opérateur normal, et par suite (7', 7*) est une algebre de Lie
commutative. m

Lemme 3.1.5 Si dim e(T,T*) < +oo, et (T, T*) = R® G est la décom-
position de Levi , alors [R,G] = {0}.

Démonstration. Par ([1]. Section 19, Thm 3 ), pour montrer que [R, G| =
{0}, il suffit de montrer que £(7,7*) ne contient pas un idéal commutatif
non nul de dimension finie, constitué d’opérateurs nilpotents . On fait un
raisonnement par I’absurde. On suppose au contraire que l'idéal existe et on
le note par I. Pour chaque opérateur non nul S € I, on a

S* € e(T,T")(car (T, T™) est auto-adjointe ) et I idéal = [S*,I] C I

En particulier on a [S*, S| € I et comme les éléments de I sont nilpotents par
hypothese alors [S*, S| sera nilpotent. Ce qui donne que son rayon spectral
r([S*, S]) = 0. D’autre part, et grace 'identité (3.1), [S*, S] est auto-adjoint.

Ce qui donne que son rayon spectral 7([S*, S]) =|| [S*,S] ||. Il en résulte que
[S*, 5] = 01i.e, S normal. Mais de nouveau r(.S) = 0 & cause du fait que tous
les éléments de I sont nilpotents; et 7(S) =|| S || car il est normal. D’ou

S = 0. Ce qui contredit notre hypothese de travail. m

Lemme 3.1.6 Si dime(T,T*) < +o0, ete(T,T*) = R®G est la décomposi-
tion de Levi, alors tous les éléments dans R sont des opérateurs normaux.

Démonstration. Considérons €(7,7*) = R @ G la décomposition de Levi.
Pour chaque élément N dans R = N € ¢(T,T*), et comme (7, T*) est une
algebre auto-adjointe, donc N* € (T, T™).

On peut écrire N* =M + L ,avec M € Ret L € G .
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Alors N*— L = M , avec M € R. Posons, pour une commodité de notation,
V = —L de sorte que N*+V € R.

D’apres le lemme (3.1.5) : [R, G| = {0}, alors [N, V] = 0.

Comme [N*, V] + [V,V] = [N*+ V,V] =0, alors : [N*,V] =0.

Pour tout S € [¢(N, N*),e(N, N*)|, par le lemme (3.1.1),

S = 06151 + CYQSQ + ...+ OénSn
avec S; = adNjadNs...adN,,(N;), m entier > 1 et Ny, Ny, ....N,,,N; €
{N, N*}.
Dans I'expression de S, si on change Ny, Ny, ....N,,, N; qui sont egaux a N*
par N* + V' on peut obtenir un nouvel opérateur

S € [e(N,N*+V),e(N,N*+ V)]
ou (N, N* 4+ V) est la plus petite algebre de Lie qui contient N , N* + V.
On rappelle qu'on a [N, V] =0, et [N*, V] = 0. Donc :
e(N,N*+V)={aN + S(N*+ V) +~[N,N*+ V] 4+ 6[N, [N, N* + V]| +
AN*+ V[N, N*+ V]| + ...|a,, B,7,0, ... € C}
— {aN+B(N* V) +[N, N*|+ 3N, [N, N7+ A[N*, [N, N7
+..|a, 8,7,9,... € C}

Donc on trouve que S° = S, et donc S € [¢(N,N* 4+ V),e(N,N* + V)].
Par suite :

[e(N,N*),e(N,N*)] C [e(N,N*+ V), e(N,N*" + V)]

Réciproquement, pour tout P € [(N, N* + V), e(N, N* + V)], par le lemme
(3.1.1),
P:a1P1+a2P2+...+()énPn

avec P, = adNyadNs...adN,,(N;), m entier m > 1 et Ny, Ny, ...N,,, N; €
{N,N*+V}.

Comme on a [N,V] =0, et [N*,V] =0, donc P € [e(N,N*),e(N,N*)], et
par suite :

[e(N,N*+V),e(N,N*+ V)] C [e(N,N*),e(N, N")]

De la
[e(N,N*),e(N,N*)] = [e(N,N*+ V), e(N,N*+ V)] C [R, R
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Comme on a R résoluble et de dimension finie , alors (N, N*) est résoluble
et de dimension finie .
Alors N est un opérateur normal VN € R par la Proposition 3.1.4 m

Lemme 3.1.7 Sidime(T,T*) < +oo, ete(T,T*) = RBG est la décomposition
de Levi, alors R est commutative, de plus R et G sont auto-adjointes.

Démonstration. 1) R est commutative 7

Il est clair que R est une algebre d’opérateurs linéaires bornés i.e,
xSionaa,f€C,et A B R=aA+B€ER
xSiona A, Be R=[A,B]e R

Par le lemme 3.1.6, on a que tous les éléments de R sont des opérateurs
normaux. Soit A, B € R, donc A+ B € R, et A+1B € R. Par suite A+ B,
et A+ 1B sont normaux, donc

(A+B)",(A+B)] =0

= [A*, A] + [A*, B] + [B*, A] + [B*,B] = 0
= [A*, B]+ [B",A] =0 (o)

Et on a aussi
[(A+iB)",(A+iB)| =0

= [A*, A| +i[A*, B]| —i[B*, A|+ [B*,B] =0
= [A",B] - [B",A] =0 (00)
Par une sommation entre (¢) et (¢¢) on trouve
2[A",B] =0= A"B = BA"
D’ou A* commute avec B. On utilise le Théoréme de Fuglede (voir [11]) qui
dit :
Si A est normal et AB = BA, alors A*B = BA*.
Comme A* est un opérateur normal, donc A est commute avec B. Alors R
est une algebre de Lie commutative.
2) R est auto-adjointe 7

Soit N € R, donc N* € (T, T*), puisque £(T,T*) est une algebre de Lie
auto-adjointe. D’autre part N est un opérateur normal (lemme 3.1.6).
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Soit L := span{N*} + R. Puisque R est commutative ([R, R] = {0}), et
[R,G] = {0}, alors [R,e(T,T*)] = {0}. D’ou [N,S] = 0 pour tout S €
e(T,T*). Par le Théoréeme de Fuglede, on peut dire que puisque N commute
avec S, et N est normal alors N* commute avec S i.e, [N* S] = 0. Par

conséquent [N*, &(T,T*)] = {0}. Donc
[L7 e(T, T*)] = {0},

Ainsi L est un idéal résoluble de (7T, 7%). Si on avait N* ¢ R, ce sera
une contradiction, puisque le radical R est le plus grand idéal résoluble de
e(T, T*). Donc N* € R i.e, R est auto-adjointe.

3) G est auto-adjointe ?

Nous avons déja établi que [R, R] = {0} et [R, G] = {0}. Maintenant puisque
G est semi-simple alors

G=[G,Gl=[ReG,R®G) =[e(T,T),e(T,T*)] = (T, T*)?

Et comme (T, T*)? est une algebre de Lie auto-adjointe, alors G le sera. m
Maintenant on va donner le Théoreme principal du cette section.

Théoréme 3.1.8 L’algébre de Lie e(T,T*) est de dimension finie si et seule-
ment si: T =N+Q ,[N,Q] =0, ou N est un opérateur normal, et (Q, Q")
est une algeébre de Lie semi-simple de dimension finie.

Démonstration. (<) On suppose que T = N + @, [N,Q] = 0, ou N
est un opérateur normal, et £(Q, Q*) est une algebre de Lie semi-simple de
dimension finie. A partir de [V, Q] = 0, et N un opérateur normal, et par le
Théoreme de Fuglede, on aura [N*, Q] = 0 puis [V, Q*] = 0. On aura aussi
[N*,Q*] = 0 partant de [N, Q] = 0. Alors on obtient

e(T,T*) Ce(N,N*) ®e(Q,Q").

Puisque N est un opérateur normal alors (N, N*) est une algebre de Lie
commutative de dimension < 2. Et comme £(Q, Q*) est une algebre de Lie
semi-simple de dimension finie, alors (7',7*) est une algebre de Lie de di-
mension finie.

(=)Sie(T,T*) est de dimension finie, et e(T, T*) = R®G est la décomposition
de Levi , alors [R, G| = {0} (lemme 3.1.5). Donc on peut écrire 7', T* sous
la forme :
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T=N+Q,avec Ne R, Qe GetT*=N*"+Q*. Comme R et G sont des
algebre de Lie auto-adjointes, donc on a N* € R, et Q* € G.

Soit e € e(T,T*). Par le lemme 3.1.1, on a e = €1 + Y2€3 + ... + Y€y, avec
e; = (adTy)(adTy)...(adT,,)(T;) et T, T, ..., T, T; € {T,T*}, m > 0.

Soit Ty, = Ni + Q. pour k € {1,2,...,m, j} alors

e; = (adTh)(adTy)...(adT,,)(T;)

= (ad(Ny + Q1)ad(Ny + Q2)...ad(Npy + Q) (N; + Q)
— (adN, +adQ,)(adNs +adQ,)...(ad Ny, +adQp)(N; + Q)
Comme on a [N, Q] =0 et [N, Q*] = 0 alors

(@dNp + adQp)(Nj + Q;) = (adNp)(N;) + (adQpm)(Q;)
Et par suite on trouve
€, = aleadNQ...ade(Nj) + CLdQlCLdQQ...CLde<Qj)

Si e € R, alors e; = adNyadNs...adN,,(N;), et donc e € ¢(N,N*). Ce qui
donne R C (N, N*). D’autre part comme on a N € R, et N* € R, alors
R O (N, N*). Dol e(N, N*) = R.

Si e € G, alors e; = adQ1adQs...adQ.,(Q;), et donc e € (Q,Q*). Ce qui
donne G C £(Q,Q*). D’autre part comme on a Q) € G, et Q* € G, alors
G De(Q,Q%). Doue(Q,Q") =G.

N est un opérateur normal par la proposition 3.1.5, et (@, Q*) = G, donc
e(Q, Q") est une algebre de Lie semi-simple de dimension finie. =

3.2 Algebres de Lie classiques

Nous allons rappeler la définition de certaines algebres de Lie classiques de
dimension finie. Ceci nous permettra d’identifier les algebres de dimension
finie que nous rencontrerons dans 1’étude de l'exemple dans la section qui
suivera. Soit V' un espace vectoriel sur C. On a les quatre types d’algebres
de Lie classiques (voir [4] , chapitre 1, 2.linear Lie Algebras ): A, , B, , C,,
D,.

1. A, : dans ce cas dimV = n + 1, l'algebre est notée par si(V) ou
sl(n +1,C). C’est 'ensemble des endomorphismes de V' a trace nulle.
sl(n +1,C) est appelée I'algebre linéaire spéciale.

siin+1,C) ={X € glln+1,C) | tr(X) =0}
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dimsi(n+1,C) = (n+ 1)* — 1.

2. B, : dimV = 2n + 1, l'algebre est dite orthogonale (impaire), notée
o(V) ou o(2n + 1,C). Elle est définie comme suit

o(2n+1,C) ={X € gl(2n+1,C) | X*J + JX =0}

1 0 0

avec J = | 0 0 [, |, ou l, est la matrice identique n x n. On a
0 I, O

que la trace des éléments de o(2n+1, C) est nulle et dimo(2n+1,C) =

2n? + n.

3. Cy, : dimV = 2n, c’est l'algebre symplectique sp(V') ou sp(2n,C). Elle
est définie comme suit
sp(2n,C) = {X € gl(2n,C) | X"'J + JX = 0}
0 I,
—I, 0
la trace des éléments de sp(2n, C) est nulle et dim sp(2n, C) = 2n? +n.

, ou I, est la matrice identique n x n. On a que

avec J = <

4. D, : dimV = 2n, c’est algebre orthogonale (paire) o(V') ou o(2n,C).
La construction de D,, est identique avec B,, sauf la dimV = 2n

0(2n,C) = {X € gl(2n,C) | X'J + JX = 0}

I, O
trace des éléments de o(2n+1, C) est nulle et dim o(2n+1, C) = 2n*—n.

0 I . . .
avec J = ( * ), ou I, est la matrice identique n x n. On a que la

Toutes ces algebre de Lie sont simples. En petite dimension il existe des
isomorphismes, par exemple :

Ci =B = Ay,Cy = By, Dy = Ay @ Ay, Dy = A

On a D; est abélienne de dimension 1. Soit .# (n,C) 'ensemble du matrices
carrées nxn a coéfficients dans C. Voici quelques algebres de Lie semi-simples
de dimension petite :

e dimension 3 : il y a sl(2,C), o(3,C) et sp(2,C)
e dimension 6 : il y a 0(4,C), et 0(3,C) @ o(3,C)

e dimension 8 : il y a si(3,C)
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3.3 Etude d’un exemple

Dans cette section nous avons généralisé I’exemple dans ([10]) ou les auteurs
ont présenté un cas d’opérateur de rang 2. Dans ce travail, nous allons étudier
un exemple similaire mais de rang 3.

Exemple 3.3.1 Soit 7 un espace de Hilbert séparable, et {e,} une base
orthonormale i.e, < e;,e; >= 0;;, ot d;; est le symbole de Kronecker. Soit
M = span{ey,eq, e3} de sorte que dimM = 3 et # = M & M*. Soit
T e RB(IH) tel que T =T, &0 i.e,

a
ouTy: M — M ie Ty = | d
g

. Remarquons que T est un

) une matrice dans M (3,C). Il est
d
c
f

b
e
h
clair que T* =17 © 0, ou 17 = (

SRSl

c

f

1

a

b

c

opérateur compact car de rang fini. Il est méme a trace
tr(T)=tr(Thy) =a+e+i

L’algébre de Lie (T, T*) est de dimension finie et

dime(T,T*) < 9

L’¢tude qui va suivre concerne la décomposition de 'opérateur T par appli-
cation du théoréme 3.1.8, selon la dimension de e(T,T*).

1. Sidime(T,T*) =1 :
Alors (T, T*) est une algébre de Lie triviale (donc résoluble). D’ou T
est un opérateur normal de la forme T = €S avec S auto-adjoint.

2. Sidime(T,T%) =2 :
Alors e(T, T*) est une algébre de Lie résoluble. Donc T est un opérateur
normal avec T et T linéairement indépendants.



CHAPITRE 3. GENERALITES SUR (T, T*) 19

3. Sidime(T,T*) =3 :
Soit (T, T*) = G ® R la décomposition de Levi. Comme la partie
semi-simple G (si elle est # {0}) a une dimension > 3 (d’apreés les
cas d’algébres de petite dimension) et que la partie résoluble R est de
dimension < 2, alors la seule possibilité dans ce cas est que R = {0}
et e(T,T*) = G. C’est-a-dire que Ty et son adjoint engendrent une
algébre isomorphe a o(3,C) dans 4 (3,C). D’autre part, grace aux
résultats du chapitre 4 ( proposition 4.1.2), on peut affirmer que la
partie diagonalisable de T\ (dans la décomposition de Jordan de T ) est
nulle, et donc T1 est nilpotent. D’ou T est nilpotent. En particulier

o(T) = {0}.
4. Sidime(T,T*) =4 :

La seule possibilité dans ce cas est dimG = 3 et dim R = 1. D’ou on
peut écrire T sous la forme

T=N+Q

ot N est un opérateur normal de la forme N = €S avec S auto-
adjoint, et £(Q, Q") semi-simple. D’apres le cas précédent, Q) est nilpo-
tent.

5. Sidime(T,T*) =5 :
La seule possibilité dans ce cas est dimG = 3 et dim R = 2. D’otu on
peut écrire T sous la forme

T=N+Q

avec N un opérateur normal (N et N* linéairement indépendants ), et
e(Q, Q") est une algébre de Lie semi-simple de dimension 3 ( méme
remarque sur Q que le cas précédent ).

6. Sidime(T,T%) =6 :
Le fait qu’il n’existe pas d’algebre de Lie semi-simple de dimension 4
ou 5 implique que dim R = 0 et dim G = 6. C’est-a-dire que (T3, TY)
est isomorphe a o(3,C) @ o(3,C) dans #(3,C). Dans ce cas aussi T'
est nilpotent.

7. Sidime(T, T*) =7 :
La seule possibilité dans ce cas est dimG = 6 et dim R = 1. D’ou on
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peut écrire T sous la forme
T=N+Q

ot N est un opérateur normal de la forme N = €'*S avec S auto-
adjoint, et €(Q,Q*) est une algébre de lie semi-simple de dimension
6.

8. Sidime(T,T*) =8 :
Comme on a dim R < 2, et il n'existe pas d’algébre de Lie semi-
simple de dimension 7, alors les seules possibilités restantes sont : soit
dimG =8 et dim R =0, c’est-a-dire que T} et son adjoint engendrent
une algébre isomorphe a sl(3,C) dans #(3,C) et donc T sera nilpotent
s soit dimG =6 et dim R = 2, et on peut écrire T sous la forme

T=N+Q

avec N est un opérateur normal avec N et N* linéairement indépendants,
et Q et son adjoint engendrent une algébre isomorphe a o(3,C)®o(3,C)
dans #(3,C).

9. Sidime(T,T*)=9 :
La seule possibilité dans ce cas est dimG = 8 et dim R = 1.
Comme on a [R,R] = {0}, et par lemme 3.1.5 [R,G] = {0}, donc
[R,e(T,T*)] = {0} ,d’ot R = span{I ® 0} , ot I est la matrice iden-
tique 3 X 3 .
De plus on peut écrire T sous la forme

T=MN&0)+(Q:40)

ot Q1 et son adjoint engendrent une algébre isomorphe a sl(3,C) dans
A (3,C). Dans ce cas aussi Qy est nilpotent.



Chapitre 4
Cas de (7T, T*) semi-simple

Dans ce chapitre nous allons étudier le cas ou 'algebre engendrée est semi-
simple de dimension finie. Nous allons faire usage du résultat important
suivant : l’algebre associative engendrée par une algebre de Lie semi-simple
de dimension finie est elle méme de dimension finie (voir [1], sect 30, thm
2). Donnons-en un exemple. On prend 'algebre de Lie si(2,C) qui est semi-
simple avec la plus petite dimension possible (dim si(2,C) = 3).

Soit:
1 0 01 00
= 5) = (50) #=(10)

{H, H., H_} définie une base de si(2,C). On a
(H,H,)=2H,, [HH]=-2H, [H.,H]=AH.

Remarquons que H, et H_ engendrent sl(2,C) en tant qu’algebre de Lie.
On veut construire I'algebre associative & qui est engendrée par sl(2,C). 1
suffit de travailler avec les générateurs de sl(2,C). Notons par </ (H,, H_)
I’algebre associative engendrée par H, et H_. On a

[H,H,]=2H, = HH, — H.H=2H, = HH, = H_H + 2H,..
[HH|=-2H = HH —-H H=-2H = HH =H H-2H_.
[H+,H,] == H :> H+H, - H,H+ == H :> H+H, == H,H+ —|— H

Comme

(10 (00 s o (00
H+H_(o o)’ HH+_<0 1) H_H+_(0 0)

21
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Alors
H,H+H, :H,, H+H,H+:H+

Donc
H+(H+H,) — H_Q,'_H, - 0, H,(H,H+) — H3H+ - 0

Et par suite, on a
Vk>2 HFH, =0, e¢t H.H* =0

Vi>2, H ' H =0, e¢ H H =0

Ainsi on a montré que l'algebre associative
’Q%(H-l—a H—) = Span{H+7 H—7 H—i—H—a H—H+}

et la dimension de &7 (H, H_) est egal a 4. D’autre part, puisque

0 1 0 0 00 10
w0 )= (g ) = (0)) = (5 0)

donc @ (Hy,H_) = #(2,C).

On rappelle que I'algebre associative engendrée par T, T*, notée <7 (T, T™),
contient (T, T*). Et puisque o7 (T, T*) est la plus petite algebre associative
contenant T', T*, alors I'algebre associative o (T, T*) engendrée par (T, T*)
coincide avec l'algebre associative engendrée par T', T™.

4.1 Opérateurs nilpotents

Dans cette section nous allons donner quelques conditions nécessaires et suff-
isantes pour que des opérateurs particuliers engendrent des algebres de Lie
semi-simples de dimension finie.

Lemme 4.1.1 Si Q # 0,Q € B(H) est un opérateur quasinilpotent, et
dime(Q, Q*) < 400, alors e(Q, Q%) est une algébre de Lie semi-simple.

Démonstration. Par le théoreme 3.1.8 : @ = N + @Q; , ou N est un
opérateur normal, [N, Q1] = 0 et G = £(Q1, Q) est une algebre de Lie semi-
simple de dimension finie.

Ona: NeR, @, €G,ou

eQ Q) =RaG.
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est La décomposition de Levi. On a par le lemme 3.1.6 [R, G] = {0}, donc
[N,G] = 0. Et comme

adQ|g = ad(N + Q1)|¢ = (adN + adQ1)|G = adN|g + ad@Q+|G.

Donc adQ|¢ = adQ:|G. Et comme @ est un opérateur quasinilpotent alors
Lgle (resp. Rgle) est aussi quasinilpotent i.e, o(Lg|g) = {0}.
Par le Théoreme de Rosenblum (voir [1], Chapter I, Section 13, th 1) :

o(ad@la) = o(Lgle) — 0(Rele) = {0}.

Donc ad@|g est un opérateur quasinilpotent, et comme G est de dimension
finie alors ad@; |¢ = adQ|¢ est nilpotent par ([1], section 30, Th 1). Par suite
()1 est un nilpotent donc quasinilpotent. Mais comme on a N = @ — @1,
et [@Q,Q1] = 0, et par ([2], Chapter 0, pro 8 ), alors N est un opérateur
quasinilpotent, et comme N est normal, donc N = 0. C’est-a-dire (), = @
et e(Q,Q7) = ¢(Q,Q*), don £(Q, Q*) est une algebre de Lie semi-simple. m
Un cas particulier intéressant est le suivant:

Proposition 4.1.2 SoitT € gl(n,C) tel que (T, T*) soit semi-simple. Alors
T est nilpotent .

Démonstration. Puisque nous sommes en dimension finie, nous avons la
décomposition de Jordan
T'=D+N

avec D diagonalisable et N nilpotent vérifiant [D, N] = 0. Par le théoreme

de Fuglede, on a [D, N*] = 0. On a de ce fait [D*, N*] =0 et [D*, N] = 0.
On peut conclure, grace a th.3.1.8,

e(T,T*) =e(D,D*) ® e(N, N*)

Rappelons que (D, D*) est le radical résoluble de ¢(T',7*). Mais comme on
a supposé que e(T,T*) est semi-simple alors (D, D*) = {0}, d’on D = 0, et
donc T'= N est nilpotent. m

Corollaire 4.1.3 Si0 # Q € B(H) est un opérateur nilpotent alors (Q, Q)
est une algebre de Lie semi-simple de dimension finie si et seulement si

o (Q, Q) est de dimension finie.
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Démonstration. Rappel : &7(Q, Q") est la plus petite algebre associative
contenant () et Q*, et on a

8(Q, Q") C H(Q, Q).

e Si & (Q, Q") est de dimension finie, alors £(Q,Q*) est de dimension
finie aussi. Comme @) est nilpotent, donc @) est quasinilpotent, et par
le lemme 4.2.7, on conclut que e(Q, Q*) est semi-simple.

e Par ([1].Th 3, section 30), et comme £(Q), Q*) est une algebre de Lie
semi-simple de dimesion finie, donc 'algebre associative o7 (Q), Q*) en-
gendrée par £(Q), Q*) est aussi de dimension finie .

]
Soit T" un opérateur nilpotent, (7, T*) peut ne pas étre une algebre de
Lie de dimension finie. En voici un exemple :

Exemple 4.1.4 Soit 7 un espace de Hilbert séparable, S un opérateur di-
agonal sur 7, S : A — H, avec la diagonale satisfaisant : o; > 0,
a; # o si i F# j et la suite (o;)i>1 bornée.

Donc S est un opérateur positif sur 7 de la forme :

a; 0 - 0
0 oy :
S = ‘ .0
0 0 a,

Soit
T:(O \/§> sur I B A .
0 0
OnaT2:(8 0 car T*(x +y) = T(V/Sy +0) = 0 pour z,y € H.

Donc T est un opérateur nilpotent sur 7€, donc quasinilpotent. On suppose
que (T, T*) est une algébre de Lie de dimension finie (raisonnement par
Uabsurde). Par le lemme4.2.7, comme T # 0 est un opérateur quasinilpotent
et (T, T*) est de dimension finie, alors e(T,T*) est une algebre de Lie semi-
simple de dimension finie.
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Par le corollaire 4.1.3, on peut dire que </ (T,T*) est de dimension finie.
Donc chaque élément de < (T, T*) est algébrique. Il aura donc un spectre

fini. Mais on a
. (S0
TT_<O O)

Mais TT* € &/ (T, T*), et il a une spectre infini. C’est une contradiction avec
Uhypotheése. Dans cet exemple (T, T*) est une algebre de Lie de dimension
infinie, malgré que T est un opérateur nilpotent.

4.2 Les sous-espaces réducteurs

Maintenant nous allons explorer une propriété héréditaire que possedent les
algebres de Lie semi-simples (de dimension finie) d’opérateurs par rapport
aux sous-espaces réducteurs.

Définition 4.2.1 Un sous-espace invariant par une application linéaire
T7:V =V
est un sous-espace W de V' tel que T(W) C W.

o Un sous-espace invariant par T est aussi dit T-invariant.
o SiW est T-invariant, nous pouvons restreindre T a W, T|w : W — W,

Définition 4.2.2 Un sous-espace réducteur de T est un sous-espace de F
qui est invariant par T et T™.

Proposition 4.2.3 Soit Te B(H°), H; des sous-espaces réducteurs de T,
avec i € {1,2,...,n}
H =H ®Hy & ...® H,.

Alors e(T,T*) est une algébre de Lie semi-simple de dimension finie si et
seulement si chaque restriction T|y, de T sur H; engendre une algébre de
Lie semi-simple de dimension finie.

Démonstration. On peut écrire T comme:
Ty, 0 - 0

T — O T22

0 - 0 T,
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OuTy; =T|g, ,j ={1,2,..n} , donc:

v 0 - 0
T _ 0 175
) SO
0 0o 1T
De plus :
[T, Th] 0 - 0
[T T*] — 0 [T227T2*2] ‘
f - 0
0 e 0 [Ton, T,

Pour tout TH7?,....T™ T7€ {T,T*}, ol m est un entier , m > 0 (77 signifie
un indice et non une puissance), on a:

adTadT?...adT™(T7) =

ad(Tl)u...ad(Tm)H((Tj)u) 0 tee 0
0 ad(Tl)QQ...ad(Tm)Qg((Tj)gg) :
: - - 0
0 . 0 ad(T")uner-ad(T™ ) (T )

On remarque que (T%);; est égal & soit Ty, soit Ty car (T%) € {T,T*}.
Donc:
€<T7 T*)’Hz = €<Tii7T'*'>'

2

Et de méme :
e(T, T*)QIHZ, = 82(Tii, TZ).

K23
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(=)Quand (T, T*) est une algebre de Lie semi-simple de dimension finie, il
est clair que : e(7,7™)|pg, est de dimension finie, donc £(7};, T7) est aussi de
dimension finie.
Reste a montrer que €(7Tj;, T5) est semi-simple.
Si e(Ty;, T7) n’est pas semi-simple, par les lemmes 3.1.5 ,3.1.7 on aura

8(7}1, T

i

avec [R;, R;] = {0}, [R;,G;] = {0}. Mais, on a :
5(7—;177—‘;) = 5<T7 T*)|H1 = [5(T’ T*)v 5(T’ T*)”Hz

= [E(T, T*) ng(T? T*>|Hz] = [€<ﬂ17,—z—;);8(ﬂuﬂt>]

=[Ri®Gi, R @ G =[Gy, Gi] = G

Alors, (T}, T7) est une algebre de Lie semi-simple ( c¢’est la contradiction).

(<) Quand chaque £(7};, T) est semi-simple de dimension finie, alors, e(7T', T%)
est aussi de dimension finie, car (T, T7*) = ®;e(Ty;, Ts).

Reste a montrer que (7, T*) est semi-simple.

Par le théoreme 3.1.8 on a T = N + @, avec N un opérateur normal,

[N,Q] = 0 ([NV,Q*] = 0), et e(Q,Q*) une algebre de Lie semi-simple de
dimension finie.

On veut montrer que si H;,i € {1,2,...,n} sont des sous-espaces réducteurs
de T, alors, ce des sous-espaces réducteurs de N, et @)

Comme on a N € ¢(T,T%), et par le lemme 3.1.1 on aura N = a3 N1 +asNo+
.ta, N, , avec N; = adTyadTy...adT,,(T;), mentier > 0 et 11,15, ...T,,,T; €

{T\T*} et a; € C,d’ou N = P(T,T*), avec P un polynome de deux variables
&, m non commutatives.

Soit v € H; ,on a N(v) = P(T,T*)(v) € H;, donc N(H;) C H,.

De méme pour N* € ¢(T,T*) on trouve que N*(v) € H; Yv € H;, alors
N*(H,) € H;.

Alors on aura : H; est un sous-espace réducteur de N.

Par la méme methode, et comme Q € e(T,T*), donc Q =P(T,T*), avec P est
un polynome de deux variables p, ¥ non commutatives, donc on trouve que
Q(H;) € H;, et Q*(H;) € H;, d’ot on aura : H; est un sous-espace réducteur
de N. On rappelle qu’on a

Ti=T

1, = Nu, + Qm,.
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Ou Ny, := N|g, un opérateur normal, Qp, := Q|u,, et [Ny, Qn,] = 0.
Et comme Ny, € e(T,T*)|u,, et (T, T*) |, = (T3, T3;), on aura [Ny, £(Ty;, T5)] =
{0}. D’autre part on a que chaque £(7};,T;) est une algebre de Lie semi-
simple de dimension finie, donc Ny, = 0, et par suit nous aurons N = 0, et
T =@, et alors (T, 7T*) = £(Q, Q") qui est semi-simple de dimension finie.
D’ou ¢(T,T*) est une algebre de Lie semi-simple de dimension finie. m
Maintenant nous allons examiner une condition nécessaire et suffisante
pour que des opérateurs engendrent des algebres de Lie semi-simples de di-

mension finie.

Définition 4.2.4 Soit o/ (T, T*) une algebre associative engendrée par T,
T*. S’il existe un *-isomorphisme :

U:d(T,T") — M,(C)
donc on peut définir une application Try comme suit :
Try (T, T") — C
S — Try(S) :==tr(U(S))
Ou tr(A) est la trace de la matrice A. Il est clair que Try est une fonctionelle
linéaire bornée sur l’algébre associative < (T, T*).

*

Lemme 4.2.5 S’il existe un *-isomorphisme:

U: o (T,T%) —s M,(C),

donc : Try(T) = 0 si et seulement si (T, T*) est une algébre de Lie semi-
simple de dimension finie.

Démonstration. Il est clair que o/ (T,T*) est une algebre associative de
dimension finie .

(=) Si Try(T) = 0. Supposons que (T, T*) n’est pas semi-simple.

Soit N € R, par les lemmes 3.1.5, 3.1.7 on aura [R, R] = {0}, [R, G| = {0},
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d'ou [R,e(T,T*)] = {0}, et donc N commute avec tous les éléments de
e(T,T*). Comme T, T* € ¢(T,7%), On a

T2N = TNT = NTT = NT?
T*°N = T*NT* = NT*T* = NT*>
TT*N = TNT* = NTT*

T*TN = T*NT = NT*T

= T'T*"N = NT'T* Vij € N

Et par suite, on trouve que [R, o/ (T,T*)] = {0} .
Comme U est un isomorphisme d’algebre de Lie, donc

U(IR, (T, T7)]) = [U(R),U(# (T, T7)] = {0}.

On rappelle que :
U((T,T7)) = #,(C)

de plus on a U(R) = CI,, ou [, est la matrice identique d’ordre n. Soit
T=N+Q,ou N€R, et Qe G,donc N=T—(Q, Par conséquent on a

Try(N) = tr(U(N)) = tr(U(T = Q)) = tr(U(T)) — tr(U(Q)).

TTU(N) = TT’U(T) — TTU(Q)

Et on a G est une algebre de Lie semi-simple, d’ou:

[G,G] = G = UG,G] = U(G) = [U(G),U(Q)] = U(G).

Et comme on a la trace d'un commutateur est nule, donc :
Try(Q) = tr(U(Q)) = 0.
Puisqu’'on a Try (7)) = 0 (par hypothese)
o tr(U(N)) =Try(N) = 0.

d'ou N =0, et T = @Q, et donc ¢(T,T*) = G est une algebre de Lie semi-
simple de dimension finie.
(<) Si (T, T*) est une algebre de Lie semi-simple de dimension finie, donc

e(T,T*) = [e(T,T),e(T, T7)]
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Et comme T' € ¢(T,T*), donc on aura
U(T) € [#,(C), #,(C)]

On rappelle que les traces des commutateurs sont nules, par conséquent :
Try(T) =tr(U(T)) =0.

]
Pour une C* algebre o7 (T, T*) de dimension finie, et par ([7]. III. th 1)
il y a un *-isomorphisme:

U: (T, T") — My, (C) & My, (C) & ... & My, (C).

On peut regarder un élément de .4, (C) @ ... & 4, (C) comme une matrice
diagonale par blocs ot un bloc représente un élément de .#,,(C), c’est a dire:

My, (C) 0 - 0 0 --- ... 0
0 L . . _
: . 0 0 0
0 0 A#,(C) 0 0
0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 .#,(C)

On trouve que

M, (C) ) (C) = {0}....(0)

pour tout 4, j € {1,2,....,k}, et i # j. Soit o, = U (0®...®.M,,(C)®...30),
pour tout i € {1,2,....,k}, on a

ST T)V=AN .. 0 AP ... D
Soit

T=T+To+..+Ti+..+Ty,ouT; € o, pouric{1,2,.. k}
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Puisqu’on a un isomorphisme entre .#,,,(C), et <7, et par (¢) on aura
TT; =0,T;T; = T;T; =0...(00)

Pour tout 7,5 € {1,2,...,k}, et i # j.
Maintenant, on va montrer que:
ot = o (T;, ), pour tout i € {1,2, ..., k}

’ T

(D) Puisque 47 est une C*-algebre, et contient T;, donc
A (T3, 1) C .

(C) On suppose que S € &, alors S € & (T,T*), et donc Il existe un
polynéme P € C,, ,~, avec S = P(T,T*). Par (¢¢) on trouve que

S = P(T,T*) = P(Ty, T?) + P(Ty,T}) + ... + P(T},, T)).

Il est clair que: P(T;,T}) € <.
On rappelle que par la définition de <7, on aura :

US)e0d...e A, ®...50.
Et comme nous avons
US)=U(P(T\,T}) + P(T5,T5) + ... + P(Ty, T}))
Donc
U(P(T};,T;)) = 0, pour tout i # j.
Et puisque, U est un *-isomorphisme, d’ou on trouve
P(T;,T;) = 0, pour tout i # j.

Donc on aura S = P(T;,T}), et par suite S € &7 (T;,T;), d’on

o, C o (T;,TY), pour tout i € {1,2,..., k}

Alors nous avons le résultat.

Soit H; := [/ (T;, T;).#] le plus petit sous-espace fermé contenant <7 (T;, T;*) 7 .
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Lemme 4.2.6 H; est un sous-espace réducteur de l'opérateur T', et H; 1 H;
pour tout i, j € {1,2,...,k} et i #j .

Démonstration. On a U est un *-isomorphisme tel que
U:d(T,T") — ,(C)

Soit : (T, T*)=U"106...® 4, (C)®...®0), pour tout i € {1,2, ..., k},
on a

AT, T") = (T, T")® ... (T, T*)D ... & (T, T").
Et comme on a : (T, T*) = &/ (T;,T}) pour tout i € {1,2,....k}, d’ou

r T

o (T;,T7) est un idéal de o/ (T,T%), Vi € {1,2,...,k} (comme une algebre

2
associative ).

Ona T, T* € & (T,T*), donc
T (T;,T) C (T;,T).

1

7

Et pour tout f € S, on aura
T(/ (T, T)f) © (T, T7) .

(3 7

(7 (T, 17)f) € & (1, T7) S

7

Par conséquent on trouve
TH; C H;, T*H; C H;, pour tout i € {1,2, ..., k}.

D’ou H; est un sous-espace réducteur de 7.
Reste a montrer que H; L H; pour tout 4, j € {1,2,...,k} et i # j .
Soit les deux polynomes Py, P, € C,, ,,~, avec les termes constants nuls i.e,
P1(0,0) =0 et P»(0,0) =0.
par la relation (¢¢) quand on a i # j, et pour tout e, f € S on aura

< Pl(Ti7 Ti*)(a? P2(TJ'7 T;)f >=< PQ(Tja Tj*)*Pl(T%T?)Q f>=0.
Remarquons que

"Q{(Tsz*)jf = {P(TZ’T:)%|P S C<J»‘1,w2>’ P(O70) = 0}

Car o (T;,T}) est dense dans H;. Par ce qui précede on a:

A(T;, T A Lot (T, T5) 7 pour tout i,j € {1,2,....,k}eti#j

9 7 VR 7

D’ou



CHAPITRE 4. CAS DE e(T,T7*) SEMI-SIMPLE 33

H;,LH; pour tout i, je{1,2,...k}eti##j.

[
On va définir Hy comme suit :

Hy=(H & Hy & ...® H)".

Il est clair que :
H=Hy®H ®Hy® .. D H,.

Puisquon T' =T+ To + ... + Ty et (T, T*) = o (T1,1}) & ... & A (T}, T}).
Donc :

Comme T' € (T, T*) ,alors TH C HHI ® Hy ® ... ® Hy, .
Et par suit:
'r’ang(T) CH ®&Hyd .. ®H, = HOJ_.

D’out on aura Hy C (rangT)*.
Et comme on a (rangT)* = kerT*, alors
Hy C kerT™.
Et de la méme fagon, et comme T* € &7 (T,T*), d’out on trouve

Hy C kerT.

Soit Tj; := T'|y,, pour tout ¢ € {1,2,..., k}.
Maintenant, d’apres la décomposition de H

On aura:
T=0T11PTon®..D T

Lemme 4.2.7 Pour touti € {1,2,...,k}, il existe un V; *~isomorphisme, tel
que:
Vi o (T, Tj;) — A, (C).
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Démonstration. Par le lemme 4.2.6, pour tout i € {1,2,...,k}, on a H; est
un sous-espace réducteur de o7 (T,T*), et on a :

Et comme &7 (T, T*)H; C H;, donc on aura H; est un sous-espace réducteur
de {T;|7 = 1,2, ..., k}.
Puisqu’ on a rangT¥ C H;, et comme on a (rangT;)* = kerT;, d’oll nous
aurons

(rangT;)* D (Hy)*" < kerT; D (H;)* .

Par conséquent quand on a i # j, Tj|g, = 0, donc on aura

T =T

=T

Pour tout P € C,, ,,~ on va définir I’application suivante

oi (T, T;) — o (T, Ty;)

r T

()

Il est facile de vérifier que @; est un *-isomorphisme .
Puisqu’on a &7 (T;,T}) = (T, T*) , et (T, T*) *-isomorphe a .4, (C),

donc il existe un *-isomorphisme V; tel que :
Vi (T, T) — My, (C) , Pour tout i € {1,2,...,k} .

Théoreme 4.2.8 Soient 77 un espace de Hilbert, T est un opérateur linéaire
borné sur . (T, T*) est une algébre de Lie semi-simple de dimension finie
ssi il y a les sous-espces réducteurs {H; | i =0,1,....k} de T, tel que :

H =HiOH OHy®...OHy, et T=00T11 DTos® ... D Ty,

correspondant a la décomposition de €. Pour touti € {1,2,....,k}, il y a un
*_isomorphisme U;, tel que

Ui : o (Ty, T3) — My, (C), et Try,(Ty;) = 0.

n
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Démonstration. Si ¢(7,7*) est une algebre de Lie semi-simple de dimen-
sion finie, donc o7 (T, T*) est une algebre associative de dimension finie.
Comme on a dit précédament, il y a les sous-espaces réducteurs {H; | i €
{1,2,....,k}} de T, tel que :

H =HyPH GHyP®.. O Hy,et T=00T11 BT ® ... BT}y, correspondant
a la décomposition de .77 .

Par le lemme 4.2.7, il existe un *-isomorphisme U;, tel que pour tout i €
{1,2,....,k} on a

Et par la proposition 4.2.3 et le lemme 4.2.5, on trouve que:
TTU.L- (T,,) = 0.

Réciproquememt, on suppose que T’ satisfait les conditions du Théoreme
4.2.8. pour tout ¢ € {1,2, ..., k}, et par le lemme 4.2.5 on trouve que (7}, T})
est une algebre de Lie semi-simple de dimension finie.

Donc par la proposition 4.2.3 on aura (7T, T*) est une algebre de Lie semi-
simple de dimension finie.

[ |



Chapitre 5

Exemples

Nous allons examiner quelques exemples appliquant le théoreme 3.1.8 sur des
opérateurs linéaires compacts sur ’espace de Hilbert 7. On va contruire
des réalisations concretes des cas abstraits de ces exemples, et ce dans la base
orthogonale des séries de Fourier.

Exemple 5.0.9 Soient 5 un espace de Hilbert, etT : 7 — € un opérateur
compact. Soit {ey, e, ..., en, ...} une base Hilbertienne, avec:

T(e()) = (peg + b€1

T(e1) = aep + areq avec oj € C, et
T(e;) = oye; Vj =2
Lelon) =0

(Ceci assure la compacité de T'. Si (o) est seulement bornée, alors T sera
borné ). D’ou :

ag a O 0
b (03] 0 0
0 0 oo 0
T = .
0O 0 O oy,

Soit T = A+ B, avec:

36
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A(eg) = g€y + b@l B(Go) =0

Aler) = aep + ageq et ¢ B(e;) =0

Afej) =0 Vi >2 B(e;) = aje; Vi >2
On a: A(B)(ep) =0, A(B)(e1) =0,..., A(B)(e,) =0,...

et on a aussi : B(A)(eg) =0, B(A)(e1) =0,..., B(A)(e,) =0, ...
Donc on aura :

[A,B] = 0,[A*, B] = 0,[A, B = 0.

Et par suite on trouve que :
e(T,T") = (A, A") @ span{B, B*}.

Comme on a dime(A, A*) <4, et dime(B, B*) = 2, alors dime(T,T*) < 6.
D’ou par le théoreme 3.1.8, on peut écrire T sous la forme : T = N + @,
avec N un opérateur normal, [N,Q] = 0, et €(Q,Q*) une algébre de Lie
semi-simple. Pour trouver cette décomposition on va écrire A sous la forme
diagonale ou triangulaire. En algébre linéaire on a prend que toute matrice
peut étre triangularisée, et dans certains cas diagonalisée.

&nm=<?
Py, (N) =det(A; — M) = A% — (g + aq) A + apay — ab.

, et soit Pa,(\) son polynome caractéristique,

x 17 cas : St A # 0 = Il existe \g, A1 deux valeurs propres distinctes,
alors: 3 {vg,v1} tel que :

A;(v9) = Aovo A O
= A, =

{ A1<Ul) == )\11)1 ! 0 /\1

D’ot dans la base {vg,vq, €2, ...,€n,...} on aura T = N + 0, ou:

) dans la nouvelle base {vy, v1}.

M O O -+ 0
0O X O --- 0
0 0 a --- 0
N = : : : .. :
O 0 0 - «ap

alors T est un opérateur normal.

x 2°¢ cas : St A =0 = Il existe une valeur propre double \.
a) Si dim E\ = 2 (ou E) est U'espace propre du valeur propre \): Donc il
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existe une nouvelle base tel que Ay = Ay, d’ou T est un opérateur normal.
b) Si dim Ey = 1: donc il existe une nouvelle base {vo,v1} tel que :

Ai(vo) = Ay (A1
{Al(vl):UO—F)\Ul :>A1_ 0 A

D’ot dans la nouvelle {vg, vy, €s, ..., €, ...} on aura T = N + Q, avec:

N(vo) = Avg Q(vo) =0
N(vy) = Ay ,et ¢ Qvr) = vy
N(ej) = O €; VJ >2 Q<€j> =0 VJ > 2

N un opérateur normal, [N,Q] = 0, et ¢(Q,Q*) = sl(2,C) une algébre
de Lie semi-simple de dimension 3, de plus on a Q) un opérateur nilpotent

(@Q*=0).

On peut construire une réalisation concrete du cas abstrait précédent.
1
Soient A = L*(—m,m), et ap, = —, n#0, ag = 1.
n
Et soit la série de Fourier U(z) :
ap .
Ur) = 5+ Z(an cosnx + b, sinnx),
i>1
avec a,, et b, sont des coéfficients de la serie de Fourier, ou:
L :
an = — ["_U(z)sinnzdz.
I

b, == " U(z)cosnzdz.
T

Soit la base orthogonale des séries de Fourier :

[ ep(z) =1
e1(r) =cosx
ex(r) =sinax

eon+1(x) = cosnx
eon(x) = sinnx

| !
1) Pourle 1¢" cas : A #0, on a T un opérateur normal tel que :
T(Gg) = )\060
T(Gl) = )\161
T(ej) = ;€4 VJ 2 2
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Donc quand on applique l'opérateur T" sur la base orthogonale des séries de
Fourier on trouve que :

(( T'(ep(x)) =T(1) = No
T(ey(z)) = T(cosx) = A\ cosx
T(ez(x)) = T(sinz) =sinz ,
T(egni1(z)) = T(cosnz) = 3 CoSNT
T(eg(z)) = T(sinnx) = % sinnx

™

TU)(z) = Ao /Tr U(y)dy%—% /7r cos yU (y)dy(A; cos l‘)—i—%/ sinyU (y)dy sin z+

—Tr —T —T

1 ™ ™
— Z(/ cosnyU (y)dy cos nx + / sin nyU (y)dy sin nx)

™

. : Z cosnfl+x)U(y)dy

—T —T n21

[ A 1
= —/ (22 4+ (A — 1) cosy cos x)U(y)dy%—%

cosn(y — x)

(Zn>1 ———— converge uniformément)
= n
Ona:
3t — 67t + 272
Zcosnti 19 0<t<2r
2 2 2
o | Horte Caci<o

D’ou on aura :

T [% A 3y —x)*+67(y — x) + 27>
TU)(z) = %/ (?0 + (A — 1) cosycosx + -2 12(y ) YU (y)dy
1 (™ A —x)? — — 27>
—l—;/ (EO + (A1 —1)cosycosz + 3 —2) 632@ o) + 21 U (y)dy
0
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Le noyau de T(U)(x) est défini comme suit:

A 3(y — 2)2 — 6m(y — ) + 27
@.1) ?O—k(/\l—l)cosycosx—i— ly=2) ;;(y z) + 2 0<y—az<2rm
K(z,y) = 2 2
’ A 3y — 6 — 2
?O—I—()\l—l)cosycos.ahL y—z)]"+ ;;(y T) + 2 —2r<y—z<0
On a K(x,y) = K(y,x) ( la symétie du noyau,).
On peut écrire T =11 + T ou :
1
Ty (U :—f )\1—1 ) cosy cos U (y)dy
T
1 3(y— z)? + 67(y — x) + 272

(U = _f 12 )U(y)dy
+; fg ? N 3y —x)* — 617;(3/ —x)+ 27 \U(y)dy

Et Ty un opérateur intégral, Ty un opérateur de Green associé a un probléme
de Dirichlet le suivant:

{ U“ZgU
U(-m)=U(n)=0

(©)

D’ou T est la somme de deux opérateurs l'un intégral, et autre générateur
de Green associé a un probleme de Dirichlet (o).

2) Pour le 2°™¢ cas : A =0, et dim E) = 1.
OnaT=N+Q , et on aura que :

( N(eg(z)) = N(1) =\ ) B B
N(ei(x)) = N(cosz) = Acosz Qleo(z)) = Q(1) =
N(ey(x)) = N(sinz) = sinz Qei(x)) = Q(cgsx) =1

1 Qes(r)) = Q(sinz) =0
N(egpr1(x)) = N(cosnzx) = — cosn et Oleama(z)) = Q(eos nz) = 0
N(ean(x)) = N(sinnz) = iz $in T Q(ezn(x)) = Q(sinnz) =0
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Donc :
T(U)(x) = N(U)(z) + Q(U)(x)
A [T 1 /7 [ . .
= — U(y)dy+—/ cos yU (y)dy(A cos x)—i——/ sinyU (y)dy sin z+
2m T J) I -
K 1 s
—Z / cosnyU (y)dy cos nx—l—/ sin nyU (y)dy sinm:)—i——/ cosyU (y)dy
n>2 YT —m ™ J_x
= %/ﬂ (% + (A —1)cosycosz + ; W)U(y)dy—k% /7r cosyU (y)dy
1" 1 (% X 3(y—=x)?+6n(y—x)+ 277
)@ =+ [ oyt [+ T IR g
I ™) . 2 12
ﬂ' —_ 72 _ _ 2 ™
l/ (é + 3y —2)” — bmly @) + 2n )U(y)dy—i—l/ (A= 1) cosycoszU(y)dy.
T 2 12 -

D’ot on peut écrire T = QQ + Ny + Ny ot -

( N ( %foﬂ(%—l-B(y_$>2+6f2(y_x)+27T2)U(y)dy+
%f (% N 3y —x)? — 6;;(@/ — )+ 27T2)U(y)dy
Ny(U %f (A — 1) cosy coszU (y)dy
\ Q(U)(x) = 7 cosyU(y)dy

Et Ny, Q des opérateurs intégraux, Ny un opérateur de Green associé a un
probléeme de Dirichlet (o).
On peut remarquer que Q(U)(x) est un operateur nilpotent, puisqu’on a:

QO)w) =+ [ coss)dnQ) -
car on a Q(1) =0.

Exemple 5.0.10 Soient ¢ un espace de Hilbert, et T : 5 — F un
opérateur compact. Soit {ey, ey, ..., en, ...} une base Hilbertienne, avec:
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T(eo) = apeo + dey + fes
T(el) aeg + aeq + ges
T(es) = beo + ce1 + anes avec a; € C, et
T(Cj) = ;€5 VJ Z 3
i (en) =0

(Ceci assure la compacité de T'. Si (a,) est seulement bornée, alors T sera
borné ). D’ou :

ap a b 0 0
d o ¢ 0 0
f g a 0 0
T — 0 0 0 o3 0
0O 0 0 0 o,
Soit T = A+ B, avec:
A(eo) Qe + del + f€3 B(eo) =0
Aley) = aey + aqeg + ges o B(e;) =0
A(eg) b + cep + (iaea B(eg) =0
Ae;) =0 Vji>3 B(ej) = aje; Vji>3
On a: A(B)(ep) =0, A(B)(e1) =0,... (

et on a aussi : B(A)(eg) =0, B(A)(e1) =0,..., B(A)(e,) =0, ...
Donc on aura :
[A,B] =0,[A*",B]=0,[A,B*] =0

Et par suite on trouve que :
e(T,T") = (A, A") @ span{B, B*}.

Comme on adime(A, A*) <9, et dime(B, B*) = 2, alors dime(T,T*) < 11.
D’ou par le théoreme 3.1.8, on peut écrire T sous la forme : T = N + @,
avec N un opérateur normal, [N,Q] = 0, et €(Q,Q*) une algébre de Lie
semi-simple. Pour trouver cette décomposition on va écrire A sous la forme
diagonale ou triangulaire. En algébre linéaire on a prend que toute matrice
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peut étre triangularisée, et dans certains cas diagonalisée.

ag a b
Soit Al d (05] C
[ 9

et soient Pa,(\) le polynome caractéristique de Ay, et A son discriminant.

x 17 cas : St A # 0 = Il existe \g, A1, et A3 trois valeurs propres dis-
tinctes, alors: 3 {vg,v1,v9} tel que :

Ai(vo) = Aovo Ao 0 0
A1<U1) = )\11)1 = Al = 0 )\1 0
A (v3) = Agvs 0 0 X

dans la nouvelle base {vy, vy, va}.

D’ot dans la base {vg, vq, €3, ..., €, ...} onauraT = N+0, ou: N un opérateur
normal, alors T est aussi normal.

% 2°¢ cas : S1 A =0.
1) S’il existe deuz valeurs propres A de multiplicité 2, et une valeur propre
de multiplicité 1 .
a) Si dim Ey\ = 2, donc A est diagonalisable, et par suite T est un operateur
normal

) Si dim E\ = 1, donc il existe {vy,v1,v2} base de Ay tel que :

A1 0
0 N0 |,dou:T=N-+Q, avec :
0 0 p
Nlvo) = )\UO Q(vo) =0
N(v) = _
N(U ) s ) et Q(Ul) = Vo
Do Q) =0 j>2
N(e;) = aje; j>3

N est un opérateur normal, [N,Q] = 0, £(Q,Q*) = sl(2,C) une algébre
de Lie semi-simple de dimension 3, de plus on a Q) un opérateur nilpotent
(@2 =0).

2) S'il existe une valeur propre triple Ao de Pa,(\) = (A—Xo)?, on va discuter
suivant le polynome minimal (ma, (N)).

a) Sima, (A) = (A= Xo)?, donc Ay = \oI3, d’ot on aura que T un opérateur
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normal.

b) Sima,(N\) = (A= Xo)?, donc il existe une base tel que :

)\0 0 1
A = 0 X O |,dou:T=N+Q avec :
0 0 X
N(Go) = )\060 (60) =0
N(er) = Moer ot Qe1) =0
N(e2) = Aoez ’ Q(e2) = eg
N(ej) = aje;  j=3 Q(e;) = j=3
N est un opérateur normal, [N,Q] = 0, et comme on a Q) un operateur

nilpotent, alors €(Q,Q*) une algebre de Lie semi-simple, et puisqu’on a

dim£(Q, Q) = 3 (la base est {Q, Q",[Q, Q"]}), d'0i £(Q, Q") = o(3,C).

c) Sima, (N) = (X — N\o)?, donc il existe une base tel que :

o 1 0
A= 0 X 1 |,dou:T=N+4Q avec :
0 0 )\0
N(eg) = Aoe Q(eo) =0
N(er) = A€ ot Q(e1) = e
N(eg) = >\0€2 ’ Q(eg) = €1
N(e;) = aje; J=3 Q(e;) =0 J=3

N est un opérateur normal, [N,Q] = 0, comme on a Q un operateur nilpo-
tent, et dime(Q,Q*) = 3 (la base est{Q,Q*,[Q,Q*|}), donc on aura que
e(Q, Q%) = o(3,C) une algébre de Lie semi-simple de dimension 3.

On a construit une réalisation concréte du 2°¢ cas abstrait pour A = 0,
et my, (A) = (A — Xo). Nous avons T = N + Q, et quand on applique les
opérateurs N, Q) sur la base orthogonale des séries de Fourier on trouve que:
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( N(eo(z)) = N(1) = Ao . _ _
N(ei(z)) = N(cosx) = \gcosx Qleo(x)) = Q1) =
N(eg(z)) = N(sinz) = Agsinz Qler(w)) = Qcosz) =1
N B ! . Q(ex(x)) = Q(sinz) = cosx

(ean+1(z)) = N(cosnx) = S COSNT LY Qfeg, .y (2)) = Q(cos nx) = 0
N(egn(x)) = N(sinnz) = % sin nx Qezn(2)) = Qsinnz) =0
Apres calcul on trouve :

)@ =+ [ Oomteosty— a0ty s [ G+ 30 =Dy
—l—% /_7T (cosy +siny cosx)U (y)dy
D’otu on peut écrire T = Q + Ny + Ny o1 :
NU)(@) = L 0 (20 4 AU ROy ) E 2 g
Loy MmOy D 2
No(U = %f (Ao — 1) cos (y — x)U(y)dy
\ Q(U)(x) = f:r(cosy + siny cos x)U (y)dy

Et Ny, Q des opérateurs intégraux, Ny un opérateur de Green associé a un
probléme de Dirichlet (o).
On peut remarquer que Q(U)(z) est un operateur nilpotent, puisqu’on a:

Q*(U)(x) =0.



Chapitre 6

Conclusion

Dans ce travail on a examiné certains résultats de (7T, 7*) la sous-algebre
de Lie de AB(H) contenant T et T*, et &7 (Q, Q") l'algebre associative en-
gendrée par () et Q*. On a précisé la relation entre la structure de ’algebre
de Lie e(T, T*) engendrée par T et son adjoint 7™ lorsqu’elle est de dimension
fine, et les propriétés de T'. Nous avons développé certaines démonstrations
de T'article intitulé ”Lie algebra generated by bounded linear operators in
Hilbert spaces” [10].

Nous avons étudié des exemples d’opérateurs linéaires bornés ou compacts,
appliquant le théoreme 3.1.8 sur ces operateurs, puis on a construit des
réalisations concrete des cas abstraits, travaillant dans la base orthogonale
des séries de Fourier. Enfin, on a écrit 'opérateur étudié comme une somme
d’un operateur intégral, et d'un opérateur de Green associé a un probleme
de Dirichlet.

Par cette étude, on peut dire qu’on a la possibilité d’utiliser certains résultats
sur la théorie des algebres de Lie dans la théorie spectrale des opérateurs sur
un espace de Hilbert.
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