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Résumé

Le besoin d’une analyse fiable du comportement vibratoire des arbres tournant ne cesse
d’augmenter avec les nouvelles exigences qui ont pour objectif d’atteindre des vitesses de
rotation plus élevées et d’alléger la structure. Dans ce contexte s’inscrit ce travail, qui a pour
objectif d’étudier le comportement dynamique des arbres tournants en matériaux composites,
en utilisant une combinaison de la méthode des éléments finis et la méthode de la quadrature
différentielle, pour donner une nouvelle méthode appelée « a differential quadrature
hierarchical finite element method » (DQHFEM). La modélisation du comportement
dynamique d’un arbre tournant est basée sur la théorie des poutres d’Euler Bernoulli qui néglige
I'influence de l'effet de cisaillement et celle de Timoshenko qui prend en compte cet effet. Les
effets gyroscopiques, de I'inertie rotatoire ainsi que celui du couplage due a la stratification des
couches des composites sont pris en compte. Un programme en Matlab a été élaboré pour la

détermination des fréquences propres de I'arbre tournant et des diagrammes de Campbell.

Nous avons validé notre programme, et plusieurs cas ont été étudiés en vue de
déterminer l'influence des différents parametres comme le rapport longueur/diameétre, les

orientations des fibres, les conditions aux limites ainsi que les différents matériaux.

Mots clés : Arbre, Composite, DQHFEM, vitesse critique, diagramme de Campbell.



Abstract

The need for reliable analysis of the vibration behaviour of rotating shafts continues to
increase with the new requirements which aim to achieve higher rotational speeds and lighten
the structure. In this context, the aims of this work is to study the dynamic behaviour of rotating
shafts of composite materials, using a combination of the finite element method and the
differential quadrature method, which gives a new method called a differential quadrature
hierarchical finite element method (DQHFEM). The modeling of the dynamic behaviour of a
rotating shaft is based on the theory of beams of Euler Bernoulli which neglects the influence of
the shear effect and also the theory of Timoshenko which takes this effect into account. A
Matlab program, which determine the eigen frequencies of the rotating shaft and Campbell
diagrams is developed.

We have validated our program, and several studies have made to determine the influence
of different parameters such as length/diameter ratio, fibre orientation, boundary conditions

and different materials.

Keywords: Shaft, Composite, DQHFEM, Critical speed, Campbell diagram.
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1. Introduction

La dynamique des machines tournantes est un domaine particulier de la mécanique qui
a depuis longtemps intéressé autant la communauté scientifique que le monde industriel, les
premiers y voyant un vaste domaine a explorer, riche en phénomeénes physiques complexes,
pour les seconds un atout majeur non seulement pour la compréhension des problemes

rencontrés mais aussi pour I'innovation technologique.

La modélisation du comportement vibratoire des arbres en composite a fait 'objet de
nombreux travaux antérieurs. En effet, les nouvelles exigences de la technologie moderne
imposent l'utilisation des matériaux novateurs (composites) dont les propriétés mécaniques
sont élevées pour un usage adapté a leur utilisation et présentant une faible masse volumique
afin d’augmenter leur résistance a la torsion et atteindre des vitesses de rotation plus élevées
offrant ainsi une structure légeére et une haute performance mécanique des machines
industrielle. Ils sont de plus en plus utilisés par I'industrie et en particulier dans le transport
terrestre et aérien grace a leurs caractéristiques mécaniques exceptionnelles qui présentent un

enjeu économique et écologique dans I'industrie moderne.

Le besoin d’'une analyse fiable du comportement vibratoire des arbres ne cesse
d’augmenter avec les nouvelles exigences qui ont pour objectif d’atteindre des vitesses de
rotation plus élevées ainsi d’alléger la structure. Dans ce contexte s’inscrit notre travail qui a
pour objectif d’étudier le comportement dynamique des arbres tournants en matériaux
composite, en utilisant une combinaison de la méthode des éléments finis et la méthode de la
quadrature différentielle, pour donner une nouvelle méthode appelée « a differential
quadrature hierarchical finite element method » (DQHFEM), c’est une méthode qui exprime
les matrices obtenues par la méthode des éléments finis hiérarchiques sous une forme
similaire a celle de la méthode en quadrature différentielle et qui introduit la base
d’interpolation sur la frontiére des éléments finis hiérarchiques de la méthode. La méthode de
la différentielle quadrature DQM est généralement utilisée pour résoudre des équations aux
dérivées ordinaires et partielles. Elle peut étre essentiellement caractérisée par les valeurs des
dérivées a chaque point de grille sous forme de sommes linéaires pondérées approximant les

valeurs des fonctions a tous les points de grille dans le domaine considéré.



Nous avons mené des travaux de modélisation basée sur la théorie des poutres d’Euler
Bernoulli qui néglige I'influence de I'effet de cisaillement, et celle de Timoshenko qui prend en
compte cet effet, afin de déterminer le comportement dynamique des arbres en composites et
ceci en en tenant compte de I'influence de plusieurs parametres tel que leffet gyroscopique,
linertie rotatoire ainsi que celui du couplage due a la stratification des couches des

composites.

Un programme en Matlab est élaboré pour la détermination des fréquences propres de
I'arbre tournant en matériaux composites et des diagrammes de Campbell. Aprés validation
du programme plusieurs cas sont étudiés en vue de déterminer l'influence des différents
parametres comme le rapport longueur/diametre, les orientations des fibres, les conditions

aux limites, les différents matériaux.

2. Plan du mémoire

Le présent mémoire s’organise autour de quatre chapitres.

A partir d’une étude bibliographique, le premier chapitre présente des généralités sur
les machines tournantes et les matériaux composites. Et plus spécialement I'intervention des

matériaux composites dans le domaine de la dynamique des rotors.

Le deuxiéme chapitre porte sur 'étude des équations de mouvements de 'arbre, et
I'étude des lois de comportement des matériaux composites. Les énergies cinétique et de

déformation de I'arbre en composite sont déterminées.

Au troisieme chapitre, nous exposons la modélisation par la DQHFEM pour la
résolution des équations du mouvement de la structure étudiée, en utilisant la théorie des

poutres de Timoshenko qui prend en compte l'effet de cisaillement.

Enfin, au quatriéme chapitre, Nous élaborons un code de calcul en Matlab et apres
validation du programme, plusieurs cas sont étudiés en vue d’optimiser les parametres de

construction des machines tournantes.
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Chapitre I : Revue de la littérature

1.1.Introduction aux machines tournantes

Les machines tournantes sont devenues depuis nombreux années des éléments
indispensables pour I'industrie moderne, ils occupent actuellement une place prépondérante
dans les applications faisant intervenir des systémes de transmission de puissance. Les
constructeurs sont amenés a améliorer leurs produits. Les progres effectués dans la conception
et la fabrication permettent aujourd’hui d’augmenter a la fois les performances et le rendement
des machines en les faisant fonctionner dans des gammes de vitesse de rotation de plus en plus
élevées, ils sont composés des parties tournantes autour d’un axe fixe par le biais des paliers.
L’ensemble tournant autour d'un méme axe constitue un rotor. La fonction de ce dernier
nécessite un apport extérieur d’énergie assurée par le moteur. Les éléments de base d’une

machine tournante sont : disque, arbre et palier, illustrés dans la (figure 1.1).

Figure 1. 1 : Eléments de base d’'une machine tournantes

1.1.1. Les machines tournantes dans 'industrie

Les machines tournantes sont présentes dans de nombreux secteurs d’activité de
l'industrie (aéronautique, automobile, nucléaire, l'industrie pétroliere et gazieére...etc.). Elles
sont trés diverses : compresseurs, turbines, moteurs d’avion, pompes, alternateurs (figure 1.2).
Elles doivent, dans un souci de qualité, d’efficacité et de stireté, étre étudiées avec soin au niveau
du projet [1]. Les machines tournantes basiques peuvent étre rencontrées dans des produits et
systéemes variés allant des moteurs électriques des réfrigérateurs et des machines a laver

jusqu’aux moteurs d’avions [2].

De nombreuses recherches scientifiques sont focalisées sur I'étude du comportement des

machines tournantes. L’augmentation rapide des vitesses de fonctionnement des machines
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tournantes engendrent des problémes de vibrations. Lorsque ces vibrations sont trop élevées,
elles causent souvent un sentiment d‘inquiétude, puisqu‘elles annoncent possiblement un arrét
ou un bruit imprévu et par conséquent une perte non négligeable de productivité ou une atteinte
a la sécurité du personnel. Ils peuvent étre causées par divers phénomenes d‘excitation, un
déséquilibre crée par des effets particuliers tel que le balourd, des mouvements sismiques,

défauts de roulements, présence des fissures, et d’autre sources d’instabilité.

(a) Turbine a gaz [3] (b) Pompe a double aspiration [4] (¢) Turbocompresseur [5]

Figure 1. 2 : Exemples des machines tournantes

1.1.2. Dynamique des rotors

La dynamique des rotors est I'étude de la dynamique et de la stabilité des machines
tournantes. Elle joue un rdle important dans 'amélioration de la sécurité et des performances
de ces systemes. Au fur et a mesure que la vitesse de rotation d’'un arbre tournant augmente,
son niveau de vibration traverse souvent un seuil critique, appelée ‘vitesse critique’, qui est
parmi les phénomenes classiquement observés en dynamique des rotors. D’aprés Nelson [6],
I'une des premieres citations concernant la notion de vitesse critique remonte a la fin du XVIIIe
siecle lors d’essais expérimentaux concernant la vibration des arbres embarqués par
des poulies réalisées par Dunkerley [7]. I définit alors la vitesse critique comme la vitesse otl,
de maniére analogue a la résonance d’une structure élastique non tournante, les vibrations de
la machine atteignent des niveaux élevés. Aujourd'hui le concept de vitesse critique a évolué et
se rattache d'un point de vue théorique a la notion de valeurs propres du systeme tournant, la
vitesse critique correspond a la vitesse ou l'excitation par balourd coincide avec une des
fréquences propres du systeme. Cette évolution est souvent excitée par un déséquilibre de la

structure tournante. Si 'ampleur de la vibration a ces vitesses critiques devient excessive, une

6
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défaillance catastrophique peut se produire. Afin d’optimiser le rendement et la performance
de la machine tournante, le coefficient de sécurité, et I'écart entre le disque et le stator doivent
étre réduits. Pour cela, la prédiction du comportement dynamique des composants des
machines tournantes doit étre déterminée avec beaucoup de précision et d’aboutir a une

compréhension accrue des phénomenes physiques mis en jeu.

La premiére analyse d'un arbre tournant a été étudié par Rankine [8], considérant I'arbre
comme flexible, Il a défini certaine vitesse comme vitesse de tourbillonnement "whirling speed"
de l'arbre et a démontré qu'au-dela de cette vitesse de tourbillonnement que la déflection radiale
du mod¢le de Rankine augmente sans limite [9]. Aujourd’hui, cette vitesse s'appellerait la vitesse

de seuil "threshold speed” pour l'instabilité divergente.

Plusieurs travaux de recherches ont été porté sur les phénomenes liés au comportement
dynamique des systémes de rotor rigides ou flexibles, symétriques ou dissymétriques montés
sur des paliers élastiques linéaires ou non linéaires dans le cas d’un support fixe, tels que les
travaux de Rao [10], Lalanne et Ferraris [11], Genta en 1995 et en 2005 [12], [13], Yamamato et

Ishada [14], Bachschamid et al [15].

1.2. Généralités sur les matériaux composites

Dans le contexte de la crise énergétique actuelle, les matériaux composites représentent
une alternative intéressante aux matériaux traditionnels métalliques. Ils présentent
effectivement une résistance mécanique spécifique largement supérieure a la plupart des alliages
métalliques et constituent une ressource prometteuse, en particulier dans les secteurs industriels
du transport terrestre et aérien ou l'allegement des structures devient un enjeu a la fois
économique et écologique [16]. Les premiéres applications ont vu le jour dans le domaine de
l'aérospatial en remplacement des batteries chimiques traditionnelles et plus récemment dans

le transport terrestre [17].

1.2.1. Définition

Un matériau composite est un assemblage formé d’au moins deux matériaux non

miscibles, ils permettent d’aboutir & un matériau hétérogéne dont les qualités respectives se
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complétent pour former un matériau aux performances globales améliorés (I'ensemble des

performances obtenus sont supérieures a ceux des composants pris séparément).

Les composites sont constitués des renforts et d'une matrice dont laquelle sont noyés les
renforts (figure 1.3), entre ces derniers existe une zone de liaison appelée interface. Le
développement des composites modernes est essentiellement dii a la nécessité de satisfaire les
exigences de plus en plus poussées de l'industrie, surtout dans les secteurs : aérospatial,

aéronautique et la biomécanique.
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Figure 1. 3 : Constituants d’'un matériau composite

Les matériaux composites disposent d’atouts importants par rapport aux matériaux
traditionnels (métaux, plastiques, céramique). Le principal intérét de leur utilisation provient

de leurs excellentes performances. Ils apportent de nombreux avantages fonctionnels :

- Légereté;

- Peu sensible a ’humidité, la chaleur, la corrosion ...etc. ;

- Une bonne isolation électrique ;

- Création de piéces de toutes les formes, de toutes les épaisseurs, en fonction de la
demande ;

- IIs se déforment moins en fonction de la température et de la pression ce qui est un des
gros enjeux des matériaux utilisés en aviation commerciale ;

- Grande résistance a la fatigue ;

- Maintenance réduite ;

- Un trés bon comportement aux chocs.
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On distingue deux types de composites [18] [19] :

e Grande diffusion : Les matériaux composites a grande diffusion offrent des avantages
essentiels, qui sont : Optimisation des colts par diminution des prix de revient, sa
composition de polyester avec des fibres de verre longues ou courtes (sous forme de mat ou

tissu) et la simplicité du principe du matériaux (moulage par contact, SMC et injection).

e Hautes performances : Les matériaux composites a hautes performances sont utilisés dans
le domaine d’aéronautique ou le besoin d’une grande performance déduite des hautes
valeurs ajoutées. Les renforts sont plutot des fibres longues. Le taux de renfort est supérieur
a 50%. Ces composites sont élaborés par les procédures suivantes : - drapage autoclave,

enroulement filamentaire, RTM. - beaucoup de procédés encore manuels.

1.2.2. Constituants des matériaux composites

1.2.2.1. Matrice

La matrice a pour principal but de transmettre les efforts mécaniques au renfort. Elle
assure aussi une protection (chimique, thermique, électrique) des renforts vis-a-vis des diverses
conditions environnementales. Elle permet en outre de donner la forme voulue au produit

réalisé tel que la fabrication de piéces a géométrie complexe par drapage sur contre-moule.

La classification des types de matrices couramment rencontrées est donnée dans la

(figure 1.4).

Polysters
— Thermodurcissables Phénoliques
—  Elastometres Epoxy
— Organiques —
(70 Polyamide
(¢b)
K-
: — — Thermoplastiques Polycarbonate
©
E — Métaliques Polyester saturé
— Minérales —

— Céramiques

Figure 1. 4 : Les différentes familles de Matrice [20]
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1.2.2.2. Renforts

Les renforts assurent 'essentiel des propriétés mécaniques du composite, contribuent a
améliorer la résistance mécanique et la rigidité des matériaux composites et se présentent le plus
souvent sous forme de fibres. Ces derniers peuvent étre courtes (0,1 - 1 mm), longues (1 - 50
mm) ou continues (> 50 mm).

La classification des types de renforts couramment rencontrés est indiquée dans la

(figure 1.5).

Bois
Végéteaux ~|:—

Coton - Papier -Jute

— Inorganiques — Carbone
o A
o Céramique Verre
= - - Minéreaux ~|:
D — Métaliques Bore
o — Aramides

— Organiques —

L Polysters

Figure 1. 5: Principaux matériaux de renfort [20]

1.2.2.3. Interface

En plus de ces fibres et la matrice, il faut rajouter : une interface qui assure la
compatibilité renfort/matrice, qui transmet les contraintes de 'un a 'autre sans déplacement

relatif. Bonne adhérence en couche fine.

1.2.3. Propriétés des matériaux composites

Au final, les matériaux composites se différencient des matériaux classiques par un fort
module d’Young, une faible masse volumique et une bonne tenue en fatigue. Ils ont I'avantage
d’avoir une limite élastique trés élevée, de ne pas se corroder et de résister aux produits

chimiques courants tels que les graisses, huiles, peintures, etc. [21]
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1.3.Dynamique des rotors en matériaux composites

La modélisation du comportement vibratoire des arbres en composite a fait 'objet de
nombreux travaux antérieurs. En effet, les nouvelles exigences de la technologie moderne
imposent l'utilisation des matériaux novateurs (composites) dont les propriétés mécaniques
sont élevées pour un usage adapté a leur utilisation et présentant une faible masse volumique
afin d’augmenter leur résistance a la torsion et atteindre des vitesses de rotation plus élevées
offrant ainsi une structure légére et une haute performance mécanique des machines
industrielle. Ils sont de plus en plus utilisés par I'industrie et en particulier dans le transport
terrestre et aérien grace a leur caractéristiques mécanique exceptionnelle qui présentent un

enjeu économique et écologique dans I'industrie moderne.

Les arbres en matériaux composite ont été introduits principalement dans le secteur
aérospatial étant un secteur exigeant dont I'unique objectif été essentiellement de procurer un
gain de masse sur la piéce mécanique tout en conservant d’excellentes caractéristiques
mécaniques. Une analyse du comportement vibratoire d’'un arbre de transmission en
bore/époxyde d’un rotor de queue d’hélicoptére a été réalisé par Zinberg et Symmonds [22] en
utilisant une approche simple fondée sur la théorie des poutres appelée la théorie des poutres
du module équivalent EMBT afin de déterminer les vitesses critiques et les comparant avec
celles trouvés expérimentalement. Par la suite, Dos Reis et al [23] ont employé la méthode des

éléments fini afin d’investiguer sur 'arbre étudié par Zinberg et Symmonds [22].

En comparant les résultats ils ont trouvé que les fréquences changent par l'effet de
laccouplement flexion-traction et aux contraintes normales de cisaillement. L’effet de
P'accouplement de flexion-torsion sur la vitesse critique a fait 'objet d'une enquéte d’ou Bert
[24] a développé une théorie simplifiée (théorie d’Euler Bernoulli) pour I'étude d’un arbre de
transmission en composite et par la suite Kim et Bert [25] ont fait une analyse théorique pour
déterminer la vitesse critique d’un arbre creux en composite. Gupta et Singh [26] ont étudié le
comportement dynamique des rotors composites afin d’investiguer sur I'effet du couplage due
aux contraintes normales de cisaillement sur 'amortissement modal et les fréquences naturelles
tout en incluant l'effet gyroscopique. Bert et Kim [27] ont fait une autre étude qui consiste a

analyser l'instabilité dynamique d’un arbre de transmission en matériaux composites soumis a

11
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des variations de couple et/ou a la vitesse de rotation en utilisant divers aspects théoriques tels
que les théories des coques minces. Chang et al [28] ont fait une analyse du comportement
vibratoire d’un arbre tournant en composite en prenant en compte la déformation transversale
de cisaillement, I'effet de couplage due a la stratification des couches I'effet gyroscopique avec
un modele basé sur la théorie des poutres et la déformation de cisaillement du premier ordre

(Théorie des poutres de Timoshenko).

Diverses approches fondées sur les théories des poutres et des coques ont été présentées
pour déterminer les vitesses critiques des tubes en composite axisymétrique monté sur des
supports élastiques ou indéfiniment rigides par Dos Reis et al [23], Sino et al [29] tels que la
théorie des poutres du module équivalent EMBT et la théorie de stratifié¢ des poutres (LBT) qui
ont été utilisé dans 'analyse du comportement dynamique des rotors en composite par Singh
et Gupta [30] fournissant un outil puissant pour la détermination des vitesses critiques. Singh
et Gupta [31] ont fait une étude expérimentale sur la dynamique des rotors ensuite ils ont
continué le travail en utilisant "the layerwise theory" dans leur article [32] sur deux arbres en
carbone/époxyde avec des orientations des fibres constantes (45° et 60°), les auteurs ont prouvé
que les effets de couplage dus aux déformations flexion-traction et aux contraintes normales de

cisaillement changent avec la séquence d’empilement, et changent les valeurs de fréquences.

Boukhalfa et al [33] ont publié un article concernant I'étude du comportement vibratoire
des arbres tournants en matériaux composites avec des disques rigides isotropes, sur palier
élastique amortis modélisé comme ressorts et amortisseurs visqueux en utilisant la version-p de
la méthode des éléments finis pour la modélisation de la structure. Boukhalfa et Hadjoui [34]
dans une autre étude ont étudié le comportement vibratoire des arbres tournants embarqués en

composite en utilisant la méthode h-p de la méthode des éléments finis.

Le besoin d’une analyse fiable du comportement vibratoire des arbres ne cesse
d’augmenter avec les nouvelles exigences qui ont pour objectif d’atteindre des vitesses de
rotation plus élevées ainsi d’alléger la structure. Dans ce contexte s’inscrit notre travail qui a
pour objectif d’étudier le comportement dynamique des arbres tournants en matériaux
composite, en utilisant une combinaison de la méthode des éléments finis et la méthode de la

quadrature différentielle, pour donner une nouvelle méthode appelée « a differential quadrature

12
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hierarchical finite element method » (DQHFEM), qui a été utilisé pour la premiére fois par Liu
et al [35], ils ont étudié la méthode et ses applications a la vibration et a la flexion des plaques
de Mindlin avec des domaines curvilignes, C’est une méthode qui exprime les matrices obtenues
par la méthode des éléments finis hiérarchiques sous une forme similaire a celle de la méthode
en quadrature différentielle et qui introduit la base d’interpolation sur la frontiére des éléments
finis hiérarchiques de la méthode. Saimi et Al [36] ont utilisé cette méthode pour faire une

analyse dynamique d’un rotor embarqué avec la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli.

La modélisation du comportement dynamique de 'arbre étudié est basée sur la théorie
des poutres d’Euler Bernoulli qui néglige I'influence de T'effet de cisaillement et celle de
Timoshenko qui prend en compte cet effet. Les effets gyroscopiques, de I'inertie rotatoire ainsi

que celui du couplage due a la stratification des couches des composites sont pris en compte.

Un programme en Matlab a été élaboré pour la détermination des fréquences propres

de l'arbre tournant et des diagrammes de Campbell.
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2.1. Equations de mouvements

L’approche énergétique étant utilisée, on établit les équations différentielles du
mouvement par le calcul de I'énergie potentielle de déformation ainsi que I'énergie cinétique du

déplacement.

2.1.1. Etude cinématique

Les hypotheses cinématiques de la poutre Timoshenko permet d’exprimer les champs
de déplacements dans la couche n d’un point arbitraire de la section transversale dans les

directions x, Y, Z comme suit :

Ulx,y,z,t) = u(x,t) + z0,(x,t) — y0,(x,t)
V(ix,y,zt) =v(x,t) —z60,(x,t) (2.1)
W(x,y,zt) =w(x,t) +y0,(x,t)

Comme montre la figure 2.1 ci-dessous, Les variables u, v et w représentent les

déplacements de flexion dans les directions w, y et z des points sur 'axe de référence de I'arbre.
Tandis que 8y, 6, et 6, représentent les rotations de la section droite autour des axes x, y et

z, respectivement.

Figure 2. 1 : Cordonnées du systéme : Cylindrique (x, r, 0) et cartésien (x, y, z)
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2.1.2. Relation déformation- déplacement

Les relations déformations-déplacements peuvent étre exprimés comme suit :

du 96, 36,

G =5 V25 TV %y
_1( p +6v 89x>
gxy_Z Z 7 ox Zax

B 1( o+ ow aex) (2.2)
&z =3 Y T ox Y ox

Eyy = &7 =€y, =0

Avec: Eyy = &y, €l &y, = &,

Les trois composantes de déformation €y, £, et €, égales a zéro, est une hypothese
de la théorie de déformation de cisaillement de premier ordre, qui ne consideére pas la

déformation transversale normale et de cisaillement.

Dans le systéme des cordonnées cylindriques (x, , 6) avec les vecteurs unitaires (i, e,, e)

(comme montre la figure 2.1) le tenseur de déformation est exprimé comme suit [6] :

(gxxw 1 0 0 0 0 0 7 [Exx
£90 0 sin?0 cos?6 0 —2cosBsinf 0 Eyy
Err 0 cos?6 sin%6 0 2 cosBsin @ 0 €22
{ = X > (2.3)
Exo 0 0 0 —sin@ 0 cos G| | Exy
Erg 0 —cosfsinf cos6sinb 0 cos?6 — sin?0 0 Eyz
\&xr/ L0 0 0 cos 0 0 sin @4 \&xz/

Puisque €y, = &,; = &y, = 0, les composantes de déformation du systeme de

coordonnées cylindriques peuvent étre simplifiés comme suit :

gxx 1 0 O Sxx
Exo p=|0 —sinf cosB|X Exy (2.4)
Exr 0 cos@ sinfl1 \éxz

Par conséquent, le champ déformation dans le systéme des coordonnées cylindriques

peut étre écrit en termes des variables déplacement et de rotation comme suit :

16
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du 20, 26,

Exx = Ix + rsinf B rcosf x
—1(9 n6 + 6, 0056 — sinf 22 + cos8 2L + a@)
Exg = 5| 0z5in y€ost — sinf = + cost =+ —

(2.5)

1 _ ov 0w
&r =35 (Hysmﬁ — 6,co0s0 + cosf E + sin@ E)

€09 = Er = &g =0
Telsque: &y = & €L Eyg = Egy

Le tenseur des déformations dans la couche n de n’importe quel point du stratifié en

fonction des coordonnées cylindriques est donnée par :

Exx  Exr Exo
[E] = |Exr 0 0 (26)
Ep O 0

2.1.3. Relation contrainte — déformation

La relation contrainte- déformation de la k™ couche (voir figure 2.2) définie par le rayon
intérieur Ry, et le rayon extérieur Ry, dans les coordonnées locales orthotropes (1, 2,3) (voir

figure 2.3) est exprimée comme suit [3] :

(011 (€11
072 €22
033 €33
{ > =[C] < >
123 Y23 (2.7)
T31 V31
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Figure 2. 2 : k couches de ’arbre en matériaux composites

3(T)

Directions transversales
2(M

1@

Directions longitudinales

Figure 2. 3 : Axes principaux (1, 2, 3) d’'une couche de stratifié
La matrice de rigidité [C] est donnée par :

€11 Cip Ci3 O 0
Ciz Cpp C3 O 0
Ciz C3 (33 0 0
0 0 0 C4 O
0 0 0 0 Css
L 0 0 0 0 0 Cgel

[C]

o O o o O

(2.8)
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Dans le systtme des cordonnées cylindriques (x,r,0) la relation globale contrainte-

déformation pour K™ couche est donnée par :

(O_xx\ fgxx\
O66 €06
Orr Err
A r = [C’
Tro '] Yro ( (2.9)
Txr Var
kaHJ \Yx9/

[C'] estla matrice de rigidité transformée illustrée dans la figure 2.4 et donnée par :

1y Ciz Ciz 0 0 Cig]
Ci Cha Ch 0 Cly Cho
€ = [T = |0 B O O e (2.10)
0 0 0 C, Ck 0
0 0 0 C, Ck 0
Cls Clo Cls 0 0 Gl
Ou et [T] est la matrice de transformation donnée par [3] :
cos?n sin?n 0 0 0 2cosnsing ]
sin?n cos?n 0 0 0 —2cosnsing
0 0 1 0 0 0
[T,] = _ (2.11)
0 0 0 cosn —sinp 0
0 0 0 sinny cosnp 0
|—2cosnsinp 2cosnsinp 0 0 0 cos?n — sin? 7.

Et Cj; sont les coefficients de la matrice transformée de rigidité exprimés en fonction de
I'angle n (voir la figure 2.5) par rapport aux axes formés les directions principales, et les

constantes de rigidité C;;.

C’n = Cyqcos*n + Cyysinn + 2(C1p + 2666)sin2n cos?n

C’m =(C11 —C12 — 2C¢p) sinncos3n + (C12—Co2 + 2C66)sin3n cos7
, 2

Coo = [C11+ C22 —2(C12 + Cgf)] sin“ncos 1+ Ceg (sin4n + cos477) (2.12)

Css = Cassin®n + Css cos?n
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Figure 2. 5 : Axes principaux (1, 2, 3) d’une couche de stratifié et axe (€, €y, €,.) du stratifié

Dans 'hypothese €99 = & = ¥ = 0, la relation contrainte-déformation peut étre

simplifiée comme suit :
Oxx C1,1 ksC1,6 0 Exx
o p = |ksCle ksChs O [{¥xo

, (2.13)
Tor 0 0 kSCSS Yxr

Ou kg est le facteur de correction de cisaillement
AVeC: Ty = Ty €t Tyg = Ty

Le tenseur des contraintes dans la couche n de n’importe quel point du stratifié en

fonction des coordonnées cylindriques est donnée par :
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Tex  Txr Txo

[8] = |Tyr 0 0 (214)

Ty O 0

Les constantes de rigidité réduites en fonction des modules d’¢lasticité dans les axes

principaux sont [3] :

( EL _ E;
i1 = 1
UprVrL — 2T 2
E, ‘LT
Er
Cyy = E—LC11
Ci2 = vp7rCyy
Coe = GiT
Cyq = GTT'
\Cs5 = Gpp
Avec:

((E; Er; Ep1) = (Ey; Ey; E3)
Wi vprs Vrpr) = (V125 V135 Va3)
(Gr; Grprs Gppr) = (Gyg; Gyz; Ga3)

ET = ET’
Upr = Vir!
\G.r = Gy

(2.15)

(2.16)

Le plan transverse repéré par les directions 2 et 3 notées également T et T", ces directions

étant équivalentes.

Ep,vir

traction longitudinale.
Er, Vo, vrrr

traction transversale.
Grp, GTT'

: Module de Young et coefficient de Poisson, mesurés dans un essai de

Module de Young et coefficient de Poisson mesurés dans un essai de

Modules de cisaillement mesurés respectivement dans des essais de

cisaillement longitudinal et transversal.
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2.1.4. Energie de déformation de ’arbre

L’énergie de déformation de I'arbre en composite est donnée par la formule suivante :

1 1
Eqq = Ef [O']T[S]dV = Ef (O-xxgxx + TorYar + TxHVxH) dav (2.17)
\%4 14
Tel que: y = 2¢

En considérant les équations (2.13) et (2.17), I'expression de I'énergie de déformation

devient :

1 ' 12 Vi !
Eqq = Ef (Clagdx + ksCisvir + ksCievig + 2ksCleVxpexy) AV
v

(2.18)
f fz"ka c 6u+ 969 969
11 rsin 0 eosf =
, _ v ow\?
+ kyCss (Hysme — 0,cos0 + cosO F + sin@ a)
+ kyC, (9 0 + 6,050 — sind -2+ coso 2 + 09) (2.19)
66 | B,5in cosf — sin oy T oS0+ T :
, ] Y adw
+ 2k,Cie (BZSLnH + 6, cost — sind ™ + cosf M
69) 6u+ 966 960 dxdrdd
)\ 2 rsin 5 recost—— || rdxdr

Apres développement de 'équation (2.19), On aboutit ainsi a I'expression de I'énergie de

déformation de 'arbre :
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Eyq Allf(a”) dx + 2 Bll[f ‘”y dx +f("’fj dx ]+ KBséf(‘”") dx
zaexau

aey 86, 1ov 08, 1w 36,
+5K5A16[2 “dx + f, 6,2 dx —fey dx — [ 222 dx — [ 222 d] (2.20)
2
+ 2 Ky(Ass + Ass) [fo " dx+fl(a—::) dx+f 6, dx + [6,% dx
L, ow
+2 f, 6,5 dx — 2 [} 6,5 dx|
Ou L est la longueur de I'arbre et les constantes A;, B;j sont exprimées ci-dessous :
(
Ay = ”Z Ciin(Ri41 — RR)
n=
k
T R2
Ass = Ez Cssn(Ris1 — RY)
n=1
k
T c R2
Age = Ez 66n(Rn+1 R?)
3 , n= (2.21)
4
Aie = 3 16n(Rn+1 R%)
n=1
k
T 4
By, = Zz Clln(Rn+1 Ry)
n=1
k
s
B66=EZ 66n(Rn+1 R;}J
\ n=1

Ou k est le nombre des couches et n est I'indice des couches et Ry est le rayon intérieur

de I'arbre, R est le rayon extérieur de I'arbre et e est I'épaisseur de I'arbre (voir figure 2.2).
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2.1.5. Energie Cinétique de arbre

Pour un point P arbitraire de la section droite de I'arbre tournant (voir figure 2.6), sa
nouvelle position est due a une déformation longitudinale, de flexion et de torsion de I'arbre
tournant et peut étre décrit a I'aide d'un ensemble de cordonnées mobiles x’, y’, 2’ fixées a I'arbre
tournant et la section droite. Le centre Gc de la section droite coincide avec le centre O

avant déformation de larbre.

A

z(k)

Figure 2. 6 : Déplacement d’un point arbitraire P de la section droite de I'arbre tournant

Le vecteur position Ry, /o , ol le point O coincide avec le centre G, de la section droite
avant déformation de 'arbre, peut s’exprimer comme suit :
I_?)P/O = ﬁGC/O + ﬁP/GC = (u? + V]_) + WE) + (y,]_; + Z,?) (222)
Le vecteur position R/, peut-étre écrit en fonction des rotations de la section droite
illustrés dans la figure 2.7 et qui représente les angles d’Euler de cette section
(0, 0y, 6, ) de x, y et z respectivement, et avec @ = 0, + Qt , comme suit :
ﬁp/o = (u—y'6,cos ¢ + y'0ysin ¢ +z'60,sin ¢ + z'6,,cos @)+

(v—y'cos ¢ + y'0,0,sin ¢ —z'sin ¢ +z'60,0,cos ®)j + (w+y'sin ¢ +z'cos (p)l_c)
(2.23)
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Figure 2. 7 : Déplacement de la section droite de arbre tournant

L’énergie cinétique de I'arbre tourant en composite est donnée par la formule :

1 - -
Bea =35 | P(Roso - Royo)av 2.24)
14

Apres développement, I'expression de 'énergie cinétique de 'arbre devient :

l
1 ] . . .2 .2 . .
E,o = Ef [l @2 + 02 +W2) + 14 (6," +6,) — 201,66, + 2016,
0 , (2.25)
+ 1,0, + 2L, + 0%1,(6, + 922)] dx

Ou () est la vitesse de rotation supposée constante, I, Iq et I, sont les moments d’inertie

massique, diamétral et polaire, respectivement, ils sont exprimés ci-dessous :

( k
Iy = ﬂz pn(R721 - RTZ'L—l)
n=1
k
i 4 _ pe (2.26)
9 Id = Z pn(Rn - Rn—l) .
n=1
k
T
I, = Ez pn(R;}l - R;ll—l)
\

Le terme I, (1% + v% 4+ Ww?) est relatif aux déplacements en translation, I, (éyz +

. > 3. . . . - 2 7 >
022) représente I'effet de I'inertie rotatoire du mouvement de flexion, I,6, représente I'effet de

I'inertie rotatoire du mouvement de torsion, Qzld(é?yz +022) est relatif a leffet de
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rigidification centrifuge, il va étre négliger par la suite de I'analyse. Finalement le terme

2Q1,,0,0, est relatif a 'effet gyroscopique.

2.1.6. Equations du mouvement

Dans le cas des vibrations libre, I'équation de Lagrange peut étre exprimé comme suit :

=0 (2.27)

i(aEC)_ oE, N 0Eq
dt\o{q;}/ 9{q;} 09{q;}

E. : Energie cinétique globale du systéme
E; : Energie de déformation globale du systeme
{qi} : Cordonnées généralisées, avec (i=u, v, w, by, 6,, 6,)

Dans la suite, les équations générales du mouvement seront développées par la
DQHEFEM. Les matrices élémentaires seront explicitées et la forme générale des équations de

mouvement sera détaillé dans le chapitre suivant.
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Chapitre III : Modélisation par la DQHFEM

3.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous exposons la modélisation par la DQHFEM pour la résolution des
équations du mouvement de la structure étudié, en utilisant la théorie des poutres de

Timoshenko qui prend en compte l'effet de cisaillement.

La DQHFEM est une méthode qui exprime les matrices obtenues par la méthode des
éléments finis hiérarchiques sous une forme similaire a celle de la méthode en quadrature
différentielle et qui introduit la base d'interpolation sur la frontiére des éléments finis

hiérarchiques de la méthode

3.2. Reégle dela quadrature différentielle

Les régles de DQ rapprochent la dérivée d’une fonction a un point par une somme
linéaire pondérée des variables de champ le long d’une ligne passant par le point. En plus des
fonctions de Lagrange, toute autre base compléte peut étre utilisée comme base pour la

formulation des regles des DQ. [39] [40]

Ainsi, pour une variable de champ f(x) sa dérivée d’ordre n en un point discret

Xi peut étre exprimé comme suit :

0" f(x,t)
ax™

N
x _ Z Agl)f(xj, t)(i =123, ...,N) (3.1)

i j=1

Oou Ag.l) est le coefficient de pondération qui est lié a la dérivée d’ordre n et il est obtenu comme

suit :
M (x;
A = (i) i#j,i,j=12.,N
(i — %)M (x;)
n (3.2)
@ _ @ .
A = — Z A i=12..,N
j=1,j%i
Avec:
N
Mad= || @-xo
K=1,K#i
. (3.3)
M) = || G-x)
K=1,K#j

27



Chapitre III : Modélisation par la DQHFEM

Si n>1, dérivées secondaires et d’ordre supérieur, les coefficients de pondération sont

déterminés a l'aide de la relation de récurrence simple suivante :

40D
A = n(A%? * ATV —”—)i £j,i,j=12..,Nn>1
Gi—x)
i ]
N (3.4)
AP == Y APi=12,.N
Jj=1,j#i

3.3. Regle de quadrature de Gauss Lobatto

La théorie des regles de quadrature de Gauss-Lobatto peut étre trouvée dans la littérature
mathématique. La regle de quadrature de Gauss-Lobatto avec un degré de précision (2n-3) pour

la fonction f(x) définie dans un intervalle [-1, 1] est donnée par :

L F0)dx = ; ¢f (x;) (3.5)

Cj estle coefficient de pondération de l'intégration Gauss-Lobatto et est donnée par:

2 2

C. = (o = C; =
NN =D N = D[Puc(x)]

AV (3.6)

X; est le zéro (j-1) de la dérivée du premier ordre de Py_; (x). Pour résoudre les racines
des polynomes de Legendre, nous utiliserons la formule de récursivit¢é données dans les

équations (3.7) et (3.8), il sera plus facile d'obtenir des milliers de racines.

2N +1
Pyii(x) =

N1 Py_1(%) (3.7)

xPy(x) —

N+1

Avec Py(x) = 1, P;(x) = x. La dérivation d'ordre n des polyndémes de Legendre peut étre

déterminée par la formule de récurrence suivante :

PM (%) = xPM (%) + (N + n)PV (x) (3.8)

Afin d'obtenir une précision importante preés des limites (population plus dense), les
points d'échantillonnage sont sélectionnés en fonction de la distribution de grille des nceuds de

Gauss - Lobatto.

i—1
Xj = — CoS (lil — 11‘[) (3.9)
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Les noeuds de Gauss -Lobatto sont résolus avec la méthode d'itération Newton-Raphson.

T+t = 2T — F'(xiT) 7 F(xIT),iT = 0,1, ... (3.10)
Comprenant :
x=x2, xX3,...... , xN-1T (3.11)
F(x)=fx2, fx3,..., fxN-1T (3.12)
F'(x)=0fxj 0xi(N—-2)x(N—2) (3.13)
o1
f(x) = j=23,..,N—-1 (3.14)
CXj T Xk
k—1,k+j
N
z 1 (=)
- — ., (i=]
M = k=1k=#j (xj - xk) (3.15)
Oxi 1 ) )
L—Z, @ #J)
(% — x;)

Ot K est la valeur de x a i®™® étape d'itération. Cette méthode est moins sensible a la

valeur initiale. Les valeurs données par 1'équation (3.9) sont utilisées comme valeurs initiales.

3.4. The Differential Quadrature Hierarchical Finite Element Method
(DQHFEM)

Dans notre travail nous utilisons une combinaison de la méthode de la quadrature

différentielle et celle des éléments finis hiérarchiques, afin de déterminer I'équation

différentielle de mouvement pour un arbre tournant en composite, nous suivrons les mémes
étapes effectuées pour une poutre Euler-Bernoulli uniforme [39].
Le champ déplacement utilisé pour le DQHFEM est le méme que pour hpFEM :
=H tlep @y T
ux(§)] = Hy (it + 5 Hy§) ==+ Hy (Dt + 1 Hy(§)

M (3.16)
£ YUy
n=1
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Le dwl Le dW2
W] = HyEwi + = Ho(§) — + Hy©w, +— Hy(§) —
M (3.17)
£ POW,
n=1

Les quatre premiéres fonctions de formes HI(¢), H2(§), H3(¢) et H4(&) sont celles de la
méthode des éléments finis nécessaire pour décrire les déplacements et les rotations

aux nceuds de I'élément, nous utilisons a cet effet les fonctions cubiques de forme Hermite [41[].

1 1
H(@)=70-8C+8 H()=,0-8C+1)

1 1 (3.18)
Hy(§) =71+ 2 -8 Hi(§) =70+~ 1)

Ou les coordonnées locales sont liées aux coordonnées non dimensionnelles par la

relation :

x=%(f+1)avec—1£f£1 (3.19)

Avec YP(§) sont les fonctions hiérarchiques qui contribuent au domaine interne du
déplacement.

(52 - 1)2 dZPn+1

nn+1)(n+2)(n+3) dé2 (3:20)

Pn($) =

Le polynéme de Legendre d’ordre inferieur peut étre calculé a partir de la forme de

Rodrigues des polyndémes spéciaux de Legendre [42]. La fonction génératrice est citée ci-

dessous.
(n-1)
2
(-Dk@2n - 2K — 7!
P — (n—-2K-1)
n($) 2KK1 (n — 2K — 1)! d
k=0 3.21)
with,n > 4 (3.
nl=nn-2)(n—4)..(2or1), Ol =(-D!I =1,
n—1
et > réfere a sa propre partie entiere.

Dans le cadre de certaines études utilisant les versions 4, p et hp des éléments finis, les

auteurs [43] [44] ont utilisé cette expression polynomiale de Legendre.
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On peut aussi utiliser la formule de récursivité Equations (3.7) (3.8) l'ordre n
peut atteindre plusieurs milliers. Les vecteurs de déplacement de I'élément sont notés comme
suit :

T —

g

U
Vi

[uy
vT = [v;
wh=[w; w; w,
932 = [exl Hylcl Ox2
0y =[0y1 651 6y
eg = [921 9;1 0.2

Uz
%)

(3.22)

Les équations deviennent :

(3.23)

Ou,

LeH
> 2($)

LeH
> 2(§)

—eH {
2 2( )
—eH é

LeH
> 2(§)

H;($)
H3($)
H3($)
H3(§)
H3(§)
H;($)

¥1(5)
P1(§)
P1($)
21¢3)
21¢3)
¥1(5)

¥2($)
P2(8)
¥2(8)
¥2(8)
¥2(8)
¥2($)

1,6)
1,
1@

()
Cu®
@)
Y ®)
P ®)
()

— Ha(§)
LeH
0 4(8)
LeH
> 4(§)
LeH
> 4(§)

LeH
> 4($)

_ (3.24)
1,©)

H,6)
H(©)

LeH
> 2($)

Le calcul des nceuds de Gauss-Lebatto ¢;,j=1,2, ..., N avec N=M+4, définie les vecteurs

de mouvement suivant :

al = [ulx)Dulxy) ... ulxy)]

7T = [v(x)v(xy) con . v(xn)]

wT = [wle)w(xy) oo w(xpy)]
8, = [6: ()65 (%) oo . O ()] (3:29)
8, = [6,(x)6,(x3) . o 6, ()]
8, = [0,(x1)0,(xz) .. ... 0,Cen)]
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Les coefficients de Gauss-Lobatto C; d’intégration sont donnée par :

Selon I'équation (3.22) la relation entre I'équation (3.22) et (3.25) est définie par

> . .
I'équation suivante :

I
=
<R

I
D O

(3.27)

w2 P2 5 <l
Il
S D
<
P P

I
D
N
N

Ou,

[N, IS [INuI(E2) -on o [N 1(EW]"
N1 [Np](E2) oo o [N, 11"
[NWIED)  INWI(E2) . oo INWIGEWTT
[N

[
[
[
.= [Ne, (&) [No,J(&2) o [N, J(EW)] (3.28)
[

Gy
G,
Gy,

[N, | 6 [N, | (€2) o [No, | 0]
No,]€) [No,](&2) . [Ng, ] €]

3.5. Détermination des matrices élémentaires [M€] et [G¢] de I’arbre

En remplagant les équations (3.2), (3.4), (3.25), (3.26), (3.25) et (3.28) dans I'’équation

(2.25), expression de I'énergie cinétique de I'arbre devient :

E = %[Im([GuT][C] [GuJu? + [G," 1[G, 197 + [ ]ICT [Gu]Wr?)
+14([G,] €1 6o, | 6" + [Go,"11C1 [G6,16;")
— 201, |G, | (€] [Ge, 6,6, + 201, [C] [Go, |6

+ 1,[Go,"](C1 [Go, )6
+ 9214 ([Go,"] €] |G, | 6,7 + [64,"1C1 [Go,]6.) |

(3.29)

Apres application de I'équation de Lagrange pour les différentes variables, la matrice de

masse élémentaire obtenue avec (DQHFEM) :
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(M, [0] [0] [0] [o0]
[0] [m,] [0] [0] [o0]
[0] [0] [M,] [0] [o0]

[Me]=]| o] [0] [0] [Ms] I[O]
(0] [0] [0] [0] [Mp)]
[ [0] [0] [0] [0] [o0]

Avec,

[M,,] = [In([G."][C] [G,])]

[M,] = [In([G,7][C] [G,])]

[M,] = [I.([G,"][C] [GW])]

(Mo, | = [1 [Ge,"] [Gex”

[Ma,] =12 (|G, ]c [6o,))]

[Mo,] = [1a([Go," ]1C1 [Ge,])]

La matrice de 'effet gyroscopique obtenue avec (DQHFEM) :

[0] [0] [0] [0] [0] [
[0] [0] [0] [0] [0] [
. |fo1 [o] o] fo] [o] [
[6T=][0] [0] [0] [0] [0] [
[0] [0] [0] [0] [0] [Gy,
[[0] [0] [0] [0] —[G,.] [O]

Avec,

16,21 = 1, [, €1 [66,)

o O O O
[y Sy Sy
I

[0] ]

|
[0]
[0]
[0]
[0]

[M,|.

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

3.6. Détermination de la matrice de rigidité élémentaire de arbre [K¢]

En remplacant les équations (3.2), (3.4), (3.25), (3.26), (3.25) et (3.28) dans I'’équation

(2.20), I'expression de I'énergie de déformation de I'arbre devient :

Eaa = 5 A [GTI[ACT|ICIATIIG, T

(3.34)
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1
380 (68, AT CIA® o] 6, + 6446 Jo

+ %KSB%[ng] [A(l)T] [C1[AD][Go, ]6,*

+ %KSAM [Z[ng] [ADT][€1[AD][6,]6,u
+ |65 | 1c1[a®] (64,1646, — [63,]1C1[AD] [Go, | 6.6,
— [611[a™"][c][a™] | Ge, | ve,
— [G5I[AVT][C1[A][Go, Iwe |
1 T
+ 5 Ks(Ass + Ase) | [611[AV (€146, 102
+ [GHI[ADT[CIATIG, Iw? + [6 | (€1 [Gs, | 6,2
+[6511C1[Go,]6,* + 2[GEIICI[AD] G, | wh,
— 2[GF][c][AW] [ng]vez]
Apres application de I'équation de Lagrange pour les différentes variables, la matrice de

rigidité élémentaire obtenue avec (DQHFEM) :

[k, [0] 0] [Kyl [0]  [0] 7
[0] [k,0 [0] [0] [Kuyy] [Ky]
| [0 [0l [k, [0] [Kwy| [Ku:]
K=k [0 [0 (K] [0 o] (3:33)
01 [K] [Kw] [01  [K)] [Ky]
| [0]  [Kz] [Kawl [0]1  [Ky] (K]
Avec,
[K,] = A [GT1[ADT][C1[AT1[G,]
[Kux] = KeAs6] G5 ][4V ]1C1[AD]16G,]
[K,] = K(Ass + Age) [GI1[AV][CI[AT1[G, ]
[Kyy] = —EK A16[GT][A(1)T] Cl[a®] [69 ] (3.36)

[Ky2] = —Ks(Ass + Age) [GE1[C1[AD][ G, |
[K,] = Ks(Ass + Aes) [GE1[AD"|[CIATIIG,,]

[Kuy] = K(Ass + Ass) [GEIICI[AD] [Go, |
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[Kuzl = =5 KA [GEIAD|[C1[AD][Go,]

[Keul = KsAse[ G5, ][4V [C1[AD][G, ]

[K:] = KsBas G, ][4 ] (€] [A®] [Go, ]

[Kyw] =3 Ko Ass [GT1[ADT][C1[AD] |G, |

[Kyw] = Ks(Ass +Ag6)[Gu] (][4 [Go,)

[K,] = Bux |65, | [A9TNIC1[AD] [Go, | + Ks(Ass + Aee) |67, ] 11| Go, |
[Ky] =2 Kas | [63, ] 1C1[4][Go,] - [65,]11[4] G, |

[K,p] = —Ks(Ass + Aee) [GLICT[AD][Go, ]

[Kow] = =5 KsAg[GH1[AVT][€1[AD][Go, ]

[Key] =2 Kess | [63, ] 1C1[4][Go,] - [65,]1€1[4] G, ]|

[K,] = B11[G5 ][AD"|[CI[AD][Go,] +Ks(Ass + Aee)[GE,][C1[Ga,]

3.7. Forme finale des équations du mouvement :

En appliquant les équations de Lagrange au systéeme discrétisé par DQHFEM, nous

obtenons le systeme d’équations différentielles (sans second membre) suivant :
[M]{4} + [G]{q} + [K]{q} = {0} (3.37)
[M] : Matrice masse globale de I'arbre
[G] : Matrice de couplage due a 'effet gyroscopique globale de I'arbre.
[K] : Matrice de rigidité linéaire globale de I'arbre.

Afin de transformer le systeme différentiel de n équations différentielles du second
ordre, en un systeme de 2n équations différentielles du premier ordre I'expression suivante est

ajoutée a I'équation (3.37) :
—[MI{g} + [M]{q} =0 (3.38)

Equation (3.37) et (3.38) sous forme matricielle :

0 ) -
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On pose:
_ [~lM] [0]
=6 a0
_[[o] [M] '
2=l o)
_ (la}
{Qur} = {{ q}} (3.41)
Le systéme d’équations différentielles devient :
[A1{Q¢r} + [BI{Qs} = {0} (3.42)
Donc:
Y a1t _
{Qr} = —[A1'[BI{Qsr} = [T,1{Q:r} (3.43)
Avec:
_ _ta1-ip1 = _ [ M7t (o] flol  [M]
(1) = ~a8) = = | S e ik o) (344)
Apres calcul :
_ [0] [1]
1= i gl (345

Ou:

[I] représente la matrice identité de taille (Zp xn, — 4(n, — 1)) X (Zp * Ny —
4(n,, — 1)) La solution représentée par le vecteur d’état {Q;} de dimension (Zp * Ny —

4(n, — 1)) est cherché sous la forme classique suivante :

{Qtr} = {Qgr}eatrt (3.46)

Et sa dérivée est :

{Qtr} = Atr{Qgr}eAtrt (3.47)

En remplagant les équation (3.46) et (3.47) dans (3.43) on obtient :

104} = [T {QF} (3.48)

D’apres 'équation (3.48), A;-et {QF} sont les résultats du probleme.
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Chapitre III : Modélisation par la DQHFEM

[T,] est la matrice d’état de dimension (2p * nel - 4(nel - 1)) x (2p * nel - 4(net - 1)) ce
qui conduit & trouver (2p * net - 4(nel - 1)) valeurs propres ..’ et vecteurs propres {Q&'} qui

sont des paires de quantités complexes deux a deux conjuguées.

Les valeurs absolues des valeurs propres Aer't représentent les pulsations w,; du systéme,
elles dépendent de la vitesse de rotation (), 'évolution des pulsations en fonction de la vitesse
de rotation est appelée diagramme de Campbell, ce dernier représente aussi I'évolution des

fréquences naturelles fr = wr/2m.

L’assemblage des matrices globale est fait de la méme maniere que la version classique
de la méthode des éléments finis pour plusieurs éléments. Le langage de programmation utilisée
est MATLAB. Nous utilisons la méthode numérique DQHFEM afin de résoudre les équations
de mouvement et déterminer les fréquences propres d'un arbre tournant en matériaux
composites suivant différentes conditions aux limites et différents parametres physiques et

géométriques.
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Chapitre IV : Résultats et interprétations

4.1. Introduction

Dans ce chapitre on va s’intéresser aux applications numériques présenté dans les
chapitres précédents. Un programme en Matlab est élaboré pour la détermination des
fréquences propres de l'arbre tournant en matériaux composites et des diagrammes de
Campbell. Apres validation du programme plusieurs cas vont étre étudié en vue de déterminer
linfluence des différents paramétres comme le rapport longueur/diameétre, les orientations
des fibres, les conditions aux limites, les différents matériaux. L’organigramme du programme
de calcul est représenté ci-dessous :

Données Géométriques du rotor
(Arbre)

Données nécessaires pour DQHFEM

Calcul des Matrices élémentaires
[M°] [G°] [K®]

Assemblage, formation des matrices globales, et Conditions aux limites

[M]1{4} + [G1{q} + [K]{q} = {0}

Analyse dynamique linéaire

Fréquences naturelles

Calcul de la Matrice [T,]

Valeurs propres 4, vecteurs propres {Q4}

Diagramme de Campbell

Figure 4. 1 : Programme de calcul
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Chapitre IV : Résultats et interprétations

4.2. Modéele de Parbre en matériaux composite

L’arbre tournant flexible représenté dans la figure est utilisé afin de valider le
programme élaboré par la méthode numérique DQHFEM en utilisant la théorie de
Timoshenko et la théorie d’Euler Bernoulli. Les propriétés géométriques et physiques de

I'arbre tournant en composites étudié sont données dans les tableaux (4.1) et (4.2).

Figure 4. 2 : Modgé¢le de I'arbre tournant

Tableau 4. 1: Propriétés géométriques de l'arbre

Symbole Quantité Valeur
Ks Facteur de correction de cisaillement 0.503
n Nombre de couches 10
n Orientations des fibres 90°, 45°, -45°, 0¢°, 90°
L Longueur de I'arbre 2.47 m
D Diameétre de Parbre 12.69 cm
e Epaisseur de 'arbre 1.321 mm

Tableau 4. 2 : Propriétés physiques de l'arbre
Ey, (GPa) Ey (GPa) G2 (GPa) G (GPa) Y12 P (kg/m3)

Bore- époxyde 211.0 24.1 6.9 6.9 0.36 1967.0

Graphite- époxyde 139.0 11.0 6.05 3.78 0313  1578.0
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Chapitre IV : Résultats et interprétations

4.3. Convergence et Validation

4.3.1. Convergence

La figure (4.3) représente les résultats des trois premieres fréquences naturelles pour un
arbre tournant en Bore-Epoxyde bi-appuyé en fonction des nombres d’échantillonnage.
On remarque que la méthode élaborée converge rapidement, en augmentant le nombre
d’échantillonnage N. Pour les basses fréquences la convergence est atteinte avec un nombre
d’échantillonnage tres faible (N=6) et pour les hautes fréquences, avec un nombre légerement
plus élevé (N=10). Donc d’apres ces résultats de convergences, les calculs suivants pour la

validation et les études de cas, on prend un nombre d’échantillonnage égal a 10 (N=10).

18000

16000

14000 N

12000

<+
3
<
3
<
<
-

<
<4
-

E S
.

10000 N

8000

Frequencies [Hz]

600" .

4000

2000

| |
5 10 18 A
Simpling point N
Figure 4.3 : Convergence des trois premiéres fréquences de flexion en fonction du nombre

d'échantillonnage des nocuds DQHFEM (P’arbre est discrétisé en un seul élément) Q=0.
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Chapitre IV : Résultats et interprétations

4.3.2. Validation

Les tableaux ci-dessous montrent la validation des résultats obtenus par DQHFEM
pour un arbre tournant en Bore- Epoxyde et en Graphite-Epoxyde basée sur la théorie des
poutres de Timoshenko qui prend en compte l'effet de cisaillement, et celle d’Euler Bernoulli
qui néglige I'influence de cet effet. Nous comparons nos résultats avec ceux disponibles dans la

littérature.

Dans le cas du Bore-Epoxyde, la premiere vitesse critique trouvée par notre méthode
basée sur la poutre de Timoshenko concorde avec ceux disponibles dans la littérature tel que
le résultat de M.-Y. Chang et al qui a utilisé la poutre de Timoshenko avec paliers flexibles,
ainsi que le résultat obtenu par Bert qui a adopté la poutre de Timoshenko. Pour la premiere
vitesse critique basée sur la poutre d’Euler Bernoulli, ot les résultats sont montrés, dans le
tableau 4.3, nous remarquons qu’il n’existe pratiquement aucune différence entre nos résultats
et ceux trouvés par Dos Reis et al qui ont utilisé des éléments coques dans la méthode des

éléments finis dans le cas d’une poutre de Bernoulli-Euler.

Tableau 4. 3 : Premiére vitesse critique de Parbre tournant en bore époxyde

Théories/ méthodes de comparaison

Q1 (tr/min)

Zinberg et Symonds Mesurée expérimentalement 6000
EMBT 5780
Bert et Kim Coque de Sanders 5872
Bert Coque mince de Donnell 6399
Singh et Gupta Poutre de Bresse-Timoshenko 5788
EMBT (La théorie des poutres du module équivalent) 5747
LBT (La théorie de stratifié des poutres) 5620
M.-Y. Chang et al Poutre de Timoshenko 5762
Present study Poutre de Timoshenko avec la méthode DQHFEM 5684
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Tableau 4. 4 : Premiére vitesse critique de ’arbre tournant en bore époxyde

Théories/ méthodes de comparaison Q1 (tr/min)

Dos Reis et al. Poutre de Bernoulli-Euler par la rigidité déterminée 4942

Par les éléments finis des coques
Bert et Kim Poutre de Bernoulli-Euler 5919

Present Study Poutre de Bernoulli-Euler avec la méthode DQHFEM 4959

En gardant les mémes propriétés géométriques et les mémes conditions aux limites
(bi-appuyé), et en changeant uniquement le matériau par le Graphite Epoxyde, nous obtenons
pour les premiéres vitesses critiques pour la poutre de Timoshenko et la poutre d’Euler-

Bernoulli les valeurs représentés sur les tableaux.

Dans le premier exemple qui est basé sur la poutre de Timoshenko, on remarque que
nos résultats sont semblables au modeéle basé sur la théorie des coques de Sanders vu que la
paroi étudiée dans cet exemple est relativement mince, et c’est ce qui a permis 'application de

la théorie des coques.

Tableau 4. 5 : Premiére vitesse critique de ’arbre tournant en graphite époxyde

Théories/ méthodes de comparaison Qi (tr/min)
Bert et Kim Coque de Sanders 5349

Coque mince de Donnell 5805
M-Y. Chang et al Poutre de Bresse- Timoshenko 5197
Present study Poutre de Timoshenko avec la méthode DQHFEM 5035
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Tableau 4. 6 : Premiére vitesse critique de 'arbre tournant en graphite époxydeite époxyde

Théories/ méthodes de comparaison Q. (tr/min)
Bert et Kim Poutre de Bernoulli Euler 5301
Present Study Poutre de Bernoulli Euler avec la méthode DQHFEM 4469

4.4, FEtudes decas:

Dans cette partie, nous étudions les influences des différents parameétres géométriques

et mécaniques sur les vitesses et sur les diagrammes de Campbell.

4.4.1. Influence de ’orientation des fibres

Nous étudions l'influence des orientations des fibres des différentes couches sur un
arbre tournant en graphite époxyde en gardant les mémes propriétés géométriques et
physique données dans les deux tableaux (4.1) (4.2), et le méme nombre de couche (10

couches). Et cela pour voir leur influence sur les premiéres vitesses critiques.

La vitesse critique (tr/mn) de l'arbre tournant en graphite- époxyde pour différentes

orientations des fibres est représentée dans le tableau ci-dessous :

Tableau 4. 7 : La premiére vitesse critique (tr/mn) de 1'arbre tournant en Graphite Epoxyde pour

différentes orientations des fibres

Orientation des fibres 7 (°)

0 15 30 45 60 75 90
FW 4282 | 5291 | 6918 | 7594 | 6818 | 4978 3739
Vitesse
critique
BW 4278 | 5285 | 6911 | 7586 | 6810 | 4973 3735
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Figure 4. 4 : diagramme de Campbell pour la premiére et deuxiéme fréquence pour

8000

7500
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N
n
3
=

Vitesses critiques (tr/min)

3500 \ \ \ \ \ \ \ | \ \ |
0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 165 180

Orientation des fibres 1 (°)

Figure 4. 5 : Diagramme de vitesses critiques pour différentes orientations des fibres n (°)

Selon les résultats obtenus dans le tableau (4.7) et les figures (4.3) et (4.4) on constate,
que les vitesses critiques sont comprises entre la vitesse critique quand l'orientation des fibres
est égale a 0 et quand elle est égale a 90. Donc pour avoir une bonne résistance aux vitesses

critiques, il faut bien choisir la bonne combinaison les orientations de chaque fibre.

45



Chapitre IV : Résultats et interprétations

4.4.2. Influence des Conditions aux limites

Nous étudions l'influence des conditions aux limites du méme arbre tournant en
graphite époxyde en gardant les mémes propriétés géométriques et physique données dans les
deux daleaux (4.1) (4.2), et le méme nombre de couche (10 couches). La premiére vitesse

critique des trois conditions aux limites : S-S, C-C et S-C est représentée sur la figure (4.5).

6500

6000

5500

Natural frequancy Hz

5000

4500
0

Rotation speed (Rpm) X 10S

Figure 4. 6 : diagramme de Campbell pour déférant condition aux limite Graphite- époxyde
Dans cette exemple, 'arbre tournant est en Graphite-époxyde. Les fréquences de I'arbre
tournant sont analysées. L’orientation des fibres dans les dix couches est:n (°) = [9045 —

45000000090]. Les propriétés géométriques sont les mémes que celles de I'exemple

précédent.

La figure 4.5 montre la variation de la fréquence fondamentale en fonction de la vitesse

de rotation 2 (diagramme de Campbell) pour différentes conditions aux limites.

D’apreés ces résultats trouvés, on remarque que les conditions aux limites ont une
influence trés importante sur les fréquences propres d'un arbre tournant en matériaux

composites et par conséquences sur les fréquences naturelles du systeme.

Les fréquences de cas encastrés dans les deux cotés sont élevés comparées a celles dans
le cas simplement appuis dans les deux cotés, ce qui explique physiquement que

I'encastrement rend la structure plus résistant aux vibrations.
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4.4.3. Influence du rapport L/D

Nous étudions l'influence du rapport L/D du méme arbre tournant en graphite

époxyde en gardant les mémes propriétés géométriques et physiques de 'exemple précédent.

~—L/D=5 S-S
—L/D=10 S-S
——L/D=15 S-S
proredu —=—L/D=20 S-S ||
33000 ——L/D=5 C-C

——L/D=10 C-C

o 30000 ——L/D=15 C-C]|
‘g 25000 M s
= »

S

< 20000
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=
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=

z

S

2

g

=

1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
L’orientation des fibres n (°)

Figure4.7: Premiére vitesse critique de ’arbre tournant en fonction de rapports L/D pour
différentes orientations des fibres (C-C).
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Figure 4. 8 : Premicre vitesse critique de Parbre tournant en fonction de 'orientation des fibres pour
différents rapports L/D et différentes conditions aux limites (S-S, C-C).
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Figure 4. 9 : Premiére vitesse critique de ’arbre tournant en fonction de rapports L/D pour

différentes orientations des fibres (S-S).

Les figures (4.6) (4.7) (4.8) donnent successivement la variation des premieres vitesses
critiques du méme arbre tournant en graphite- époxyde avec différents rapport L/D en
fonction de l'orientation des fibres, et pour différentes conditions aux limites. On remarque

que les vitesses critiques diminuent par rapport a 'augmentation du rapport L/D

Selon ces résultats obtenus, tout en prévoyant quelle orientation des fibres de l'arbre
tournant en matériaux composites ayant la vitesse critique maximum, nous devrions prendre
en considération le rapport L/D et le type des conditions aux limites. C'est-a-dire, la vitesse
critique maximum d’un arbre tournant en matériaux composites n'est pas toujours a un angle

de pli égale zéro degré, mais elle dépend du rapport de L/D et le type des conditions aux

limites.
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Conclusion Générale

L’importance des matériaux composites dans I'industrie moderne nous a orienté vers

*étude de I'analyse vibratoire des arbres tournants en matériaux composites.

Dans notre travail, la modélisation est faite en combinant deux méthodes a savoir la
méthode des éléments finis hiérarchiques et la méthode de la quadrature différentielle, qui

donne naissance a la DQHFEM.

Les arbres sont analysés en utilisant les théories d'Euler Bernoulli et Timoshenko, nous

avons développé un programme pour le calcul des fréquences et du diagramme de Campbell.

Plusieurs études de cas sont faites pour la détermination des influences des parameétres

géométriques et mécaniques sur le comportement vibratoire des arbres en composites.
A travers ces études nous pouvons conclure :

e La DQHFEM converge rapidement.

e La convergence peut étre contrdlée en fonction de nombre d’échantillonnage et du
nombre des fonctions d’interpolation.

e Les vitesses critiques sont comprises entre la vitesse critique quand l'orientation des
fibres est égale a 0 et quand elle est égale a 90. La résistance de I'arbre peut étre

controlée par les orientations des fibres.

Les conditions aux limites ont une influence trés importante sur les fréquences

propres.

Plus le rapport L/D augmente, plus I'arbre devient moins rigide.

Comme perspectives nous pouvons étudier 'influence de la température sur le comportement

vibratoire des rotors composites.
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