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NOTATIONS

Notations

Notation
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Introduction

Dans cette these on s’intéresse a des problémes elliptiques semi-linéaires non-locaux avec
des conditions extérieures de Dirichlet ou Dirichlet-Neumann. Plus précisément, on considere

des problemes dont le modele général est

(—=A)u = fa(z,u) dans Q,
Bu = 0 dans RM\Q,

ou 2 C RY est un domaine borné régulier, f est une non-linéarité qui dépend d'un parameétre

A et (—A)® est le Laplacien fractionnaire défini par,

N+2s

(~A)u(z) = an, PV. / Wdy. (0.0.1)

ou on entend par P.V. I'intégrale au sens de valeur principale et B, est une condition extérieure.

Ces problemes trouvent leurs origines dans différents domaines de mathématiques pures et
appliquées, citons a titre d’exemple : le Laplacien fractionnaire peut étre considéré comme un
générateur infinitésimal d'un processus de Lévy, ce qui donne une interprétation probabiliste
de cet opérateur, il intervient comme modele dans la dislocation cristalline, les phénomenes
de transitions de phases, voir pour plus de détails [43], [28], [47]. Notons que (—A)® est un
opérateur non-local dans le sens ot on doit avoir une information sur u dans tout RY pour
pouvoir évaluer (—A)*u(z), ce qui est clair a partir de la définition. Une définition équivalente

du Laplacien factionnaire est la suivante

(-ayu=7 (g0

ou F est la transformée de Fourier; c’est-a-dire que (—A)® peut étre considéré comme un

opérateur pseudodifférentiel.
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0.1 Description de la These

0.1.1 Description du chapitre 2

Dans [47], les auteurs ont introduit une nouvelle condition de type Neumann non-locale,
compatible avec I'interprétation probabiliste du Laplacien fractionnaire comme générateur in-
finitésimal d'un processus de Lévy dans RY. Motivés par cela, on s’intéresse dans ce chapitre a
étudier un probleme elliptique non-local semi-linéaire avec des données mixtes de Dirichlet et
Neumann. Plus précisément, nous étudions 'existence et la multiplicité de solutions positives

du probléme suivant

(=A)u = Mu?+wP dans (Q,
Py = u > 0 dans €,
0 dans RM\Q,

B
<
I

ou0<g<1l<p, N>2s, A>0.Dans ce contexte, Q C RY est un domaine borné régulier et

(—A)® est le Laplacien fractionnaire défini par,

Yy N+2s

(—A)u(z) = ay, PV. / Wdy. (0.1.2)

Nous renvoyons le lecteur a [60], [63], [43] pour une vaste description des propriétés de cet

opérateur. La constante ay s > 0 est une constante de normalisation et la condition extérieure
Bou = uxs, + Nsuxs,, (0.1.3)

peut étre considérée comme une version non-locale de la condition mixte de Dirichlet-Neumann.

L’opérateur N est la dérivée normale non-locale introduite dans[47] donnée par

/| y|N+2sdy, z € RM\@. (0.1.4)

En outre, X1 et X5 sont deux ouverts de RN\Q tels que 21Ny =D et B1UN, = RN\Q. Notons
que dans nous avons noté y 4 la fonction caractéristique d’'un ensemble A.

Nous observons que, contrairement au cas de conditions de Dirichlet homogenes, le cas des
conditions de Neumann et mixtes n’ont pas été beaucoup étudiées dans le cadre fractionnaire.

Ceci est dii au fait que la condition de Neumann classique possede de bonnes propriétés géo-



0.1. DESCRIPTION DE LA THESE 7

métriques (par exemple, le fait que la dérivée normale de la fonction s’annule, permet d’utiliser
des arguments de symétrie et de Blow-up) et des propriétés analytiques, tandis que dans le cas
non-local les conséquences de sont beaucoup moins intuitives et plus difficiles a gérer.
C’est le premier travail consacré a 'analyse d’un probleme non linéaire et non local avec des
données extérieures mixtes. Nous notons que récemment un Lemme de Hopf a été prouvé dans
[21] pour de telles conditions extérieures mixtes.

En utilisant la formule d’intégration par parties donnée dans [47], nous remarquons que le

probleme (P)) est variationnel et ces solutions sont des points critiques de la fonctionnelle

u(y)? A i1 1 .
2//99 yg;_ny+2s dody = = lusllon = = el (0.1.5)

ou
Do = (RN x RM)\ (Q° x Q°), o] :/ [ de et wy = max(u,0).
Q

Ce probleme, dans le cas local du Laplacien classique, et avec des conditions de Dirichlet, a
été étudié dans la littérature par plusieurs auteurs, en particulier nous citons le travail d’Ambro-
setti, Brezis et Cerami [12]. Des probléemes similaires avec des conditions de Dirichlet-Neumann
ont été étudiés, dans le cas sous-critique, dans [34] et, dans le cas critique, dans [56].

Dans le cadre non local (c’est-a-dire lorsque s € (0, 1)), avec des conditions de Dirichlet, le
probleme a été étudié dans [22], le cas sous-critique, et dans [20], [44], [45] et [27] pour le cas
critique. Voir aussi [71], [72].

Dans [20] et [45], les auteurs utilisent I'extension de Caffarelli-Silvestre, introduite dans [31],
qui leur permet de ramener le probleme a un probleme local.

Notons que, dans notre cas, en raison de la partie non locale de Neumann, nous ne pouvons
pas utiliser une telle extension et que nous traitons le probléme de maniere appropriée purement
non locale. De plus, pour obtenir nos résultats de multiplicité, nous utiliserons un argument di
a Alama, voir [I0]. Pour quelques des motivations concernant les équations non locales et les
opérateurs fractionnaires, voir par exemple [28] et les références qui y figurent. Nos principaux

résultats sont les suivants :

Théoreme. Soient 0 < s < 1,0 < g <1 < p. Alors il existe un A > 0, tel que :

1. Pour tout A € (0,A), le probléme (Py) admet une solution minimale uy telle que Jy(uy) <

0. De plus, si Ay < Ay alors uy, < uy,.
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2. Si A > A, le probléeme (P)) n’admet pas de solutions faibles positives.

3. Si A = A, le probléme (P)) admet au moins une solution faible positive.

Théoréme. Soient 0 < s < 1,0<g<1l<p< ]]\V[J_rg‘;, A € (0,A). Alors le probleme (Py) admet

une deuxieme solution positive vy > wu,.

0.1.2 Description du chapitre 3

Les problemes étudiés dans ce chapitre sont motivés par des résultats récents qui seront
présentés par la suite. En premier lieu, nous rappelons l'inégalité de Hardy classique prouvée
dans [58] ( voir aussi [23], B0, [77, [80]).

Théoréme. (Inégalité de Hardy fractionnaire). Supposons que s € (0,1) et que 2s < d, alors

pour tout u € C°(IRY), I'inégalité suivante est vérifice,

d,s ]u u(y)|? B - e
//DQ ‘x_y‘dws d:vdy:/le E[7la]"dE = A /de |z| % u du, (0.1.6)

ou U est la transformée de Fourier de u,

F2(d+23)
A = 2% L2 et Dg=R*xRY\ (Q° x Q). (0.1.7)

FQ ( d—425)

La constante A est optimale est non atteinte.
La constante définie dans ((0.1.7)) est optimale pour tout domaine borné €2 contenant le pole
du potentiel de Hardy. Plus précisément, si 0 € €, alors

o |u(z) —u(y)?
Ns d d
//DQ \x—y\‘”zs y

fQ ‘x|2e

A= inf

0.1.8
weCs(Q) ( )

Notons que 'optimalité de A se déduit par le fait que le quotient est invariant par dilatation.

Dans [47] les auteurs considérent une condition de Neumann non locale, qui nous semble
naturelle dans le sens ou les formules d’intégrations par parties de Gauss et de Green sont
valables pour cette condition. De plus, si 2 est un ensemble ouvert borné dans R? suffisamment

régulier, alors le probleme de Neumann pour le laplacien fractionnaire se présente sous la forme

(—=A)*u = f dans Q,

(0.1.9)
Na = 0 dans R\ Q,
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ou (—A)?® est le Laplacien fractionnaire défini par

N u(z) — u(y)
(—A) u(l‘) = Qq,s PV. R W dy, (0110)
et ags > 0 est une constante de normalisation appropriée donnée par la transformée de Fourier,

voir [60], [63], [43], et

Nou(x) = ad78/9 Wdy, r e R\ Q. (0.1.11)

Notons que I’étude du probleme aux valeurs propres avec la condition de Neumann non locale,
voir [47], montre que la meilleure constante dans I'inégalité de Hardy avec condition de Neumann
non locale est 0, de plus, elle est atteinte par toutes les fonctions constantes. Tenant compte
des résultats précédents, notre objectif dans ce chapitre sera d’étudier la possibilité d’avoir des
conditions suffisantes ou/et nécessaires, géométriques ou analytiques pour que la constante de
Hardy fractionnaire avec des conditions de Dirichlet-Neumann soit atteinte. Plus précisément,
Soit 2 C R? un domaine régulier contenant 1’origine et soient N et D deux ensembles ouverts
de RA\Q tels que
NND=0et NUD =R\Q.

On définit par

Ay = AN(Q) =

inf
{$€E*(2,D),$#0} ®?

ou

E*(Q,D) = {u € H*(R') : u =0 dans D}.
Le probleme de minimisation ci-dessus est fortement lié au probléme aux valeurs propres

v
’l’PS

u > 0 dans €2, (0.1.12)
Bau = 0 dans R4\,

(—A)Yu = Ay dans €,
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ou la condition au "bord" mixte est définie par
Bsu = uxp + N,uxnw, (0.1.13)

N, est défini dans et x4 la fonction caractéristique de ’ensemble A. Notons que B,
peut étre considérée comme une version non locale de la condition aux bord mixte classique de
Dirichlet-Neumann. Le cas local s = 1 a été considéré dans [5] et [6] ou les auteurs donnent
une condition qui assure la possibilité d’atteindre la constante de Hardy. Comme conséquence,
ils analysent un probleme doublement critique lié a une constante de Hardy-Sobolev mixte.
Un cas général lié a 'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg est également traité dans [6]. Les
auteurs dans [62] ont étudié le comportement des valeurs propres pour des problemes mixtes
Dirichlet-Neumann, non locale, en fonction des conditions "au bord". En particulier, ils ont
déterminé une condition nécessaire et suffisante pour que la premiére valeur propre mixte pour
une famille Dy, N, avec k € N converge, quand k — oo, vers 0, la valeur propre principale du
probleme de Neumann. L’objectif principal de ce travail est d’étendre les résultats précédents au
cadre non local. Notons que dans le cas local on utilise la méthode de concentration-compacité
pour étudier les suites minimisantes, cette méthode permet de comprendre les phénomenes de
concentration a l'intérieur et sur le bord de €. Dans notre cas, il est impossible d’utiliser une
telle méthode, ce qui nous a amené a utiliser une autre approche. Un autre point qui marque
la différence entre le cas local et le cas non-local est le fait que dans le cas non-local, I’ensemble
N peut étre non borné, ce qui présente beaucoup de difficultés pour avoir des estimations a

priori ou des résultats de régularité.

0.1.3 Description du chapitre 4

Dans ce chapitre, nous étudions I'existence et la multiplicité de solutions de quelques pro-

blemes elliptiques non-locaux de type Ambrosetti-Prodi

(—A)u = g(u)—o¢; dans Q,

(0.1.14)
u = 0 dans RM \ Q,
ou (—A)?® est le Laplacien fractionnaire défini par
Sl o u(r) — u(y)
(—A)’u(x) :=ays P.V. ————"d s € (0,1), (0.1.15)

wy [z — gz
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avec
N+2s

~1
1 — cos(&1) as—1_ -~ I'( )

an.s = —=d =¥ lgm2 2 2 0.1.16

v (/RN e < T(~) (0:1:10)

est une constante de normalisation, Q C R¥ est un domaine Lipschitzien borné, o > 0 et ¢; la

premiere fonction propre positive du Laplacien fractionnaire avec condition de Dirichlet. Nous

supposons dans la suite que la fonction g est continue sur R et satisfait

t t
lim @ > A > hm & =1
t—+oo —oco
Notons qu’on peut avoir p = 400 et n = —o0.

Dans le cas local (s = 1), le probléme ci-dessus a attiré, au cours des dernieres années,
beaucoup d’attention et de nombreux travaux ont été consacrés a comprendre la structure de
I’ensemble de ces solutions et surtout le nombre de solution, nous renvoyons le lecteur intéressé
a [16, 24], 37, 38], afin de répondre a une conjecture di a Lazer-McKenna [61] qui affirme (dans
le cas local s = 1), que le nombre de solutions du probléme est non borné quand ¢ — oo
lorsque = 400, 7 < A et g a une croissance appropriée.

Notre objectif principal dans ce chapitre est de démontrer une version non-locale de la
conjecture de Lazer-McKenna en généralisant les résultats obtenus dans [37, 38]. Nous considé-
rerons par la suite le cas ou g(u) = |ul? avec p € (1,2 %, —1). Autrement dit, nous considérons

le probleme
(—=A)u = |ulP —o¢; dans Q,

(0.1.17)
u = 0 dans RV \ Q.
Posons w, = —a_%u et £2 = J_%, alors w, est solution de
eB(=A)w, +wP = dans ©,
(=8) ¢ = o (0.1.18)

w. = 0 dans RV \ Q.

Notre premier résultat d’existence est le suivant :

Théoréme. Pour tout € > 0 et p € (1,25 —1), le probleme ((0.1.18)) posséde une solution unique
1

w, de sorte que 0 < w, < ¢15, de plus, si €1 < g9 alors w,, < we,.

La solution w. donnée par le Théoreme ci-dessus peut étre déterminée comme point critique

de la fonctionnelle d’Euler-Lagrange J. définie par

J-(w) : 6 aNs// )|2dxd —/H(x w)dz (0.1.19)
) e e [ B
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ou Dgq et donné par

Dg = (RY x RM)\ (CQ x CQ) (0.1.20)
et H(x,t) =[5 h(x, T)dT avec
0 si t>or,
h(z,t) =9 ¢(z) —t* si 0<t <ol
¢1(£C) si t<O0

1
Il est clair que w, est un minimum global de J., h(z,¢]) = 0 et que la dérivée a gauche de h
1

par rapport & ¢ au point ¢F est négative.
Le résultat qui suit donne une description exacte du comportement asymptotique de w,

quand ¢ tend vers 0.

Théoréme. Soit w. la solution de ((0.1.18]) obtenu ci-dessus, alors nous avons
1
we = ¢f quand € — 0 (0.1.21)

uniformément sur chaque compact de €2 et

1

1 _ _A S E
we = ¢ + 5287( ; of + o(e*) (0.1.22)

QP

olt £~ %0(e*) — 0 quand & — 0 uniformément sur chaque compact de €.

Notre objectif dans ce qui suit est de construire des solutions qui se concentrent en plusieurs
points qui se localisent au voisinage de tout maximum local de la premiere fonction propre
¢1. Pour ce faire, la premiere étape cruciale est la construction d’une bonne approximation de
la solution qu’on cherche. Soit u une solution du probléme (0.1.17)), posons . = — o vu avec
e = J_pr%l, alors . est solution du probleme . Posons maintenant v = w, — ., alors

v satisfait
e (—=Av+puwt~lv = f.(r,v) dansQ,

(0.1.23)
v =0 dans RV \ Q,

ou

folm,t) = |t — w.|P — wP + pwP~'t. (0.1.24)

Le probleme ((0.1.23) admet une structure variationnelle dont la fonctionnelle d’énergie est
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donnée par

IL.(v): = %/RN 528\(—A)%U\2d:p—|—p/ﬂw§_1vzdﬂc—/QFE(.CI:,v)dx
(0.1.25)

o, )
N //DQ |x— |N+2s dxdy—i—p/gwg’ v dll?—/QFg(:L',’U)da;,

1 1 P
(z,r)d t—w|P(t — w.) + ——wPH — wPt + ZwP 1. 0.1.26
)= [ I P - ) el o el (01.26)
Dans ce qui suit nous normalisons la fonction ¢; de sorte que max ¢1(2) = 1 et nous notons par

S ={x€Q: ¢(x) =1}. En introduisant le changement de fonction V' (z) = v(ex+z*), 2* € S,

le probleme ((0.1.23)) est équivalent a,

(=A)PV = |V —w P —w? dans S,

(0.1.27)
V =0 dans RN\ .,

ou Q. = {ex + z*: z € Q}. Par passage a limite dans 1’équation, en faisant tendre ¢ — 0,

utilisons ((0.1.21]) et la normalisation de ¢, nous obtenons le probleme limite suivant

(-A»PU = [U-1P—-1, U >0 dansR"Y,

Uu) = Igg}}Q:U() (0.1.28)
U € HR").

Nous allons montrer dans 'appendice que le probleme ((0.1.28) admet, modulo une transla-
tion, une solution radiale U unique, voir 'appendice pour plus de propriétés. Nous sommes
a présent en mesure de construire une solution approximative de notre probleme, notons

Ueo(y) = U(¥Z7). On définit 4., comme étant la solution du probleme

e®¥(=AYu+pu = |U,—1P—1+pU., dansQ,

(0.1.29)
u = 0 dans RV \ Q.

La solution du probleme ((0.1.23) sera déterminée comme une petite perturbation de . .. Plus

précisément, nous avons le

Théoréme. Soit k£ > 0 un entier positif. Alors il existe g9 > 0, tel que pour tout ¢ € (0, &) le
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probleme (0.1.23)) admet une solution qui s’écrit sous la forme

k
Ues = Z aa,fj + We ¢,
Jj=1

ol w. ¢ € H(N2) satisfait

|weglle = o(1) quand € — 0,

e gl
€
ou

— oo quand & j,&.; — & € Q avec ¢1(£]) = max ¢1(2).

llulle = v/ (u,u). avec <u,v>€:/ (528(—A)5u(—A)§v+pw§_1uv> dx. (0.1.30)
RN

L’existence des solutions qui admettent des pics au voisinage d’un maximum local de ¢,
ont été considérés pour la premiere fois, dans le cas local, dans [37, 38, B9] pour différent
type de non-linéarités. L’idée principale de la preuve repose sur I'utilisation de la méthode de
réduction de Lyapunov-Schmidt, voir par exemple [14] pour plus de détails sur cette méthode
pour les problemes locaux. Une fois que la méthode de réduction est justifiée, nous réduisons
le probléeme de trouver des solutions de a celui de trouver des points critiques d’'une
fonctionnelle définie sur un espace de dimension finie. Comme nous l’avons mentionné plus
haut, I’étape principale consiste a trouver une bonne solution approximative, puis les "vraies"

solutions seront construites comme de petites perturbations de telle approximation.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 L’espace de Sobolev H*(RY)

Soit s € (0,1), on définit espace de Sobolev fractionnaire H*(R"Y) par

H*(RY) = {u € L*(RY): w € L*(RY x RN)}, (1.1.1)

muni de la norme

[l e vy = Il 2y + [u], (1.1.2)

ol [u], est la semi-norme de Gagliardo, définie par

|u(z) —u(y)?
/\/RNXRN |N+2s d.ﬁlfdya

notons que H*(R™) muni du produit scalaire

/RN wv dx + //RNXRN (u(x) —|Z(g))y(|1])v(+3321— v(®) 4. .

est un espace de Hilbert. En utilisant la transformée de Fourier, nous pouvons obtenir une

définition alternative de I'espace H*(R"Y). On définit I'espace de Sobolev
Ao®Y) = {ue 2@Y): [ 1+ 1e)late) s < oo},

ou

2(€) = x)e "y
PE) = G o PN
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est la transformée de Fourier de ¢. Observons que la définition ci-dessus, est également valable

pour tout réel s > 1.

Proposition 1.1. Pour tout u € H*(RY), on a

ul, = 203, [ 1€/ ()l ds.

Ol an,s est la constante donnée dans (4.1.3)).

Ce résultat et le Théoréeme de Plancherel donnent 1’équivalence, pour s € (0,1), entre
les deux espaces H*(RY) et H*(RY), voir [43] pour la preuve et pour plus de résultats sur
ces espaces. Notons que cette équivalence nous donne une caractérisation de l'espace dual,

H—(RY), de H*(RY). A présent on a

B @) = fue SE®Y): [ (1 +16P)[a©)P de < oof

Ou &'(RY) est I'espace des distributions tempérées.

Finalement nous rappelons l'inégalité de Sobolev fractionnaire dont la preuve peut étre

trouvée dans [43].

Proposition 1.1. Soit s € (0,1) avec N > 2s. Alors il existe une constante positive S = S(N, s)

telle que pour toute fonction u € H*(RY), on a

2 < s u(y)|?
S||“”L2§(R < //RNxRN Wd x dy (1.1.3)

Pour tout p € (2,2%), en utilisant une inégalité d’interpolation, nous pouvons prouver la

proposition suivante.

Proposition 1.2. Soit s € (0,1) avec N > 2s et p € (2,2%). Alors il existe une constante
positive C' = C(p, N, s) telle que pour tout u € H*(RY), on a

Cllullpqam, < 5 '“ fule) = wWE ) g [ 2 (114)
u Lp(RN \ RN xRN |N+28 Xz y RNU Z. 1.
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1.1.1 Le Laplacien Fractionnaire

Définition 1.1. (Espace de Schwartz) On note par S(R"Y) I'espace des fonctions indéfini-

ment dérivables a décroissance rapide, ainsi que leurs dérivées de tout ordre.
SRY) = {p € C¥(RY) tel que [|¢[|ggn) < +o0}
ol [|.|| gy est la semi-norme définie comme suit :

ol s@ny = s (L+ ]2 D D% k,l €N,

la|<i
ot @ = (ay,...,an) € NV et D= 09{..OW

Soit u € S(RY). Pour tout s € (0,1), on définit le Laplacien fractionnaire de u par

(—A)’u(x) :=ays P.V. ulw) = uly) d s € (0,1), (1.1.5)

Ry o — g

ou on entend par P.V. l'intégrale au sens de la valeur principale et

(N+23>

1-— &) seq .~
aN s = </]RN Kﬁig;d&) —22 1 Qm, (116)

est une constante de normalisation. Notons que lims .o ay s = lim, ;- ay s = 0. Observons que
le Laplacien fractionnaire est un opérateur non-local dans le sens ou pour avoir la valeur de
(—A)*u(z) il faut que u soit donnée sur R tout entier. Il est & noter que (—A)*u est de classe

C>*(RY) mais (—A)*u & S(RY), cependant on a l'estimation importante suivante.

C
Ny - . . s
Pour toute ¢ € S(R™), il existe C tel que : (—A)’¢(x) < T e
Autrement dit, (—A)* applique l'espace de Schwartz S(RY) sur l'espace de Banach L£*(RY)
défini par

N N u(z)|
£(R) {'U, RY - R : RN1_|_|1;‘N+25dx<OO}’

muni de la norme

||U|ES(RN):/ _Jul@)] "
RN 1+ |z|N+2s

Une autre définition équivalente de (—A)® est donnée par la transformée de Fourier. Plus

précisément on a le résultat
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Proposition 1.2. Soit s € (0,1) et ¢ € S(RY), I'espace de Schwartz, alors
(ZAV6() = *(¢)
Ainsi, par un argument de densité, (—A)* est bien défini sur H*(RY), de sorte que
(=A)*: H'(RY) — H™*(RY)

est un opérateur continu. De plus, on a le résultat suivant qui donne une relation entre 1’espace

H*(RY) et le Laplacien fractionnaire.

Proposition 1.3.

(=), ) gy oy = |

(=AY wdr = 2a5 [ (=A) 2 ullFary = 2 €] llZe ).

Ol (. .) s (rnv) s (rny €St le crochet de dualité.
Une autre maniere de définir le Laplacien factionnaire et de le réaliser comme étant un
opérateur de Dirichlet-Neumann agissant sur les fonctions du demi-espace ]Rﬂ\rf 1= RN x (0, 00).

Plus précisément, pour tout u € H*(RY) on ait

S _ : 1—258U($7t>
(—A)’u(z) = —C%l_r)% (t 8t> ,

ot U : R — R est solution de
div(t'=*VU(z,t)) = 0 dans RY ™,

U(z,0) = wu(xr) dansRY.

Cette approche est appelée I'extension de Caffarelli-Silvestre et la fonction U est dite extension

s-harmonique de u.

’ s
1.2 L’espace H{(())
Soit € un ouvert borné régulier de RY. Nous définissons 1’espace,

Hi(Q) = {u € H*(RY): u =0 dans RN\Q},
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muni de la norme

2
Yy
Jull? = // o) W) g gy,
Dq -y

ott Do = RN x RM \ Q° x Q°. Notons que cette norme est equivalente a celle induite par la
norme de H*(RY). De plus H§(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire associé.

Maintenant, si on note H*(§2) l'espace dual de H§(2) alors
(=A)": H*(Q) — H (),

est un opérateur continu, ou (—A)® est le Laplacien fractionnaire comme défini dans (4.1.2]).
De plus pour tout u € H§(§2) on ait

lull? = [ u(=2)ude = (=) bullf2qen,

Une conséquence de 'inégalité de Sobolev est le résultat suivant

Proposition 1.3. Soit s € (0,1) avec N > 2s et p € (2,2%). Alors il existe une constante

positive C'= C(p, N, s) telle que pour tout u € Hi(£2), on a

2 aNs )|2
Cllulf < 25 ff, =S asay (1.2.7)

Nous rappelons maintenant 'inégalité de Picone qui nous servira a obtenir des estimations

a priori par la suite. Voir [63] pour la démonstration.

Lemme 1.1. Soit w € H3(Q) telle que w > 0 dans Q et w > 0 dans RY. Supposons que
(—A)*w = avec ¥ € Li,.(RY). Alors pour toute ¢ € C°(2), on a

ans —o()? / (—A)w ,
dedy > | ————p~dx.
//]RNXRN |x— y|N+2s Z e T







Chapitre 2

Sur un probleme concave-convexe non
local avec des conditions de type

Dirichlet-Neumann non locales

Ce chapitre est le développement de I'article [2].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a étudier un probleme semi-linéaire elliptique non-local
avec des conditions au "bord" mixtes et non-locales. Notre objectif principal est de comprendre
Iinteraction entre la non-linéarité et les conditions aux bords. Nous prouverons des résultats
d’existence, de non existence et de multiplicité de solutions positives. Nous utiliserons la mé-
thode de sur et sous-solution et une méthode variationnelle développée par Alama. Le chapitre
est organisé comme suit : Dans la section [2.2] nous présentons le cadre fonctionnel bien adapté
a I’étude du probleme (Py), ainsi que la notion de solution et quelques résultats auxiliaires.
La section est consacrée a prouver l'existence de solutions minimales et la solution extré-
male. Enfin, dans la section [2.4] nous prouvons l'existence d’une deuxie¢me solution de type
Montain-Pass en utilisant 'argument d’Alama. Plus précisément, nous considérons le probleme

suivant
(—A)u = Muf+uP dans Q,

Py = u > 0 dans €,
Bsu = 0 dans RV\Q,
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ou0<qg<1<p, N>2s X>0.Dans ce contexte, Q C RY est un domaine borné régulier

et (—A)* est le Laplacien fractionnaire défini par,

(=A)*u(z) = an,s PV. / Wdy. (2.1.1)

Y N+2s

Nous renvoyons le lecteur a [60], [63], [43] pour une vaste description des propriétés de cet

opérateur. La constante ay s > 0 est une constante de normalisation et la condition extérieure
Bsu = uxs, + Nsuxs,, (2.1.2)

peut étre considérée comme une version non-locale de la condition mixte de Dirichlet-Neumann.

L’opérateur N est la dérivée normale non-locale introduite dans[47] donnée par

/ — |N+2 w@) = uly) e RN (2.1.3)

En outre, ¥; et ¥, sont deux ouverts de RN\ tels que £;N Yy = 0 et 31 UY, = RM\Q. Notons
que dans (2.1.2)) nous avons noté y 4 la fonction caractéristique d’un ensemble A. Le probleme

(Py) est variationnel et ces solutions sont des points critiques de la fonctionnelle

Ju(z) —u(y) A a1
dr dy — ——[luy 411 — pt 92.1.4

ou
Do = (RY x RV)\ (Q° x Q°), ||| / o[ de et w, = max(u,0).

Nos principaux résultats sont les suivants :

Théoreme 2.1. Soient 0 < s < 1,0 < ¢ <1 < p. Alors il existe un A > 0, tel que :

1. Pour tout A € (0,A), le probleme (Py) admet une solution minimale uy telle que Jy(uy) <

0. De plus, si Ay < Ay alors uy, < uy,.
2. Si A > A, le probleme (P)) n'admet pas de solutions faibles positives.

3. Si A = A, le probleme (P)) admet au moins une solution faible positive.

Théoréme 2.2. Soient 0 < s <1,0<¢g<1<p< {2 )€ (0,A). Alors le probleme (P))

admet une deuxieme solution positive vy > uy.
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2.2 Préliminaires et cadre fonctionnel

Nous introduisons dans cette section le cadre fonctionnel naturel de notre probléme et nous
donnons quelques propriétés des espaces qu’on utilise par la suite. Vu la définition du Laplacien
fractionnaire, voir [43], [71], et la formule d’intégration par partie, voir [47], il est naturel de

considérer les espaces suivants.

Définition 2.1. Soit Q un domaine borné de RY, ¥, et ¥y deux ouverts de RY \Q tels que
YNy =0et XUy =RY\Q. Pour 0 < s < 1, on définit I'espace

H* (2, 51) = {u € H*(RY) : u=0dans %, } .

L’espace H*(€2, ¥1), muni de la norme induite, est un sous espace de Hilbert de H*(R").

Pour tout u € H*(2, %), posons

| H2 )|2d d
! Ix—yIN”S v

Alors || .|| définit une norme sur H*(€2, %), de plus on a le résultat.

Proposition 2.1. Lanorme | . || est équivalente a celle induite par H*(RY), par suite (H*(Q2, ,), {, ))

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire associé

(v _aNs// y)(v(z) —v(y)) d dy.

Ix —y[r

Démonstration. Soit u € H*(2,3), posons

Ju(z) — u(y)]?
Julf = ey + ave [, |$_ |N+23 di dy.

Alors H*(€2,3;) muni du produit scalaire

(u,v)q —aNs// y)(v(x) — v(y)) dxdy+/uvdx,

|fL’ _ |n+23

est un espace de Hilbert. Notons que le fait que H*(€2, 3;) est complet se démontre de la méme
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maniere que dans [47], Proposition 3.1. De plus, si on note par

)2
//DQ |.§C—y’N+2$ dx dy

inf ’
(HEH:(Q,51) 60} / 02 d

)\1(9) =

alors A1 () > 0, voir [21]. Par conséquent, le produit scalaire précédent se réduit a

(0 _aNS// (W) (v(z) —v(y)) dz dy.

|£L’ _ y|n+2$

Ainsi, on peut munir H*(€2, ;) de la norme de Gagliardo

()2
Jul|* = // |x— |N+23‘ dz dy.

Remarquons que la norme ||.|| dans H*(, ;) est majorée par la norme induite de H*(RY),
ainsi, en utilisant le Théoreme de L’application ouverte on déduit que les deux normes sont

équivalentes. O
Le résultat suivant justifie notre choix de || . ||.

Proposition 2.2. Soit s € (0, 1), pour tout u, v € H*(2,%;) on a

/Qv(—A)Su dr = // Y)@) = v(y)) dr dy — ., vNsudz.

|ZB _ |N+2s

Rappelons que
Nou(z) = ad,s/ Mdy, r € R\ Q. (2.2.5)

Q | |d+2s

La preuve est une application directe de la formule d’intégration par parties, voir Lemme 3.3
dans [47]. Dans la suite, pour la simplicité de la notation, on notera ’espace fonctionnel introduit
dans la définition par H* et nous allons normaliser la constante ay s pour qu’elle soit égale
a 2.

Maintenant, nous donnons une inégalité de type Sobolev pour les fonctions dans H®.

Corollaire 2.1. Supposons que s € (0,1) et N > 2s. Il existe une constante positive C' =

C(N, 5,8, %,) telle que, pour toute fonction u € H?,

ullZr ) < Clull?,
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pour tous 1 < r < 2%,

Démonstration. Comme v € H® C H*(RY), utilisons I'inégalité de Sobolev fractionnaire, on

obtient ,
|u —u(y)|
Sllulsz oy < Slulazmy < [/ T dedy

Maintenant, le résultat s’obtient en utilisant I'inégalité de Holder et la proposition2.1] O

Considérons maintenant les fonctions de troncature données par
Ti(u) = max{ — k, min{k,u}}
et
Gr(u) =u— Ti(u).

Les propriétés suivantes des fonctions de H*® sont utiles pour obtenir des résultats de régularité

pour certains problémes elliptiques dans H* (voir aussi le Théoréeme ci-dessous).

Proposition 2.3. Soit u € H*, alors
1. Si® € Lip(R) et ®(0) = 0, alors ®(u) € H*. En particulier pour tout k& > 0, Ty (u), Gi(u) €
H®.

2. Pour tout k > 0

|Gr(u)|* < /Gk —AYudr+ | Grp(u)Nyudx.

P

3. Pour tout £ > 0

1T (u)|I” < /Tk Yudr + | Tip(u)Nyudz.

PP

Démonstration. Le premier point découle de la définition de la norme. Pour avoir 2. et 3.,

nous affirmons que pour tout a, b > 0 et tout z € RY,
a (Gi(u)(=A)*Ti(u) ) () + b (Gr(uNTe(w) ) (z) > 0. (2.2.6)

En effet, il suffit de considérer le cas © € {Gr(u) # 0}, sinon (2.2.6) est satisfaite. Par
suite, si x € {Gr(u) > 0} on a Ty(u)(z) = k, qui est la valeur maximale de Tj(u), et donc
(=AY Ti(u)(x) = 0 et NTi(u)(x) = 0.
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Inversement, si x € {G(u) < 0} on a Ty(u)(x) = —k, qui est la valeur minimale de Ty (u),
par suite (—A)*Ty(u)(z) < 0 et N, Tk(u)(x) < 0. En combinant ces dernieres estimations, on

obtient (| - Maintenant, par et la Proposition on arrive a

/Q T (w)(=A)Glu) dz + [ Ti(N,Gu(u) da
2 (2.2.7)
- / Cru(u Ti(w)do+ [ GuwNTk(u) dz > 0.

En utilisant la condition de normalisation et la proposition [2.2] il en résulte que

|Gk ||2 // Gk |$_y|N+£5)(y)) dl'dy

- / Grlu Gi(u)da+ [ GiuIN.Gi(u) da (2:2.8)
_/ Gr(u u—Tk( )) dr + . Gk(u)/\fs(u—Tk(u)) dr.

De la méme maniere on obtient,

1 T(w) || = /QTk(u)(—A)s<u —Gy(w) dr+ [ Ti(wN,(u— Gi(u) da. (2.2.9)

3o

Ainsi, le deuxieme point se déduit de (2.2.8) et(2.2.7). Le dernier point est une conséquence de

[©2.9) et @27). 0

Considérons maintenant le probleme suivant,

(—A)’u = f dans (),

(2.2.10)
Bau = 0 dans RV\Q,

ol  est un domaine borné de RY, N > 2s, H~* est 'espace dual de H* et f € H*.

Définition 2.2. On dit que u € H® est une solution a énergie finie de ([2.2.10)) si

//p ")) = o) drdy = (f,¢) Vel (2.2.11)

’ z — y|NT2s
ou (, ) représente le crochet de dualité entre H* et H*.

Notons que l'existence et 1'unicité des solutions du probleme ([2.2.10) découle du Théoréme
de Lax-Milgram. De plus si f > 0 alors u > 0. En effet, pour v € H?, par le Lemme [2.3] on
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sait que u_ = min{u,0} € H*. Utilisons u_ comme fonction test dans on déduit que
u_ = 0.

Une sur-solution (resp. sous-solution) est une fonction qui vérifie en remplagant 1’
égalité par “>7 (resp. “<”) pour toute fonction test non négative H*. En utilisant un argument

itératif classique, nous pouvons facilement prouver le résultat suivant.

Lemme 2.1. Supposons que le probleme ([2.2.10)) admet une sous-solution w et une sur-solution

w, telles que w < w. Alors il existe une solution w telle que w < w < w.

Nous prouvons dans ce qui suit des résultats de régularité, en supposant que f satisfait
certaines conditions minimales d’intégrabilités. Pour montrer que les solutions sont bornées
nous utilisons la méthode de Stampacchia pour les équations elliptiques du second ordre a
coefficients bornés. La régularité intérieur est une conséquence des propriétés de continuité,

voir [47)], et les résultats de régularité dans [74].
Lemme 2.2. Soit u une solution du probléme (2.2.10)). Si f € L%(Q), ¢ > 2—]\2, alors u € L>*(Q).

Démonstration. Nous suivons ici un argument similaire a celui utilisé dans [63]. Voir aussi [74]
et [44] pour plus de résultats.
Soit k > 0, utilisons ¢ = Gy (u) comme fonction test dans (2.2.11). Ansi, par la Proposition
2.3 on obtient
1Gu(w)IP < [ Gu(w)Fde + [ Gu(ulNuda,

ou Ay = {z € Q: u > k}. Rappelons ({2.2.10]), on aura
IGI < [, Gilw)f dr.

Par le corollaire 2.1 et I'inégalité de Holder, nous obtenons

1

-1
SPNGR (722 g < NGRS I lom @ 1G] 25 0y | Arl 2

donc,

1-L-1
S?|Gr(w)|? < fllem@| Akl 2=

L2 (Q)

par suite,

1—k—

1 1
S*(h = B) AR < || fllom@| Akl 2
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et alors,
2 25 (155 —57)
LF 1 e | ARl™
(h — k)%

1 1
21— = —— | >1.
(-z)

Par conséquent, en appliquant le Lemme 14 dans [63] avec ¥ (o) = |A,|, le résultat s’en déduit.

O

‘Ah| < 52;—2

Comme m > % on ait

Corollaire 2.2. Soit u une solution a énergie finie de (2.2.10)), supposons que f € L*>(Q).
Alors u € C%7(Q), pour un v € (0, 1).

Démonstration. Nous affirmons que u est bornée RY. On peut alors appliquer les résultats
de régularité intérieure pour les solutions de (—A)*u = 0 dans €2 et v = g dans Q°. voir par
exemple [74] et [68].

Pour vérifier I’affirmation, par le Lemme , il suffit de considérer seulement le cas z € X,.

Donc, par (2.2.5)

- u(y) . 1
u(x):c(N,s) 1/9‘1__y‘]v+25dy,ou C(N’S):/Qu—ywdy

Par suite,

lu(x)| < [Jullp=@) pour tout z € I,. (2.2.12)

De plus, si ¥y et non bornée, par la Proposition 3.13 de [47], on a

lim _ wu(z) = |Ql|/9u(y) dy. (2.2.13)

T—00, xefg

Par conséquent l'affirmation découle du Lemme [2.2] les inégalités (2.2.12) et (2.2.13). O

Si dans le Lemme , f = f(z,u) et f vérifie la condition de croissance suivante

N + 2s
N —2s’

|f(z,s)] < c(1+ |s|?) where p < (2.2.14)

alors, en utilisant un schéma itératif de Moser, on aura le

Théoréme 2.3. Soit u une solution a énergie finie de (2.2.10) ou f vérifie la condition ([2.2.14)),
alors u € L>(2).
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Le résultat suivant est un principe de maximum fort pour des problémes semi-linéaires, il

sera utilisé pour séparer les solution minimales de (Py) pour différentes valeurs de A, voir [36].

Proposition 2.4. Soient N > 1,0 < s < let fi, fo : RN x R — R deux fonctions continues.
Soit © un domaine borné de RY et v,w € L>®(RY) N C%**7(Q), pour un v > 0, tels que

<_A)SU > fl(xv U)a dans Q7

(_A)Sw < fQ(wi)v dans Qa

v w dans RYN.

Supposons de plus que
fo(z,w(x)) < fi(x,w(x)) pour tout = € Q. (2.2.15)

S’il existe un point xy € €2 tel que v(zg) = w(xp), alors v = w dans €.

Démonstration. Soit ¢ = v — w et posons
Zy={x e Q:¢(xr)=0}.

Par hypothese 29 € Z,. De plus, comme ¢ est continue, Z,4 est fermé. Montrons que Z, est un

ouvert. En effet, soit Z € Z4 alors ¢ > 0 dans RY, ¢(Z) = 0 et par (2.2.15) on a

(=A)°¢(x) = f1(Z,0(Z)) = fo(Z,w(T)) = f1(Z, w(T)) = fo(Z, w(T)) > 0.

Par suite,
1 20(%) — ¢(Z — (T —
0 < (Ao = 5[ ¢(@) (b(‘i;vfgs o@—2)
1 —o(x+2)— (T — 2)
= 5 ) PR dz < 0.

Par conséquent ¢ est identiquement nulle dans B.(Z) et alors, pour € petit, B.(z) C Z4. ce qui

montre que Z, est ouvert. Comme §2 est connexe, on déduit que Z, = €. O

Nous établissons maintenant deux résultats importants. Le premier résultat est une inégalité
de type Picone et le second est un principe de comparaison de type Brezis-Kamin pour les non-

linéarités concaves.
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Théoréme 2.4. Soient u, v € H?, supposons que (—A)*u > 0 est une mesure de Radon bornée

sur €2, u > 0 et non identiquement nulle, alors,

[0]” 0]

)2
[ Nos [ Cayaios [ [ |x_y|m> Lody

La preuve est basée sur une inégalité de Picone ponctuelle et se déduit de la méme maniere

que dans [63]. Par conséquent, on a le principe de comparaison suivant, qui généralise au cas

fractionnaire un résultat classique dii a Brezis et Kamin, voir [25].

(

Lemme 2.3. Soit f(z, o) une fonction de type Carathéodory. Supposons que ) est décrois-

sante en o, uniformément par rapport a z € ). Supposons que u,v € H?, avec 0 < s < 1, et

que
(=A)*u > f(z,u), uw>0 dans,

(—A)°v < f(x,v), v>0 dansQ.
Alors u > v dans €.

La preuve de ce résultat est la méme que la preuve du Théoreme 20 dans [63]. Finalement,
nous allons utiliser le lemme de compacité suivant pour obtenir la convergence forte dans

I’'espace H®.

Lemme 2.4. Soit {v,}, une suite de fonctions non-négatives telles que {v, }, est bornée dans

H?, v, — v dans H* et v, < v. Supposons que (—A)*v, > 0 alors, v,, — v fortement dans H?®.

Démonstration. Comme v,, < v, alors, en utilisant le fait que (—A)%v, > 0, on aura
/(—A)svn(v—vn) de > 0,
Q

d’ou
~AYuwds > [ (~A) v de.
/Q( Vv,vdx Q( Vv, dz

Maintenant, par 'inégalité de Young, nous obtenons

— un(y) >2
//DQ \x_y‘N+i) //DQ |x—y|N+2> dx dy.

Ainsi

limsup ||v.]] < vl
n—oo
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et comme

limsup [Jv, —v|* = limsup(|fva]|* + [Jv[|* = 2(va, v))
n—oo n— oo

< 2||v|l* = 2lim sup(v,, v),
n—oo
en prenant en considération le fait que v, — v dans H?, on obtient
lim sup ||v, — v||*> = 0.
n—oo

Par conséquent, v,, — v fortement dans H?. O

2.3 Preuve du Théoréme

Dans cette section, nous prouvons le Théoréme Nous allons diviser la preuve en plusieurs

lemmes auxiliaires. Le premier résultat est un résultat d’existence.

Lemme 2.5. Supposons que 0 < ¢ < 1 < p, alors (P)) posséde une solution bornée non-triviale

au moins pour A > 0 suffisamment petit.

Démonstration. 1’idée principale est de montrer que pour A petit, le probleme (Py) admet une

sous et une sur-solution bornées comparables. Soit V la solution unique du probleme

(—A)*Y = 1 dans Q,
Y > 0 dans (),
B)Y = 0 dans RM\Q.

Notons que 'existence de V est une application du Théoreme de Lax-Milgram dans I'espace H*

et la positivité de V par le principe de maximum, voir [2I]. De plus V € C*(2) pour un o < 1.
Soit C' = ||V]|w0, il existe un A* > 0 tel que pour tout A < \*, 'inégalité

M > AM9CY + MPCP,

admet une solution M > 0. Fixons A\, M comme ci-dessus et posons v; = MYV, alors v; est

solution de

(—A)vy = M= i+o] dans Q,
vy > 0 dans €, (2.3.16)
B, = 0 dans RM\Q.
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Ainsi v; est une sur-solution de (Py).

Nous considérons maintenant le probléme suivant

(=A)*z = 29 dans (),
z > 0 dans Q, (2.3.17)
B,z 0  dans RM\Q.

Posons,

1 A
M = min f||w||2—7/ wide, we H* ),
2 qg+1Ja

Comme ¢ € (0, 1), il en résulte que M est atteint par un minimum z > 0 et par la Proposition

et le Lemme [2.3] on obtient z > 0 de plus z est unique. En particulier, z est solution du

probléme (2.3.17). Par le Théoréme 2.3} on a z € L>(Q).

1 .
Maintenant, posons z), = A4z, alors z, est solution de

(—A)*zy = Az§ dans Q,

(2.3.18)
Bszy = 0 dans RN\ Q.

Par le résultat de comparaison dans le Lemme [2.3] on aura z), < wv;. Clest clair que z, est
une sous solution du probleme (Py). Par conséquent un argument de monotonie nous permet

d’obtenir 'existence d’une solution uy du probléme (Py) avec z) < uy < vy. O

Lemme 2.6. On définit A par
A =sup{A>0: leprobleme (P,) admet une solution }.

Alors 0 < A < 0.

Démonstration. Par le Lemme onaA >0.

Montrons que A < co. Soit A fixé, de sorte que (Py) admet une solution uy. Par le principe

de comparaison, Lemme 2.3 on obtient 2z, < ) ou z) est I'unique solution positive du probleme
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(2.3.18). Soit ¢ € H?, alors par I'inégalité de Picone on obtient

// <¢(:13) —¢(y)>2 drdy > qﬁj(_A)Sa i
po |7 — y|Nies vy = 0 Ty A
> [ G0 @ e
Q
> K% da
> AT/ 212 4
Q
par suite
2
(6(x) — 6(v))
dx dy
bt //DQ |z — y| N2
A=e < inf = A" (2.3.19)
PpeHs / P 1¢2 dx
Q
Par conséquent, A < (A*)% < 00. Cela donne le point (2) dans le Théoreme [2.1] O

Montrons maintenant que pour tout 0 < A < A, le probléeme (P)) admet une solution. On

a le résultat suivant.

Lemme 2.7. Soit
S ={A>0: leprobleme (Py) admet une solution}. (2.3.20)

Alors S est un intervalle.

Démonstration. Notons que S # (), par le Lemme 2.5 Fixons \; € S, il suffit de prouver que
pour tout 0 < Ay < Ay, le probleme (P),) admet une solution non triviale.

Comme \; € S, il existe u; € H” telle que u; est solution de (P, ). Remarquons maintenant
que u; est une sur-solution de (Py,). Soit z I'unique solution du probléme (2.3.17). Posons
2y = )\QI%Q z, alors 29 est solution de

(—A)zg = Mgz dans Q,
Bz = 0 dans RM\Q.

Par le principe de comparaison, Lemme [2.3] on obtient zo < u.
Comme zy est une sous solution de (P),), en utilisant un argument de monotonie nous
obtenons l'existence de us € H? telle que zo < up < uy et uy est solution de (Py,). Ainsi, Ay € S

et le résultat est démontré. O
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Dans la suite nous démontrons que (Py) posséde une solution minimale pour tous 0 < A < A

et nous donnons quelques propriétés de ces solutions.

Lemme 2.8. Pour tous 0 < A < A, (P,) possede une solution minimale uy telle que Jy(uy) < 0.

De plus, la famille des solutions minimales u, est croissante par rapport a \.

Démonstration. Supposons que (Py) admet une solution vy pour un A € S donné. On définit

la suite (v,), par vy = zy,

(—A)v, = Ml_;+v0_, dansQ,
vy 2 0 dans Q, (2.3.21)
B, = 0 dans RM\Q,

Ou z, est I'unique solution du probleme . On a, par le lemme 2 <. < v <
vn, < vy et alors, par la Proposition [2.4] on déduit que z) < v, < vy. En utilisant v,, comme
fonction test dans (2.3.21), on obtient ||v,|| < [Jval|. Ainsi, il existe uy € H telle que v, — u,.
Par conséquent, comme (—A)*v,, > 0, par le Lemme , v, — uy converge fortement dans H*

et uy < wvy. Autrement dit u, est une solution minimale.

Maintenant, par le Lemme [2.3] et la Proposition [2.4 nous obtenons la monotonie de la
famille{uy, A€ (0,A)}.

Dans ce qui suit, pour un A € (0, A) fixé, nous notons u, la solution minimale. On définit

1

a(z) = Aqui " + pu§_1 et soit p; la premiere valeur propre du probléme suivant,

(CAY6—a()é = mé dans Q.
o > 0 dans €, (2.3.22)
0 dans RM\Q.

N
AS
I

En utilisant le méme argument que dans la preuve du Lemme 3.5 dans [12], nous pouvons

prouver que

WV
o

Observons que ([2.3.23)) est équivalent a

612> | a(@)¢’dr Vo e H. (2.3.2)
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Comme uy, est solution de (Py), en utilisant u) comme fonction test dans I’équation, on obtient

luall? = Mluallgts + luallpr. (2.3.25)

Par , on déduit que
luall” = Aglluallir = pllwallyiz > 0. (2.3.26)
Remplagons dans (2.1.4)), on aura J,(uy) < 0. O

Cela donne le point (1) dans le Théoréme . Ainsi, pour compléter la preuve du Théoreme
2.1, nous pouvons maintenant nous concentrer sur la preuve du point (3). Pour ce faire, on a

le résultat suivant :
Lemme 2.9. Le Probléme (P,) posséde au moins une solution si A = A.

Démonstration. Soit {\,} une suite telle que A, / A. Notons u, = u,, la solution minimale
du probleme (P,, ), alors la suite {u,}, est croissante par rapport a n. Comme Jy,(u,) < 0, on

a

1
0 > Ji(un) +1J§\(un)
1 1 1 1
1 1 1 1
> (5= — Dl = A= = —) ua] ™
2 p+1 q+1 p+1

Par suite, {u,} est bornée dans H*. Ainsi, u, — u* dans H*, pour un u* € H*. Comme
{un}n est croissante, en utilisant le faite que (—A)*u,, > 0 et le Lemme 2.4, nous déduisons que

u, — u* fortement dans H®. Par conséquent, u* est solution de (Py) pour A = A. O

Remarque 2.1. Sip < 2!—1, par le Théoreme , on peut facilement montrer que u* € L*>(€2),

autrement dit ©* est une solution extrémale réguliere.

Par le Lemme 2.9 on obtient le point (3) du Théoréme [2.1] La preuve du Théoréme est

donc complete.

2.4 Preuve du Théoréme 2.2

Dans cette section, nous prouvons l'existence d'une deuxiéme solution positive de (Py).
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N+2s
N-2s’

Lagrange de la fonctionnelle énergie (2.1.4). Notons que Jy est bien définie et différentiable sur
H? et pour tout ¢ € H,

Comme p < le probleme (P)) est variationnel, en effet, c’est 1’équation d’Euler-

(). @) = (u, @) = [ Julode = [ Jul"pda.

Ainsi, les points critiques de la fonctionnelle Jy sont des solutions de (Py).
Pour montrer le Théoreme nous allons utiliser un argument de type Mountain-Pass.

Comme dans le cas local, nous pouvons prouver que le probléme (P)) possede une deuxiéme
solution positive pour A petit. Cela résulte en utilisant le Théoreme de Mountain-Pass. Il est

donc essentiel d’avoir une premiere solution qui est un minimum local de J, dans H?®. Soit

Ard + P sir >0,

0, sir <0,

et

Fa(u) = /O " () dr.

2
a des solutions de (Py). On définit 1’ensemble

On définit la fonctionnelle Jy(u) = £ |jul|? — / F\(u). Les points critiques de J) correspondent
0

A={X>0: J, admet un minimum local ug }.

Si A€ A et wy est un minimum de J, dans H®, alors v = 0 est un minimum local de la

fonctionnelle

A 1

ORI /Q Gy (v)dz, (2.4.27)
ou

Ga(v) :/0 ga(r) dr
et
A ((uoa(z) + 1) —uga(2)?) + (ugp(z) +7)P —ug a(x)?, sir >0,
gar) =

0, sir<O.

Observons maintenant que Ja possede la géométrie du Mountain-Pass. Soit vy € H® tel que
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Ja(v9) < 0 et définissons

I'={v:[0,1] = H* v(0) =0, v(1) = v} et ¢ = inf max @, (y(t)).
vel' t€[0,1]
On a alors ¢ > 0 et, comme p < 2¥ — 1, Jy satisfait la condition Palais-Smale. Si ¢ > 0, alors ,
en utilisant le Théoreme d’ Ambrosetti-Rabinowitz, nous obtenons un point critique non trivial.

Si ¢ = 0, on utilise le Théoreme de Ghoussoub-Preiss, voir [54].

Par conséquent, si nous commencons par un minimum local de .J, on obtient un second

point critique de J , €t donc un deuxiéme solution du probléme (Py).

Dans ce qui suit, pour montrer que le probléeme (P)) a une deuxiéme solution pour tout
A € (0,A), nous utilisons un argument dit & Alama, voir [I0], en tenant compte de la nature

non locale du probleme.

Nous montrons dans un premier temps, en utilisant une formulation variationnelle de la
méthode de Perron, que la fonctionnelle a un minimum sous contrainte et que ce minimum est
un minimum local dans ’ensemble H?. Pour ce faire, nous utilisons une technique de troncature
et des estimations d’énergie. Fixons \g € (0,A) et soit Ay < A < A. Notons wug ( resp. ) la

solution minimale de (Py) pour A = Ay ( resp.A = \). Par construction, on a uy < . Posons
M={ueH: 0<u<u}.

Il est clair que uy € M et que M est un sous ensemble fermé convexe de H*. Comme J), est

bornée inférieurement sur M et semi-continue inférieurement, il existe 1 € M tel que
J)\o (19) = ulgja J)\o (’LL)
Soit v I'unique solution de

—A)Yu = Mu? dans (),
(
u > 0 dans (2,
0 dans RM\Q .

&
IS
I

On a Jy,(v) < 0, et donc ¥ # 0. Comme dans le dans [78, Théoreme 2.4}, nous concluons que

¥ est une solution au probleme (Py). Si ¥ # wug, alors le Théoréme est demontré. Sinon,
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supposons que v = uy. Montrons que
¥ est un minimum local de J,,. (2.4.28)

On procede par I'absurde. Supposons que ¥ n’est pas un minimum local de J,. Alors il existe

une suite {v,} C H® tel que ||v, — ¥||gs — 0 quand n — oo et

‘]/\o (Un) < J)\O(ﬁ) (2.4.29)
On définit w,, = (v, — u)+ et u, = max{0, min{v,,u}} alors u,, € M et

0 dans v, (z) <0,
up(z) = vp(z)  dans 0 < v, () < u(x),

u(z)  dans u(z) < v,(z).

Donc u,, = v} — wy,. Posons T,, = {x € Q : u,(z) = v,(x)} et S, = supp w, N Q. Notons que

supp v NQ =1T,US,. Nous affirmons que
|Sn| = 0 quand n — 0. (2.4.30)
En effet, Soit € > 0,

L=z €Q: v,(x) > ulx) > x)+ 0}
et

F,={x€Q: v,(x) = u(x) et u(zx) < I(x)+d},

ou 0 est convenablement choisi. Comme

0 = Ifre0: ) <o) =|( {xeﬂza<x><ﬂ<x>+;}|
= jlirélo {xGQ: ﬂ(w)éﬁ(w)jL;} ,

il en résulte 'existence d’un §y = j% de sort que si § < g, alors

Hz e Q: u(z) <d(z)+0} <

DO ™
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Ainsi |F,| <
que
d%e 2 2 2
oc 2/ [0y, — 9| dx>/ (o, — 9|2da > 62| E,.
2 Q E

n

. 2 .
. Comme ||u, — vol|z2(0) — 0 quand n — oo, on obtient pour 7 = 52—5, sin > ng,

Donc |E,| < § et comme S, C F,, U E,,, on en déduit que |S,| < & pour n < ng et Paffirmation

2
est démontrée. Maintenant, posons

H(u)

= —U .
g+1 p+1

En utilisant le fait que

lonll® = Ml 1 + llo I,

on obtient que

1
Do) = Sloal? = [ H(.)do
Q

WV

1 1
Sl - / H(va)de + 5l |

oL e L e
= Sl = [ Hu)de — [ H)de+ 5o
1 1
= Sl = [ Hw)de = [ H(w, + @)de + gl |
2 T n 2

= aoCun) + 5 (112 = uall?) + Sl = [ (HCwn+ ) — H @) d,

2

ol nous avons utilisé le fait que
/ H(up)dz = / H(u,)dz + / H(a)dz.
Tn Sn
Q

d’autre part, comme vt = u, + w,, on a

1

1
3 (1012 = laall?) = Sl + s ).

En remarquant que

{w, # 0} = {u, = u},
on arrive a

(U, W) = /(—A)sﬂwndm’ >\ | wlw,dr + wPw,dx.
Sn Sn
)
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Ainsi, rappelons que u est une sur-solution de (Py) pour A = Xy, nous concluons que

1 1, _
o) = Ta®) + Sl + Sz

- / {H(wn +u) — H(u) — Nuw, — upwn}dx.
Sh

Prenons en considération le fait que

1

0 -
qg+1

N

- - - q
(s + ) — g, < S

et par 'inégalité Picone [2.4] on trouve que

2

A _w"dxé/w
Q

ul=q
Q

Alors,

1 1
Ao / {q —(wn L L ﬂqw”}dx S %/ rdr <
Q Q

De plus, comme 2 < p+ 1,

1 1
T "t — P, < Zzwi(wn +a)Pt < CaP w? + whth).
p

0 R
p+1 2

N

(wy, + u)Ptt —
Par suite, en utilisant 1'inégalité de Sobolev et le fait que |S,,| — 0 quand n — oo, on obtient

J{ T

@ = @, bdr < o(D)w

p+1 p+1
Ainsi
1 9 | R
o) > T+ 5P g = o(1) + 5l |
1
> () + §Hwnll2(1 —q—o(1)) +o(1).
Et donc

1 L, -
0> Jaaltn) = T (0) = Sllwnl (1 — g = o(1)) + 315 |

Comme ¢ < 1, il en résulte que w,, = v,, = 0 pour n suffisamment grand, autrement dit v,, € M



2.4. PREUVE DU THEOREME Iﬂ 41

et alors

‘]Ao (Un) > J/\o (19)7

qui est en contradiction avec ([2.4.29)), et la preuve de ([2.4.28)) est achevée.

Ainsi, ¥ est un minimum local de Jy,, et donc J), admet v = 0 comme minimum local,
autrement dit Jy, admet un point critique, @, non triviale . Par conséquent, u = ¢ + 4 est une

solution, differente de 9, du probleme (Py). Le Théoréeme est démontré.

Remarque 2.2. Si on considere la version symétrique, impaire, du probleme (P,), a savoir,

(=AYu = Mu|"'u+ [uP7lu  dans Q,
(2.4.31)
Bau = 0 dans RV\Q,

la fonctionnelle énergie associée

1 A T
I\(u) = §||U||2 - qﬁIIUIIZL - 5”“”511

N+2s
N-—2s

est impaire. Alors, pour p < , en utilisant I'argument min-max de Lusternik-Schnirelman,
il est possible de prouver que le probleme ([2.4.31)) a une infinité de solutions a énergie négative,
voir [12] et [I8], et en utilisant les mémes arguments présentés dans [13], [12] on aura les mémes

résultats pour les solutions a énergie positive.






Chapitre 3

Inégalité de Hardy fractionnaire mixtes

et application

Ce chapitre est le développement de 'article [3]

3.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a I'étude de l'inégalité de Hardy fractionnaire pour des fonctions qui
s’annulent sur une partie ouverte du complémentaire d'un ouvert Q de R?. Notre objectif est de
déterminer des conditions analytiques et géométriques pour que cette constante soit atteinte ou
non. La nature non-locale du probléme produit beaucoup de difficultés techniques. En outre, la
construction d’un ouvert avec une géométrie convenable s’avere étre une tache plus ardue que
dans le cas local.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section [3.2] nous introduisons le cadre fonc-
tionnel qu’on utilise par la suite, des inégalités de type Sobolev fractionnaire et une inégalité
de Picone.

La constante de Hardy mixte est étudiée dans la section [3.3, nous commengons par prouver
une condition nécessaire et suffisante pour que la constante de Hardy mixte soit atteinte. La
preuve est plus compliquée que dans le cas local et des estimations plus fines sont nécessaires
pour obtenir le résultat principal. Dans la sous section nous donnons une condition suf-
fisante pour garantir la non atteignabilité de Ay et nous donnons deux exemples explicites ol
cette condition est réalisée. Une inégalité de Hardy améliorée est également obtenue dans ce
cas. La sous-section est dédiée au cas ou Ay est atteinte. Nous commencons par donner

un exemple ou la constante de Hardy est atteinte et quelques propriétés importantes sont éga-
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lement étudiées. Dans la derniere section, nous considérons quelques problémes sous-critiques

et doublement critique et nous traitons 'effet du poids de Hardy sur 'existence des solutions.

3.2 Préliminaires

Nous adopterons tout au long de ce chapitre la notation suivante

dx dy

|I _ y|d+2$ ’

dv =

Rappelons I'espace de Sobolev fractionnaire classique H*®(R?),

H*(RY) = { € LA(RY) : w € L2(R? x Rd)} , (3.2.1)
T
muni de la norme
ads
lulie gy = lullEaqeey + 5= [ [ Jul@) = uy) dv. (3.22)

On sait que H*(RY) est un espace de Hilbert, voir [43]. Nous rappelons également les inégalités

de Sobolev et de Hardy

Proposition 3.1. Soit s € (0,1) avec d > 2s. Alors il existe une constante positive S = S(d, s)

telle que, pour toute fonction u € H*(R?), on a

Sl oy < [ [, @) = uw)l* dv (323)

2d
d—2s"

N
ou 2; =

Proposition 3.2. Soit s € (0,1) avec d > 2s, 0 € Q. Alors pour toute fonction u € H*(R?),

on a
ad s 2
A/ |x|25 //RR — u(y) 2 dv, (3.2.4)
FQ(d—i—Qs
ou A = 22 [2( L2 est optimale et non atteinte.
1

Dans le cas d’'un domaine borné, on a la version suivante de I'inégalité de Hardy dont la

preuve peut étre retrouvée dans [1].
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Proposition 3.3. Soit €2 un domaine borné régulier tel que 0 € ). Alors il existe une constante

C=C(Q,s,d) > 0 telle que, pour tout u € C§°(£2), on a

o/ Mol < [ [wto) =t (325)

Comme nous considérons une inégalité de Hardy pour des fonctions qui s’annulent sur une

partie ouverte de R?, nous devons spécifier I'espace fonctionnel ou l'inégalité & un sens.

Définition 3.1. Soit Q un ouvert borné de R¢, D un ouvert de RA\Q. Pour 0 < s < 1, on
définit I'espace

E*(Q,D) = {u € H*(R') : u =0 dans D}.
Rappelons que E*(Q2, D) muni de la norme induite par H*(R%), est un espace de Hilbert.

Pour tout u € E*(2, D), on note par

JulP = s | [ Jute) — u(y)P dr

Les propriétés de cette norme sont décrites par le résultat suivant. nous renvoyons a [47], [62]

pour la preuve et d’autres propriétés.

Proposition 3.4. La norme ||. || de E*(Q, D) est équivalente & celle induite par H*(IR?), et

alors (E*(€2, D), (, )) est un espace de Hilbert relativement au produit scalaire
(u,0) = aas [ [ (u(@) = uly)(0(@) - v(y)) dv,

de plus il existe une constante positive C'(2) pour laquelle I'inégalité de Poincaré suivante est

satisfaite

C(Q) /

Quz(x)dx < / /(u(m) — u(y))? dv pour tout u € E*(Q, D). (3.2.6)

Maintenant, en utilisant la définition de E*(Q2, D) et le résultat d’extension prouvé dans
[47], on arrive & prouver 'inégalité de Sobolev suivante.
Proposition 3.5. Supposons que s € (0,1) et d > 2s. Alors il existe une constante positive

S(N) > 0 telle que, pour tout u € E*(€2, D) on a

SN ull22: gy < Il
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Le résultat suivant sera trés utile pour avoir des estimations sur la constante de Hardy, de

plus il justifie notre choix des conditions aux "bords" dans la derniere section de ce chapitre.

Proposition 3.6. Soit s € (0, 1), pour tous u, v € E*(£2, D) on a,
/’U( Vudr = // y))(v(z) —v(y)) dv —/ vNsudz. (3.2.7)
Q N

Ot N est le complémentaire de D dans R%\Q.

La preuve de ce résultat est une application directe de la formule d’intégration par parties,
voir le lemme 3.3 dans [47]. Nous utiliserons I'inégalité de type Picone suivante pour obtenir

des estimations a priori.

Théoréme 3.1. Soient u, v € E5(Q, D) avec u > 0 et u > 0 dans Q U N. Supposons que

(—A)*u > 0 est une mesure de Radon bornée sur 2. Alors

[o*

/Nl |2N dr + | —=(=A)° —v(y))* dv. (3.2.8)

0 u Do

En particulier, si nous avons 1’égalité dans (3.2.8)), alors il existe une constante C' telle que
v = Cu dans IR".

Démonstration. La preuve dans le cas de I'espace H§(§2) peut étre retrouvée par exemple dans
[63]. Cependant, nous donnons ici un petit détail pour obtenir la derniére conclusion du théo-

reme. Pour u, v comme dans les hypotheses du Théoréme nous avons

Rl ) | COR) B N ) “”)

u(z)  u(y) u(z) u(y)

En multipliant par dv et en intégrant I'identité précédente, nous obtenons le résultat souhaité.

Maintenant, si nous avons 1’égalité dans (3.2.8]), alors

//DQ (v(x) ZE.’Z;_U(?/) ZE;;) dv =20
u(y)

Ainsi v(x) W) = v(y),/zgz pour tous (z,y) € Dg. En particulier, si v(yg) # 0 pour un

)
Y)
v(z)  u(z) v(Yo)

u(yo)  ulyo) u(yo)

Yo € QU N, alors . Donc v(z) = u(z) ce qui donne le résultat. O
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3.3 Inégalité de Hardy fractionnaire mixte

Dans cette section, nous allons étudier I’atteignabilité de la constante de Hardy et nous don-
nons des conditions suffisantes pour que cette derniere soit atteinte. Rappelons que la constante

de Hardy est définie par

;s // (y)|* dv
Dq )

’x|23

Ay = An(Q) = inf
v =A@ {6€E* (D) 60}

(3.3.9)

Q

Notre premier résultat est le suivant

Théoréme 3.2. Soit 2 C R? un domaine borné régulier, supposons que 0 € €. Soient N, D
deux ouverts de RN\ tels que NN D = et NUD =R\, alors

Démonstration. Nous allons tout d’abord montrer que Ay > 0. En effet, soit u € E*(Q2, D),
fixons ¢ > 0 de sort que Bys(0) C Q. Soit ¢ € C5°(Q) qui vérifie 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 dans B;(0)
et ¢ = 0 dans Q\ Bys(0). Dans ce qui suit, nous notons C' une constante positive qui dépend de

Q,d, s et indépendante de u. Il est clair que u = pu + (1 — p)u, donc

:/(W)j dx—f—/ (| = e +2/“ o0=9) g, (3.3.10)

e |z [

et comme 1 — ¢ = 0 dans Bs(0), par I'inégalité de Poincaré, on obtient

Q/ (]11:; Q/U g0’$1|2; TS C(Q)//DQ(U(%) —u(y))* dv. (3.3.11)

(up)?
|x|2s

Nous traitons maintenant avec le terme / dz. En utilisant le fait que up € H§(), alors

Q
par l'inégalité de Hardy donnée dans la Proposition on obtient que

/(\xps dr < C(92 // (W uso)(y))QdV- (3.3.12)
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Comme

2

(uereto) - u<y>¢<y>)2 = (uta) = w0 ) o) + 020 (o) - 90(?/)>2

+2u(y)p(x) <u(x) - U(y)> (so(w) - @(y)>,

il en résulte que

| [ @@ —uew)Par = [ [ @) —u@)PP@ ar+ [ [ wm)iea) - o) dv

2 [ [ uly)p@)(u@) - ulm))(e(x) - () dv
= Jl + JQ —f‘ 2J3

h<o@ [ [ (u) —u(w)

Pour estimer Js, en utilisant le fait que 2 est un domaine borné, on arrive a

r<c@ | [ ,xfb;(d@mdxdy < 0@ [ ww)dy | e

¢I<R ‘€’d+2372

Remarquons que fm@ Ié\“% d¢ < oo, par l'inégalité de Poincaré, Proposition , on obtient

R<o@ [ [wwdy<o@ [ [ (u@) - ) dv

Utilisons a présent I'inégalité de Young, on obtient que

T3] < CLy + Cady < C(Q) //D (ulz) — uly)) dv.

Par suite, en combinant les estimations obtenues ci-dessus, on conclut que

/Q/Q(U(x)w(x) —u(y)e(y))* dv < C(Q) //DQ (u(x) — u(y))2 dv.

Revenons a (3.3.10), et utilisons (3.3.11)), (3.3.12)), on obtient

/

Par conséquent Ay > 0 et le résultat est démontré. Maintenant, comme H{(2) C E*(§2, D), il

|;|22 dz < C(Q) / /D ) (u(w) _ u<y>)2 v,
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en résulte que Ay < A. O
Nous sommes a présent en mesure de donner le résultat principal de cette section.

Théoréme 3.3. Soit  C R? un domaine borné régulier, supposons que 0 € ). Soient N,
D deux ouverts de RN\Q tels que NN D = 0 et NUD = RNQ, alors Ay est atteinte si et

seulement si Ay < A.

Démonstration. La preuve est structurée en deux étapes.

Etape 1. Supposons que Ay < A et montrons que Ay atteinte. Soit {un}n C E*(Q, D) une

suite minimisante de la constante Ay définie en (3.3.9) avec x = 1, alors {u,}, est
borné dans E*(Q, D), et
Qd. s 2
//IR o Juaa) = un(y) dv = Ay

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que u, > 0 pour tout n, par suite il existe
u € E*(Q, D) telle que u,, — u faiblement dans E*(Q2, D) et, modulo une sous suite, u, — u
fortement dans L7(2) pour tout o < 2% et w, — @ p.p. dans Q. Nous affirmons que u # 0.
En effet, par I'absurde, supposons que u = 0, soit R > 0 tel que Byg(0) C Q. Soit ¢ € C5°(Q2)
tel que 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 dans Bg(0) et ¢ = 0 dans R¥\ Byg(0). Posons w, = ¢u,, alors

wy, € HE () et
=i ot — wa(y)|* dv

A< , (3.3.13)
|$|23
De plus
u? p? 2(p* = 1)
= [ln dx—/ dz +/
|£L’|2S Q/ ’$‘2s ’ ‘25 ‘25
2 o 1 2 2 1
= [ e 7"(*02 ) g + 7"(“32 ) 42
J lxl* Br(o)  |z]* ABr(0)  |z[*
= 1+ ui(gpQ —1) dx
Q\Br0)  |z[*
= 1+4+o0(1)
Notons que

[ [ @) = wa@B v = [ [ fune)ele) = unlole )l do
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Comme

2

(un(@)p(2) = (@) )” = ((n() = un(v)p(2) + un(y)(2(x) — 9(y)))
= (un(2) = un(y))*0*(@) + up(y)(p(x) — 9 (y))*
+ 2un()p(@) (un(z) — un(y))(e(x) — @(y)),

il en découle que

// () = wa(y)[* dv = //DQIUn ) = () ) dv
= [ [ @) —w@Pe @+ [ [ w)e) -

+2f /DQ n (1)(2) (1 () — 1 (1)) (2 () — 0 (y)) dv
= Li(n)+ I(n) + 2I3(n).

dx dy

W s alors

Commencgons par U'estimation de I5(n). Rappelons que dv =

zz(n)://% — oY) (y) dv
= [ [ Y2 ( du+// () dv
+ [ (et y) dv

= Ln )+IQ( )+13( )

Utilisons le fait que (z,y) € Q x Q, (¢(z) — ¢(y))? < C(Q)|r — y|?, on obtient

1 uz (y) 2 1
I(n) < O(Q)/ﬂ/ﬂm_y’dﬁsgdﬂ?dy < C<Q)/Qun(y> dy/|g<€ Wﬁdé

Comme [ . \il‘“% d¢ < oo, alors I3(n) = o(1).

Nous estimons maintenant 3(n). On a

0 = L= arctne o

1
2 2
_ - — u ——dzd
/980 al /Q \x—y\d“s wi<ar " ©)n(v) /|m|>4R jaferz
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Finalement, nous estimons I3(n).

= //DQ Un () () (un () — un(y)) (p(z) — ©(y)) dv
B /sz/gz“"(y)¢(x>(“n<x> — un(y))(o(x) — p(y))dv
* /Q /Q (1) (@) (un (%) — un (1)) ((x) — (y)) dv

+/Qc/ﬂun(y)go($)(un(fﬂ) —un(y))(p(x) — ¢(y)) dv
= I(n) + B3(n) + B(n).

On commence par le premier terme. Par I'inégalité de Holder, on obtient

Bm) = | [ @)@ () = w@)e@) - o) dv

(/Q/Q(un(x) — un(y))’¢*(2) dy) (/Q/Q(Qp(y) _ @(x))Qui(y) dy>

CI3(n) = o(1).

(NI

<
<

Maintenant, comme ¢(z) = 0 si z € Q°, alors I2(n) = 0. En combinant les estimations précé-

dentes, on arrive a

// [ () — wn(y \Qdu—//pﬂ n(2) — un(y))202(x) dv + I3(n) + 213 (n) + o(1). (3.3.14)

Notons que

I3 (n) + 213 (n)

/N /9@0(@ — o)) ?ul(y) dv

2 [ [ wnm)p(@) (un(w) = wn (1)) (p(@) = o(y)) dv

/N/Q<,02 r)u? ydu—|—2//uny Y (Un(x) — un(y)) dv
/N/Q 2(w)u? ydu+//2unyun dy—2//
—//ap dy+//2un U (z

Utilisons a présent I'inégalité de Young, on obtient

Bn) +23(n) < //gp du+£// du+C//
< 5—1//¢ dz/+C// ()02 (z) dv

_I_
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Choisissons ¢ suffisamment petit, on aura

I3(n) + 23(n gCS/ / u? (x)*(z) dv
5(n) 3(n) RN\ B4 2(0) J Bar(0) (z)p=(z)

< C(R,g)/B w2(z) dz = of1).

2r(0

Par suite, par (3.3.14)), il en résulte que

/ /D |wn () — wn(y)|* dv < / /D Q(un(x) — un(y)) 2% () dv + o(1). (3.3.15)

Revenons a (4.3.48)), on déduit que

Q4. s Q4 s
] fwae) —wa)Pav 22 [ fun(@) — ua() dv
Ay <A < Pe < P
/ w;, 1+ o0(1)
dx
|ZL‘|25
Q
= AN+O(1),

on arrive a une contradiction avec I’hypothese Ay < A. Par conséquent u # 0 est 'affirmation

en découle. Pour montrer que Ay est atteinte nous utilisons le principe variationnel d’Ekeland,

alors "
(=A)*u, = Ay +o(1) dans €,
|z (3.3.16)
Bsu, = 0 dans R4\Q,
Soit ¢ € E*(Q2, D), par dualité
/(—A)Sungo — / (—A)%ugp et / Unfs — uggs quand n — oo.
Ainsi u est solution de
(—A)'u = AN’;‘; dans (2,
GeE(Q,D)a = 0 dans 9, (3.3.17)

Bau = 0 dans R4\Q.
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Choisissons u comme fonction test dans (3.3.17]), on obtient

ads// |u ) —ul(y ]2du
Dq

|ZL'|25

A —

d’ou le résultat.
Etape 2. Supposons maintenant que Ay = A et montrons que Ay n’est pas atteinte. Par

I'absurde, supposons que Ay est atteinte dans E*(€2, D), alors il existe u € E*(Q2, D) telle que

(—A)u = AN|5L"2’L28 dans €,
u€eE(QD),u > 0 dans 2,

dans RN\ Q.

B
S
I
(@)

Soit B,.(0) CC €2, on définit v comme étant I'unique solution du probleme

(=A)*v = 0 dans Q,
v = vy dans R4 B,(0),

ou
u(z) st xe Q\B,(0),
0 si xeRN\NQ,

il est clair que u > v. Posons w = u —v alors w > 0 dans R% w € H*(2), de plus w est solution

de
(—AYw = A S W W dans €,

|22 225 |25
w = 0 dans R4\Q).

d2s

Par le fait que w(z) > Ci|z|” =2 , = € B,,(0) CC B,(0), voir [7], il résulte que

00 = C’l/ |x|_d dr = C'l/ |x\_2:d325 dr < / w? dr < 0o
. By (0) 0 (0

0 0 B[)()

ce qui est une contradiction avec le fait que w € H*(Q2). Ainsi le résultat est démontré. n
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3.3.1 Lecas Ay =A

Dans ce qui suit, nous étudions Ay lorsque Ay = A c’est-a-dire la non atteignabilité de
la constante de Hardy et nous présentons quelques conditions géométriques pour avoir cette
condition. Commencgons tout d’abord par une inégalité de Hardy améliorée qui sera utile par

la suite.

Théoréme 3.4. Supposons que Ay = A et que I'’ensemble N est borné. Supposons de plus que

l'une des conditions suivantes est satisfaite
1. s €(0,1) et dist(NV,Q2) >0

2. s€(0,5) et dist(NV,2) > 0.

1
2

, posons v(z) = ou u € E°(Q, D), alors il existe une
w(x

constante C' = C(2, N) > 0 telle que pour tout u € E*(2, D), on a

d—2s
2

Soit w(zx) = |z|~* avec ag =

_ Qays [u(z) — u(y)” u’
Hin(u) = //DQ |x — y|d+25 dx dy — A/ P dx
Q

| o (3.3.18)
> e f [ “|m_ iz w(@hly)dady.

Pour démontrer le Théoreme [3.4] nous utilisons les Lemmes techniques suivants.

Lemme 3.1. Supposons que €2 est un ouvert borné tel que 0 € €. Supposons que dist(N, ) > 0
ou dist(N,Q) = 0 et s € (0, %), alors il existe une constante C' = C(Q2, N) > 0, telle que pour
tout u € E*(£2, D), on a

u? |u(z) —u(y)?
C/ < // dz dy.
N |$|d+2s 5 . |93 _ |d+2s Y

comme N C IR\ B,(0), alors g € L*(N). On définit ¢

comme étant I'unique solution du probleme

Démonstration. Posons g(z) = s

(—A)*¢ = 0 dans (,
¢( = 0 dans D,
N, = g dans N,

Notons que l'existence de ¢ se déduit en utilisant un argument variationnel. De plus ¢ > 0
dans Q U N. Nous affirmons que ((z) < C pour tout x € N. Par la méthode de Stampacchia
¢ € L*(Q).
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Soit x € N, on a
g9(z)
Jo g

() < + [[¢lpoe (- (3.3.19)

Supposons que N est borné, alors si dist(N, Q) > 0 ou dist(NV, Q) =0 et s € (0, %) on obtient

g9(z)
—— < (C(Q,N),
fQ |$_y]|-d+2s dy ( )

et laffirmation en découle. Si N est non borné, fixons R >> 1 de sorte que Q C Bg(O),
notons Ng = N N Bg(0). De la méme que précédemment on obtient {(z) < C(N, R) pour tout
x € Ng. Nous traitons maintenant I'estimation dans N\ Ng. Par (3.3.19)) et en utilisant le fait

que |z — y| < 2|z|, il en résulte que
() < Q) +[I¢l =@ (3.3.20)

et Paffirmation est démontrée. Maintenant, soit v € E*(£2, D), par I'inégalité de Picone, on

obtient ,
/ YN da < 2 // ()2 dv.
N C Dq
Ainsi
/ 92) 2y dw < ads// ()2 dv.
N ¢ (a:) Dq
Donc
ads 2
“fr [ i
|$|d+2s -~ y))~dv
d’ou le résultat. O
: u(z) NP :
Maintenant, posons v(zr) = @ ou u € E%(Q, D), alors on a l'inégalité de trace suivante.
w(x

Lemme 3.2. Sous les mémes notations comme ci-dessus, on a

v? ads |v(z) —v(y)? )|2

Démonstration. Pour la preuve, nous allons adapter les mémes arguments utilisées dans la
preuve du Lemme en travaillant dans des espaces de Sobolev fractionnaires avec poids
comme ceux introduits dans [7], pour la commodité du lecteur, nous incluons ici quelques

détails.
w(x)w(y)dzdy
|z =yl

Posons dy = on définit I'espace E? (€2, D) de la méme maniere que E*(€2, D)
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en remplacant dv par du. Il est clair que E2 (€2, D) muni en norme

ads )|2
HU’ Es (Q,D) — // — d+2s ( )'LU(y)dl’dy = <Laou>u>>
Dq ]:c ]

est un espace de Hilbert, ou

v(z) —v(y)

Lo,v:=ans P.V. o o — g w(x)w(y)dy. (3.3.21)
Dans ce cas, la dérivée normale non locale est donnée par
N pu(z) = ads/ \x ‘st w(x)w(y)dy, x & RNQ. (3.3.22)

De plus, pour tout u,v € E2 (2, D) on a

/QvLaoudx = ) (v(z) —v(y))du—/}vv st dr.

Ainsi, si (,, est 'unique solution de

LoyCGw = 0 dans Q,
Gw = 0 dans D,
-/\/;7wa($) = m dans N,

alors, comme dans le Lemme précédent, on peut montrer que (,, est bornée. Par suite le résultat

s’en découle en appliquant I'inégalité de Picone. n

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un résultat principal pour montrer I'inégalité

de Hardy améliorée.

Lemme 3.3. Soit €2 un domaine borné, supposons que 0 € Q et que N est borné. Si dist(N, 2) >
0 ou dist(N,Q) =0 et s € (0, %), alors il existe une constante C' = C' (2, N) > 0, telle que pour
tout v € E°(Q, D) on a

2 2
C [ wide < //'“ >|dd—/\/“d
v 5 po |z — gl W J Jo r
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Démonstration. Rappelons que

Hg N ads//pn ) —u(y )|2dl/—A/| |25

— Hs N(U)
M = {ueu«:s(glg u;éO}/ (3.3.23)

Posons

il suffit alors de montrer que M, x > 0. Nous considérons deux cas.

Le premier cas : N est borné et dist(V,2) > 0. Par’absurde, supposons que M, x = 0,
il existe alors une suite {u,}, C E*(2, D) telle que

1
H n(uy) < —/ uidw.
nJN

Posons v, (x) = ——=, alors, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que u, = 0 et

. 2
[ [, 8 oy ypaady = 1 pous tout n
Dq -

Comme N est borné, alors par le Lemme [3.2], on obtient

1 C
H n(up) < —/ ulde < —.
n JN n

Par suite, modulo une sous suite, on a vn — 1y faiblement dans 'espace de Sobolev E? (€2, D).

Uu
T

BE z |2 fortement dans L'(Q) et u, — uo p.p dans €. Nous
x S

Posons uy = w(z)vy donc

affirmons que uy = 0. Sinon, en utilisant le principe variationnel d’Ekeland, on peut montrer

que ug est une solution faible, au sens défini dans [63], du probleme

(—A)u |;|LQ dans €,
Ti(u) € E5(2,D),u > 0 dans €, (3.3.24)
Bau = 0 dans RN\,
avec vy = ¢ E? (©2, D). Comme Ay = A, alors nous arrivons a une contradiction avec le

w(x
résultat du Théoreme [3.3] Ainsi ug = 0. Donc, modulo une sous suite, u,, — 0 fortement dans

L*(Q) et u, — 0 p.p. dans Q. Soit ¢ € C5°(B,(0)) une fonction cut-off telle que 0 < ¢ < 1 et
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=1 dans B,/4(0) pour p > 0 suffisamment petit. Nous affirmons que
p/ P

//DQ(“”(@ — un(y))dv > // |(Yun) () = (Yua) (y)|* dv + o(1). (3.3.25)

Pour montrer (3.3.25)), posons u,, = Yu, + (1 — ¥)u, = uy, + ugy,, alors

(un(z) —un(y)? = (uin(2) — u1n(y))® + (ugn(x) — u2n(y))?
+ 2(u1n(7) — uin(y)) (Ugn () — u2n(y)).

Donc

// (Un () — un(y))*dv // Ui () — urn(y dV+// U (T) — uan (y)) dv
Dq

+ 2// uln uln (u2n(x) - U2n(y))dy
On commence par I'estimation de la derniére intégrale. on obtient

J [, (@) = (0 wan (@) — vy = [ [ () = w10 (9)) (120 (2) = ()l
Q Q

2 [ [ (i) = t10(y) (20 () = w2 ()

Comme

(u1n(2) = w10 (y)) (u2n () — w2a(y)) = (1 =) (un(z) — ua(y))*

En prenant en considération le fait que la suite est {u,}, est bornée dans E*(§2, D) et par

I'utilisation de I'inégalité de Holder, On conclut que

i > =C( [ [t - Qdu) [ [ i) - o).
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Notons que
| [ - <of - WS e —dady < C [ w3 (y)dy,
Q Q Q Q Q

1
ol on a utilisé supy,cqy / wdw < C(Q2). Comme u, — 0 fortement dans L*(2), on
x ST

obtient K73, > o(1). Nous estimons maintenant Ks,. On a

Koo = [ [ oto) (<1—w< >>un<x>—un<y>)du

= x)dv — / / x)un (y)dv
/C/J32p(0) ¢ B2p(0) (y)

dy

Comme sup,ep, (o)) m

< C(9Q, Bs,(0)), alors

Qc
/ / () (1 — Y(z))u2(z)dv — 0 quand n — oo.
¢ J B2,(0)

Par I'inégalité de Holder, on obtient

fo vt ([ ers) ([, o)

et comme u?(y) < 2(u,(z) — u,(y))* + 2u?(x), on arrive a

/C /B2p<o> Y(n(@)um{y)dy < C(/ /ngm) wz(ﬁ)ui(x)dyf =oll)

Ainsi K3, > o(1). En combinant les estimations obtenues jusque la on arrive a montrer (3.3.25]).

/m%:! T do o)

De plus

Donc

Hov(un) > [ [ 1(0w)(@) = () @) dv = Ay ([“,ﬁ’;fdx

- //DQ |uzn () — uzn(y)]* dv + o(1).
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Comme Yu, = uy, € H3(2), et par I'inégalité de Hardy améliorée, voir [9], il en découle

— vin ()

|vin (2 2
H > — .
sn(Un) > C//DQ ]x —y|dres w(z)w(y)dzdy + //DQ |u2n () — u2n(y)|” dv + o(1)

Comme

[, O tgyinty < QN [ [, o) — o

il en résulte que

1 = //DQ |U"|x _Z/F;ZQSN w(z)w(y)dzdy
R e e

) [/AfM _ﬁiﬂuwmwmw+/4ym@wmﬂww4

< HsN<un) < E

ce qui donne une contradiction. Par conséquent M, y > 0. O

Preuve du Théoréme (3.4, Rappelons que v(x) =

[v() = v(y) Pw(@)uly) = [u(@) — u()]? + v (@)~

Donc

[ [, @) = o) ) wm)d - /Lhmu»—mwﬁmpg/ébw@%w@géfu”d

+ //DQ wy;U(»dy'

La symétrie des deux derniers termes de 1'inégalité ci-dessus, nous ramene a

%ﬁﬁﬂ 2@@(@ v="50 [ [ fut) —u(y)Pdv
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Estimons, tout d’abord, le dernier terme. On a

&“//< 3 ) - wte v = [ O Apud [ SN an

w(z) (v) w(z) N w(z)
Donc

ads// C‘Uj Y 5;>(w(x)—w(y))dvz /N zjg))NS (z)dx
Alors

Hyn(u) = ads//D ) — u(y)|* dv —
Q

_ Gds )’ u?(z)
- /Lﬂ |wmmmwmw%NM@MM@w,
Pour finir, il suffit de montrer que
2
Aﬁ%ﬁMw@Ww<a&qumm. (3.3.26)
Nous affirmons que
Nyw(z)

< C(Q, N) pour tout x € N.

Selon I'hypothese faite sur N, nous considérons deux cas :
Le premier cas : N est borné et dist(N,) > 0. Fixons B,(0) CC 2 de sorte que N C
IR™ By,.(0), soit 2 € N alors
w(z) —w(y w(x) —w
e [ WD e fole) —ul),
B, (0) O\B:(0)

’ y’d+28 |l’ _ y|d+23

Nyw(z)

= Ly + L.
Pour estimer Ly, posons y = |y|y et z = |z|z’, on a

|z = [y

[w(z) —w(y)l
L, = xo‘o/ —dy = xo‘o/ d
! & o |z — gtz Y o 50 |o—yezs Y

|
pd—1< / dH"'(y) )dp
I /| d+2s
i 12l = ey
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ou p = |y|. Soit 0 = &> en utilisant le méme calcul radial présenté dans [49], on obtient

1 T

Ly /m(l — 0o K (0)do
0

- ]2

ou

Ha-1(y/ el cd—2
K(0> = / C/l /(z ) =2 71-d—l / o (9) d+2s de.
i 1= o1 TR o (10— 20 cos(6) 4 0%)

Comme |z| > 2r, alors L; < T% Estimons maintenant Lo, on a

1 1
L:CN,Q,/ —dg/id
2 ( r) N\B,(0) |7 — y[a+2] Y o |z — y|d+2 Y
< C(N,Q,r).
Donc |N’SIL(U<;C ) < O, ce qui montre 'affirmation dans ce cas.
w(x

Le deuxiéme cas : N est borné et dist(N,2) = 0. Il suffit d’estimer L. On a

1 1
L, < C(N,Q, / ———d </ . d
2 ( r) OB, (0) |z — y|d+2s1 Yy Br(x) |T — y|d+2s Yy

ou R > 0, donc

|| C(N,
Lo < C(N,Q,r)/ o 2de < ST e ooy ),
0 1—2s
, , Now(x)
Par conséquent, dans tous les cas, nous avons prouvé que @
w(z
Revenons maintenant au Lemme par le fait que IV est borné, on déduit (3.3.26)).

Remarque 3.1. Par conséquent, nous concluons également que le probleme (0.1.12)) n’admet

pas de solution.

Le résultat suivant donne une condition géométrique pour assurer que Ay = A.

Théoréme 3.5. Soit Q C RY un domaine borné de R¥tel que 0 € 2. Posons w(z) = ‘x’*d’fs

et supposons que Nyw(z) > 0 pour tout z € N, alors Ay = A. De plus, le probléme

(=A)u = A Y dans Q,

N BE
uweE(Q,D),u > 0 dans €2, (3.3.27)
Bau = 0 dans R\,



3.3. INEGALITE DE HARDY FRACTIONNAIRE MIXTE 63

n’admet pas de solution.

Démonstration. Par Pabsurde, supposons que N w(x) = 0 pour tout z € N et que Ay < A.
Alors par le Théoréme il existe u; € E5(Q2, D) une solution positive du probleme (3.3.27)).
u ()
w(z)

Posons vy (z) = alors, comme dans la preuve du Théoreme |3.4] On aura

ui(®)

w(z) dx

ads//pg o (2) — w1 )|2w(x)w(y)dy+ (()

Q4
_ G // s () — wn ()| dv — A/ W

a4 s U
o // ur () — ua( )|2dV—AN/ |1(’28)d,

Par suite, on déduit que

Comme

2

e [ i) =) wiu(y) dv -+ ) N(a) do = 0.

N w(x)

Ainsi si Ns(w(x)) = 0 pour tout z € N on obtient v; = 0 ce qui donne une contradiction. Le

résultat est démontré. O

Dans ce qui suit, nous donnons des exemples explicites vérifiant la condition géométrique

du Théoréme [3.5] Notons par Q@ = Q1 U Qy U Q3 ot
0y = B.(0), Q= {x cRY e <ay < Aet |(zg, 23, ..., 24)| < 8}, O3 = {x € R |z| > A}.
et considérons
D = {zeRN\Qe<|z] < 77} u {m EREp <oy < Aete < |(ag,23,...,2q)] < m}
U {xeRz|> 6},

et
N ={z e R\{QUD},n < |z| < A}.

Remarquons que NN D =0 et NUD = RNQ. Notre objectif est de montrer que Ay = A,

pour ce faire, nous allons montrer I'existence d'un gy de sorte que si € < &g, alors Nyw(z) > 0
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FIGURE 3.1 — Exemple 1

pour tout x € N. Notons que

|z —yl|

[ e ), ) e,

|z — y|+t2s |z — y|dt2s |z — y|dt2s
= Ji+Jy+ Js.

L’idée principale est de choisir € suffisamment petit pour avoir la condition. Comme x € N,

alors < |z| < A.

On commence par I'estimation de J;. Posons y = |y|y’ et x = |z|2/, on obtient

J = /Q (w(z) —w(y)) dy = /B(O | |00 — |y~ ;

|z — y|hres |z — y|hree
: dH ()
— —ag _ —ag) ,d—1 d
/0 (2| p~*)p <| /1 |z|2' — py[d+2s p
y'|=

ou p=|y|. Let o = ﬁ, alors, par le calcul radial présenté dans [49], on arrive a

1 &l _ _
Jl :|:E|25+o¢o/0| ‘(1—0 aO)O'd 1f((O')dO'

ou

Ha-1(y/ el o d—2
K(o) = C/i ,(z ) = 7Td_1 / sin” 6) s do.
2" — oy’ |d+ps [(%57) Jo (1 —20cos(f) +02)72

ly'|=1
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En choisissant € << 1, il en résulte que ﬁ < % << 1, ainsi

| 1| = L /lil(l — o) K (g)do = o(e).

- |x|o¢0+2s 0

Nous traitons maintenant .J,. Sans perte de généralité, nous supposerons que ¢ < min{%, 7'},

fixons ¢ = min{, ¥} alors pour tout # € NV et tout y € 2 on a |z — y| > ¢. Par suite
[w(z) = w(y)] C - -
! / dy < / @0 — [y| 70| dy.
ol < Qonlz—y[ze  |T — y|dF2s = pdt2s Jo, n Y Y

Comme |y|=@° € Li.(R?), par le Théoréme de convergence dominée on déduit que |J,| = o(e).

Pour 'estimation de J3, par le méme calcul radial utilisé pour estimer .J;, on obtient

1 A ag d—ap—1 1 p ag d—ap—1
J3 = W/Al(a —1)o K(o)do > m/z (0% —1)o K(o)do.

En choisissant § >> 2 et en combinant les estimations précédentes on conclut que

Na(w(z)) >

g g d—ap—1
> W/Q (6 —1)o K(o)do — o(e).

d’ou le résultat.

Un deuxieme exemple est le suivant.

FIGURE 3.2 — Exemple 2
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3.3.2 Lecas Ay <A

Dans ce qui suit, nous allons étudier le cas Ay < A, ainsi Ay est atteinte et se comporte
comme une valeur propre. Commencons par donner quelques cas ou la constante Ay est atteinte.
On dit que Q est un domaine admissible si 2 est de classe C1! et satisfait la condition de la
sphere extérieure. Maintenant, on considere une suite d’ensemble ouvert { Dy }ren, { Nk ren tels
que Ny N Dy, = 0 et N, U D, = RN\Q. En utilisant les mémes arguments que ceux présentés

dans [62], on obtient.

Théoreme 3.6. Soit {2 un domaine admissible, 0 < s < % Supposons que pour tout R > 0
on a lim |Dy N Bg| = 0. Alors lim Ay = 0 et, par conséquent, il existe ky € IN tel que Ay est
k—o0 k—oo

atteinte pour tout k > k.

Démonstration. Pour p > 0 fixé, on définit

Qd,s
] @) —uy) dv
Mg = inf Do ,

PR e (D), |ul|£0) / w(r)
—aX
o 2 + p

Il est clair Ay, < A, pour tout p > 0. De plus, on sait que, voir [62], klim Aok = 0 et le résultat
—00

en découle. O

Dans le cas = < s < 1, nous avons le résultat suivant.

1
2

Théoréme 3.7. Supposons que s € [%, 1) et que les hypotheses du Théoréeme sont sa-

tisfaites. Supposons de plus que pour tout 6 > 0, on a dist(Dg,Q2) > 0, Vk > ko,. Alors

k—o00

Notons u € E*(€2, D), le minimum de ({3.3.9) normaliser de sorte que [ %dz =1, alors u
Q

est solution du probléme au valeurs propres

(—A)u = )\’;‘g dans Q,
ueE(Q,D),u > 0 dans €, (3.3.28)
Bau = 0 dans R\Q

avec A = Ay. Le résultat suivant montre que Ay est une valeur propre simple isolée.

Théoréme 3.8. Supposons que Ay < A, alors

1. Si v est une solution du probleme (3.3.28) avec A = Ay, alors v = Cu.
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2. Il existe € > 0 tel que pour tout A € (Ay, Ay + €), le probleme (3.3.28) n’admet pas de

solution non triviale.

Démonstration. Nous commencgons par prouver le premier point. Supposons que v est une
solution telle que v # w. Si v > 0, alors par 'inégalité de Picone, Théoréme [3.1], on déduit que
v = C'u pour une constante C' > 0

Supposons maintenant que v changer de signe, alors en utilisant v, (resp. v_) comme fonc-

tion test dans I’équation satisfaite par v, on obtient

Ay [ UE@) a“//p v+ () — v £ (y)|? dv.
Q

Qlz> +e +€

Par suite, v+ (resp. v_) est un minimum de , ainsi une solution de ([3.3.28)) avec A = Ay.

Alors il existe une constante C. > 0 tel que v = CLu par conséquent v = vy —v_ = (Cy—C_)u.

Montrons que Ay est isolé. Par I'absurde, supposons qu’il existe une suite {(\,, u,)}n C
(An,00) x E5(Q, D) telle que A\, | Ax et u, est solution du probleme (3.3.28]) avec A = \,.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que [ |;‘|2gs dr=1et A\, < Ay < Ay pour tout
Q

n. Ainsi

ads//DQ U () — un(y))2dy = A, < A.

Comme {uy, }, est bornée dans E*(£2, D) il existe u € E*(Q2, D) tel que u,, — 4 faiblement dans
E*(2, D), u, — 4 fortement dans L7(2) pour tout o < 2* et p.p. dans QU D. On peut montrer
aisément que 4 est solution de (3.3.28) avec A = Ay. En utilisant 1’étape précédente, nous

obtenons l'existence d’une constante C' tel que 4 = Ca.

Maintenant, en utilisant « comme fonction test dans 1’équation satisfaite par u,, on obtient

UpU
| ’23

dx = 0 pour tout n, (3.3.29)

Par suite
U
|.I‘ ’ 2s

dx = 0. (3.3.30)

Comme @ = C'u, il en résulte que C' = 0, ainsi u = 0.

Utilisons u,, comme fonction test, par 'inégalité de Kato on obtient

(—A)%u,| < Ay |]u|7;| dans .
€T S
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Comme A, < Ag, on déduit que, voir [7],
|un(z)| < Clz|™® dans B,(0) CC §, pour tout n, (3.3.31)

ou ag > 0 et Ay satisfont

225 F( N+2Z+2a0 )F( N+2s5—2aq9 )

Ao = Ap(a) = 4 3.3.32
0 O( 0) F( N72Z+2a0 )F( N72272a0) ( )
2
Comme Ay < A, alors ag < 2528 par suite ||ZT2|S < Clz|?*~2 € LY(B,(0)). Par le Théoréme
de convergence dominée on obtient
2 2
u U
1= / " dr — / dzx,
J ‘.CE’QS ’IPS

une contradiction avec le fait que 4 = 0, ce qui donne le résultat. O

3.4 Probléeme mixte semi-linéaire avec un poids de Hardy

Dans cette section, nous allons étudier comme conséquence directe des propriétés de Ay,
quelques problemes elliptiques semi-linéaires avec un terme de Hardy. Plus précisément, nous

considérons le probleme

u

—A)Yu = A +uP  dans €,
|z
T S
u > 0 dans €2, (3.4.33)
Bsu = 0 dans RN\,

oul<p<2*—1let A< Apn.

3.4.1 Problemes sous-critiques, 1 <p < 2*—1

Le résultat suivant est une conséquence direct d’un résultat classique de bifurcation dia a

Rabinowitz, voir [67]

Théoréme 3.9. Supposons que les hypotheses ci-dessus sont vérifiées. Alors le probleme

(3.4.33) admet une branche non bornée ¥ de solution positive qui bifurque de (0, Ay).
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Supposons maintenant que A € (Ay, A). On définit par

Ad.s
d // \%zu—A/HQS

Ixp = infiecrs(,0).6-0) (3.4.34)

( i |¢\p“dx> ”

oupe (1,2: —1), on a I, <0 et nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.10. Supposons que A € (Ay,A) et 1 < p < 2% —1. Alors I, , est finie et atteinte.

Ainsi le probleme

(—AYu+ul = )\|le¢2 dans 2,
u > 0 dans 2, ; (3.4.35)
Bau = 0 dans RN\ Q,

admet une solution positive.

Démonstration. La démonstration est structurée en deux étapes.
La premiére étape : |I,,| < cc.
Soit u € E3(Q, D) telle que [ |ulP*! da = 1, soit ¢ € C5°(B,(0)) une fonction cut-off telle que
o)

0<v < 1letey =1dans B,4(0) pour un p > 0 suffisamment petit, alors v = Yu+ (1 —¥)u =

up + ug. Comme p+ 1 > 2, alors

/ v —/ et 0(9) (3.4.36)
] |J}|25 I’—Q |g}|25 a . .

D’autre part on a

(w@) —uy)?® = (w(@) —wm) + (ua(z) — ua(y))*
+ 2w (@) —wi(y)(ua(z) = us(y))-

Donc

//pﬂ )y = // (@) —uly d”+//pg ta(z) — wa(y))dv (3.4.37)

* /Z;Q(m(x) —u1(y))(ua(z) — ua(y))dv.
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Nous commencons par estimer la derniere intégrale. Par un calcul direct on obtient

J [ @) = m@) (@) —ualw)dr = [ [ @) = w()(wa(@) — ua(y)dv

2 [ (@) = (1) (wa(e) — ua(y)dv
= K+ Ko,.

Prenons en considération le fait que
(1060 = 00 (wat0) = ) = o) (1= 00)) (o) - u<y>>2
(1= 2000 Jato) (u) - ) (w10) = 00
() (w(o) - w<y>)2,

I'inégalité de Young donne alors

K> - // )dv — C Q/!qf )2dv.

Notons que

[ [ - vwra <o [ [ aay < [ @ < o)
Q Q Q Q Q

1
y|d+25—2

> _C(Q,e) —¢ / / (u(z) — u(y))?dv. (3.4.38)

Nous estimons maintenant K,. On a

K, = //B (x)u(z) (1—1/1(x))u(x)—u( ))du
= oo W [ )

ot on a utilisé le fait que supy,cqy / | dr < C(2). Ainsi
l’ JR—
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Comme

dy
o / g S O B(0); 3.4.39
{z€Bs,(0)} /¢ |z — y|d+2s ( 25(0)) ( )

alors

/C /32 o () (1 = (a))u*(z)dv < C w?(x)dz < C(S, Byy(0)).

BQP(O)

Maintenant, par I'inégalité de Young et (3.4.39)), on obtient
/ / y)dv < / / y)dv + C(e / / (x)dv
¢ JBap N B2p(0) ¢/ B2p
< 5/ / y)dv + (S, Byy(0), e )
¢ ng(o
Comme u?(y) < 2(u(z) — u(y))? + 2u?(x), alors

s/C/BQP(O) uw?(y)dry < 25/6/192p(0 (u(z) — u(y))? dV—l—Qa/C/B

< 2o f [ @) =)+ 00 sz<o> o)

Ainsi
2€/L/B (u(z) — u(y))? dv — C(Q, By,(0), ). (3.4.40)

En combinant les estimations (3.4.36)), (3.4.37)), (3.4.38)) et (3.4.40)), on arrive a

ads//DQ dy—)\/| 7 o > <a62l,s//DQ(Ul(x)_U1<y))2dy—)\ﬂ/|;L|%25 dx)
ads//DQ s () — ua ))2dy

_ ads//p )2 dv — C(Q, By, (0), ).

Comme u; € H3(2) et A < A, alors

a‘“// du—)\/ dr > (A — A“‘“// (@) — u(y))? dv.
Dq ||2 Dq
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Par suite

ads//% v - A/ |:13|25
>(XNM</AJW@W—W@DMV+/AJm@ﬁ—M@Wdﬂ

ads//pg ()2 dv — C(2, By, (0), ¢).

En choisissant ¢ suffisamment petit, il en résulte que

ads
Vdy — )\/
//D Y Ws

> COAe) [ [ (ule) —u(w))? dv = C(Q. Byy(0).).

(3.4.41)
Par conséquent |1 ,| < oco.
La deuxiéme étape : [,, est atteinte. On définit
2
ads 2 / ¢
dv — N\ | ——dx
5] [ o) — o) Tl
[)\n = inf 3 L s
’ {¢€E*(Q,D),¢#0} prl
(u/)h¢P+1dx>
Q
donc Iy, | Ir, quand n — oo, par suite Iy, < 0 pour n > ny. Comme p + 1 < 27, alors en

utilisant un argument variationnel, nous obtenons que I, est atteinte. Par suite, il existe une

suite u,, € E*(§2, D) vérifiant

Up

(—A)Sun + )\W = ])\ nufl dans Q,
x|*s + = ’
(P,) = u, = 0 dans €,
B, = 0 dans R\,

avec ||uy,

//Dﬂ(un(:z:)—un )\/| |28 7d:c > //DQ up () — du—)\/‘ |2$

rs@) = 1 Nous affirmons que {u,},, est bornée dans E*(§2, D). En effet, comme
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alors, par ([3.4.41]), on obtient

a’dS
// " u(y dv | |S dx

> C()\,A, 5)//%(un(w) — ()2 dv — C(Q, Bay(0), £).

Ainsi // (tn (1) — un(y))* dv < C pour tout n et I'affirmation est démontrée.
Do

Par conséquent, nous obtenons l'existence de ug € E*(€2, D) telle que u,, — uo faiblement

dans E5(Q, D) et fortement dans LP™(Q). Alors |ug||rs+10) = 1 et donc ug # 0. Notons, de
plus, que ug est solution faible de (|3.4.35|).

2 2
| |T; - |u|2 fortement dans L'(€2). Posons w, = u, — ug
T

alors w, — 0 faiblement dans E*(Q, D) et que w,, — 0 fortement dans LP*((Q).

Nous affirmons maintenant que

Comme dans I’étape précédente, on a

/ Dﬂ(wn(l’) —wu(y))?dv > //DQ ((wwn)(a;) — (wwn)(y)>2 dv + o(1)

et

2 2
w w
S dr :/ (¢2 ")1dx—|—0(1).
A 2>+ 5 A [z +
En prenant en considération le fait que w, € H(£2) et en rappelant les équations satisfaites

par ug et u,, on obtient

2
ads 2 Wy,

o() — wa(y))?d —)\/ d

/DQw wy(y))” dv BE T

>//DQ<<wwn>< - () —A/W Szt o(1)

> (A- /\/| |’;de+o 1).

w . ; . . . .
Donc / | |’;s dxr = o(1) et 'affirmation en découle. En combinant les estimations ci-dessus, nous
x

obtenons u,, — o fortement dans E*(Q2, D), par suite I, est atteinte par uy. Par conséquent,
cuy est solution du probleme (3.4.35), ou ¢ est une constante positive, et le Théoréme est

démontré. n
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3.4.2 Probleme doublement critique

Dans cette section, nous étudions l’existence et la non existence du probleme doublement

critique suivant

(—A)yu = A’;‘gs +u% dans ©,
u > 0 dans (2, (3.4.42)
Bau = 0 dans R4\,

ou A€ (0,Ay). Si Q2= IR?, e probleme ([3.4.42)) est lié & la constante suivante

u? ()
dx. 4.4
i x (3.4.43)

S: lnf // wlx) —u le/_)\/
’ {ueH* (R?),[Ju||0, [[ul|2x =1} DQ| () ) 0

On sait que, voir [46], la constante Sy est indépendante de ) et elle est atteinte si et seulement

si Q = R?. De la méme maniére, nous considérons la constante T\ n définie par

u?(x)
Ty = inf // w(z) — u(y)|* dv — )\/ dx, 3.4.44
A {ueEs(Q,D),HuH;éO,||u||2§:1} Dsz| ( ) (y>| Q |5L'|28 ( )

alors si T y est atteinte alors le probleme (3.4.42)) possede une solution non triviale. Nous allons

montrer le résultat suivant

Théoréme 3.11. Supposons que Th nx < min{S), Sy}, alors T) y est atteinte. De plus, le

probleme (|3.4.42) admet une solution non triviale.

Démonstration. Rappelons que la constante de Sobolev Sy est définie dans la Proposition [3.5]
Comme A < Ay, alors Ty y > (1 — ﬁ)SN > 0.
Soit {uy}, C E*(2, D) une suite minimisante de T} v telle que / |u, | dx = 1, alors {u,},
Q

est bornée dans E*(Q2, D), et

2
_ 2 _ un(x)
//DQ |un () — u,(y)|* dv )\/Q o] de — T\ n.

Sans perte de généralité, nous pouvons choisir u, > 0 dans IR®. Ainsi, nous obtiendrons ’exis-
tence de u € E5(Q, D) telle que u,, — u faiblement dans E*(€2, D) et, modulo une sous suite,
u, — u fortement dans L7(§2) pour tout o < 2% et u,, — @ p.p. dans . En utilisant le principe

variationnel d’Ekeland on obtient

(—A)*u, — A Ur;s = Tayu®~1+0(1) dansQ,
|| (3.4.45)

Bsu, = 0 dans R\,
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Comme u # 0, alors u est solution de (3.4.42]). Montrons que u # 0. En effet, supposons que
u = 0 et soit 1 € C5°(B,(0)) une fonction telle que 0 < ¥ < 1 et ¥ = 1 dans B,/4(0) pour

p > 0 suffisamment petit. Nous affirmons que
Q/( Sty upp2de = // <¢un — (bun)(y ))deo(n. (3.4.46)
Notons que
[ armmtar= [ [ ) =) (6500 - (F)0) ar+ol)

et comme

(n(@) = un(y)) (V) (@) = Wun)(y)) = (Dun)(@) — (Yua)(y))?
= —un(z)un(y) (Y (z) — D)),

on obtient
JEay uuwar = [ [ ( Yup) (@) = (Vun)(y >>2dy
- / /DQ n (%) () () — P (y))*dv. (3.4.47)

Remarquons maintenant que

J ] w@uw@ — e = [ [ o)) - o)
b2 [ [ un@unlo)(6() — pl)dv = K+ 2K,

Nous commencons par ’estimation de K1,,.
// |x_ ’d+25 2d dy
n(7) U ()
< 2C //—dd QC’Q//”—dd.
0 Jo Jz — y|dres—2 wdy +20(92) 0 Jo |z — y|dres—2 ray

Comme sup,cq Jq Ix—ylci% < O() et sup,eq fo Ix—yliﬁ < C(Q), on obtient

Ky, < 4C(Q)/Qu2 (x)dx = o(1).
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Maintenant, nous traitons K»,. On a

/C/Bp(o) U ()t () 00% ()
</C/Bp(0) Ui(x)du>2</c/3p(o) “i(y)dy>2_

or / x)dv = o(1) alors en utilisant le fait que {u,}, est bornée dans E*(Q, D) et que
« JB,(

u?(y) < ( ( ) u(y))? + 2u?(x), on arrive a

// y)dv < 2// (Un () — up( ))2dl/+2// u?
¢ JB,( ¢ JB,(0) ¢ JBy(0)

<

Par conséquent K5, = o(1). En combinant 'estimation ci-dessus et en revenant a (3.4.47)), il en

découle que ([3.4.46)) est vérifiée, ce qui montre 'affirmation. Par suite en utilisant u,)* comme

fonction test dans (3.4.45) on déduit que

// (1/1% (wun)(y)>2dV—/wun)2d£€ = T,\,N/uffz/JQd:c—l—o(l)

Q

< D[ fwuniae) " o,

Q

Posons uy, = uyi), alors uy, € HF(£2). Si pour une sous suite de {uy,},, on a fulnd:L' C, alors

//pg(ul”(x)_ul” dy—/| T;Sd

S)\ < gT)\’N—FO(l).

( / ulndaz>

Q

Donc Sy < T n ce qui est une contradiction avec 'hypothéese principale. Par suite / u?ndx — 0
Q
quand n — oo et donc /u?}(l — )% dx — 1 quand n — co. Posons ¢ = 1 — 1), on obtient

Q

JEayuugtar = [ [ ) ((fun)(x) - <92un><y>) dv + o(1), (3.4.48)
Q
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et

/ (Qun)2dx =o(1).

‘Z’PS
En utilisant u, 0*> comme fonction test dans (3.4.45]) on déduit que

//DQ ((92un)(37) — (Q2un)(y)>2dy = T)\,N/U?EQQCZCC—O—O(D

Q

< TA,N(/(Qun)Q;dx> "+ o(1).

Q

Posons us,, = u,0, il en résulte que

SN < //DQ(U%(I) —u2n(y))2 dv

Q

g T)\,N + 0(1)

Ainsi Sy < T\ n ce qui est une contradiction. Par conséquent, uy # 0 et ug est solution du

probléme ([3.4.42)). Montrons maintenant que 7 y est atteinte par ug. En effet, soit

u

*()
B dx,

|z

Qun(u) = //DQ |u(z) — u(y)]* dv — )\/Q

comme A < Ay, alors Q) y définie une norme équivalente de E*(2, D), il suffit donc de montrer

que Qx (U, —up) — 0 quand n — oco. Rappelons que u,, — uq faiblement dans E*(Q2, D), alors

N (un) = Qan(uo) + Qxn(uy, —ug) + o(1). (3.4.49)

De la méme maniere, en utilisant le Lemme de Brezis-Lieb, on obtient

||Un||L2§ Q) = ‘|UOHL2§ o T [ty — “0||L2§ Q +o(1).
Q) Q) Q)
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=
Comme Qx (U, — ug) = Sxn||un — uol 2522‘(9)’ alors
Q. (uo) _ QN (Un) — QN (tn —ug) + o(1)
ool £ \E
& « 2: S
Mo (ol ~ o~ il ) "
QN (Un) — Qxn(un — ug) + o(1) o
< S - -
2 2 %
(0330000 = @3 (0n ) +ot1))
Si limsup,,_,o @rn(un — ug) # 0, par (3.4.49)), on arrive a
linisup QN (un —ug) = S v — Qan(ug).
revenons a (|3.4.50)), il en résulte
Syn < Ml(uo) < SinN,
une contradiction. Par conséquent limsup Q@ n(u, — up) = 0 et alors ug est un minimum
n—oo
]

T/\’N.



Chapitre 4

Sur la conjecture de Lazer-McKenna

fractionnaire

Ce chapitre est le développement de I'article [4]

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude d'un probleme de type Ambrosetti-Prodi dans un cadre

fractionnaire. Autrement dit, nous considérons le probléme

{ (=A)u = g(u) —o¢p; dans (4.1.1)
u = 0 dans RV \ Q,
ou (—A)?® est le Laplacien fractionnaire défini par
(—A)°u(z) :=ayns P.V. . W , s € (0,1), (4.1.2)
o 1—cos(&)  \ ™ aey _x (22
ans = </sz de) =2 (4.1.3)

est une constante de normalisation, Q C R" est un domaine Lipschitzien borné, ¢ > 0 et ¢; la
premiere fonction propre positive du Laplacien fractionnaire avec condition de Dirichlet, g est

continue sur R et satisfait



80 CHAPITRE 4. SUR LA CONJECTURE DE LAZER-MCKENNA FRACTIONNAIRE

Notre objectif est de comprendre la structure de l’ensemble de solutions quand o est assez
grand. Nos résultats donnent une réponse affirmative a une conjecture dii a Lazer et Mackenna,

un résultat qui montre l'existence d’une infinité de solutions lorsque ¢ — oco. Nous étudions

dans ce qui suit le cas ot g(u) = [uff avec p € (1,2, —1) avec 27 = 20— Autrement dit, nous

considérons le probleme

(—=A)u = |ulP —o¢; dans Q,

(4.1.4)
u =0 dans RV \ Q.
Posons w, = o hu et g2 = J_ijl, alors w, est solution de
e (=A)w, +wP = dans ©,

w. = 0 dans RV \ Q.

Les résultats de ce chapitre sont les suivants :

Un premier résultat d’existence

Théoréme 4.1. Pour tout € > 0 et p € (1,2% — 1), le probleme (4.1.5) posseéde une solution
1

unique w. de sort que 0 < w, < ¢F, de plus, si £, < &5 alors w., < we,.
Une description exacte du comportement asymptotique de w. quand e tend vers 0.

Théoréme 4.2. Soit w, la solution de (4.1.5)) obtenu ci-dessus, alors nous avons

1

w, — ¢ quand £ — 0 (4.1.6)

uniformément sur chaque compact de €2 et

1 _
w, = ¢ +&** + o(e*) (4.1.7)

ot e *0(e?*) — 0 quand & — 0 uniformément sur chaque compact de €.

Un résultat de multiplicité de solutions qui donne une réponse positive a la conjecture de

Lazer-Mackenna dans le cas fractionnaire. Soit u une solution du probleme (4.1.4]), posons
_1 _p=1 “ . N :
U, = —0 ru avec €2 = g » , alors 1, est solution du probléeme ([4.1.5). Posons maintenant
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v = w, — U, alors v satisfait

e¥(=A)v+puwr v = foz,v) dansQ,

(4.1.8)
v =0 dans RV \ Q,

ou
fo(x,t) = |t —w.|P — w? + pwP™'t. (4.1.9)

Le probleme (4.1.8)) admet une structure variationnelle dont la fonctionnelle d’énergie est donnée

par

IL.(v): = %/RN 528|(—A)§v|2dx+p/ﬁw§‘1v2dx—/QFa(x,v)dx
(4.1.10)

8 CLNS )‘2 L
- //DQ |x— |N+2 dxdy—{—p/gwg’ UdiU—/QFg(:E,U)da:,

ou

1 1
/ fe(z,7) P —— |t —w|P(t — w.) + ——wPT — wPt + Ewg_th. (4.1.11)

p+1 ° 2

Théoréme 4.3. Soit k£ > 0 un entier positif. Alors il existe g9 > 0, tel que pour tout € € (0, &g)
le probleme (4 admet une solution qui s’écrit sous la forme

k
= Z aeufj + w&&’
7j=1

ol we ¢ € H(S2) satisfait

|weelle = o(1) quand € — 0,

|£“ - gg’j| — oo quand & ;,&.; — & € Q avec ¢1(E}) = max 1(2)-

ou
lulle =/ {u,u). avec (u,v). = /N (828(—A)§u( A)zv + pwP~ 1uv> dz. (4.1.12)
R

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section on démontre deux résultats impor-
tants, a savoir le Théoréme [4.1] qui donne lexistence des solutions négatives dont 'existence est
cruciale pour la constructions des solutions multi-pics et le Théoreme qui donne le compor-

tement asymptotique des solutions négatives. La section sera consacrée a la démonstration
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du Théoréeme [4.3] Nous donnons dans un premier temps certaines propriétés du profil limite et
de 'opérateur linéarisé autour du profil. Ensuite, nous montrons quelques lemmes techniques
dans la sous-section [4.3.3] et dans la section nous développons la méthode de réduc-
tion et nous complétons la preuve du Théoréme [4.3] Finalement, en appendice, nous prouvons
quelques propriétés utiles du profil U, solution du probleme (4.3.19), comme 'unicité et la

non-dégénérescence.

4.2 Preuve du Théoréme 4.1 et 4.2

Rappelons que le probleme que nous allons étudier est le suivant

—A)Yu = |ulf —o dans (2,
(=4) ul? = o1 (4.2.13)
u = 0 dans RV \ Q,
ouno>0et1l<p<2—1. Posons w, = —0_%u et % = 0'_%, alors w, est solution de
eB(—A)w, +uP = dans (2,
(=) ¢ = o (4.2.14)

w., = 0 dans RV \ Q.

4.2.1 Preuve du Théoreme (4.1

Pour montrer 'existence, nous allons utiliser un argument de sur et sous solution. il est
1
clair que ¥ = 0 est une sous solution stricte du probleme(4.2.14)). Posons ¥ = ¢7, alors, comme

p > 1, En utilisant une inégalité de type de Kato, voir [35], [33], nous obtenons

-

A 1 1
> ;162%{’ >0=¢; — (¢)P.

Par suite

-

(=AY () + (6] > b1,

Ainsi 9 est une sur-solution du probléme et ¥ < ¥ dans Q. Posons H(x,s) = ¢1(z) — P,
alors ‘H et décroissante sur I’ensemble [0, qb% | et par un argument de sous et sur-solution nous
obtenons l'existence d’une solution w. de de plus 0 < w. < gbl% . Nous affirmons que
cette solution est unique. En effet, si wy, wy sont deux solutions de , alors w; — wq est
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solution de

e (=AY (wy — wy) +wh —wh =0, w; —wy € HS(Q).

En utilisant (w; — wy); comme fonction test, il en résulte que (w; — we); = 0, de la méme
maniere (we —wy)4+ = 0. Ce qui montre l'affirmation. Remarquons de plus que si €1 < €, alors
we, est une sur-solution de (4.2.14) avec € = €5, ainsi w., < w., par construction. Notons que

w, est un point critique de la fonctionnelle J. définie par

Je(w) _< aNS// )ded —/H(x w)dx
6 e ey | B

ou H(x,t) = [§ h(x,7)dr et

kSR [

0 si t=>of,
1
hz,t) =q ¢(z) —t? si 0<t<or,
¢1(.I) si t<0.

Plus précisément w. est un minimum global de J.. Notons aussi que gbl est un "falling zero
de h dans le sens ou h(z, qﬁl) = 0 et la dérivée a gauche de h par rapport a ¢t au point gbl est

négative.

4.2.2 Preuve du Théoréeme 4.2

1
Comme 0 < w. < ¢7 et du fait que la suite {w,}. est croissante quand € | 0, nous pouvons
1

montrer que w, — ¢F quand € \, 0 fortement dans L9(2) pour tout ¢ < co. De plus, comme
||we| Lo () < C, ot C' est une constante indépendante de € et par les mémes arguments que ceux
introduits dans [55], il en découle que w. converge, quand ¢ tend vers 0, vers gbl% uniformément
sur tout compact de €.

Fixons maintenant xy € €2 et soit 6 > 0 suffisamment petit de sorte que Bs(xg) CC 2. Soit
w € HE(Q) telle que @ — w. € HS(Bs(xp)), alors @ = w. dans R\ Bs(z). Comme w. est un

minimum global de J;, alors J.(w.) < J.(w), ainsi

e? aNs |we (2 a(y)|2

g ¢? aNs ffDQ % dx dy - fBg(a:o) H('T’ ’LD)dZL‘
(4.2.15)
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Remarquons que

Dq = DBg(a:o) UAUBUC,

avec
A =Q\ Bs(zg) x 2\ Bs(xg), B=Q\ Bs(zg) x C2
et
C =CQ x Q\ Bs(x).
par suite

|wa e(y>|2 |wa we(y)|2
dedy — // dzd
//DQ |x_y|N+2 T ay b |x_y|N+2 T ay

Bs(zo)
DQ\DBé(:E()) |$ - y|N+2S
\we(z) — we(y)|?
//D |x g

Bs(zo)

|[w(z) —w(y)®
—I—// dx dy.
Do\Dpgg(xq) ’37 - y’NJrQS Y

En remplacant dans (4.2.15)), nous obtenons

£’ aNs |w. (z w6(y)|2 /
drdy — H 2 )d
//\D |.',U — |]V+2 ey 35 (z0) ($ v ) v

Bs (o) B 9
e? CLNs // —w(y)| dz dy (4.2.16)
D

Bi(w0) Il‘— [

— H(z,w)dz.

Bs(zo)

1 1
Posons v, = w. — ¢} et w = — ¢}, alors v. = w dans RV \ Bs(z¢). Par (4.2.16)), nous aurons

e? CLNs |ve (2 v (y )‘2
//D |a:— N2 dz dy

Bg(zq)

1 1
_ p — AP 1
N BT O R (DAY A
9 D (ap) |‘T - g| 2 Bs (o)
2 Dpyeg) T — y|N T2 ) )
_ p — AHP 1
R U T L LT P AR
Dgs(ag) ‘JJ - y‘ +as Bs(zo)

(4.2.17)
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et comme

I, (05) = )0 (2) = 0F ) o _ jj et —vg >><¢%<> 1) 400,

’x_y’NJrQs y’NJrQs

_// (%(x) 0w W)@ = W)
Do\Dpg(xg)

|z — y| N

= [ e(-Ayoids

Il (w(e) = w6 (@) = 1)
Da\Ds, (o) — y|N+2s )

|

alors en utilisant (4.2.17)), il en résulte que

o 1 ) ) N
//D ‘x_y‘N+2s dxdy—i—g —/B(gmg) H(z,ve + ¢f Jdow — e™v-(—A)°¢7 |dx

B (x0)

8 (INS// —wy d d / ( % 2s s %
Yy — (x,w+ ¢ )dx — e“w(—A)°¢7 |dx
e |x_y|N+2 . ’ o (4.2.18)

Ainsi v, est un minimum de la fonctionnelle

B~ 5 aNs —U)y 3%
Jo(w) = //D \x— s d dy — /< xw—|—¢1)dx—€ ‘w(—=A) ¢1>

Bg(zq)

1

1 1
sur l’ensemble {w € H(Q) : w—u. € Hg(B(;(:UO))}. Posons hy(x,t) = h(z,t+¢])—e*(—A)*¢7,

alors par le méme argument de [37], h; admet un "falling zero" ¢. avec

t. = <¢1 — 523(—A)Sq§{1’>p — gzﬁl% = g2 ( (¢pA28¢f + 0(1)).

On conclut alors que

QP

v, = e (‘H‘Wl + 0(1)>

ce qui montre le résultat.

4.3 Preuve du Théoréme 4.3

Dans cette section, nous allons démontrer le Théoreme [£.3] Nous allons commencer par

donner quelques propriétés du profile limite U et de 'opérateur linéarisé en U. Nous prouvons
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ensuite quelques lemmes techniques qui seront utilisés par la suite pour démontrer le Théoréme
[4.3] Rappelons tout d’abord quelques inégalités algébriques tres utiles qui seront utilisées dans

le reste du chapitre, voir [19] et [40] pour la preuve.

Lemme 4.1. Soit o > 0, alors il existe une constante C' = C'(a) > 0, telle que pour tous

a,be R, , ona

(@ +b)* — a® — aa® 'b| < O(b* + a® ?inf(a?, b?)),

’aa . ba‘ < ‘CL . blmin(a,l)'

Lemme 4.2. Pour tout a > 0, il existe une constante C' = C(a,n) > 0, telle que pour tout

(ay,...,a,) € R™

n

n
1> @il =D al®
j=1

=1

< C(X Jail* inf(Jail, b5])).

i#j
4.3.1 Propriétés du profile limite

Cette sous-section sera consacrée a donner quelques propriétés de la solution du probleme

limite suivant

(=AU = [U-1P—1, U >0 dansR",

Uu) = ;relﬂagv(U(y), (4.3.19)
U € HRY).

Nous donnons d’abord la définition d’une solution d’état fondamental.

Définition 4.1. On dit que 0 S U, € H*(RY) est un état fondamental du probleme (?7?) si U,
est solution de (?7?) et I'opérateur linéarisé en Uy, L := (—A)* —p|U, — 1|/P72(U, — 1), admet un

indice de Morse égal a 1; autrement dit L admet une seul valeur propre strictement négative.

Dans le théoreme suivant nous donnons 'existence, I'unicité ( modulo une translation) et

la non-dégénérescence des solutions du probleme (|4.3.19).

Théoreme 4.4. Soit 1 < p < 2% — 1, alors le probleme (4.3.19) admet un état fondamental
unique U radial et strictement décroissant par rapport a |x|. De plus, U € H*(RY)N L>®°(RY)N
C*7(RY) pour un v € (0,1) et satisfait

C
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De plus, U est non dégénéré dans le sens ou l'opérateur linéaire défini par
L:= (A —plU—-1*U -1) (4.3.21)

satisfait

ou ou
ker LN L*(RY) = T
er LN L*(R™) Span{axl, ’&EN}

La preuve du Théoreme [£.4] est donnée en appendice. Nous utiliserons les mémes arguments
développés dans [52]. Cependant, nous devons surmonter plusieurs difficultés techniques dues
a la non homogénéité de la non-linéarité. Posons U.,(y) := U(¥Z2), z,y € RY et fixons £ € QF,

définissons les fonctions Zj; par

OU. ¢,
7. &)

= oti=1,.,Netj=1,..k (4.3.22)

Nous avons alors les résultats suivants.

Lemme 4.3. Il existe une constante positive C' tel que, pour tout ¢t =1,.... N et 7 =1, ...k

x_g] —H1

3

.l’—fj
IS

1
|Z;;] < C— avec > 1, (4.3.23)
£

ou py = min{N + 2s + 1, p(N + 2s)}.

Démonstration. Notons Ug,(v) = U(x — §;), alors

8

Ueg; () = U%(g)-

Utilisons (4.3.22]), nous obtenons

_ 18U% T

(2)-

€
Maintenant, par les mémes arguments que ceux de [40], on obtient

—min{N+2s+1,p(N+2s)}
1z —¢&
Z.l < C=|—=2
1z <0t T

D’ou le résultat. [

En utilisons les mémes arguments utilisés dans la démonstration du lemme 5.3 de [40], nous
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pouvons aussi démontrer le lemme,

Lemme 4.4. Il existe une constante positive C telle que , pour tout ¢ =1,..., Net j =1, ..k

—H2
1 H
=2

€

ZL’—gj

€

IVZ;u < C avee |8 > 1, (4.3.24)
g

ou pp = min{N + 2s + 2, p(N + 2s)}.

En utilisant la définition de U, ¢, et Z;;, nous pouvons démontrer la propriété d’orthogonalité

suivante, voir par exemple Lemme 5.5 dans [40] et [39].
Lemme 4.5. Pour tout i,m = 1,..., Net j,l =1, ...k, les fonctions Zj; satisfont,
/R 731 = V081, (4.3.25)
ou « est une constante positive indépendante de ¢.
Par conséquent, on a le corollaire suivant.

Corollaire 4.1. Pour tout i,m =1,..., N et 5,1 = 1, ...k, les fonctions Zj; satisfait

/Q Z3i Zim = V2080 + O(Y), (4.3.26)
ou v = 2v avec v; = min{N + 2s, p(N + 2s) — 1}.

Démonstration. On a

/Zjizlm - / 2 Zm — / ZiiZim
Q RN RN\Q

= €N_204(5j 6zm —/ ZjiZlm-
RN\Q

Ainsi, par (4.3.23)), la derniere intégrale peut étre estimée comme suit

—p —p1

r—§

3

x—ﬁj
£

1
< O
e? JrM\Q

< Ce.

J—
RN\Q

Cela donne le résultat désiré. O
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4.3.2 Construction de la solution approximante

Soit U 'unique solution radiale du probleme (4.3.19)). Posons

e () = UL =)

et ¢, la solution du probleme

e¥(=AYu+pu = |Use, — 1P —1+pU.g,, dans Q,

(4.3.27)
u = 0 dans RV \ Q.

Dans ce qui suit, nous donnons quelques estimations sur la solution approximative, ., qui

seront utiles lors de I'application de la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt.

Lemme 4.6. Posons 1. ¢, = U.¢, — Ucg;, On a
Nee, (z)| < CeNH2e (4.3.28)

ou C est une constante strictement positive.

Démonstration. On peut voir facilement qu’a partir de (4.3.19) et (4.3.27)), n. ¢, satisfait

528(_A)s775,5j +pnee; = 0, dans €2,

(4.3.29)
Nee, = U-e, dans RV \ Q.

En utilisant 4.3.20, on obtient |n.¢ | = |U.¢,| < CeN*t2 dans RY \ Q. Ainsi, par le principe de

maximum, [n.¢,| < CeVt?* dans RY. O

Lemme 4.7. L’estimation suivante est vérifiée. Pour tout = € 2

e g
;i

_ Ougg,

() 9%

(2)| < Cem (4.3.30)

ou C' est une constante strictement positive et v; = min{N + 2s, p(N + 2s) — 1}.

ONe¢.
Démonstration. En utilisant les mémes notations que dans le lemme , ggfg satisfait
ji
N ¢. N ¢.
828(_A)s /’787£J + p /’787£J — 07 dans Q,
08 08 i (4.3.31)
/,78 g aUS 5 N «J.
= ———=2  dans R" \ Q.
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< Ce” dans RV \ Q. Le principe de maximum nous

0Nz ¢,
Par suite, par (4.3.23)), on obtient ‘7755]

9&;i
donne,
On..c.
‘ T8 | < O™t dans RY
9&;i
ce qui prouve le résultat. O
Corollaire 4.2.
u. g Oueg, N—2
=, o )e =0 0104 + O(€Y), 4.3.32
e e i+ OE) (4332

ot v est comme dans le corollaire [4.1]

Démonstration. Notons, pour simplifier les notations, par

Ol ¢
Zi(z) = ;;; ().

Par (4.3.27)), il découle que Zz;; est solution de

825(—A)85ﬁ +pzZji = plUcqs — 1|p_1Zﬁ —1+4pZj;, dans(,

(4.3.33)
Zi = 0 dans RV \ Q.
Utilisons z;,,, comme fonction test dans I’équation précédente, on obtient
(Zji Bm)e = /Q <|UE,£J, 1P 2 E + (1 + wgl)zﬂz,m> dz.
Maintenant, en utilisant (4.3.26)) et (4.3.30) on déduit,
(Zjis Zim)e = CeN720305m + O(),
ou C' est une constante positive indépendante de ¢. O

En utilisant les mémes notations que dans la preuve précédente, nous obtenons le résultat

suivant.

Lemme 4.8. Pour tout i = 1,..., N et j = 1, ...k, 'estimation suivante est vérifiée. Pour tous
x €
IVZji(x) = VZzji(z)| < Ce” (4.3.34)

ou C' est une constante positive et v, = min{N + 2s, p(N + 2s) — 2}.
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La preuve utilise les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve du Lemme [£.7], en

utilisant (4.3.24)) au lieu de (4.3.23)).

Corollaire 4.3. Pour tout :,m=1,...., Net j=1,...k, on a

— o(gmin{N=4 2} (4.3.35)

€

82 i
Démonstration. Par (4.3.33), on remarque que —2— est solution de

O im
5. o 7.
g2 (—A)* 0% P 0% = pi(|Um —1P71Z;) —i—pa L dans Q,
O _ dans RN\ Q.
— = ans .
8€jm
Utilisons 827»1- comme fonction test dans I’équation précédente et rappelons (4.3.34), nous
obtenons .
0z 0z 0z ° ) 0Z;i\ 0%
828 —A)® Jt J +p J )de’ _ / (p ng_lp—lz‘i +p ]z) 71 dx
/Q< (=4) Ojm Ojm — ~ Ojm 0 aﬁjm(| ’ " 25) O&jm ) O&jm

707 7.\?
_ /Q<525(—A)58 i 9%;1 +p<a ”) )d:)s+0(e”2)

af]m afjm ag]m
07 O 07\ 2
< 2s( s Jt Jt Jt v
< /RN <e (—A) agjmagjm+p<agjm> )dm+o(€ )
’U  0*U
o N—-4 2—2s( s
- /RN (6 (=8) OYiOYm OY;OYm

U\ "
+p (&yi@ym) ) dy + o(e"?)

2 2
<5N‘4/ (— )SaU o°U
RN 0YiOYrm, 0Y;OYm,
92U\’
d v
+p <3yi8ym> > Y+ o(e"™)

ol nous avons utilisé le changement de variable y = % dans les deux dernieres étapes. Par

conséquent

0Zji 0z 0z \* _
/g)s?S(—Afasz.] agj +p<a§] ) dr < Ce™™" + o(e™). (4.3.37)
jm OSjm gm
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1
Maintenant rappelons que w, < ¢7 et par le fait que max o(z) =1, il en découle,
Te

0z, 07 07\ >
o 25/ avs 9%ji 0Zji ji _(-min{N—4,1}
h /Q <€ (=4) O jm O jm oy <3fjm> > do = ofe )

ce qui donne le résultat. O

H 0%
Ojm .

La preuve du Théoréme sera obtenue en combinant plusieurs Lemmes et estimations

techniques.

4.3.3 Quelques lemmes techniques

Dans ce qui suit nous montrons quelques résultats techniques qui seront trés utiles par
la suite. Le résultat suivant est utilisé pour montrer I'existence des solutions avec un pic au

voisinage d’un point intérieur, un point maximum local de ¢, de (2.

Lemme 4.9. Soit w. I'unique solution positive du probleme (|4.2.14}), on considere le probleme

de valeur propre suivant

e (—=A)Yv+pwPlv = v dans Q,

(4.3.38)
v = 0 dans RV\ Q.

Posons

e®|lelIfs @) +p/ w™p?de
)\1 = 1nf £ s
{peH3 (@)} /Q O2dr

alors A\; > C(p) > 0 pour tout € > 0.

Démonstration. Rappelons que w, = — o ru est solution de (4.2.14)), que w? < ¢1 et w. —

1
¢? quand € — 0 uniformément sur chaque compact de €. Ainsi

e R
5(2)
A = inf i Q-

PECE(Q) / P2z
Q

Soit ¢ € C3°(£2), en utilisant le fait que w. > 0 et I'inégalité Picone, voir Lemme , on obtient

)|2 628(—A)Sw5
SN \x—y|N+25 dady > | S
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Par suite

g2s 2V.s // W) dxdy+/ Wt > [ Lot
Do \x — \N“S o ° ~ Jo w. .
Ce qui donne
QSaNS // )‘2 dx dy+p/ wp_lt,OQdiU > (p_ 1)/ wp_1902d$ +/ ﬂg&de
Dq ’x—y!N”S o ° o ° 0 We

1
> / ((p — Dwl™ + p_1> prdz.
Q -

We

En utilisant le fait que

1 1
(p— D" + —=5 > min {(p — Do’ + } =C) >0,
a p o g r

Il en découle

g2 I, eyl —1,.2 2
//DQ |9[:— |N+2 dxdy—l—p/gwf @dm}C’(p)/Qcpda:

Par conséquent \; > C(p), ce qui donne le résultat. ]

Remarque. Le résultat démontré dans le lemme précédent est plus fort que celui obtenu
dans [37], ou il a été prouvé que la constante C' dépend aussi de e.

Rappelons que

[

oo = [, (#(-2)u-ay

v+ pwt” 1u’u> dx, et ||lull. =/ {u,u)e,
On définit I'espace de configuration par,

Ay = {§ =(&,..,&) € k.1 - ¢1(§]) <e,g=1,..,k, et
& — &l

U(s

)< i # j} (4.3.39)

ourT = et ¢ = min(1l,p — 1). Notons H le complété de C§°(€2) par rapport a la norme

2(1;‘11)
|| . ||c définie dans (4.1.12). Notons que pour tout u,v € H, on a

/Q <€2Sv(—A)8u +pw§‘1uv> do = /RN (525(_A)

[NV

u(—A)2v + pwf‘luv> dx.



94 CHAPITRE 4. SUR LA CONJECTURE DE LAZER-MCKENNA FRACTIONNAIRE

Ainsi
/ <525u(—A)5u +pw§_1uu> dz = ||ul|?,
Q
cela justifie en quelque sorte notre choix de la norme || . ||.. Définissons maintenant ’espace
Ol ¢ ,
Beep=AweH: (w, ==y, =01=1,..,.N, j=1,..ky. (4.3.40)
ag]l
Lemme 4.10. Posons
k
Leg(w) = Yiieg, 0 )= | fla e hu . (4.3.41)

J=

Alors L, ¢ est une forme linéaire continue sur de E, ¢ . De plus,

k 1 L
[Legll =20 (2(1 A Uq(’&ff') + 525) ,
j=1

JFi

ou ¢ = min(1,p — 1). En particulier, il existe l. ¢ € E. ¢, telle que

LE:ﬁ(w) = <l€,£aw>5> Yw € Ez—:,&,k-

Démonstration. Posons

f&) = [t =117 =1 +pt, (4.3.42)

en utilisant (4.3.27)), on obtient

Leg(w) = PZ/ D) e,w /(fa(yvius,@)_if(UE,mj>>w

j=1
= Le,g( )_Lg,g@f)-

On commence par estimer L! .(w). Par et 'inégalité de Holder, on obtient

D=

Leg(w) = pZ/ u€§w+520(523)[/9w2]
= P;[/Q(%p— 1)*u zgjr[/ﬂwz}+512VO(525)[/QM2]§.

1
Maintenant, en utilisant le Lemme avec a = ¢7, b =1 et en rappelant le Lemma il en

[SIE



4.3. PREUVE DU THEOREME Im

95

découle que

Leg(w) = pzk: [/Q@% 1ymin-11) 2 JFUQWQF +8g0(€28)[/§2w215

NI

ouzr =cy+¢E, Qg = % et ¢ = min(p — 1,1). Par suite

@A@ = WQE:PM§7—1%/ U@f@ﬁ{éwﬂaﬂﬂo@ﬁﬁéwﬂé

j=1

_ 5¥o(i o1 (&) _1)q+€25)[/9w2]%
J:l

= gio(zl ¢1 (&) — 1) +s28)||w||2

Nous estimons maintenant L? ;(w). En utilisant (4.3.28) on obtient

k

B = [0 3 Ung) = 3 FUew de + 500 [ [ 7]

J=1 J=1

N|=

Par le Lemme [£.1] et le Lemme [£.2] on arrive a

k k k
s s
B = 0 f (e z o+ (D Uig)? = VU2 Jude +H 0wl
j=1 = j=1 j=1
- oy ((Uz’swm inf (U, Usg,) ) do + ¥ O()Jw]
J#i
p—1 . 2 % N 2s
- CZ{/ ( U&{j +U€7Ej)lnf(U€,§wUE,£j)) dx} ”w||2+520(5 )”w”2
JF#i
_ CZ {/ U2m1n(1 J(p— 1)U2 dx} ||w||2+€20(€23)||w||2
J#
_ E2O<ZUmin(1,pl)(|§i _£j|) +€25>Hw”2'
i <
Par suite

k
mln — min — 62_ j S
|Lee()]. =30 <Z SL(E;) — (Lp=1) | 3™ gmin(ip 1)(! 553\)+52 1wl
J=1 J#
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En appliquant il en résulte que

. 1 min(1,p—1) |§Z §J|
ILee()]. = 50 (z o1 (&) — 17 + S rmnae- 0 =Sl )nwus

J=1 J#i

et le Lemme est démontré. O

Lemme 4.11. Posons

Qec(w,n) = (W, M)e / ( Zﬂ@)wndm. (4.3.43)

Alors
Qee(w,n)| < CllwllclInlle-

En particulier, il existe un opérateur linéaire borné A, ¢ € L(E.¢y) tel que

Qee(w,n) = (Acew,m)e, Vw, n € E. ¢y

Démonstration. On a

[{w, me] < [lwllellmlle-

D’autre part, on a

/Qf5 Zi:ﬂ,fj Jwndr < C[/sz]%[/gnzr

< Clwlelinlle,

ol nous avons utilisé le Lemme [£.9) dans la derniére étape. Le résultat est démontré. O

Nous montrons dans ce qui suit que 'opérateur A, ¢ est coercive dans F ¢ ;. Plus précisément

nous avons,

Lemme 4.12. Il existe une constante positive C, indépendant de € et { € A, telle que
”A&wa& 2 C”wHEv Vw € Ee,f,kng € As,k- (4344)

Démonstration. Nous utilisons le méme argument que dans [37], [38] et [39]. Par ’'absurde,supposons
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qu’il existe g, — 0, 5]-,” c A&k, éj,n — §j c A&k et w, € Egmgmk tel que,
N N
|wn|| = e and ||Ac, e, wn|| = o). (4.3.45)
Nous affirmons que pour tout R > 0 fixé et tout j =1, ..., k,
/ lw|* dz = Y o(1). (4.3.46)
Bepr(E5n)
En effet, Notons
Win(Y) = wn(Eny + i)y U ={y 1 €ny + Ein € 0},
Ujn(Y) = Uep g, (EnY + Ejin)s Wen = We(EnY + Ejin),
Ue, ¢,
et Zu(y) = 555" (eny + &jn). Remarquons que
il
R _N
[@jnlln = &n ? |lwnlle, =1, (4.3.47)
ou
o2 = [, (18P a0+ gz, ) s
Alors, il existe w; € H*(RY) telle que
wj,n — @j dans HS(RN>,
W, — w;dans L} (RY).
Montrons que
(=AY w; — p|lU — 1|P2(U — 1)w; = 0 dans RY. (4.3.48)
Ceci est équivalent a prouver que
/ (—A)*wm — p/ \U — 1|P72(U — 1)@w;n = 0, pour tout n € C5°(RY). (4.3.49)
RN RN

Par le Lemme |4.11] on a

<A5n7£nwjan7 ﬁ> - O(]‘)HﬁHn for au ﬁ € E’ﬂ?
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ou
k2 = [, (160208 4 poti? )
RN
et
E, = {n € Hi () : /RN ((-A)%(—A)Séﬂ +pw§;1n2jl> dr =0,1=1,...N, j= k}
Par suite, on obtient
k A
| ayaide = [, S i) @i de = o(1) il for all § € B, (43.50)

Maintenant, pour tout n € C5°(RY), on peut avoir a;,,, de sorte que
k N A
N=n—=>_> aj.zZy € En.
j=11=1

En remplacant % dans (4.3.50)) et en faisant tendre n — oo, on obtient

N oU
S, —2 -~ _ ) o s
/RN(—A) w;n dx —p/RN U —1P7%(U — 1)w;ndx 7;:1 aj /RN (( A) wj—axl

oU
— U—=1P2(U - DN, —
p/ | 1P==( l)w] Iz) dz,

oll aj; = limy,_,oc a;jy,. D’autre part, par le Théoreme [£.4] on obtient

ou ou
—A)wjo—dr — / — 1P XU — D)0 —dx =
/RN( )iw; (%ldx PJon U —1*(U — 1w, (%ldx 0,

ce qui donne
/N(—A)Szﬁjn dx —p/N U —1P"*(U — 1)w;ndx = 0, pour tout n € Cg°(RY).
R R

Par conséquent (4.3.48)) est satisfaite. Maintenant, en utilisant a nouveau Théoreme on
obtient
X au
W; =Y b—, avec b € R. (4.3.51)
= O

Rappelons que pour tout w,, € E;, ¢, , o0 a Wj, € E’n, ainsi par (4.3.51)), on déduit que w; =0
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et I'affirmation (4.3.46)) est démontrée. Observons maintenant que,

")

\%

O<€ |<A5n:§nw] n’w] n>€|

k
AR ACS SR IY
7j=1

\%

k
2 ! — 2
w T,y U ¢, W dx
H n||n /U;“ ) EnR(Ejn) fs( g 5m§g,n> n

k

— Z mg]n w2 dz

Q\UleBsnR(gj n —

= |wnll} — L — I,

ou f. est définie dans . Nous commencons par estimer /;. Nous pouvons écrire

k

k
L = Z/ Z U, ¢, )wa dx
j*l EnR(E]n)

k
= Z-/ 'r uEn €]n + Zu6n7§z n)w dl’
snR(EJn

i#]

Par le Lemme et le changement de variable y = % et en utilisant (4.3.46)), (4.3.20) on
obtient

k

I, = 52[2/ —l—ZU 5Z))w dx + o(eN %)
j=1 BR(O) 1753 8n
= o(eM).

De la méme maniere on obtient que
I, =eNogr(1), ot og(l) = 0 quand R — oo.
En remplacant, on déduit que
o(ey) = wall; — o(ey) — e or(1),

n n n

contradiction avec (4.3.45)). m
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Posons dans ce qui suit

_7fs<z uE,ﬁj)wQ] dﬂ?, (4352)

ou F. (la primitive de f.) est donnée dans (4.1.11]). On a alors les estimations suivantes sur R..

Lemme 4.13. Pour tout w € H, on a

min{p+1,3} .
Re(w) = OV ||| min{p+13)

/

R.(w)(n) = O™
R.(w)(m,m) = OV~

min{p+1,3}
2

DlwlZ= 2 ).,

Dl 2= |- [l

min{p+1,3}
2

La preuve est une adaptation des mémes arguments que dans [37], [38] et [39]. Nous montrons

dans la suite le résultat important suivant

Proposition 4.1. Pour tout € > 0, suffisamment petit, il existe un unique w. ¢ € E; ¢, tel que

k
]€<Z ﬂg{]. + w€7§) E E £k7

=1

autrement dit

k
(LD e, +weg)im)e =0, V€ Eegp, (4.3.53)
j=1
ou I. est définie dans (4.1.10)). De plus, on a
lwegll- =% 0(e), V& € Ay, (4.3.54)

et I'application w : £ € A. — w.g, est de classe C' par rapport a &.

Démonstration. Posons

k
f ’UJ = I Zﬂ €&j + UJ £ e A&k, w e Ee,&,lv (4355)



4.3. PREUVE DU THEOREME Im 101

Un développement de Taylor J au voisinage de w = 0, nous donne
i 1
f 'U) _[ Z ,&5 +LE§ >+§<A575w7w>+R€(w)

et donc (4.3.53) est équivalente & déterminer un point critique de J(&,.) dans E.¢. Par le
Lemme on déduit que A, ¢ est inversible dans E, ¢ . et il existe une constante C' indépendant
de € et &, telle que

Azl < ©

Ainsi la recherche des points critiques de J in E ¢, se réduit a

L.g+ Acgw + R.(w) = 0. (4.3.56)
O, d'une maniére équivalente, w = —A_{(L. ¢ + RL(w)). Posons
G(w) = —A;%(Le,g + R;(w)), f € AaJ€7 w € Ee,ﬁ,k' (4357)

Pour toutes wy, wy € E. ¢, avec |Jwi ]|, ||ws|: < £2+! par le Lemme 4.13| on obtient

|G(wr) — G(wa)|l: < C|RL(w1) — RL(w2)]|
1 1
< C||/0 R (twy + (1 — t)ws) (wy — ws)dt]|.
< Cmax | R (twy + (1 — t)ws)|||| (w1 — ws)].
< NIy (1= Bw | (wn — ws)]|-
< O™ () — wy)|..

En utilisant le fait que min{p — 1,1} > 0, on peut choisir ~ telle que

|G (w1) = G(ws)le < Ce7[|(wr — wy)]e, (4.3.58)
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NIEE . N
c’est-a-dire que G est une contraction. D’autre part, pour tout w € F. ¢, avec ||w|]| < e2 ™!

IG(w)]l: < C|leglle + C||RL(w)]|
< COffleelle + C’&:N(P%)kugin{p,g}
< COffleglls + CeNO-2 3 mingp 2} (5 +1)
< Clllegll + Cezemntr2),

Par suite, en utilisant le Lemme [£.10, on obtient

IG(w)]. < Ce=*L, (4.3.59)

Par (4.3.58) et (4.3.59), on déduit que G est une contraction de E. ¢ N B(0,e2) dans lui-

méme. Par le Théoreme de contraction de Banach, il existe un unique point fixe w. ¢ € E. ¢ N
B(0,e2 1), tel que

We e = G(wee)

De plus, par (4.3.59) on obtient

N
lweglle < Cez

Montrons maintenant que £ — w, ¢ est de classe C*. Pour ce faire, notons par
H(e,&,w) =w— G(w), wdans E.¢y.
Alors, H(e, &, we¢) = 0. D’autre part,
D M(e,£,0)(n) = n+ AZ{(R! (w)n).

Par le Lemme et le Lemme on déduit que 9,H (¢, &, 0) est, pour € suffisamment petit,
inversible comme perturbation de I'identité. Par conséquent, le résultat se déduit en appliquant

le Théoreme des fonctions implicites. n
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4.3.4 Réduction variationnelle

Rappelons que nous recherchons une solution sous la forme

k
Ug = Z /L_L‘E7§j + w€7£.
=1

On définit la fonctionnelle J. : A,y — R par

k
J: (&) = ]g(Zuajgj + w6,§>, pour tout £ € A

j=1
ol we ¢ est I'unique élément déterminé dans la proposition (4.1

Lemme 4.14. Sie > 0 est suffisamment petit, alors £* est un point critique de J; si et seulement

si ug« est un point critique de la fonctionnelle I, définie dans (4.1.10)).

Démonstration. Soit & = (&1,...,&k) € Mg, on dérive J. par rapport a &;;, qu'on note 0;;Je,
pour tout j =1,..,keti=1,..,N.

0jiJe(§) = 1 (Ojiue),
Par suite, par la Proposition 4.1} on obtient

8]1(]5(5) = ch,m<§l,ma8jiu§>€

It

k
= > amZm Y Ojilieg, + Ojiweg)-

I,m j=1

k
= > amlZm Zii)e + D> Clm{Zim, Ojitee)e
lym

Iy;m j=1

Nous estimons tout d’abord,

[(Z1m» Ojite g)e |-

Rappelons que w. ¢ € E, ¢, alors

<2l,ma ajiw€,£>6 = _<8ji§lym’ w€7§>6'

Ainsi

|{Zms Djitve,g)e| < 110020 mllel|we el
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En utilisant (4.3.35) et (4.3.54]), on obtient

(Zims Ojiweg)e = 0(1), ot o(1) — 0 quand ¢ — 0.

de la méme maniere, par (4.3.32)), il en découle
<2l,m7 2ji>a = €N_2C(5jl(5im + 0(1)

par conséquent,

8]ZJ8(§) = (CeN2 Z cl,mél,mdj,i + 0(1).

lm
Ceci définit un systéme linéaire presque orthogonal, pour ¢ suffisamment petit, en les ¢;,, et le

Lemme en découle. O

Proposition 4.2. Pour tout entier positif k, on a

I5<jz:u€,5j> =eVEpA - ]z: 1—¢1 ENB—¢ NZU(|€’ §J|>

1<) £

se0 (s + 3 lof(e) -1+ T (),

1<)

¢’ est une constante positive, ¢ = min(p — 1, 1) et
1 _ _
— _ — _ P _
A—z/RNf(U)de /RNF(U)dx, B_/RN(\U 1P —1+4pU) >0,

ol F est la primitive de f définie dans (4.3.42)).

Démonstration. On a
k

[E<éﬂg7§j) = ZI <u85]) + = Z Ue,g,, Ueg;)e /Q <FE (y,zkja%) — iFg(ﬂa7xj)> dx.

J=1 Z#J

Tout d’abord, nous estimons

1 :
I (us) 5 Jon & =2 e g [P+ pu ™ dx—/ F.(2, . ¢,)dz.
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Par I'estimation 4.3.28| et (4.3.27)), on obtient

1 1
]a(ua,5j> - §/Qf(UE,$]‘)aE,§j dx_/QFa yaa6£j dx+*/ wp_1—1)|7j€§].|2dx
. gNIE(U)—/Q(F(y,U ) = F(Usg)) da+ - / liieg, |2 dz + O(=N+2)
= NI /( € Ep e — We oL pal)
€ E(U) p_i_l’U &] w ’ (nyj w )+p+1w5 w5U7£] da:
1 1
—|U.e. —1P(U.g. = 1)+ —— — UL V)d O(eN+2s
[ (s = 1P Whg =1+ g = Uig, ) o+ O
= ML) - [ (( U, — 1P+ 1 = pULg, ) (we(a) — 1) + VO () — 1|2)) dz
+ O(€N+2s).

Par un développement de Taylor et (4.1.7)),

() = VL) +¥6 ) —1) [ (=10 =17 +1-p0) do + Y0007 (&) — 1P + =)

= L)+ VBT (&) — 1) + Y06} (&) — 17 + 7).

. . 1 k — —
Nous estimons maintenant le terme 3 Diti (Ue g, u57§j>€. On a

,Z ue&,uagj = fZ/f b uegjda:—i— Z/ ug&usgjdx

2% 7 Y%
= *Z/f AL Z/ J(UZe, + UZe) da + O(2VH2)
= ;/f sgz 55]+8NO<|¢1 (fj)_1‘q+528+;(]2(|&;€j|)>

k k
Pour estimer le terme / (FE (y,Zﬂa@) Z (Ue g, ) dx on utilise les inégalités algé-
Q 5
Jj=1

Jj=1
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briques données dans le Lemme [£.2] on obtient alors

k

k k k
Zus,gj)—zmus,gj)) dr < C /Q ((ZlUs,gj)p“ Z UL + (3 Usg,)
- p

- Z va§j> dz

k
S C/ <(Z Usg, )" Z Uz
o\ i
ZU5§] Z )
_Z/f €,T; Ua{ d$+2/f 5{1 a@
Z#J i#]
1 i +1 2 i 2
= C/ (Z U€,€j>p+ - ;Ugfj + (Z vafj) - ZUE,EJ'
J
_Z/ +U2£ Egjdl’—l-Z/f 551 661
i#£j i#£]
Par le Lemme 4.1},
k k
/ <F8<y,2ﬂa’fj) ZF5 uagj > < CZ/ a£ 1nf(U€§ Uag)—f-Ueg lnf(Ugé' U&*E])
@ j=1 j=1 i#]
U£U€£J U5£U5£J)dx+2/f 551 55]
1#£]
< C / Ug_infU8 LU,
#Zj UB(E; ) & ( 3 ,53)

+U.g, mf(Ug 60 Use) = UleUse, — U Us,) da

—l—Z/ f ce)Use, dx

i#]

Ul inf(U.ge,, U.e.
; /Q\(B(Ez £)UB(&.¢)) ( e f (Ui, Ueg;)
+U€§ 1rlf(U6 & U ) - szz Uagj — UZ& U€7§]’) dr

+Z/f e )Ue,

i#j

= Z/f ce) Uz, +V0(e).

i#j

En combinant les inégalités ci-dessus le Lemme en découle. O]
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4.3.5 Preuve du Théoréme 4.3

Nous sommes & présent en mesure de démontrer le Théoréme principal de cette section [£.3]

Nous allons montrer le résultat fondamental suivant, le probleme

max J.(§) (4.3.60)

€6A5 k

admet un point maximum £* = (&7, ..., &) intérieur a A, . En effet, par continuité, J.(§) admet

un point maximum &* € AEW Par la Proposition , le Lemme et Lemme m

J.(6) = I(zu 6 +uee)

1

.

k

= 1o( Xtk + Ol eellbcel + sl + Refue)

:(_

_ gNk,A_gNk,BZ(l_¢%)_CIENZU<|£Z'_€J'|) +O(€N+q8).

=1 i<j €

|M?r I

> (N +as)

Soit € € A tel que

d(ga S) = gﬁsa |§Z - §j| 2 5/357

ot = ot alors 1 — ¢(§J)% C’dQ(fj, S) < Ce?Ps. Par les Propositions , on obtient,

16) = ¥kA =5 30 - ol ) - (88 <o

1<) &

Par suite

J(€) = eVkA — eNEBeY — eV 4 O (M), (4.3.61)

En utilisant le fait que, 3 < , on arrive a

J.(&) = eNEA + O(eN T, (4.3.62)
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Comme J.(&) < J-(&), (4.3.61)), (4.3.62)) et rappelons que 7 =

on obtient

q
2(k+1)°

1= 6f(€) < O(E) < 0(E™),
U(M> < O(E%%) < O(e™).

3

Par conséquent, {* est un point intérieur de A, . Finalement par le Lemme [4.14] ue+ est un
point critique de I. et donc une solution du probleme (4.1.8) et le Théoréme est démontré.

4.4 Appendice

L’objectif principal de cet appendice est de prouver le Théoréme [£.4] Pour ce faire, nous
adaptons les arguments de [52] en prenant en considération le fait que la non linéarité dans
notre cas est non homogene, ce qui produit plusieurs difficultés. Nous commencons par donner
un résultat important qui sera utilisé par la suite.

1 1A
Proposition 4.3. Soient 0 < A < N, 1 < p < £ < oco. Supposons que 7 +1= -+ —. Pour
p

N
tout h € LP(RY), on définit
h
B = [y

RN |z =y
a) Jy est bien défini dans le sens ou l'intégrale converge absolument pour presque tout

r € RV,

b) Sip > 1, alors ||Jx(h)|]e < ¢pgllhllp, OU ¢4 est une constante positive.

Allblyr

o

c¢) Sip=1, alors ‘{x e RN |Jy(h)(x) > 0}‘ < (

Voir la section 1.2 du chapitre V dans [76] pour la démonstration.

4.4.1 Preuve du Théoréme 4.4

La démonstration est structurée en plusieurs étapes.

Etape 1 : Existence d’un état fondamental radial.

En prenant en considération la structure de I’équation, nous prouverons l'existence dune

solution radiale. Il est clair que si U est une solution radiale du probleme (4.3.19)), alors U
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vérifiée
(=AU +pU = |[U—=1P+p(U~-1)+p—1, U >0 dans R",
Uo) = max Uly). (4.4.63)
U € H*R").

Posons f(o) = |0 — 1|P + p(oc — 1) + p — 1, alors f(o) > 0 pour tout o € IR. maintenant si
/1(0) = f(), alors

0 si 0<0,
filo)=94 (1—0)P—(1—po) si 0<o<1, (4.4.64)
(c—1)P+(po—1) si o>1,

Si U est une solution non triviale de

(=AU +pU = f(U) dans RY,

(4.4.65)
U e H*(R").

alors, en utilisant U_ comme fonction test dans (4.4.65)), on obtient ||U_|
U > 0. Par le principe du maximum il en résulte que U > 0 dans RY et alors U est solution
de (4.4.63)). Ainsi, pour obtenir le résultat désiré, nous allons montrer que le probleme (4.4.65)

admet une solution radiale décroissante. Notons par

Hs(RN) = 0, par suite

s
Hrad

(RY) = {u € H*(RY) : u radial },

alors, voir [42], pour tout u € H? ,(RY), on a

rad

N—2s

ju(z)] < Cla|™>

'LL| Hﬁad(RN) (4466)

ou C = C(N,s) est une constante positive qui ne dépend que de N et s. Les solutions du

probleme (4.4.65)) sont des points critiques de la fonctionnelle J définie par

J(u) = %//}RN@N %gxz;ﬁ%lydxdy + ;/}RN u?(x)dw — /RN Fi(u)dz,



110 CHAPITRE 4. SUR LA CONJECTURE DE LAZER-MCKENNA FRACTIONNAIRE

ou Fi(o) = [7 fi(t)dt est donnée par

0 si 0<0,
Fi(o) =1 L1l—(1—op* ]+ —0 s 0<o<l,
zﬁ((j — 1Pt 4 %0‘2 o+ ﬁ si o>1,

Nous affirmons que J admet la géométrie du "mountain pass". En effet, on a J(0) = 0. De plus,

Fi(o)
comme lim =
o—o0 gptl p+1

on obtient l'existence de u; € HS ,(RY) telle que
urllgs, @vy >>1 et J(ur) <<O0.

Fi(o)

D’autre part, comme lim, o+ —5— = 0, alors pour tout £ > 0, on peut avoir une constante
o

C(e) telle que
Fi(0) < ea® + C(g)|aP.

Par suite

1
Iw) 2 5l

trs, ey — ellull Ty — CEullTh gy,

Choisissons ¢ suffisamment petit, il en découle que

J(w) = Ci(e)lull;

1
Hﬁad(RN) - C(Fj) | |’U/’ ‘inrJrl(RN)-

Comme 2 < p+ 1 < 2%, il en résulte que ||u iﬁl(RN) C’2||u] L&) © donc

J(u) = Ci(e)||ull3

e vy — C)

ad(BY)

On peut alors conclure a l'existence d'un 0 < p < 1 et ap) > 0 tels que, si ||u||gs J®N) = P,
alors J(u) > a(p). Par conséquent J admet une géométrie de "mountain pass" et affirmation

est démontrée.

On définit le niveau critique

C = inf max J(y(t))

~vel t€]0,1]
ou

I = {y € ([0, 1], H},,(RY) tel que 7(0) = 0,7(1) = u}.

On a C' > 0 donc par le théoreme du "mountain pass' , nous obtenons I'existence d’une suite
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{un}n C HE 4 (RY) telle que
J(un) = C et |[J'(un)|l(ms, @nyy — 0 quand n — oo. (4.4.67)

Nous affirmons que la suite {u,}, est bornée dans H?, ,(RY).

Montrons tout d’abord qu’il existe un 6 € (2,6%) tel que

1 P 3
e*zmin{2+ 242 er},
2(p—1) p 2

et que

1
[(o) = 50]‘}(0) — Fi(o) 20 for all o € R, (4.4.68)

c’est-a-dire que f; satisfait la condition de Ambrosetti-Rabinowitz. Clairement (4.4.68|) est
vérifiée pour tout o < 0. Pour montrer I’affirmation, nous considérons séparément les deux cas,

c>leto<l1.

Lecas:0>1.0Ona

p+1—06
Op+1)

1 pO—2) , -1 1
1Pt L T (g —1) — 2 —
(c—1) +9(a 1) 55 + 70 P

(o) =
et
' (c) = (p+1—0)(c—1P+p(c—1)""—p@—2)o+ (0 —1)
= (p+1-0)(c—1)P+plc—1)P""—p@—2)(c—1)+ (0 —1)—p6 —2).
Pour 6 > 2, par l'inégalité de Young, on obtient
p(0 =2)(c =1) < (0 =2)(c —1)"+ (6 —2)(p - 1)

Choisissons 0 € (2,60*), on obtient (#—2)(p—1) < (#—1)—p(@—2) et (§—2) < (p+1—0). Ainsi

I'(¢) = 0 pour tout o € (1,00). Prenons en considération le fait que 1(1) = 2-1(1 — 2(%%) >0
si 6 € (0,0%), on déduit que (o) = 0 pour tout o > 1.
Le cas : 0 € (0,1). En utilisant la définition de f et F} on obtient
p+1-—6 1 6—1  p(0—2) 1
l - _ 1— )Pt & 2(1 — g\ _ 2 _ )
(o) 9(p+1)< S B
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Donc
0U(0) = (p+1—6)(1— o) +p(6— 2)(1 — o) + (6 — 1) — p(0 — 2)) — p(6 — 2)(1 — o).
Comme 6 € (2,6%), il en découle, par 'inégalité de Young,
p@—2)(1—0)<(@—-2)1—0)P+(0—-2)(p—1).
Par suite

(o) > (p+1—0)1—0) +p0—2)(1—0)+((0—1)
(0 =2)) = (0 =2)(1 =) = (0 =2)(p— 1)
> (p+3-20)(1-0)’ +p(0 =2)(1 —0) +2(2p -1 - 0(p - 1)).

Comme 6 < 6*, on obtient
p+3—20et2p—1—-0(p—1)>0.

Ainsi (o) > 0 pour tout o € (0,1). En utilisant le fait que [(0) = 0, on obtient [(¢) > 0 pour
tout o € (0,1).

Par conséquent (o) > 0 pour tout o € R.

Maintenant, par (4.4.67) on arrive a

Tn) = 5 (), ) < T+ of1) ]

Hjad(RN)7

Par suite
1 1 _
(5 - §)||Un||%f;(RN) < C+o(D)||un|ms @yy-
Ainsi |[un||s, vy < C ce qui montre affirmation.

D’aprés ce qui précede, on conclut a I'existence de uw € H? ,(RY) telle que, modulo une

rad

(RM), u,, — u fortement L (RY) pour tout a < 2% et

sous suite, u,, — u faiblement dans H? -

rad
u, — 7 p.p. dans RY. Clairement % est une solution faible de (4.4.65)). Montrons pour terminer,
que u > 0. En effet, en utilisant 'estimation (4.4.66)) et le Lemme de Vitali, il en découle que
u, — u fortement dans L*(RY) pour tout 2 < o < 2%. En particulier u,, — u fortement dans

LPFL(RY).
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Comme lim 0f1(0) —0et lim ofi(o)

_ : ot *
Jim == Jim —n = 1, on obtient l'existence de 2 < < max{3,2}

tel que

of(0) < 10 + cpot

Par le Théoréme de la convergence dominée, on obtient
Un f(un) — Tf(@) fortement dans L'(R™).
Par conséquent, comme ||.J' () || (g L@~y — 0 quand n — oo, il en résulte que

u, — 7 fortement dans H? ,(R™).

Ainsi J(u) = C' > 0 ce qui donne que @ > 0. Maintenant, comme la solution est radiale et par

(4.4.60)), on arrive & montrer que U € L>®°(RY) N H*THRY).

Remarque 4.1. Comme f € C7(IR) par la méthode des plans mobiles, voir [64], (voir aussi
[46] ou I'argument des plans mobiles est utilisé pour montrer la symétrie d’'un probléme avec
un potentiel singulier), on peut démontrer que toute solution positive du probléme (4.4.65]) est

radiale par rapport a un point zy, € RV.

Nous montrons maintenant ’estimation (4.3.20)). Pour ce faire, remarquons que U est solu-

tion de

pUHU—1P -1
U

pU+U-1P -1
U

H?*L(RY), on obtient que V € L*® et V — 0 quand |z| — oo. Par conséquent, par le Lemme

C2 dans [52] on obtient

(=AU U= —pU, U >0 dans R,

Donc, en posant V(z) = et en utilisant le fait que U € L®(RY) N

C
U < —vo
U@ < 1 e

Vr € RV,

Montrons maintenant que U admet plus de régularité, par la Proposition B1 de [52], il résulte
que U € C*(RY) pour une constante a € (0, 1). Utilisons le fait que f € C17(IR) et le Lemme
4.4 dans [30], il en découle que U € C**(RY) pour un 3 € (0, 1).

Finalement, montrons que l'indice de Morse de U égal a un. En effet, rappelons que 1'opé-

rateur linéarisé L est donné par

L= (=A) —plU —1P2(U - 1),
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ainsi, par un calcul direct on obtient,
L) = = (0= DI = 1P 45l = 1720 = ) +1) <0

Rappelons également que la solution obtenue ci-dessus est une solution de type "Mountain
Pass', ainsi par [59], ( voir aussi [I4], Remark 2.2), il en résulte que l'indice Morse de U est au

plus un. Comme L(U) < 0, on déduit qu'il est égal a un.

Etape 2 : La non-dégénérescence.

Nous montrons par la suite que si U est un état fondamental radial positif de , alors
U est non-dégénéré.

Comme l'opérateur linéarisé L = (—A)*+V avec V = —p|U — 1[P72(U — 1) et du fait que
le potentiel V' satisfait les mémes conditions que ceux présentés dans [52], alors, en utilisant les
mémes arguments il suffit de montrer que

ker L N L2,(RY) = {0}.

rad

En effet, par 'absurde, supposons qu’il existe v € ker L N L2 ;(RY) telle que v # 0 donc 0 est la
deuxiéme valeur propre de 'opérateur linéarisé L. Comme dans [52], il en résulte que v change
de signe une seule fois. Par suite il existe 7* > 0 tel que v > 0 dans [0,7*) et v < 0 dans (r*, 00).

Notons que par un calcul direct, nous obtenons

L(U) = —<(p — DU = 1P +plU—1P2(U - 1) + 1)

et
LU = 23<|U _ap - 1) on v = 1Y
dr
Donc
2
L(rU' + p—81U> = —2$p’<|U — 12U - 1) + 1).
Posons

Vi={p—-DIU—-1P+plU—-1P2(U -1)+1et Vo= |U 13U —1) +1,

alors V1, V5 € Im L et Vi(r),Va(r) > 0 pour tout r € [0,00). ainsi v L(V) — uVs,) pour tout
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ne R

=<

Choisissons pu* = Vzg:; et posons D(r) = Vi (r) — p*Va(r) alors D(r*) = 0.

Nous affirmons que D > 0 dans (0,7*) et D < 0 dans (r*,00). En effet il suffit de montrer
Va(r)

est strictement décroissante. On a
Va(r)

que

(223)’ e (p—DIU - 1p2<|U%2<1T;’ +p(U—1)+p— 1)

Rappelons que U > 0 dans R, par I'inégalité de Young nous obtenons que |U — 1P +p(U —1)+

p—1 > 0. Comme U’ < 0, alors I'affirmation en découle. Par suite, v(r) (Vi (r)—u*Va(r)) = 0 pour
tout r € (0, 00), ce qui contredit le fait que v (V; —uVs). Par conséquent ker LNL? ;(RY) = {0}.
Maintenant, la preuve de la non-dégénérescence suit les mémes arguments utilisés dans la preuve

du Théoreme 3.3 dans [52].

Etape 3 : Estimations A priori.

Fixons sq € (0,1) et considérons s € [sg, 1), si Ug est une solution de (4.4.63)), alors par

I'identité de Pohozaev, voir [70], on déduit que

/RN [(=A)2U, +p/RN U2 = /RN FU)Udx.

et
N —2s
2

~AUP+E [ U= N [ F(U)da.
Ledivp+E [ vr=n [ Fu)de

Rappelons que pour tout € > 0, il existe C}(e), Cy(e) telles que, pour tout o > 0,
flo)o < eo? + C(e)oP™!

f(o)o = C(g)o?™ — eo?

et que F(o) < %of(a), posons

MS:/ \(—A)%USP,TS:/ Uf,KS:/ et
RN RN RN
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alors, en utilisant le fait que

[Eaive+ [ o JINCNETE T
RY BY > 9(p,s) = inf RY JBRY_ >0,
p+1L

2 = 9

I weH*(RN)\{0}
/ [Pt / ||t
RN ° RN

on obtient que My ~ Ty, ~ K, > C. Notons que a ~ b signifie que

agclbetbéCga,

ou Cy = C1(N, s9,Us,) et Cy = Co(N, sq, Uy, ) sont des constantes positives.

Rappelons que f(o) =|oc —1|P +p(oc — 1)+ p — 1, soit 0 < t < sg, que nous choisirons plus

tard, alors

(=4)'

(=AU, |[72@ny = ||m

FON L2y < =AY F (U2 )-

Comme ¢ < s, alors l'opérateur (—A)*™* est donnée comme une convolution avec le poids

|~ (V=205

Utilisons le fait que 0 < f(0) < g|o|” + C(e)a®, pour tout v € (1,2), on obtient
(=A) 7 f (U1 F2@ny < CLI(=AT*) U [F2mny + Col (= A) U Fa@n),

ou (4, Cs sont indépendantes de Us.

Posons hy = ((—A)™*U7), hy = ((—=A)"™*UP™) et choisissons t = s — (5(;i)g’ par la Propo-
sition (4.3)), on arrive a

A 2 p||2 2|1
=AUl < CllUEI esr o+ CallU e

2p

Choisissons maintenant v = =2 on déduit que
p+1

2p

p_ 2p
1(=A) Ul [F2@ny < CUllU @y + Col U Py < CLEET + T8

Par le fait que K, ~ Ty, il en résulte que

P (p— N
H(_A)tUSH%%RN) SGKIT, t=s— m (4.4.69)
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Pour conclure cette étape, montrons que K, < C pour tout s € [sg,1). Pour ce faire nous

adaptons a notre cas les mémes arguments présentés dans [52]. Rappelons que

ou

9(0) = (p— Do = 1P +plo — 120 — 1) + 1.

Posons G(o) = [y g(t)dt et Yy = [pv G(Us)dz, alors

dl/s = dUS _ dUs . dUs
=== [ o) = — (L), ) =~ U,
dU, o
Comme L( s ) = —(=A)*log(—A)(Us), il en résulte que
dYs _ ‘ dU,
Y (ayto- )W), L,

Pour t = s — DN q4fini ci-dessus dans (4.4.69), on obtient pour tout R > 0,

2(p+1)

dU,
ds

(— ) log(~A)(UL), “2) < 2(log R)M, + 28" *log(R) | _|¢[*|TL[*dg

Encore une fois par (4.4.69)), en utilisant le fait que M, ~ K, et en choisissant

1

2p _q
R4t72s — CKSp+1 > em7

il en découle que

dYs
ds

dU,
ds

= ((=4)log(=A)(Us),

) < C(1+ (log K)) K.

Comme pour tout € > 0 on a |o[P™ < e|o|* + C(e)G(0), on déduit que K, ~ Y;. Ainsi

dYs
ds

< C(1+ (logY2))Y..

L’intégration de l'inégalité différentielle ci-dessus pour s € (sg,1) donne Yy < C pour tout

s € [so,1). D’ou le résultat.
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Etape 4 : Unicité de la solution radiale.

Nous montrerons que I'argument de continuation présenté dans [52] peut étre généralisé a
notre cas. Notons que si s = 1, le résultat de I'unicité est bien connu dans la littérature.
Posons

E = {u € L*(RY)n LT (RY) avec u radiale},

et fixons sy € (0, 1), alors pour s € [sg, 1) on note par Uy € E une solution positive du probleme
au sens faible. On a U € H*T1NC%Y(RY) N L®°(RY) et que U est radiale décroissante.

En utilisant la non-dégénérescence obtenue ci-dessus et par le Théoréme des fonctions im-
plicites, on peut montrer que si Uy, est une solution non dégénérée du probleme (|4.4.63)), alors

il existe & > 0 est une application T' € C*([so, so + ) , F) telle que
1. Sis € [so,s0+6), alors T'(s) = U, est une solution probleme (4.4.63)).
2. 1l existe ¢ > 0 tel que dans {u € E : ||lu — Uy|| < €}, le probleme (4.4.63) admet une

solution unique U, pour tout s € [sg, 9 + 6).

Posons
s* = sup {§ € [s0,1) tel que les propriétés (1) et (2) sont satisfaites dans [80,5)}.

L’idée principale est de montrer que si Uy, est une solution, état fondamental, positive du
probleme (4.4.63)), alors s* = 1.

Notons que par le Lemme 8.3 dans [52], on déduit que si Uy, > 0, alors U, > 0 dans RY
pour tout s € [sg, s*).

Maintenant, en tenant compte des estimations a priori obtenues dans la troisieme étape et
par I'argument de continuation utilisé dans [52], on montre que si Us,, USO sont deux solutions
de tel que Uy, # [750 , alors s* = & = 1. Ou §* est défini comme s* en remplagant U,
par Us. En utilisant le résultat d’unicité, pour s = 1, voir [52] on obtient une contradiction.

Ainsi le résultat d’unicité est démontré. [ |
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Résume :

Dans cette these on s'intéresse a étudier des problemes elliptiques semi linéaires
non local avec des conditions extérieurs de Dirichlet ou Dirichlet-Neumann. Notre
objectif est généralisé le méme type de résultat d'existence et de multiplicités deja
connus dans le cas du Laplacien, au cas du Laplacien fractionnaire.

Mot clé :

Problémes elliptiques semilinéaires fractionnaires, opérateur non local, inégalité de
Hardy fractionnaire, conditions de Dirichlet-Neumann non locale, conjecture
Lazer-McKenna fractionnaire.

Abstract

In this thesis, we are interested in studying non-local semi linear elliptic problems
with Dirichlet or Dirichlet-Neumann external boundary conditions. Our objective
IS to generalize the same type of existence and multiplicity results, known in the
case of the Laplacian, in the case of the fractional Laplacian.

Keyword :

Fractional semilinear elliptic problems, non-local operator, fractional Hardy
inequality, non-local Dirichlet-Neumann conditions, fractional Lazer-McKenna
conjecture.
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