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Le gradient de f

Espace des opérateurs linéaires dans X.

Espace des fonctions continues définies sur €2
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Espace des fonctions Hélderiennes sur {2

Espace des fonctions de classe C* sur Q

Espace des fonctions Hélderiennes de classe C* sur
Espace des fonctions de C¥(2) & support compact
L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans X

Les fonctions continument dérivable de [0,7] dans X
Opérateur linéaire

Domaine d’un opérateur A

Dérivée normale .

Espace de Sobolev, & dérivée jusqu’a 'ordre k dans ILP(£2)
Espace de Sobolev avec trace nulle

WE2(Q), HY(Q) = Wh2(Q).



Introduction

Au cours des dernieres années, plusieurs modeles de réaction -
diffusion épidémiologique de type (SI) ont été développés pour étudier
I'impact de I’hétérogénéité spatiale de I’environnement et des taux de
déplacement des individus sur la dynamique des modeles.

Le but de ce mémoire de Master, est de faire une étude d’un systeme
de réaction-diffusion SIS, et de présenter des résultats obtenus ces

dernieres années par différents auteurs dans [6].

Un modele de réaction-diffusion susceptible-infecté-susceptible (SIS)

avec des conditions aux limites homogenes de Neumann :

S; = dgAS — /B(x_iij —y(x)I, re, t>0
1)
B8(x)SI (
I; = AT — I Q
t dr +S+I ~y(x)I, e, t>0

a été considéré sous la condition :
/(S(:c, 0) + I(2,0))dz = N > 0
Q

ou {2 est un domaine borné dans R™ et N est le nombre total d’indi-
vidus a t = 0.
Le taux de reproduction de base Ry est défini, et les auteurs dans

[1] ont démontré que 1’équilibre sans maladie (DFE) est globalement
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asymptotiquement stable si Ry < 1, alors qu’un équilibre endémique
existe si Ry > 1. Puis, 'attractivité globale de I’équilibre endémique

du modele a été prouvée dans deux cas :

° ds=d;

bien que l'attractivité globale de I’équilibre endémique pour les cas
généraux reste ouverte. De plus, plusieurs résultats sur les comporte-
ment asymptotiques des équilibres ont été établies, ce qui a d’impor-
tantes implications pour le controle des maladies. [T, 8]

D’autre part, si en supposant que les individus ont récupérés immu-
nité permanente, le modele de Kermack-Mckendrick est étendu au
modele de réaction-diffusion suivant avec des conditions aux limites

homogenes de Neumann :

S, = dsAS — BSI, 2€Q t>0

2
I, = d;AI+ BSI—~I, ze t>0 @)

oll B et v sont des constantes positives. En introduisant certaines
fonctionnelles de Lyapunov, il est prouvé que la densité des individus
susceptibles S(x,t) converge vers une constante positive et la den-
sité des individus infectés I(z,t) converge vers zéro uniformément.
Contrairement a , ce modele prédit toujours I’élimination de la
maladie a long terme.

Notons que le modele SIS bien connu, également du a Kermack et
Mckenddrick, prend la forme d’un systéme d’équations différentielles
ordinaires :

S = —BSI+~I, t>0

, (3)
I' = BSI—~I, t>0
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avec des conditions initiales :
S(0)4+I1(0)=N>0

ou N représente la population totale.

Le taux de reproduction de base peut étre défini par Ry = ﬁ—N 1l
est prouvé que si Ry < 1, la solution (S(z,t),I(x,t)) de appzoche
I’équilibre sans maladie (V,0), tandis que si Ry > 1, il existe un

unique équilibre endémique :

* * ’y
S =L  r=N-1
B

et il est globalement asymptotiquement stable.
L’objectif principal de ce mémoire est de généraliser le modele a

un modele réaction-diffusion épidémique, il s’agit d’étudier le modele

suivant :
Sy = dsAS — fB(x)SI + ~(x)I, xe, t>0
Iy = diAI+ B(2)ST —~(2), z€Q t>0 (4
g;j = gf’:o, r eI, t>0.
Avec

N = /Q (S(2,1) + I(z,1))dz.

Puis d’étudier I'existence de DFE et EE et leur attractivité glo-
bale. Méme si le modele étudié ressemble au modele , mais il existe
une différence majeure.

Le modele de réaction-diffusion SIS avec interaction dépendante de
la fréquence, alors que ce modéle est concentré sur la non linéarité

de type action de masse. Par conséquent, les arguments pour prouver
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I’existence globale de 1’équilibre endémique et 'attractivité globale

de I’équilibre endémique sont tres différents.

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

e Le premier Chapitre : Nous rappelons quelques outils de
base pour traiter notre modele, ainsi que des théoremes et pro-

positions utiles pour la suite.

e Le deuxiéme Chapitre : Nous présentons le modele et établissons
les résultats de ’existence globale, ainsi nous définissons le taux
de reproduction de base, puis considérons l'attractivité globale

de DFE dans deux cas.

e Le troisieme Chapitre : Nous prouvons l’existence de ’équilibre
endémique Ry > 1, ainsi que la non existence puis considérons

ensuite leur attractivité globale dans deux cas.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats
utiles pour la suite de ce mémoire, comme les opérateurs compacts,
principes du maximum (versions faible et forte), quelques propriétés
des espaces de Sobolev ainsi que des définitions des états stationnaires

et des théoremes importants.

1.1 Quelques résultats utiles

Définition 1.1. (Opérateurs compacts)

Soient E et F' deuz espaces de Banach et T € L(E, F) un opérateur
linéaire continu. On dit que T est un opérateur compact si l'image
par T de la boule unité de E est relativement compacte dans F' ou
pour toute partie B bornée de E, limage T.B = {Tz;x € B} est
relativement compacte dans F'.

En d’autres termes, T est un opérateur compact si, pour toute suite
bornée (xy)nen dans E, on peut extraire une sous suite (zp, )ken telle

que la suite (Txy, )ken converge dans F' quand k — oo.
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Définition 1.2. (La dérivée au sens de Fréchet)
f est dite différentiable au sens de Fréchet en un point u € X s’il

existe une application linéaire T de X dans X tel que :
|f(u+h,z) = f(u,z) = Th|| = o(||h][) quand |[h|| — 0

T est la dérivée au sens de Fréchet de f en u et on note T = df,.

Proposition 1.1. (Formule d’intégration par parties)
Soient u,v deuz fonctions dérivables de LP(Q) avec 1 < p < oo, la

formule d’intégration par parties est donnée par :

/u’vda: = uvlgn — / wv'dx
Q Q

On va énoncer le théoreme des fonctions implicites qui sera utile

dans notre étude, prenons le cas de la dimension 2.

Théoréme 1.1. (Théoréme des fonctions implicites)

Soit f une fonction de classe CF définie sur un ouvert Q de R?, a
valeur dans R. Soit (xo,y0) € Q tel que f(zo,y0) = 0. On suppose
que la dérivée partielle de f par rapport a la seconde variable est non
nulle en (zo,yo) - %(xo,yo) # 0. Alors, il existe une fonction réelle
g de classe CF ; définie sur un intervalle ouvert I contenant xq et un

voisinage ouvert de (xq,yo) dans ) tels que, pour tout (z,y) € R? :

((z,y) € Q et f(z,y) =0) <= (x el et y=g(x)).

La condition g(x¢) = yo n’est pas explicitée car elle n'est qu’un cas
particulier de ’équivalence. La dérivée de g au point xy est donnée
par la formule :

91 (0,0

—(mo) = —
dx %(550790)
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Démonstration. Pour la démonstration voir [16], 5]

O]

On va énoncer maintenant un résultat qui généralise la théorie

spectrale des opérateurs compacts c’est ’alternative de Fredholm

Théoreme 1.2. Soit E un espace vectoriel normé réel ou complexe,
T un opérateur compact de E dans E et A un scalaire non nul. Alors

T — M dg est soit non injectif, soit surjectif.

Démonstration. La preuve de ce théoreme se trouve dans [4] O

1.2 Quelques inégalités utiles

1.2.1 Formules de Green

Soit © un ouvert borné de frontiere 952 et n(x) la normale extérieure
au point z. Soient u et v deux fonctions de H?((2).

Alors la formule de Green s’écrit :

1. Premiére formule de Green :

/Aud:c = @da
Q a0 On

2. Seconde formule de Green :

/Vqudx: —/ uAvdr—l—/ u@da
Q Q oo On

3. Troisiéme formule de Green :

uAv—vAudx:/ U— — 0V do
/Q( ) aQ( on a17)
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1.2.2 Inégalité de Holder

Lemme 1.1. Soit Q un ouvert borné de RN et soient 1 < p,q < 0o
avec %—i—% =1, f une fonction de LP(Q) et g une fonction de L1().
Alors fg € LY(Q) et inégalité de Holder s’écrit :

FgllLre) < Fle @) l9llLa @)

1.2.3 Espaces de Sobolev

On définit I’espace de Sobolev comme suit :

Définition 1.3.
Soit Q un ouwvert de RY, et soit 1 < p < 4+o0. L’espace de Sobolev
WLP(Q) est défini par

wir(Q) = {u € LP(Q); (Q) pour tout i = 1...N}

U
Gxi

e Si 1< p< +oo, 'espace WHP(Q) est muni de la norme sui-

vante :
(9u
ullyre) = llull e
LP(Q
ou bien de la norme équivalente :
il gy = Tl gy + 1Vl

e Si p = 400, la norme de I'espace W1>°(Q) est donnée par

[ull o) = sgp ess u| + sgp ess |Vul.
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En particulier pour p = 2, on note W12 = H'! est un espace de

Hilbert muni du produit scalaire

N
Ou Ov 1
(u,v) g1 = (U,U)L2(Q)+; <8xi’ 8@) o , pour tout w,ve H ().

Et la norme associée

N 2 %
ou
ull gy = { ullf2q) +
(©) LQ(Q) ZZ; 81‘1 LQ(Q)

est équivalente & la norme de W12(Q).

Propriétés de ’espace de Sobolev

Proposition 1.2. L’espace WHP(Q) est un espace de Banach pour
1 <p <00 WHP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour
1<p<oo.

L’espace H*(Q) est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.4.

Soit 1 < p < oo, lespace Wol’p(Q) désigne la fermeture de CL(Q) dans
WLP(Q). Lespace Wol’p(Q) muni de la norme induite par WHP(Q) est
un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif si 1 < p < oc.

Remarque 1.1. Une fonction v € LI (Q) alors v € VVlif(Q), st

loc

pour tout K CC Q (compact), v € WHP(K).

Lemme 1.2. Soit u € WHP(Q),1 < p < 00, avec Supp u compact
inclus dans Q, alors u € Wol’p(Q).
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Inégalités de Sobolev

Théoréeme 1.3. Soit 1 < p < oo, alors
WEP(RYN) c LP"(RY) ou p* est donnée par
et il existe une constante C' = C(p, N) telle que :

2=

S

1
p*

lullp @vy < ClIVullLr@yy  Yu € WH(RY)

Théoréme 1.4. (Inégalité de Poincaré)
On suppose que € est un ouvert borné. Alors il existe une constante
C' (dépendant de Q et p) telle que

[ullLr@) < ClIVullpr (o) (1<p<o0).

L’expression ||Vul|p(q) est une norme sur Wol’p(Q) qui est équivalente
a la norme ||u|lyp(q) ; sur H}(Q) Uexpression /Vqu est un pro-
duit scalaire qui induit la norme ||Vul[r2q) équivalente a la norme

HUHHl(Q)-

Remarque 1.2. L’inégalité de Poincaré reste valable si ) est de

mesure finie, ou bien si 2 est borné dans une direction.

1.3 Principe du maximum

Lemme 1.3. (Lemme de Hopf)

Soit B une boule de R", mg € OB. Soit u une fonction de classe C*(B),
sur-harmonique : Au > 0 dans B. On suppose de plus u € C'(B) et
u(z) > u(zo) pour tout x € B. Alors %:;(xg) <0.

Théoréme 1.5. (Principe du mazimum fort)

Soit Q un domaine de R", le principe du maximum fort dit que si la
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fonction atteint son mazimum a l'intérieur du domaine, alors elle est

constante.

Démonstration. Pour plus de détails sur le principe du maximum il
suffit de voir [11] O

1.4 Principe de comparaison parabolique

Théoreme 1.6. Soit Q un domaine borné de R™, considérons la
fonction f = f(t,z,u) telle que f et % € C([0,T] x Q x R)
u € C(0,T;C%(Q)) est une solution de :

v = dAu+ f(t,z,u)  zeQtel0,T]
u(:p,()) = UU(x) z e
%;; = 0, €00t e(0,T]

Soient U et u deuzr sous et sur solutions respectivement, vérifiant :

ou

S = dAu+ f(t,z,u), xeQtel0,T)
% < dAu+t f(ta,u),  rEeQE(0,T]
Q(l" 0) = E(:L‘, 0) z €

On suppose également que g—% <0< g—g pour x € 0L). Alors :
u<u<u dans [0,T] xQ
De plus, si 3(xo,to) € Q x [0,T] tel que u(xo,to) = u(zo,to), alors

u=u dans [0,to] x Q.

Démonstration. Voir [13] [14]. O
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1.5 Théoreme de Krein-Rutman
Soit I'opérateur linéaire suivant :
L:¢r— —dAp—r1r(x)d

Théoréme 1.7. Soit r une fonction lipschitzienne sur Q, alors il
existe un unique couple (X\*, ¢) tel que : \* € R (valeur propre princi-

pale de L), et ¢ € C%(Q) (fonction propre principale de L) vérifiant :

—dAp = r(x)p+ ¢ Q

0
o= 0, o0
max ¢p(z) = 1

z€Q

A* est la plus petite valeur propre de L.
De plus, on a la formule de Rayleigh :

/ AV — r(z)¢?(x)] da
Q .

A= inf
oeH! (2)/{0} / 02(z) dz
Q
Démonstration. Voir [12] O

1.6 Notions de stabilité et point d’équilibre

On considere le systeme autonome suivant :

ou f:Q CR” — R™ est localement lipschitzienne sur €2, pour as-

surer ’existence et 'unicité locale.
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Une premiere approche pour I’étude des systemes dynamiques consiste

a rechercher les points d’équilibres satisfaisant f(z) = 0.

Définition 1.5. = € Q est dit un point d’équilibre de systeme auto-

nome si f(z) = 0. Un point d’équilibre T est :

Stable : si pour tout € > 0 il existe un nombre réel 6 > 0 tel

que pour tout x(0) € Q

12(0) — 7| < 6 = |jz(t) — Z|| < &, V¢t > 0.

Instable : le point d’équilibre est dit instable s’il n’est pas stable.

Attractif : s’il existe 6 > 0 tel que :

2(0) = &]| < 6 = lim a(t) = .

Globalement attractif : si pour tout z(0) € Q,tlim z(t) = z.
—00
o Asymptotiquement stable : s’il est stable et attractif.

Définition 1.6. Un point d’équilibre T d’un systéme autonome est
dit globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement
attractif.

Définition 1.7. (Fonction de Lyapunov)
Soit T un point d’équilibre pour le systéme autonome. On appelle

fonction de Lyapunov pour T, une fonction V telle que :
1. V() >0 VxeD

2. V(x) =0 si et seulement si x =T
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3. V(z)<0 YzeD,onV(z)=<VV(x),f(z)>
V est une fonction de Lyapunov au sens strict pour T si V est

une fonction de Lyapunov, de plus : pour tout
reD/{z}:V <0

Théoréme 1.8. (Théoréme de Lyapunov)

o Si la fonction V est définie positive et V' semi-définie négative

sur §), alors le point d’équilibre T est stable pour le systeme .

o Sila fonction V est définie positive et V définie négative sur €,
alors T est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le

systeme

Ce théoreme affirme que pour montrer qu'un point d’équilibre
T est stable, il suffit de trouver une fonction de Lyapunov en ce
point. Par ailleurs, pour utiliser le théoreme original de Lyapunov
pour montrer la stabilité asymptotique d’un systeme donné, nous de-
vons déterminer une fonction V définie positive dont la dérivée V
est définie négative. Dans le cas général, ceci n’est pas évident. La
condition sur la dérivée V peut étre allégée en utilisant le principe de

LaSalle qui sera énoncé dans la section suivante :

1.7 Le principe d’invariance de LaSalle

Définition 1.8. (Ensemble positivement invariant)
Un ensemble Q) est positivement invariant si toute solution x(t) telle

que x(0) € Q reste dans Q pourt > 0.

Théoréme 1.9. Soit Q un sous-ensemble de R™ | supposons que §2 est

un ouvert positivement invariant pour le systéme autonome en T .Soit
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V : Q — R" une fonction de Lyapunov définie positive de classe C'
telle que V() < 0 pour tout x € Q. Soit L ={x € Q:V(x) =0} et
M le plus grand ensemble positivement invariant inclus dans L. Alors
toutes les solutions tendent vers M quand t — oo . En particulier,

si M est réduit a {x}, alors T est asymptotiquement stable.






Chapitre 2

L’équilibre sans maladie

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter le modele SIS et de faire
une analyse sur 1’état d’équilibre sans maladie, 'importance du taux
de reproduction de base Ry avec sa formulation variationnelle est

présentée.

2.2 Le modele

Soit © un domaine borné dans R™, (m > 1) avec un bord 0f2

régulier.

Le modele de réaction diffusion épidémiologique (Susceptibles-

Infecté-Susceptibles ) ”SIS” peut étre formulé comme suit :

Sy = dsAS — p(x)SI + ()1, zeN t>0
I, = diAI+ B(x)ST —~(x)1, zre t>0
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ou S(z,t) et I(x,t) représentent la densité des individus susceptibles

et infectés a la position = et a I'instant ¢, respectivement.

Nous supposons que les individus se déplacent aléatoirement dans
le domaine €2 avec des taux de diffusion dg et d; pour les individus
susceptibles et infectés respectivement.

La fonction de taux de transmission de la maladie 8 décrit 'interac-

tion effective entre les individus susceptibles et les individus infectés

a la position x, et la fonction v représente le taux de guérison des

individus infectés a la position x.

5 et ~v sont des fonctions Holdérienne positives dans 2.

De plus, nous supposons qu’il n’y a pas de flux sur le bord, i.e
gi:g;rlzo, xed, t>0. (2.2)

Sommons les deux premieres équations de , puis intégrons le

résultat sur €2, on trouve :

a/(S+I)d:c:/A(dSS+dII):/ 9 dsS+dil) =0, >0
ot Jq Q a0 On

Ce qui implique que la taille de la population est une constante donnée

par :

/Q (S(z.8) + I(z,£))dz = N. (2.3)

Pour cela nous supposons également que les données initiales vérifient

les hypotheses suivantes :

(H1) : S(z,0) et I(z,0) sont des fonctions continues positives en Q, et
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le nombre de personnes infectées est positif c.a .d :

/ I(xz,0)dxz > 0 et soit /(S(aﬁ,O) + I(x,0))dz = N.
Q Q

soit le nombre total des individus & 'instant ¢ = 0.

Nous définissons respectivement la région a haut risque et la région

a faible risque par :

Définition 2.1. Soient

O ={zeQ: N ()—y(z) >0} et Q" ={recQ: N (x)—v(z) < 0}.

€] 1€2]
R . , N
1. Un domaine a haut risque v € QT si : /(|Q|B —y)dx > 0.
Q
o : o N
2. Un domaine a faible risque x € Q™ si :/ (@ﬁ —7)dz < 0.
Q

2.2.1 Existence globale de solution

Dans cette sous section nous établissons les résultats globaux

d’existence.

Résultat général :

On énonce le résultat d’existence pour un systeme de Réaction-

Diffusion

ug —dAu = F(x,t,u) Q, t>0.

(2.4)

ou
W - 0. of.
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Ou u = (uy,ug, ..., um) et F = (F1, Fy, ..., Fp,), et soit F' une fonction

Lipschitzienne

Théoréme 2.1. Pour ug € L>(Q, IR™), et soit F' une fonction Lip-
schitzienne, alors le probléme (2.4) admet une unique solution globale.

Démonstration. Pour la démonstration de ce Théoreme, il suffit de
voir [15, [9]. O
Résultat principal :

Soit (S(x,t),I(x,t)) la solution locale du probleme suivant :

/ ~

Sy = dgAS+~(x)I €N, t>0

I, = diAI+B(x)ST —~(x)] e, t>0

g—s = g—g:O, red, t>0
| S(z,0) = S(x,0),1(z,0) = I(z,0), EEY)

(2.5)
Pour avoir 'existence et I'unicité de la solution pour le modele

(2.5), on va énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 2.2. Pour toutes conditions initiales S(z,0),(z,0) > 0
avec S(x,0) < ¢, alors le systeme (2.5) admet une solution positive

réguliere (classique), de plus cette solution est globale.

Démonstration. Le systeme (2.5 peut étre écrit sous la forme :

gt_dSAng(gaj)7 jt_dIAf:g(gaj)
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Les fonctions f et g sont continument différentiables et localement

lipschitziennes. Il suffit d’appliquer le Théoreme [2.1 O

Théoréme 2.3. Supposons que la condition (H1)satisfaite, alors il
existe une unique solution globale (S(z,t),I(x,t)) du probléeme (2.1)),

(2.2). De plus, il existe une constante positive M = M (S, Iy, mag{Lx)})
€ ,B((E)
telle que :

0<S(z,t),I(z,t) <M pour z€Q, te(0,00)

Démonstration.

Existence d’une solution locale : Il est clair que (0,0) est un
couple de sous solution pour probléeme , et de plus la solution
de (2.5) est une sur solution de probléme , et il en résulte qu’il
existe une unique solution (S(z,t), I(z;t)) pour x € Qet t € [0, Thaz|
ol Tinaz est le temps d’existence maximal, de plus les conditions ini-
tiales sont positives nous déduisons que la solution est positive dans
Q x (0, Thnaz)-

Globalité et bornitude :

Nous considérons maintenant le probleme de S(z,t) dans Qx (0, Tynqz)

St = dSAS =+ (’7(:6) - B(l‘)S)I, S Q7 le (07Tmax)
& =0, red, te(0,Tha)
S(z,0) = Sp(r) < maxSy(z)
ze)
(2.6)

Supposons qu’il existe une solution S(x,t) définie sur un sous in-
tervalle 2 de R . Soit L I'ensemble des fonctions sur €2 telles qu’il

existe une constante positive qui peut généralement dépendre des
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parametres du systeme tel que, soit S € L :
S, — dgAS + BSI > 41
Puisque la solution est positive, on suppose que
v—BS >0

ce qui donne
52 1@ ()

() p(x)

et ainsi d’apres la condition initiale S(x,0) < max Sy(z)
e

Nous pouvons choisir M; = max{max S(z,0), max M}, alors pour
€ veQ P
toute fonction positive I(x,t), My et 0 sont des sur et sous solutions

du probleme .

Par le principe de comparaison on peut voir que S(z,t) < M; dans
Q x [0, Thnaz|-

Deplus [ I(z,t)dx < N, il existe une constante positive My dépendant
de I(z, 0)Q I(x,t) < My dans Q% [0, T}qz[. Par conséquent, il découle
de la théorie standard des systemes paraboliques semi-linéaires que

Tinaz = 00, voir par exemple([13]). O
Pour faire une étude globale de notre modele, la section suivante
est dédiée a I’étude de I’équilibre de notre modele.

2.3 L’équilibre sans maladie :

Nous considérons maintenant les équilibres de problemes ([2.1)),
(2.2), c’est a dire les solutions du systeme elliptique semi-linéaire sui-

vant :
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—dsAS = —p(x)ST+~v(x)I dans Q

—d;AI = B(x)ST —~(x)I dans Q (2.7)
oS oI
8717 = 8777 =0, sur 0f2

Ici S(x,t) et I(x,t) sont des densités d’individus susceptibles et in-
fectés respectivement a la position z. De plus d’apres (2.3)), nous

imposons une condition supplémentaire :

/(S +I)dz =N (2.8)
Q

2.3.1 Existence

Définition 2.2. On désigne par équilibre sans maladie (disease-free
equilibrium) une solution dans laquelle I(z) = 0 pour tout x € . On
la note par DFE. Pour distinguer ce type d’équilibre, on désignera un
DFE par (S,0).

Nous montrons d’abord que ’existence et 'unicité de DFE.
Proposition 2.1. le probléme (2.7) admet un DFE unique donné

par :

~ N
(5.0)= (g

Démonstration. Par définition des points d’équilibres, il est clair que

,0).

le probleme stationnaire (2.7)), a comme solution I* = 0, par substi-
tution dans la premiere équation de probleme (2.7)), on obtient que
dsAS = 0, de plus la condition aux limite g—f] =0, affirme que S doit

étre une constante dans €2

/gdx—N:>§—N.
Q Q|
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O]

2.3.2 Stabilité locale

Pour étudier la stabilité du DFE on linéarise le probleme ([2.7))

autour de DFE, et pour cela on pose :

n(z,t) = S(a, 1) — g' ot £(n.t) = I(z,8).

En remplagant dans (2.1) , on obtient :

n = dsAn—pB(n+ N )€ + €, dans Q,t >0
1Q]
N (2.9)

& = drAS+ B+ g€ =8, dans Q,t >0

et en négligeant les termes d’ordre supérieur, on obtient le systeme

linéaire suivant :

ne = dsAn— (g8 —)E, dans Q,¢ > 0

(2.10)
& = diAE+ (%ﬁ — )¢, dans Q,t >0

soit (n(z,t),&(x,t)) = (e Mp(x), e Mip(x)). On déduit alors le probleme

de valeur propre :

—dsA¢ + (BN = dans Q
—diAY — (B =Y =M dans O (2.11)
o _ 0¥ _
3777 = oy 0, sur 0f2
A partir de

[ @z = [+ €0 =0
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Donc :

=4@+¢Mx—0 (2.12)

On remarque du systeme (2.10]) que la seconde équation est découplée

de la premiere ce qui nous rameéne a étudier I’équation suivante :

& o= dIAf+(%ﬁ—’y)§, dans
%f, =0 sur 0N

Pour cela on définit 'opérateur IL par :

N

L:¢—»@A¢+HQ

B =)

En appliquant le théoréeme de Krein-Ruthman sur cet opérateur, alors
on peut écrire {(z,t) dans la base formée par les fonctions propres de
L:

+oo
E(x,1) =Y an(t)vn()
k=1

Pour chaque k fixé on a :

N

ay,(t)r(z) = ap(t)[dr Ay + (|Q|

B — )]

N

B — 7k = Aty
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Ce qui implique que :

al,(O)r(z) = —Apar(t)Yr(x) tel que ar(t) = ap(0)e M

Donc {(x,t) peut s’écrire sous la forme suivante :

E(x,t) = ar(0)e My () + D ag(0)e ey ()

k>2

Remarque 2.1.

e La persistance de la maladie : si \* < 0 alors on aura la crois-

sance exponentielle des individus infectés.

e La disparition de la maladie : si \* > 0 alors on obtient une

décroissance exponentielle des individus infectés.

D’aprés le Théoreme de Krein-Rutmanl.7] on définit la valeur

propre principale A* par :

A= A= inf P
L= el o ) N
= inf{df/ ]Vgp]zdx—/(ﬂ(x)—'y(x))gdea: et /(pzdmzl}
Q o 9 Q

(2.13)

2.3.3 Proprietés de \*

Théoreme 2.4. Soit Q@ C R", et \* est la valeur propre principale
de Uopérateur I définie dans (2.13)). Alors :

1. X* est une fonction monotone strictement croissante en dy > 0.

N _
2. X' — min{y(z) — 9] (x): x€Q} <0, quand df — 0.
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N
3. )\*—>§12|/(7|Q|5), quand di — o.
Q

Démonstration. Pour plus de détail. Voir [§]. O

2.3.4 Le taux de reproduction de base R,

Définition 2.3. Le tauz de reproduction de base est défini comme
étant le nombre moyen de nouveau cas d’infections engendré par un
individu infecté (au cours de sa période infectieuse); on le note par

Ryo.

Notons par Ry le taux de reproduction de base,la formule varia-

tionnelle suggere que nous pouvons définir Ry comme suit :

& [ Bt

dz/ \Vde:H/’y(w)so?d:v
Q Q

Rozsup{ cp cHY(Q) et <p7é0}

Remarque 2.2. Le taux de reproduction de base Ry depend du co-

efficient de diffusion dy et il ne dépend pas de dg.

2.4 Relation entre Ry et \*

Dans le but de démontrer la relation directe entre la valeur propre

principale et Ry, on présente le résultat suivant :

Proposition 2.2.
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a) Si \* < 0 alors Ry > 1, et si \* = 0 alors Ry = 1 et lorsque
A* > 0 alors Ry < 1.

N
b) Sz'/ —fBdr > / ~vdzx, alors \* < 0 pour tout dy > 0.
a |9 Q
c) Si 5 v change de signe sur € et si / — fdx < / ~vdz,
|€2] o€ Q

alors il existe dj > 0 tel que \* = 0 lorsque dr = dj, \* < 0
lorsque d; < dj, et \* > 0 lorsque dj > dj.

N
Remarque 2.3. Sz'/ B</7
a 1€ Q

N
— )¢’
d?:Sup /Q /Q ‘2 :gOE]HIl(Q) et /(ﬁ;;ﬂ ’}/)(,0 >0}
Vo

Démonstration. 1. On sait que :

al / pe*dz

/ (di| Vol + ¢?) da

Rgzsup cp e HY(Q) et cp;é()}

(2.14)

Soit ¢ une fonction non nulle dans H'(2) pour laquelle sup est

obtenue dans ([2.14)), ainsi :

gl/gﬁ&dx
/d;\v¢|2dx+/’yq§2dx
Q Q

Ry =

Nous supposons que ¢ est une fonction positive, car sinon ¢
peut étre remplacée par |¢|. Soit v une fonction non nulle dans

H!(2) et considérons la fonction suivant :
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ol PO+ ev)?

/dIIV(qS )\Qd:r—i-/ (¢ + ev)? da
Q Q

Puisque ¢ est un élément pour lequel sup est atteint, on a
f(0)=0

En développant le carré dans , on obtient :

fle) =

fle) = (2.15)

ﬁvﬁ‘ / B(¢* + 2ev¢p + 2v?) da
Q

/d1(|V¢]2+26V¢VU+62]VU|2)d$+/’y(¢2+26¢v—|—62v2)d:r
Q Q

En prenant la dérivée par rapport a € et pour € = 0, on obtient :

%/925¢v(/ﬂdzlv¢l2+w dx—m,/ﬂqﬁz /dIV¢Vv+2'y¢v)dx

/Qd1|v¢2+/97¢

- 10 =

Donc, nous avons :

ﬁ&/ﬁﬁ&

‘g’/ Bovdx = /(d1V¢VU+7¢v) dx
@ /d1|V¢\2+/7¢2 “
Q Q

‘]g\;’/gﬁqﬁvdx = RO(/Q d;V oV + yov) dx
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/ VeV + ( B)ov dr =
Q

T Rl
et ceci pour toute fonction test v. Ensuite par 'identité de Green

nous obtenons :

1 N 0¢
Et considérons les deux équations suivante :
N 5 o¢
—drA - — — = 2.1
GAY + (g e xgr =0, 2o (217)

Rappelons que ¢ et 1* sont positives sur (2. Utilisons ¢* comme

fonction test dans ([2.16)) et ¢ comme fonction test dans (2.17)),

et intégrons les deux équations sur le domaine €2, on obtient :

df/ﬂww dz = q / OV da /Q’yqﬁz/z dr  (2.18)

d]/ngVLZJ* dr = /Bqﬁw dx — /'ygb?[)* dl‘+/\*/¢w* dx
Q Q

(2.19)
On combine les deux équations et -, on obtient

alors :

]

1. N
S “de+ X [ oy dz =
(1 RO)M/QM v+ /Qmp v =0

Puisque / BY*ddr et / @™ dx sont positives, on conclut que
Q Q

1
Afet (1— R—) ont des signes opposés.
0
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2. On sait d’apres le théoréeme précédent que \* est strictement

croissante en dy > 0, de plus

N
dlllglox\ = min{(y @6) cx€eQ} <0

Et

lim \* =
d; =00 ]Q|/ \Q]

N
Car par hypothese : /'y < / @ﬁ, ce qui implique A\* < 0
Q Q
pour tout dy > 0

3. On sait que A\* est strictement croissante en dy > 0, de plus

N
1 = : Q
d]lgo)\ = min{(y — ’Q‘B) r e} <0

et par hypothese on a :
—fpdx < / vdz
/Q |€2] Q

lim /\*:/Q(’y—‘Nﬁ)>O

d[—)OO Q|

alors :

Alors I'équation A*(d;) = 0 a une unique racine notée par dj,

de plus A*(dr) = 0 change de signe en traversant la valeur dj.

O]

Remarque 2.4.

Clairement, par la formule variationnelle si /
Q

N
Q] (x)dx>/9’y(3:)d:p
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alors \* < 0.

La proposition suivante montre que la stabilité de DFE dépend

de la valeur de Ry .

Proposition 2.3. Le DFFE est stable si Ry < 1 et instable si Ry > 1.

Démonstration.
Supposons tout d’abord que Ry < 1.
Nous montrons que le DFE est linéairement stable, c.a.d si
(A, ¢,1) est une solution de -([2.12) avec au moins un
de ¢ ou 9 non identiquement nulle sur €, alors Re(\) doit étre
strictement positif.
Nous raisonnons par contradiction.
Supposons que (A, ¢,1) soit une solution de , avec au
moins un de ¢ ou ¢ pas identiquement nulle, et que Re(\) < 0.
Nous montrons d’abord que @ # 0 sur 2. Pour cela on considére
1 =0 et ¢ # 0, la premiere équation de avec ¢ = 0 im-
plique que :

¢

dsAdp+Ap=0 pour =€ et 8777:0 pour x € L.

Cette équation implique que A soit un réel positif, ce qui donne
que A = 0. Par le principe du maximum, ¢ = ¢y € IR sur Q. 11
est en résulte de avec Y = 0 et que ¢g = 0.

Ce qui implique que ¢ = 0 dans §2 c’est qui est une contradic-
tion. Nous concluons alors que v non identiquement nulle sur
Q.

Donc A doit étre un réel négatif dans la deuxieme équation de

(2.11)) car [drA + (%ﬂ — )], est un opérateur auto-adjoint, il
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en résulte de cela et de la minimalité de A\* que A* < A < 0.

La proposition (a) implique que Ry > 1 est une contradic-
tion. Nous concluons que si (A, ¢, 1)) est une solution de
avec au moins un de ¢ ou ¥ non identiquement nulle sur §2,

alors Re(\) > 0. Cela prouve la stabilité linéaire de DFE.

e Supposons maintenant que Ry > 1.
Nous allons démontrer que le DFE est linéairement instable.
En effet, nous établissons qu’il existe une solution (\, ¢, 1) de
avec Re(\) < 0 et ¢ > 0 sur 2. Rappelons que (A*,¢™)
vérifie

N

]

op*
on

diAY +H(—= L=V +XNYP* =0, x€Q et 0, x€0N
(2.20)

et que nous pouvons prendre ¥* > 0 sur {2. D’aprés la proposi-

tion A* < 0. De la premiere équation linéaire de avec

(A 9) = (A", 9%) ie

N
Posséde une unique solution ¢* satisfaisant % =0 pour z €
9.
Enfin, sommons les deux équations (2.21)) avec ¢ = ¢* et ([2.20)

puis intégrons par parties sur {2 pour obtenir A* | (¢*+¢*) = 0.
Q

Puisque \* est négatif, nous concluons que [ (¢* +v*) = 0. Le
Q
probleme (2.11), a une solution (\*,¢*, 1*) satisfaisant \* <

0 et ¢* > 0 sur Q. Par conséquent, le DFE est linéairement

instable.

O
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2.5 Attractivité globale de DFE

Dans cette section, nous considérons ’attractivité globale de DFE.
Comme pour la plupart des modeles SI, On peut s’attendre a ce que
le DFE soit globalement attractif lorsque Rg < 1.

Cependant, il est généralement difficile d’obtenir de tels résultats pour
les modeles de réaction-diffusion a coefficients variables (3, 7).
Ici pour notre modele - , nous pouvons établir de tels

résultats pour deux cas.
e Cas des coefficients constants

e Casoudg =dj

2.5.1 Le cas des coefficients constants

Nous considérons d’abord le cas ou les coefficient 3 et v sont des

constantes positives. Dans ce cas, on peut voir que le DFE est égal a
(5,0) = (5,0)

N
Pour mener notre discussion, nous allons intéresser principalement
sur le principe d’invariance de LaSalle [I.9] pour les systémes dyna-
miques non linéaires.
Pour cela on doit fixer le cadre fonctionnel, soit X = LP(Q) avec
p > m. Nous définissons un opérateur linéaire fermé A avec un do-

maine dense D(A) donnée par :

Au = —Au, D(A) = {u € W*P(Q) et gu =0 sur 0N}
n

Alors —A engendre un semi groupe analytique e 4 sur X.

Soit X4(0 < a < 1) espace de puissance fractionnaire de X par

rapport & A . Puisque X, € C*(€) est un compact si 1+p < 20&—% ;
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on choisit « proche de 1 et p grand tel que X, s’injecte de maniere
compacte dans CH#(Q).
Soit P C X, le cone de toute les fonctions positives de X, a I'intérieur

non vide. Nous introduisons
D = {(u,v) € Xo X X4 : /(u+v)dx:N,et u,v € P}
Q

Alors D est un sous ensemble fermé de X, x X, et la solution (5, 1)
du probléme induit un systéme dynamique non linéaire {¢(t),t € R"}

sur D donné par :
6()(So, To) = (S(, ), I(w,1)) € R

ou (5, I) est la solution de(2.1)-(2.3)), avec condition initiale (S, lp) €
D.
Pour plus de détail, voir [9].

Théoreme 2.5. Si 5 ety sont des constantes positives, alors on a :
e 5i Ry < 1; le DFE est globalement attractif.

Démonstration. Si B et v sont des constantes, alors Ry = ﬁm’ Sup-
Y
N

posons que Ry < 1, c.a.d % — @ > 0. On définit une fonction a

valeur réelle continument différentiable V : D — R par :
1 &2
VS, I)== [ (S=8)de+ B | Idx
2 Ja Q

pour tout (S,I) € D avec B une constante positive a déterminer.
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On peut vérifier que, pour tout (S,I) € DN (D(A) x D(A))

V(S,I) = T V(¢(t))(S,?—V(S,I)
=[5~ $)(asas + 155+ 1)
+ B/Q(dIAIJrI(ﬁS—V))dx
_ - o
_ ds/Q\VS\ d /91(55 (S

S
_ 29, _ _ _x
- ds/Q|VS| dz /QI(,BS (S -3 da

— B)dz

N
o

™2
™[

Puisque V est continument différentielle et D N (D(A) x D(A)) est

dense dans D .
V(S, 1) = —ds/ |V S|?dx — 5/ I(S — %)%19; <0, Y(S,I)eD
Q Q

Ainsi, V est une fonction de Lyapunov sur D.

Soit E = {(S, I)e D,V(S,I) = 0} et M le plus grand sous-ensemble
positivement invariant de FE, il en résulte du théoreme et des
arguments standard que Porbite {S(t), I(t),t > 0} est pré-compact
dans D, donc par le principe d’invariance de LaSalle Théoreme [1.9
nous avons que :

lim dist((t)(So, Ip), M) = 0.

t—o00

Au vu de V, / |VS|?dz = 0 implique que S est une constante, et
Q

/ I(S — Z)de = 0 implique que I =0 ol S = 7
Q

B B
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SiSZV,alors/Idx:Nm”<o.
Q

B B 3
Ce qui donne I = 0. Il faut donc avoir I = 0, et donc E = {(S5,0)}.
Par conséquent M = {(S,0)} et il s’en suit que le DFE est globale-

ment attractif. O

2.5.2 Le cas ou dg = d;

Nous considérons le cas dg = dif = d. En additionnant les deux
équations de (2.1]), nous avons que (S+1); = dAAgS +1), et il en résulte
de la condition (2.3)) que (S(z,t)+I(z,t)) — 9] uniformément pour
x € €. D’'une maniere similaire au cas des coefficients constants, le

résultat sur 'attractivité globale des équilibre peut étre établie.

Théoreme 2.6. Sids =d;f = d et Ry < 1 alors DFE est globalement
attractif.

Démonstration. Supposons que Ry < 1, soit € > 0.
Puisque S(z,t) + I(z,t) — % quand t — o0, il existe un T > 0 tel

N
que S(z,t) < 9] + e — I(z,t) pour tout t > T, alors par (2.1)),(2.2),

I vérifie ce qui suit :

N
It_dAI < I((@+6)6_7_BI)7 .%‘EQ, tE]T,OO[
a=0 zedN teT, oo

(2.22)

Soit I la solution de probléme suivant :

I —dAT = f((%—l—e)ﬁ)—’y—ﬁf); x e, te|T, o0
g = 0 2 €09 te|T, o0
I(z,T) = I(z,7T)

(2.23)
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Alors par le principe de comparaison donne que I (x,t) < I(x,t) sur Qx
(T, 0).

Soit A¢ la valeur propre principale de

dAy + w((@r, +e)B—7)+Ap =0,
sous réserve de la condition aux limites homogene de Neumann, on
peut voir que le probleme a un unique équilibre positif et glo-
balement attractif si Ac < 0, alors qu’il n’a pas d’équilibre positif et
que toutes les solutions passent par 0 si A¢ > 0.
Puisque Ry < 1, nous avons \g = A* > 0, ce qui implique que Ac > 0
si € est petit. Par conséquent I(z,t) — 0 uniformément pour z € Q.

Il est en résulte alors :

N _
S(z,t)+1(x,t) — —— que S(z,t) — uniformément pour x € €2

N
|€2] 1€
Si Ryp = 1; c-a-d que A* = 0, alors A\, < 0 et f(m,t) converge vers
I*(z), ot I* est DPéquilibre positif correspondant.

D’autre part, I* — 0 quand € — 0 puisque \* = 0. Par conséquent,
I(x,t) — 0 et S(x,t) — 9] uniformément pour z € 2.

O
Remarque 2.5.
Puisque DFE est stable et globalement attractif alors, DFE est globa-

lement assymptotiquement stable.



Chapitre 3

Etat d’équilibre

endémique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on démontre ’existence et la non existence de
I’état d’équilibre endémique, puis on prouve l'attractivité globale dans

de deux cas particuliers.

Définition 3.1. On désigne par I’état d’équilibre endémique une so-
lution dans laquelle I(x) > 0 pour certains x € 2, on la note par

EFE.

Nous étudions d’abord l’existence de I'EE. Nous convertissons
d’abord le probléme(2.7)) en un probléme plus accessible.

Lemme 3.1. Le couple (S,I) est une solution positive du probleme
(2.7) -(2.8)) sl s’agit d’une solution positive de probléme suivant :

d _dp -
5 Ide—=LBI) =0, z€Q (3.1)

_ N
dIAIJrI(—B—fy—(l—%)‘m ) i

1]
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_ N dr. 1 — dr -
S - [ -Yr seq (32
Q| ( ds)|9\ Q ds (32)
oI
— =0 Q 3.3

Démonstration. Par un calcul classique, on peut vérifier que (S, 1)
est une solution positive du probleme ([2.7)) -(2.8) si et seulement si

cela résout le probleme suivant :

dsS+di I =k, z€Q (3.4)
diAI +I(BS —~)=0, z€Q (3.5)
oS oI
== = Q .
3 = B 0, z€d (3.6)
/ (S+I)de =N (3.7)
Q

ou k est une constante positive indépendante de = € €.

e On suppose que (S,I) est une solution de (2.7) -(2.8). On

va commencer par sommer les deux premieres équations du

systeme ([2.7)), on obtient :

o 9
A(dgS+diI) =0, z €, et %(d55+djf) =0, pourz € 0.

Par le principe du maximum dsS + drI = k dans Q.
De plus, S, 1 > 0 dans Q, et N > 0, il faut que dgS + d;I > 0

pour certains x € €.

e On suppose que (S,1) est une solution de (3.4) - (3.7) pour
k> 0.
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Sachant que les équations (3.4)-(3.7) si z € Q donne,

dsAS = —d;AI = I(BS —~) = —y(x)] + IBS

dsAS — BST +~I = 0.
Ainsi (2.7) est satisfait.

I1 faut démontrer maintenant I’équivalence entre les problemes (3.1))-

et G)-B7)

e D’une part, supposons que (S, ) soit une solution positive de
- k—dil
(13.4)-(3.7), de (3.4), nous obtenons S = 7 I En substi-
S

tuant a(3.7)), on trouve :

_ 1

k
9]

(dsN — (dg — dy) /Q Idz)

Il découle ensuite de(3.4)) que
k—diI N dr, 1. fdx—ﬂf,

S = - _ (===
ds || ( ds)\Q| Q ds

ce qui (3.2). En substituant ce S & (3.5]), nous aurons

- N dr, B = dr -
diAl +I[—B—-(1—-—)— [ Idx — —pI| =

ce qui est (3.1).

e D’autre part, supposons que (5’, I ) soit une solution positive
du probléme (3.1)-(3.3)). En appliquant la dérivée normale des
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deux cotés de (3.2)) et en utilisant (3.3)), nous trouvons % =0,
ce qui vérifier(3.6)). Par (3.2)) nous avons que :

dp N odr 1

—(1- =% Idr — S
st~ YA @l

et la substitution de ceci dans(3.1)) donne :
A AT+ T[S —~] = 0

qui est (3.5)).
Nous intégrons ensuite les deux cotés de (3.2) sur €2 :

/gd:c:N—(l—d])/fd:c— ﬂI_daz
Q ds” Ja ads

:N—/I:dx
Q

donc :

Ce qui donne (3.7)).
En appliquant l'opérateur de Laplace aux deux cotés de (3.2)),

nous trouvons que :
dgAS + d; Al = A(dsg + d]f) =0.

De plus,

0 _ -
%(dss+d11) =0,

par le principe du maximum (Théoréme , on obtient que
dsS + d;I est une constante. A partir de (3.7), on en déduit
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que cette constante doit étre positive, ce qui donne (3.4]).

O

Le probleme (3.1))-(3.3]) est plus accessible, puisque (3.1f)-(3.3]) sont

indépendants de S. De plus, le résultat indique que nous pouvons
réellement nous concentrer sur un probleme elliptique non local qui

ne concerne que /.

Lemme 3.2. Si I € C2(2)NCHQ) est une solution positive local de
probleme elliptique :

dr, B

— — N I —
A AT+ (- By —(1— Id— =0, ze€Q (38
oI
— =0 15,9} 3.9
alOT’S, nous avons :
dr dr N _
Ide + —I1< —, Yxe 3.10
0= 2 o T < (310

Démonstration. Si I est trivial, 'inégalité est vraie.

Si I n’est pas identiquement nul dans Q, on argue par absurde que
I'affirmation est fausse, plus précisement on suppose que Puisque I
est continue sur 2, il atteint sa valeur maximale sur ©, disons que
I(z0) = r;g;z( I(x) > 0 pour certains z € (2.

De I’hypothese, il faut que :

_dny 1 Idx + dr p

N

Si zg € €, on peut choisir une boule fermée B centrée en xg tel
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que B C Q. Par(3.8)-(3.11)

_ - N
GAT = —I(2f-~-(1 /Id ——ﬁ]
('f& Rl
> I(—B+7+ = ) I >0
5] 0

nous pouvons rendre la boule petite tel que dfAI > 0 dans B.
Puisque I atteint son maximum en un point intérieur zo de B, par le
principe du maximum fort (Théoréme [1.5), I doit étre une constante
dans B, mais ceci est impossible, puisque d;AI > 0 dans B.

Donc xg € 09, et I(xg) > I(x) pour tout x € Q. On peut alors
trouver une boule fermée B C Q tel que B N Q = {xg}. De plus, &
partir de et (3.11]), nous pouvons prendre la boule assez petite
de tel sorte que d;AI > 0 a lintérieur de B. 11 découle ensuite du
lemme de Hopf |1.3| que —(xo) > 0, ce qui est également impossible

en vertu de. O

3.2 Existence et unicité de EE

Par ce qui précede, s’il existe une solution positive locale I du
probleme elliptique (3.8])-(3.9), on peut alors définir :

5:ﬁ—(1 dr

dr -
Ide — —I pour z €.
|€2]

ds) 12| Jo  dg
Ou la positivité découle a partir (3.10)). Il est en résulte que le couple

(S, 1) résout le probleme (3.1))-(3.3)).
Soit Y = {z € C>%(Q) : g—f? =0 sur 0RQ}. Pour simplifier, nous

introduisons :

- N
f(T7I>:@ _7_( _ds)’Q‘T dS
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et définie une application : F': R* x Y — C%(Q) par :

F(r,I) = diAT+ If(1,1)

Nous considérons alors un probleme de valeur propre :

diAg + f(1,0)¢+ Ap =0, x €.

(3.12)
g—f]’ = 0, x € 0.

et soit A, la valeur propre principale de (3.12)) ou est donnée par :

=in 2dx — N z) — ) — _ﬂwT de
ety [ edr = [grote) — o) - (- gLiglmed

et / oide = 1}
¢ (3.13)

Remarque 3.1. Notons que Ag = A* ou A* est la valeur propre prin-

cipale.

Nous énongons maintenant un résultat bien connu sur 'existence

de solution positives d’un probleme elliptique.

Lemme 3.3. Supposons que 7 = 0, et considérons le probléeme :

GAT + If(r,D)=0, z€9

g = 0, z € 00,

(3.14)

Alors, les affirmations suivantes sont vérifiées :
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1. Si A\ >0, la seule solution positive de (3.14) est I = 0.

2. Si\; <0, il existe une unique solution positive I € Y de (3.14)).

Démonstration. Voir [9] O

En utilisant le théoreme de la fonction implicite nous prou-

vons alors le résultat suivant :

Lemme 3.4. Supposons que \* < 0 et dg > dj, alors il existe une
courbe (1, I-(x)) dans RT x Y tel que F(7,I;) = 0. Et aussi il existe
un T > 0 tel que I.(z) > 0,Vor € Q et 7 € [0,T| et It = 0. De plus,

I, est décroissante et continuellement différentiable dans T en (0,T).

Démonstration. Supposons que (7o, I,) € RTxY satisfait F(ro, I,,) =
0 et I, > 0 sur Q. En appliquant la dérivé de Fréchet par rapport &

la deuxieme variable, alors par définition[T.2/on a :
|1F (1,1 +w) = F(r,I) = Lw|| = o(||wl]) quand |[w|]| — 0

On commence par calculer le terme

F(r, I +w) - F(r,I) =

= dr 8 dr

diAT +w) + (I + )[‘mﬁ v — (——@ —%6( w))]
N dr, B
—d;AT — I[!QI —y—(1- )@ —%BI]

Par simplification on trouve : F(7,I +w) — F(r,I) =

dr\ p _75

o 2
)‘Q’ dS ) dsﬁw

dr -
dIAw——IIw—i—w

ds (‘Q’ﬁ v—(1-
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Nous concluons que la dérivée de Fréchet de F par rapport a la

deuxieme variable en (79, I,) est définie comme suit :
_ = dr -
Fy(TO? ITO)w =drAw + (f(T()?ITO) - %BITO)QU7 Vw €Y.

Pour avoir que Fy (79, I5,) est inversible, on considere le probleme sui-

vant :

didw + (f(0, 1) = EBL)w=h, zE€Q

3.15
e =0, ceon, O
Soit o4, la valeur propre principale du probleme :
dide + (f(10, 1) — 8L )p+0p =0, e
% =0, z € 90
(3.16)

A partir de 'alternative de Fredholm Théoreme [1.2] on démontre
I'existence d’une solution unique pour chaque h € Co (), si 0 n’est
pas une valeur propre de (3.16). Pour montrer cela, notons que,
puisque F(79, ) = 0, I, est une vecteur propre du probléeme des

valeurs propres :

didp + f(r0.Ir) +0p =0, ze

3.17
92— 0, x € oS ( )

Pour la valeur propre o = 0. Puis, utilisons le théoreme de Krein-
Rutmann, la positivité de fm découle ce implique que ¢ = 0 est
la valeur propre principale de(3.17). Puisque f (70, ) — j—éﬁfm <
f (70, I,), il en résulte que o,, > 0, donc toutes les valeurs propres du

probléme sont positives, ce qui donne 'unique solvabilité de (3.15)). La
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continuité de I'inverse de F), (7o, I,) découle des estimations classique
de C>“.

Différentiabilité :

Puisque Ag = A« < 0, d’apres lemme [3.3], il existe un unique positif
Io € Y tq F(0,I) = 0. Il existe alors un unique I, € Y tq F (7, I;) = 0
pour 7 € [0, 7] avec 7/ > 0, et que I, est continue différentiable par
rapport 7.

Décroissance :

Pour montrer que I, est décroissant par rapport & 7, nous pouvons

considérer 0 < 71 < 79 < 7/, puisque dg > dj, nous avons que :

i B dr B
=™ U

Ce qui implique :

= N - = dr dr. B dr, B+
diAlL, ——pBI., —~I,.,——BI.,—(1—— 1ol L.
I 2 ‘Q"B >~ VT dSB 2 ( )‘Q’ T2 2+( ds)‘Q”Q 2
dr, B+
> (11— — T11s,
( ds)|Q|
Ce qui donne :
= dr di, B+ 1=
dr AL I, —(1—--2)Z=nI. ]I
1 2_’_[‘ |ﬁ Y= d 5 ( dS)|Q’T1 2] 2>0

Alors F(my,1I,) > 0, et donc I, est une sous solution de I’équation
F(71,1) = 0. D’autre part, nous pouvons choisir une valeur suffisam-
ment grande comme sur solution.

Ensuite, la méthode de sous et sur solution et 1'unicité de la solution
positive de F(r2,1) = 0 implique I, > I,.

La courbe (7, I;), avec I > 0 continue aussi pour A, < 0. Par la forme

de A, dans (3.13) qui augmente par rapport a 7 et aussi A; > 0 pour
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un 7 assez grand. Ainsi, selon le lemmd3.3] il n’y a pas de solution
positive de F(7,1) = 0 si T est assez grand.

Soit [0, T'[ 'intervalle maximal d’existence de 7 tel que I > 0. Alors
Ip =0. O

Le résultat analogue dans le cas ou dg < dj peut étre également

étre prouvé de la méme fagon que par avant.

Lemme 3.5. Supposons que \* < 0 et dg < dj. Il existe alors une
courbe (1,I.(z)) dans RY x Y tel que F(r,I;) = 0 avec I; > 0
pour tout x € Q et 7 € (0,00). De plus, I, croit et continument

différentielle en T sur (0,00), et il vérifie l'estimation suivante :

/ Idx < Ci—sN +(1— d—S)T

Q dr dr

Démonstration. L’existence et la continuité de la courbe (7, I-) découlent
d’un argument similaire & celui de la preuve du lemme [3.4] puisque
ds < dj, on peut voir que I(x) > 0 croit par rapport a 7 et que la
courbe continue quand 7 — oc. Il reste a montrer ’estimation.

Pour tout 7 > 0, on faut vérifier que :

dsN dg. T

j: —+ e P
a1

est une sur solution de F(7,I) = 0. D’autre part, I = I+ avec 7 < T

est une sous solution de F(7,I) = 0. Alors a partir de la méthode de

sou-sur solution on trouve que :

dsN dg. T
T g + - T )T
i T @

par intégration sur €2 donne l’estimation. O
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Nous sommes maintenant en mesure de prouver l’existence de

I’équilibre endémique

Théoreme 3.1. Si Ry > 1, alors il existe un unique équilibre endémique.

Démonstration. Par les Lemmes [3.1] et il suffit de montrer que le
probleme (3.8)), (3.9) possede une solution positive.

e Le cas : dg = dj

11 découle directement du lemme 3.3

e le cas : dg > d;g
Selon le lemme il existe une courbe (7,I;) pour tout 7 €
[0; T[ avec F(t,I;) = 0. Par définition de F', I- est une solution

du probleme (3.8) -(3.9) si T = / I.dx. Puisque
Q

0</Iodx et T>/Ide:O.
Q Q

La continuité et la monotonie de I, par rapport a 7 implique

qu’il existe un unique 1 € [0, 7[ tel que 70 = [ I, dz.

Q
Par conséquent le probleme (3.8) -(3.9)a une unique solution
positive.

e le cas : dg < dj :
D’apreés le lemmd3.5] il existe une courbe (7, I;) avec F(r,I) =
0.

De plus 0 < / Iodz, par la continuité et la monotonie de I, et
Q

en utilisant I’estimation de / I. dz dans le lemme on peut
Q

démontrer qu'il existe un 79 > 0 unique tel que 79 = [ I, dz
Q

O
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3.3 Non existence :

Nous discutons ensuite la non existence de I’'équilibre endémique.

Théoréme 3.2.

e Sidg > dr et Ry <1 alors EE n’existe pas.

e Sids <dj et Ry < dS alors EE n’existe pas.

o Sidg <dj et Ry <1 avec y(x) =rf(x) ot r est une constante

positive, alors FE n’existe pas.

Démonstration.

e 1% cas:dg=d;

Découle directement du lemme [3.3]

e 28™Mecag : dg > d avec Ry < 1
On raisonne par absurde : on suppose qu'un EE (5%, I'*) existe,
Alors il y a un 7" > 0 tel que 7* = / Idx et F(7*,1*) = 0, et
il en résulte du lemme que Ar+ <%, puisque f(7,0) diminue
en 7 lorsque dg > dj, par la forme variationnelle de A, (3.13] m,
on trouve que A\* = Ay < A+ < 0, cela implique que d’apres la

proposition [2.2| alors Ry > 1 ce qui est une contradiction.

e 3°Mecas : dg < df avec Ry < ds
Raisonnons par absurde : on suppose quun EE (S*, I'*) existe,
soit 7 = /I*dx, alors F(7*,I") = 0 et cela implique que
Arx <0 d’apglzes le lemme
D’autre part, du lemme on peut voir que, pour tout x € €.

d d N
I Ide + 4

(= g f, e+ i@ < gy
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On integre sur €2, on trouve que :

T*:/I*dng
Q

Puisque f(7,0) croit en 7 lorsque dg < dy et Ay < A+ < 0.
Notons que Ay est la valeur propre principale du probleme sui-

vant :

diN
diAp + (d Q)

g—‘g = 0, x € 0f)

— 7)o+ Ap =0, x €}

De la méme maniere que Ry, on peut définir R{, comme suit :

dIN/ )
| Bpidx
sl Jo 7

/ dr|Vel* + v*dz
Q

R{, = sup o € HY(Q) etgo;«éO}

alors Ay < 0 si et seulement si R, > 1, de plus R}, = ds L Ry,
AN < 0= Ry > ‘Zl—? ce qui est une contradiction.

4®mecas : dg < dr avec Ry < 1 pour y(z) = r3(x)
Supposons que EE (S*,I*) existe. En procédant comme dans

la preuve du lemme [3.2] on peut avoir que : pour tout x dans

Q-
d N
L)< ——r

d
! I*dz + l

(1= ds) Q| ds

On integre I'inégalité ci-dessus sur €2, on obtient alors :

/ I'de < N —r|Q|,
Q
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et il en résulte que I* est une sous solution du probleme :

diA + [(XB—~—pBI)=0, z€Q
! Gy =7 = A1) (3.18)
0

g—g = 0, x € 00
Par contre, il est facile de voir que M = % est une sur solution
de probleme. Ensuite, par I'argument de sous-sur solution, il
existe une unique solution positive du probleme . Cepen-
dant puisque Ry < 1, A* > 0 de la proposition Il découle
ensuite de la formule de \* et vy(z) = rfB(z) que v > R
Ainsi, le probleme n’a pas de solution positive, cela conduit a

une contradiction.

3.4 Attractivité globale de EE

Dans cette section, nous considérons l'attractivité globale de EE.
On peut s’attendre a ce que le EE soit globalement attractif lorsque
Ry > 1, Panalyse de l'attractivité globale est réalisée dans le cas
ds = dj et dans le cas ou les coeflicients sont constantes.

Le systeme ) (2.8) a un unique équilibre endémique qui est donnée
par :

(S*J*):(v(ﬂf) N 1 v(fv))

Blx) 19192 Jo Bz)

3.4.1 Le cas des coefficients constants

Dans ce cas supposons que Ry > 1. Nous avons donc que ———v >

|€2]
N
0 et que ’équilibre endémique est (S*, [*) = (1 — 7) existe.

BrQl B
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Théoreme 3.3. Si Ry > 1 et B et v sont des constantes positives,

alors EFE est globalement attractif .

Démonstration. On va définir une fonction a valeur réelle continu-
ment différentielle
W:D—R par :
W(S,1) = ;/Q((s — 8"+ (I —I*)3dx + %B /Q(s — §*)%dz,
pour tout (S,I) € D avec B une constante positive définie comme

suit :

B? ds +d
B:—lavecBlz S+ L
dg 2\/dr

On peut vérifier que, pour tout (S,I) € DN (D(A) x D(A)).

W(e@)(5, 1)) = W(S,1)

W = lim

t—0t

_ /Q((s—s*) b (I = I")(dsAS + dy AT)dz

+ B/Q(S—S*)(dSAS+I(—BS~I—7))dx

= —/Q(dS|VS|2+(ds—i—dI)VS.VI—l—dIHVﬂZ)dx
- BdS/Q\VS\de—BB/QI(S—S*)de

_ _/Q(yBlvs+\/EW\?)dx—dS/Q\vsde

— Bﬁ/ I(S — S*)%dz <0,
Q

Puisque W est continument différentielle et que D N (D(A) x D(A))
est dense dans D, on trouve que W (S, I) < 0 pour tout (S,I) € D .
Alors W est une fonction de Lyapunov sur D.
Soit

E = {(5, I eD:W(S,I) = o},

et M’ le plus grand sous-ensemble positivement invariant de F( Définition
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1.8)). De plus, par le principe de LaSalle (Théoreme , nous avons
que :
lim dist(¢(t)(50, I()), M/) =0.

t—+00

On peut avoir que E' = {(S*,I*)} U{(S,0)}.

Il en résulte que soit
(S(z,t), I(z,t)) — (S*,I*) ot (S(x,t), I(z,t)) — (S,0), quand t — oc.

Supposons (S(z,t), I(z,t)) — (S,0), puisque 3S —~ > 0, on peut
choisir € > 0 petit tel que S — e8 —~ > 0, pour que ¢, il existe un
T > 0 tel que S(x,t) > S — e pour tout (z,t) € Q x [T, oo[, par ([2.1)),

I'inégalité suivante est vraie :

I —d;AI > B(S —e)I —~yI pour (x,t) € Q x [T,00].

Nous considérons maintenant un probléeme connexe :

J = dIAT+B(S—e€)J—~J, z€Q, te(T,00)

¥ =0 r€d, te (T, o00)
J(z,T) = minl(z,T) = I,(T), r€Q
z€Q
(3.19)

Le principe de comparaison affirme que I > J sur Q x [T, 00|, et on

peut vérifier que

J = In(T) exp((BS — €8 — y)t).

Puisque J — oo quand ¢ — o0, ce qui contredit le fait que I est
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bornée. Par conséquent, nous devons avoir :

(S(z,t),I(x,t)) — (S*,I*) quand t— oco.

3.4.2 Lecasouds=d;et 3,y€R
Nous considérons le cas dg = d;y = d. Dans ce cas 1’équilibre
endémique existe si et seulement si Ry > 1.

Théoréme 3.4. Si Ry > 1 et dg = d; = d, alors EE est globalement
attractif.

Démonstration. Supposons que Ry > 1 c.a.d A\* < 0. Puisque

S t) + I(x.t) = é;

il existe un T' > 0 tel que :

JS;—E—I(x,t) < S(x,t) < ‘g’—l—e—f(x,t) vt >T

Ensuite, par (2.1)), I satisfait I'inégalité suivant :

I((,g‘—e)ﬁ—v—ﬂf) <It—dM<I<<,Nm+e>ﬂ—v—6I>.

Pour (z,t) € Q x (T, 00). Soient I; et Iy résoudre les deux problemes

suivants :

Iy —dAL = L((gy—e)f—v—BL), zete (T,
& =0 z e dNte (T, o0)
Il(xaT) = I(‘raT)
(3.20)
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Et

Iy —dAL = DL((g+ef—v-pL), zeQte (T,
%2 =0, x € 90,t € (T,00)
Iz, T) = I(z,7T)
(3.21)
Par le principe de comparaison|[L.6} nous savons que I (z,t) < I(z,t) <
Iy(z,t) sur Q x (T, 0).
Si de plus € est assez petit,ona A < 0et A_ < 0, et il en résulte que
Li(z,t) — If(z) et Ia(z,t) — I5(z), ou I et I; sont les équilibres
positives correspondants respectivement.
Quand € —» 0; on obtient que I(z,t) — I(z) uniformément pour

x € Q; ou I est la solution positive du probleéme :

dAT + f(%ﬂ—y—ﬁf):o, x €N 522)
. .

o1 x € 0N

3777 - )

Encore une fois par S(z,t) + I(x,t) — ‘ﬁN', nous avons que

|Q

tli)rgo S(z,t) = % — I(z) uniformément pour z € Q. Soit § = X — T,
Puisque S(z,t) est positive, il en est de méme S.
Et il est facile de voir que (S,I) satisfait & (2.7). L'unicité de EE
implique que (S*,I*) = (S, ).

0

Remarque 3.2.

L’équilibre endémique est globalement assymptotiquement stable.






Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons proposé un modele de réaction diffu-
sion SIS et établi les résultats globaux d’existence. Nous avons ensuite
examiné I’équilibre sans maladie et 1’équilibre endémique du modele.
Pour cela, nous avons défini le taux de reproduction de base Ry et on
a démontré qu’un équilibre endémique existe uniquement si Ry > 1.
Nous avons ensuite mené une analyse de ’attractivité globale de DFE
et EE du modele dans deux cas.

Cependant dans notre modele, une fois que les individus infectés
se sont rétablis, ils deviennent immédiatement vulnérables et par
conséquent, la maladie ne peut pas s’éteindre. Pour étre plus spécifique,
nous appelons le domaine € est :

N
e Un domaine & haut risque Q7 si : / —

Bdx > / v dx.
a €] Q

e Un domaine & faible risque Q7 si : / N Bdx < / vdx.
o € Q
Par la remarque[2.4] le nombre de reproduction de base Ry est supérieur
a 1 si € est un domaine a haut risque, et il existe toujours un équilibre
épidémique selon le théoreme Ensuite, la maladie devrait persis-

ter a long terme. Cela a été démontré pour deux cas :

e Sile taux de transmission et de récupération de la maladie sont
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constants

e sile taux de diffusion des individus susceptibles est égal au taux

de diffusion des individus infectés.

Dans un domaine a faible risque, il existe une valeur dj pour le taux
de diffusion des individus infectés. Si d; > d7, le nombre de reproduc-
tion de base Ry est inférieur a 1 et on s’attend a ce que la maladie
s’éteigne, alors que si df < dj, Ry est supérieur a 1 et la maladie
persisterait.

De plus, pour le controle des maladies, la formule variationnelle suggere
de réduire le taux de transmission de la maladie § ot d’augmenter
le taux de guérison y qui réduirait la probabilité de persistance de la
maladie, ce qui est conforme aux attentes.

Pour le modele , il a été démontré que lorsque I’équilibre endémique
existe, sa composante I est proche de zéro alors que la mobilité des
individus susceptibles approche de zéro, un tel résultat a des impli-

cation importantes pour le controle des maladies.
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