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Introduction

La dynamique des populations est une branche de 1’écologie qui s’intéresse a
la fluctuation dans le temps du nombre d’individus au sein d’une population d’étres
vivants. Elle a également pour but de comprendre les influences environnementales
sur les effectifs des populations. La structuration de la population en age, en poids,
I’environnement, la biologie des groupes, et les processus qui influent sur ces chan-
gements font également partie de son champ d’étude.

La relation proie-prédateur est tres importante, car une telle relation maintien
I’équilibre écologique dans la nature. La modélisation mathématique de 'interaction
proie-prédateur a été lancée dans les années 1920, le premier modele proie-prédateur
a été développé par Alfred James Lotka (un physicien-chimiste américain) et Vito
Volterra (un mathématicien italien).

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le comportement dynamique d’un systéme
proie prédateur.

La proie de notre systeme présente un comportement de groupe. Trés récemment,
Angulo et al. [3] ont suggéré que le comportement de groupe diminue les risques
d’extinction causés par l'effet Allee. Maintenant, quand une population forme des
groupes, les membres d’un groupe n’interagissent pas a la fois. Plusieurs raisons
expliquent ce comportement de troupeaux, telles que la recherche des ressources
alimentaires, la défense contre les prédateurs, etc.

En conséquence, Il est nécessaire de chercher une forme appropriée de réponse fonc-
tionnelle pour décrire ce comportement social. Plusieurs travaux ont démontré une
idée ingénieuse selon laquelle les puissances appropriées des variables d’état peuvent
expliquer le comportement social des populations. Par exemple, pour explorer les
conséquences de la formation de groupes spatiaux de forme fixe par des prédateurs,
Cosner et al. [9] ont introduit 1'idée de la racine carrée de la variable prédatrice qui

doit étre utilisée dans la fonction décrivant le taux de rencontre dans les systemes a
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deux dimensions.

Soit X la densité d'une population constituée un troupeaux et supposons qu’'un
troupeau occupe une zone A, le nombre d’individus occupant des positions ultra-
périphériques dans le troupeau est proportionnel a la longueur du périmetre de la
parcelle ou se trouve le troupeau. Il est clair que sa longueur est proportionnelle a
V/A. Puisque X est distribué sur un domaine & deux dimensions, v/ X compterait
donc les individus situés au bord du patch. Ainsi, quand 'attaque d’un prédateur
sur cette population doit étre modélisée, la fonctionnelle réponse doit étre en termes

de racine carrée de la population des proies. C’est 1'idée principale de Ajraldi et al.

[1]. Braza [6] a fortement mis l'accent sur ce concept et a introduit une nouvelle
réponse fonctionnelle, ou la densité de la proie, et remplacée par sa racine carrée. La

fonction réponse de notre modele du type Holling II et donc sous la forme suivante :

av'X

Fir(X)=——
) = T avw

(1)
Il a déja été mentionné que si une population est sensible a 'effet Allee, alors vivre
dans des troupeaux pourrait lui étre bénéfique [3]. Maintenant, s’il y a un prédateur,
un tel comportement joue un role clé en ce qui concerne la vigilance et le risque de
prédation [14].
L’attention des écologistes théoriciens s’est portée tres récemment sur la dynamique
des systémes proie-prédateurs avec le comportement de troupeau de la proie, mais
dans tous les cas, il est supposé que la proie a une croissance logistique (voir [4]
et les références qu’il contient), Il serait de la plus haute importance de considérer
les systemes proie-prédateur avec le comportement de troupeau et 'effet Allee. On
ne peut nier que de telles considérations seraient tres intéressantes du point de vue
théorique et pratique.

Description du travail :

Pour cela on divise notre travail en trois chapitres, organisés comme suit :

Le premier chapitre est consacré a quelques outils mathématiques fondamentaux, on
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y donne aussi quelques rappels sur certains modeles de dynamiques de populations.
Dans le deuxiéme chapitre nous allons présenter le modele mathématique et étudier
la positivité et la bornitude des solutions, on présente aussi quelques résultats sur
I’extinction des proies et prédateurs, ensuite on cherche tous les points d’équilibre
possible du modele et leurs stabilités.

Dans le dernier chapitre nous présentons des simulations numériques concernant
notre modele pour valider les résultats analytiques.

Finalement, on donne une conclusion générale du travail.



Chapitre 1

Outils mathématiques

fondamentaux

Dans ce chapitres, nous faisons un petit rappel des résultats liés aux EDO. Dans
un premier temps, nous exposons les notions classiques de la théorie. Ensuite, nous

abordons la théorie de la stabilité dans son cadre le plus simple (voir [[15]]).

1.1 Etude d’une équation différentielle ordinaire

Soit z(t) une variable réelle dépendante de la variable réelle ¢, ot ¢ dans ce cas

définis le temps.

Définition 1.1. Soit t € R et D un domaine ouvert de R x R" les éléments de D
sont les couples (t,x).

. . n . . . . dx
Soit, f: D — R"™ une application continue et notons & = .
Une équation différentielle ordinaire dite EDO du premier ordre est une relation de

la forme :
i = f(t z(t))
ou brievement

@ = f(t,z) (1.1)

On appelle solution de cette EDO sur un intervalle I C R, borné ou non, la fonction

z: I —R"

t — x(t)
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définie et dérivable sur I et vérifiant :

o (z(t)eD Vtel

oVtel a(t)= f(t,a(t))

x est appelé ’état du systeme et f représente le champ de vecteur sur D. Si f ne
dépend pas explicitement de t, 'EDO (1.1)) est dite équation autonome, sinon elle

est non autonome.

Définition 1.2. (Probléme de Cauchy) : Soit (ty,x¢) € D. On dit que = est une
solution au probléme de Cauchy relatif a (to,xo), si x est une solution de (1.1]) sur
I telle que x(ty) = xo. Avec, (to, o) la condition initiale associée au probléme de
Cauchy.

On écrit symboliquement le probleme de Cauchy sous la forme suivant :

= f(t,x), tel

$(t0) = X9

Définition 1.3. Une application

f:D—R"
(t>$) — f(tv 33)
est dite k-Lipschitzienne par rapport d x uniformément par rapport at si¥(t, x), (t,y) €

D

on a

1f(t2) = f(Ey)ll < Ellz -y

ot, k ne dépend pas de t, et ||.|| désigne la norme dans R™.

Théoréme 1.1. ( Cauchy-Lipschitz, solution locale) : [12] soit f: D — R",
(t,x) — f(t,x) une application continue et localement lipschitzienne par rapport
a sa deuxiéme variable x, sur D alors il existe un plus grand intervalle I,,q.(to, To)
(ouwvert) sur lequel est définie une unique solution x au probléme de Cauchy .

Lz (to, xo) s’appelle Uintervalle mazimal d’éxistence de le solution x de l’équation

.

Théoréme 1.2. [15] On considére une équation différentielle donnée dans la définition
1.2 (Probleme de Cauchy) par l’équation ot la fonction f est définie sur un

intervalle ouvert I C R. Si la fonction f est dérivable et de dérivée continue sur
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I |, alors pour tout xoy € I, il existe T un réel positif et une fonction x définie sur
[—T,T] x xq telle que x(t,xq) est une solution de l’équation différentielle pour tout
t € [-T,T]. De plus, la solution est unique, c’est-d-dire que si y est également une

solution de l’équation différentielle, alors x(t,zq) = y(t,yo) pour tout t € [=T,T].

1.2 Point d’équilibre

Soit l’équation différentielle autonome :

i f(x) (1.3)

Définition 1.4. On appelle point d’équilibre, une solution constante x(t) = x* qui

vérifier f(x*) =0 (i.e. i*=0.)

1.3 Stabilité

Cas linéaire :

Soit I’équation différentielle linéaire suivante
t=Xx=f(z), AeR, zeR (1.4)

Si f(x*) =0, alors x* =0 est un point d’équilibre de l’équation .
La solution de l’équation i = \x est donnée par x(t) = xoe

On distingue 3 cas :

1. Si A <0, alors tggrnoox(t) =0, Vxq le point d’équilibre x* = 0 est globalement
asymptotiquement stable.

2. Si A >0, alors tEeroox(t) =400, Vg le point d’équilibre x* = 0 est instable.

3. SiA=0, alors dans ce cas lim z(t) =z ,Y(xo) le point d’équilibre x* =0

t—+o00
est neutralement stable.

Remarque 1.1. Dans le cas linéaire la stabilité asymptotique locale implique la

stabilité asymptotique globale.

Cas non linéaire :
Soit x* un point d’équilibre de ’équation . Le point d’équilibre x* est localement

asymptotiquement stable si pour toute condition initiale xo proche de x*, la solution
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x(t) reste proche de cet équilibre.

Si x* n’est pas stable, alors il est instable.

Pour étudier la stabilité du point d’équilibre x* on procéde comme suit : On pose
u(t) = z(t) — x*, ce changement de variable permettra de se ramener da l'origine.

Donc on a :
i=i(t) = f(2) = f(u+ ")

En utilisant le développement de Taylor au voisinage de x* on obtient :
= f(a") + f'(a")(x — 2") + o(x — 2¥) = f'(a")u

Ensuite, on pose A = f'(x*)

On obtient donc ’équation dite linéaire au voisinage de x*
U= \u,

avec u* = 0 et A = f'(x*) alors la solution de I’équation est donne par : u(t) = uge™,
et on distingue 3 cas :
1. SiA <0 [f'(x*) <0/, alors t£+m u(t) =0, Yug on dit que le point d’équilibre
x* est localement asymptotiquement stable.
2.8 A >0 [f(z*) > 0], alors tlgrn u(t) = 400, Vuy on dit que le point
d’équilibre x* est instable.

3. St A=0 [f'(*) = 0], alors la linéarisation ne permet pas de conclure, on dit

que x* est non hyperbolique.

Définition 1.5. (Portrait de phase) :

On cherche des points d’équilibres de © = f(x), la solution est x soit croissante
(& > 0), soit décroissante (i < 0.)

Le sens de la variation de & est représenté par une fleche orientée vers la droite si
x> 0 et vers la gauche si & < 0, cette représentation est appelé portrait de phase.
En générale on a quatre portraits de phase possible représentant quatre cas différents :

stable, instable, shunt positif, shunt négatif donnée par la figure[1.1] suivante :
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-

F
% &

F 9

b
L. &

Stable Instable
b . b 4 & i
L ) L4 A i L)
Shunt positif Shunt négatif

Figure 1.1 — Portraits de phase

1.4 Systéme d’équations dans R?

On considere le systéme non linéaire suivant :

Si F € C! alors, on a lezistence et l'unicité de la solution.

On appelle point d’équilibre du systéme (1.5) une solution constante vérifiant :

1.5 Etude des systémes linéaires dans le plan

Résolution du systéme linéaire X = AX avec

T T=ax+b
X = ; Y
Y y=cr+dy
donc on a
T a b T
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Définition 1.6. Soit A une matrice carré, l'exponenticlle de A noté e est définie

—+00

k
par et = 3 % avec A = 1.

Propriété 1.1. :
x Si A et B commutent (AB = BA) alors e**8 = eeP.
x Si B est semblable a A (B = P~*AP) alors e’ = P~1e/P.

* La dérivée & (') = ' A.

Cas particuliers :

1.
A 0 eMt 0
A= ! implique e =
0 )\2 0 6)‘2t
2.
A A
A= Ao 1 implique A= | € vt
0 )\0 0 6)\0t
3.
A Q -0 implique A _ at cos [t —sin gt
6« sin gt cos St

Définition 1.7. La solution de Iéquation X = AX avec X (0) = X, est donnée

par .
X(t) = etAXo.

Soit le systeme

b e+ b ‘
roar J i.e X = AX avec A=

y=cr+dy

On suppose que detA # 0 (donc X* = 0 est le seul point d’équilibre).
Une valeur propre A est solution de I’équation det(A — AI) =0,

avec
—A
R donc  det(A—M\) = i 2

Q21 A22 a1 Gga — A
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Alors
det(A — )\I) = (/\ — an)()\ — 0,22) — Q120a921

= N — (a1 + axn) + anagn — 4209
= AN — (trA)\ + detA
=0
Les valeurs propres de la matrice A sont données en fonction de son déterminant et
de sa trace par :
A= 5(trA— VA) et Ay = s(trA+ VA) tel que A = (trA)? — 4det A et vérifient les
relations A\ + Ay = trA et My = detA.
ler Cas : A admet deux valeurs propres réelles distincts Ay # Ao
A est diagonalisable :
dP tel que
A1 0O
0 A

J=P AP =
En faisant le changement de variable X = PY donc Y = P~'X ceci implique que
Y=P'X=JY

alors, un calcul simple donne
- 1= A t) = y1(0)eM?
V= JY o y‘l 191 N yi(t) = 11(0)

Yo = Aayo ya(t) = y2(0)e*!

L’allure des trajectoires va dépendre du signe des valeurs propres.

Trois cas peuvent étre distingués;

1. Si A1 > 0 et Ay > 0, alors les deux valeurs propres sont positives.
Ona lim y(t) = oo; Jim ys(t) = oo
Donc toutes les trajectoires s’éloignent du point d’équilibre (0, 0), il s’agit d’'un
noeud instable.

L’allure générale des trajectoires est représentée sur la figure [1.2
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y2

Figure 1.2 — Portait de phase d’un nceud instable.

2. Si A\; <0et Ay <0, alors les deux valeurs propres sont négatives.
On a tli}m y1(t) =0; tli)m y2(t) = 0 donc toutes les trajectoires tendent vers le
point d’équilibre (0, 0), il s’agit d'un noeud stable.

L’allure générale des trajectoires est représentée sur la figure [1.3

FY

y2 »
N RS

Figure 1.3 — Portait de phase d’un noeud stable.

3. Si A1 > 0et \y <0, alors les deux valeurs propres sont de signes contraires, il
s’agit d’un point selle ou point col (Saddle point ).
L’allure générale des trajectoires est représentée sur la figure (1.4

Jim gy (t) = 05 lim y(t) = o0
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v2 » %

Figure 1.4 — Portrait de phase d’un point selle.

2 eme Cas : A admet ce valeur propre double \; = Ay = A

* A est diagonalisable :

4P tel que
A0

0 A

J=P'AP =

On faisant le changement de variable X = PY :

. =\ t) = creM
Y=JY & y‘1 . = nl?) 1A
Yo = Ay2 Ya(t) = coe™
Trois cas peuvent étre distingués :
1. Si A > 0, alors on a : tli)m yi1(t) = oo; tli}m y2(t) = oo donc le point

d’équilibre 0 est dite étoile instable

2. SiA <0, alors on a : Jim 4y (t) = Jim y2(t) = 0 donc le point d’équilibre
0 est dite étoile stable

* A est triangulaires :

J = L v=gvel!” e
0 A Yo = AYa

Alors yo = ;e donc 43 = \y; + cpe™ ainsi la solution de systéme est :

vy = (c1+cot)eM

Yy = coe
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e Si A > 0, alors le point d’équilibre 0 est un nceud dégénéré instable,
puisque lim yi(t) = Jim Yo (t) = o0.
e Si A < 0, alors le point d’équilibre 0 est un nceud dégénéré stable, puisque
tliglo () = tlgglo a(t) = 0.
L’allure générale des trajectoires est tres semblable a celle d’'un noeud instable

ou stable et n’est pas présentée ici.

3eme Cas : Deux valeurs propres complexes conjuguées

Dans ce cas, la matrice peut se mettre sous la forme :

a  —f
a f

J =

Rappelons que les valeurs propres de la matrice A sont alors

)\1:CK+7;5
)\2205_7:/8

et le systeme
Y1 = ay— By (1)
Yo = Byitay (2)

En coordonnées polaires :

yp = rcosf
= =yl +y
Yo = rsinf

Apres calculs on obtient le systéme suivante :

r = ar
0 = f
Dont les solutions sont :
r(t) = roe*
0(t) = Bt+ 5

La trajectoire est dans ce cas une combinaisons de deux mouvements, un mouve-
ment de rotation autour du point d’équilibre a vitesse angulaire constante [ est
un mouvement d’approche ou d’éloignement du point d’équilibre selon une fonction

exponentielle du temps avec un facteur a.
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Trois cas peuvent étre distingués :

1. Sia>0 (8 >0), alors il s’agit d’un foyer instable.

L’allure générale des trajectoires est représentée sur la figure [1.5

y2

o
w
Ly
=
w
o

Figure 1.5 — Portrait de phase d’un foyer instable. A partir d’une condi-
tion initiale proche de I’équilibre les trajectoires spiralent en s’éloignant
de celui-ci.

2. Sia <0 (B >0),alors il s’agit d'un foyer stable.

L’allure générale des trajectoires est représentée sur la figure

y2

Figure 1.6 — Portrait de phase d’un foyer stable. Les trajectoires spiralent
en s’approchant de I’équilibre.

3. Sia=0 (5 > 0), alors les deux valeurs propres sont imaginaires pures, il s’agit
d’un centre. L’allure générale des trajectoires est représentée sur la figure [I.7]

Toutes les trajectoires sont des cercles entourant le point d’équilibre (0, 0).

Le retour dans la base d’origine correspondant aux solutions en (y;,¥>) ne modifie

pas lallure générale des trajectoires car il s’agit d’une transformation linéaire. Les
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J

(A
NN

-5 T T T T
5 23 -1

Figure 1.7 — Portrait de phase d’un centre. Les trajectoires sont des
cercles qui se referment autour de 1’équilibre.

portraits de phase possibles d’un systeme linéaire en dimension 2 sont localisés dans
le plan (tr A,det A) avec detA # 0 de la figure [1.§

Nous ne présentons pas les cas correspondant a detA = 0 qui conduisent a d’autres
cas possibles pour les quels I'une des valeurs propres ou les deux sont nulles.

On peut annoncer le théoreme suivant

Théoréme 1.3. [3/
1. SidetA <0, alors X* est un point selle (cél) instable.
2. SidetA >0, ettrA=0, alors X* est un centre stable.

3. SidetA > 0 et A < 0, alors X* est un foyer asymptotiquement stable si
trA <0 et foyer instable si trA > 0.

4. St detA > 0 et A > 0, alors X* est un neud asymptotiquement stable si

trA < 0 et neud instable st trA > 0.
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»
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FPoint selle Point selle

Figure 1.8 — Typologie des systemes planaires en dimension 2 en fonction
de la trace et du déterminant de la matrice A dans le cas de detA # 0.

1.6 Etude des systémes non linéaires

On considere le systéeme non linéaire suivant :

(1.6)

On introduit des variables locales
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La matrice jacobienne calculée en (z*,y*) et donc le systeme (.6 s’écrit X = AX
On obtient donc le systéme linéaire qui approxime le systéme non linéaire (1.6 au

voisinage de (z*, y*).

Définition 1.8. Un point d’équilibre X* = (x*,y*) est dit localement stable (LS)si

est seulement si :
Ve>0,30 >0 tel que [|Xo— X" <d=[X()—X"||<e

Définition 1.9. Le point d’équilibre X* est dit localement asymptotiquement stable
(LAS) si est seulement si :

36 >0 tel que ||X0—X*||<5:tg+m X(t) =X~

Théoréme 1.4. (Théoréme de linéarisation) : Soit le systéme X = ®(z) ad-

mettant (z*,y*) comme point d’équilibre et tel que detA # 0 ot A est la matrice
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jacobienne calculée en (z*,y*) alors au voisinage du point d’équilibre (xz*,y*) les
portraits de phase du systéme U = AU sont qualitativement équivalent sous réserve

que le systéme linéarisé ne correspond pas a des centre.

Remarque 1.2. On dit que les foyers, neceuds, points selle sont structurellement

stable par contre les centres ne le sont pas.

Etude des portraits de phase dans le cas planaires :
Soit le systéme
& = f(z,y) (18)
j = gzy)
et (xF,y;) sont les points d’équilibres du systéeme (1.8)
Isocline verticale : & = f(z,y) =0

Isocline horizontale : § = g(z,y) =0

Remarque 1.3. :

e Lorsque une trajectoire coupe une isocline verticale (¢ = 0), la direction du

vecteur vitesse qui est tangent a la trajectoire est verticale.

e Lorsque une trajectoire coupe une isocline horizontale (y =0), la direction du

vecteur vitesse qui est tangent a la trajectoire est horizontale.

o Les points d’ équilibres sont les intersections des isoclines verticales et hori-

zontales.

1.7 Fonction de Lyapunov

Une fonction de Lyapunov est un outil permettant de déterminer la stabilité
locale et globale d’un point d’équilibre.
Cette méthode peut également étre utilisée pour déterminer la stabilité d'un équilibre
non hyperbolique lorsque la linéarisation ne permet pas de conclure.

Pour commencer, définissons ce qu’est une fonction définie positive.

Définition 1.10. (Fonction définie positive) : On appelle fonction définie po-
sitive (resp.négative) une fonction V(x,y) définie, différentiable et de différentielle

continue sur un ouvert D contenant ['origine et vérifiant les propriétés suivantes :

1. V(0,0)=0
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2. V(x,y) € D—{(0,0)}, V(x,y) >0 (resp. V(z,y)<0).

Théoréme 1.5. (Théoréme stabilité de Lyapunov) :

Soit le systeme :
&= f(z,y)
j=yg(zy)
admettant l’origine comme point fize. S’il existe une fonction réelle d’'une variable
réelle V(x,y) définie dans un voisinage de l’origine telle que :
1. Les dérivées partielles %—‘; et %—‘; existent et sont continues.
2. V(x,y) est définie positive.
3.V =Vi+ V,y est définie négative, alors l'origine est un équilibre globalement
asymptotiquement stable.
4. V est définie positive, alors ['origine est un équilibre instable.
Remarque 1.4. V dans le théoréme précédent est dite fonction de Lyapunov forte

SiV <0 on dit que V est une fonction de Liapunov faible, dans ce cas Uorigine est

globalement stable est mais pas nécessairement asymptotiquement stable.

Définition 1.11. ( Cycle limite) : est une trajectoire fermée isolée au moins d’un
coté.
Remarque 1.5. :

e Un cycle limite n’est pas toujours stable.

e Un cycle limite est différent d’un centre.

Pour démontrer I'existence d’un cycle limite, il est possible d’appliquer le théoreme

d’existence de cycle limite dit Théoreme de Poincaré Bendixon.

Définition 1.12. ( Domaine positivement invariant) : Un domaine D du plan
associé au systéme (1.9) est dit positivement invariant si quel que soit la condition

initiale (xo,v0) € D, la trajectoire correspondante reste dans D lorsque t — +00.

Définition 1.13. ( Domaine attractant) : On appelle domaine attractant une
région D du plans, bornée et compacte telle que toute trajectoire partant du bord 0D

de D entre dans Uintérieur de D.

Définition 1.14. w — limite : Soit pg un point du domaine de définition du systéme

(1.8)). On appelle w — limite de po, 'ensemble suivant :

W(p()) = U {‘x(S?pO)ay(SupO)?S > t}

t=>0
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1.8 Théoréme de Poincaré Bendixon

Le théoréeme de Poincaré Bendixon [I5][16] est un outil tres important dans
I’études des systemes dynamiques, il est énoncé par Henri Poincaré et la preuve
est finalement complétée par Ivar Bendixon en 1901. Grace a ce théoreme et sous
des hypotheses nous pouvons assurer l'existence d'un cycle limite. Soit le systéme

dynamique suivant :

o= flat),y()

1.9
y = g(x(t),yt)) .

ol f et g sont différentiables et de différentielles continues sur R?, ¢ € [0, ool;

Théoreme 1.6. Si D est un domaine bornée attractant du plan, tout trajectoire de

D admet comme w — limite
v’ Soit un point d’équilibre.
v’ Soit une orbite périodique.

v’ Soit un ensemble constitué de la réunion de points d’équilibres et d’orbites

régulieres qui les joignent (hétéroclines ou homoclines)

Proposition 1.1. (Critére négatif de Bendixon) :
Soit un systeme du type (1.9) donnée dans une région D simplement conneze.
Si %ng—Z est de signe constant sur D alors il n’existe pas de cycle limite entierement

contenue dans D.

Proposition 1.2. ( Critére négatif de Dulac) :

Soit un systéeme de type et D une région simplement conneze.

Soit B(z,y) une fonction strictement positive continue et différentiable quelconque
sur D.

Si %j&a—lzg est de signe constant sur D alors il n’existe pas de cycle limite entierement

contenue dans D.

1.9 Théorie des bifurcations

Une bifurcation intervient lorsqu’un petit changement d’un parametre physique

produit un changement majeur dans le comportement du systeme [L5].
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1.9.1 Types de Bifurcation

Dans cette section, nous exposons quelques notions relative aux bifurcations

local, parmi les différents types de bifurcations, on trouve :

e Les bifurcations < de fourche » (en anglais : < pitchfork »). Un équilibre
stable se déstabilise en un équilibre instable, et deux équilibres stables sont
créés. Cette transition peut se faire de fagon supercritique (de fagon continue

et prévisible) ou sous-critique (discontinue, avec des phénomeénes d’hystérese)

e Les bifurcations col-nceud (en anglais : < saddle-node »). Deux points d’équilibres
existent (un stable et un instable) avant la bifurcation. Apres la bifurcation,

plus aucun équilibre n’existe.

e Les bifurcations de Hopf. Ce sont des bifurcations oscillantes, comme 'attrac-

teur de Lorenz.

L’objectif dans ce mémoire n’est pas de présenter les différents types de bifurcation,

mais plutot on s’intéresse seulement a la bifurcation de Hopf.

1.9.2 Bifurcation de Hopf

Ce théoreme de bifurcation valable en dimensions n > 2 qui permet de démontrer
I'existence d'un cycle limite [15].

Soit le systeme d’équations différentielles sous la forme générale suivante :

&t = flz,y,p)
y = glz,y,p)
ol u est un parametre réel strictement positif. Supposons que (z*, y*) est un point

d’équilibre du systéme pour toute valeur du parametre p.

Soit A1 () et Aa(u) les racines de I'équation caractéristique de systeme linéaire :

A2 = ap) £if(p)

le théoreme de Hopf s’énonce ainsi :

Théoreme 1.7. Supposons que les trois hypothéses suivantes soient vérifiées :

1. La partie réelle des racines s’annulent pour une valeur po du paramétre o(po) =

0
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2. Pour p = pyg, la partie imaginaire des racines est différente de zéro, (o) # 0.

Cela revient a dire que les racines sont imaginaire pures.
3. Supposons de plus que Z—z(,uo) > 0.
Alors on peut conclure :
1. @ = po est une valeur de bifurcation du systeme.
2. il existe i, < po tel que pour tout p € [pq, pol le point (z*,y*) est foyer stable.

3. il existe py, > po tel que pour tout p € (o, o[ le point (x*,y*) est foyer instable

entouré d’un cycle limite stable.

1.10 Quelques modeles de dynamique de popula-

tion

1.10.1 Modeéele de Malthus

En 1798, Thomas Malthus a publié la premiere version de son essai sur la dyna-
mique de la population humaine [15].
Le modele Malthusien suppose que : L’accroissement de la population est propor-
tionnel a leffectif.

Le modeéle de Malthus s’écrit alors :
— = ax(t) — bz(t) (1.10)

ou a et b sont des constantes positives.
a : Le taux annuel de natalité.
b : Le taux annuel de mortalité.

Si on pose k = a — b : taux de croissance de la population, la solution est données

par :

Ou z(0) étant la population initiale.
1. Si k>0 (a > b), alors la population va croitre exponentiellement.
2. Sik <0 (a <), alors la population va décroitre (extinction de la population).

3. Si k=0 (a = 1), alors la population reste constante.
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1.10.2 Modele de Verhulst (Modéle Logistique)

Le modele de croissance logistique due & Verhulst (1840)[8][LL][13][15] est en fait
une amélioration du modele de Malthus qui a supposé que le taux d’accroissement
est constant, ceci provoque une croissance exponentielle de la population. Dans le cas
le plus simple on choisit comme taux de natalité une fonction linéaire décroissante
de Deffectif x

b(x) =a— Sz

Meéme chose pour le taux de mortalité est une fonction linéaire croissante de 1’effectif
p(z) =+ oz

Ou : «a, 8,7,0 sont des constantes positives et a > .
En substituant ses taux de naissance et de mortalité dans l’équation (|1.10]), on

obtient ’équation de croissance :

dx x

— =rz(l -+ 1.11
L —ra(1-7) (111)
Ou z(t) : désigne la densité de population au temps ¢.

r = a — 7 : le taux de croissance intrinseque par habitant.

k= % : la capacité de charge de I’environnement.

L’équation différentielle (1.11)) est dite Equation logistique,

1.10.3 Modele de croissance avec effet Allee

L’effet Allee est un phénomene de dépendance positive en la densité en écologie
des populations, caractérisé par une corrélation positive entre la densité d’une popu-
lation et son taux de croissance. Il se manifeste chez certaines especes et seulement
pour de faibles effectifs.

Le phénomene a été décrit pour la premiere fois en 1931 par Warder Clyde Allee
(1894-1980)[8] [LI][I3][15]. Allee était un zoologiste américain qui portait un intérét
particulier au comportement animal. On sépare deux intensités d’effet Allee : fort

ou faible.

1. L’effet Allee est considéré comme fort lorsqu’il existe une densité de population,
dite critique, en dessous de laquelle le taux de croissance par individu est

négatif.
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2. L'effet Allee est dit faible si le taux de croissance par individu est toujours
positif, mais plus faible pour des faibles densités que pour des densités plus

élevées.

En général, I'effet Allee est modélisé par une équation de la forme :

d
d—f:rx(K—a:)(x—M):f(x) ou 0< M<K (1.12)
Ce modele admet trois points d’équilibres : zf; =0, 27 = M, 25 = K

La dérivée de la fonction f(x) est la suivante :

a _

e r(=322 + 2(K + M)z — KM)

o 1 =0, cette dérivée vaut —rM K < 0 alors 1’équilibre 0 est stable.
o u7 = M, cette dérivée vaut M (K — M) > 0 alors I'équilibre M est instable.

o 15 = K, cette dérivée vaut —rK (K — M) < 0 alors I'équilibre K est stable.

1.10.4 Modele de Lotka Volterra

En mathématiques, les équations de prédation de Lotka-Volterra, que I’on désigne
aussi sous le terme de <« modele proie-prédateur >, sont un couple d’équations
différentielles non-linéaires du premier ordre, et sont couramment utilisées pour
décrire la dynamique de systeémes biologiques dans lesquels un prédateur et sa proie
interagissent. Elles ont été proposées indépendamment par Alfred James Lotka en
1925 et Vito Volterra en 1926 [§][13][15].

Elles s’écrivent fréquemment :

CC% = z(t)(a — By(t)) (1.13)
o~ _y(t)(5 — va(t))

e 1(t) : est Ueffectif des proies.

e y(t) : est Veffectif des prédateurs.

t : est le temps.

dz(t)
dt

et d%—gt) représentent la variation des populations au cours du temps.

Les parametres suivants caractérisent les interactions entre les deux espéces :
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e « : taux de reproduction des proies en ’absence de prédateurs;

e [ : taux de mortalité des proies due aux prédateurs;

e ) : taux de mortalité des prédateurs en ’absence de proies. ;

e 7 : taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies mangées ;

Une fois développées, les équations prennent une forme utile pour une interprétation
physique.
Proies

L’équation de la proie devient :

dx

W alt) - Aaltyy(t)

Les proies sont supposées avoir une source illimitée de nourriture et se reproduire
exponentiellement si elles ne sont soumises a aucune prédation; cette croissance
exponentielle est représentée dans I’équation ci-dessus par le terme ax(t) . Le taux
de prédation sur les proies est supposé proportionnel a la fréquence de rencontre
entre les prédateurs et les proies; il est représenté ci-dessus par Sz (t)y(t) . Si I'un
des termes x(t) ou y(t) est nul, alors il ne peut y avoir aucune prédation.

Avec ces deux termes, I’équation peut alors étre interprétée comme : la variation du
nombre de proies est donnée par sa propre croissance moins le taux de prédation
qui leur est appliqué.

Prédateurs

L’équation du prédateur devient :

dy

< = 12(0y(t) = 3y(®))

Cette équation, yx(t)y(t) représente la croissance de la population prédatrice. No-
tons la similarité avec le taux de prédation; cependant, une constante différente
est utilisée car la vitesse a laquelle la population des prédateurs augmente n’est
pas nécessairement égale a celle a laquelle il consomme la proie. De plus, dy(t)
représente la mortalité naturelle des prédateurs; c’est une décroissance exponen-
tielle. L’équation représente donc la variation de la population de prédateurs en

tant que croissance de cette population, diminuée du nombre de morts naturelles.
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1.10.5 Modele de Holling

Les trois types de réponses fonctionnelles selon Holling [13][15] sont :

La réponse fonctionnelle d’un prédateur aux variations de densité de la proie se me-
sure par les variations du nombre moyen de proies AN consommées par individu et
par jour. On distingue trois types de réponses fonctionnelles. (Holling, 1959).

Il existe plusieurs stratégies de prédation. Ces stratégies changent en fonctions
de I'environnement et des perturbations qu’elles subit. On retrouve parmi elles la
réponse fonctionnelle de type I, cette réponse s’écrit sous la forme suivant :

ary

¢($,y) = y = ar

Cette stratégie est la plus simple, le taux de capture croit en fonction de la densité

de proie. Ensuite on retrouve la stratégie de type II qui s’écrit sous la forme :

ax
r+ D

o(x,y) =

Oua>0et D >D0.

Qui prend en compte le temps de manipulation de la proie. Le taux de capture
décroit donc avec 'augmentation de la densité de proies.

Il existe une derniére réponse fonctionnelle qui est en lien direct avec I’évolution des

stratégies de prédation, dans se cas la fonction réponse s’écrit :

axr

) = ey

Ou a, b et ¢ sont des constantes positives.

Pour une interprétation biologique détaillé sur ce dernier type de fonction voir [10].

consumed
S,
o
—
N

MNumber of prey

Drensity of prey population

FI1GURE 1.9 — Trois types de réponses fonctionnelles selon Holling



Chapitre 2

Effet Allee dans un modele
particulier de type proie

-prédateur

Ce chapitre est consacré a I’étude du modele. Les principaux résultats de cette
partie sont la positivité et bornitude des solutions, quelques résultats sur I'extinction

des proie et des prédateurs, bifurcation de hopf.

2.1 Modele Mathématique

Soit X (T") la densité de la proie au temps 7', et Y (T") la densité du prédateur. En
supposant que les proies vivent dans des troupeaux et en considérant un multiplicatif
effet Allee sur la croissance de la population de proie. On aboutit au modele proie-

prédateur décrit dans [2] comme suit :

axX TX(l_%xKlo_l)_ﬂ X(0)>0

dT 1+ThavV X (2 1)
day _ BaVXY ’
= oY + TTavX’ Y (0) > 0,

ou :

r : le taux de croissance intrinseque de la proie;

K : la capacité de charge du proie;

0 : le taux de mortalité du prédateur

A. MAITI et al ont supposé un effet Allee fort sur la proie. Le parametre Ky avec
0 < Ky << K représente le seuil d’Allee de la population de proie en absence des

prédateurs. Comme la proie présente un comportement de troupeau, nous avons
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utilisé ici la réponse fonctionnelle (1) (suggérée par Braza [6]) pour représenter
I'interaction entre la proie et le prédateur. Donc «a, T}, 5 représentent 'efficacité de
recherche du prédateur pour la proie, le temps de traitement moyen pour chaque
proie et le taux de conversion de la biomasse, respectivement. Tout les parametres
sont supposé positifs.

Afin de réduire le nombre de parametres dans le systeme , nous utilisons le

changement de variables suivant :

X Y ; KT
T = — = — = r—
YT K K,
on a donc,
X = dX = Kd
r=— = Kdx
K
Y
= —=dY = Kd
Yy K Y
Ky
t=r—T=dI'=—dt
" 0 rkK
Alors :
dx rK?dx
T Ko dt
av _ ok dy
T K, dt
On remplace dans le systeme (2.1)) :
rK2de Kx\( Kz aVKzK
Ko a TKI’( _7)(K_1)_71+Tha\/%7 fL‘(O) >O
rKkK?d _ BavVKzK
Ko @ = —OKy+ 1+Tha\/Ki:/z’ y(0) > 0.
Apres simplifications, on aura le systeme suivante :
dr K aKo7T,
% = z(l—2)(v—52) — r\/?(1+t;hajﬁﬁ)’ z(0) >0
dy _  —4K BKoar/T
@ = rwyt m/?(uoTha\/yK/i)? y(0) >0,

a des fins de simplicité, définissons les constantes suivantes :

K, K K, 0K,
m:?‘); a:Tha\/E; b:a 0. _La 0. g=22

= ¢ = ) -
rvVEK rVEK rkK
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Alors le systeme (2.1]) prend la forme suivante :

& — 2(l—x)(z—m)— 2%, 2(0)>0 22)
&y — —dy—irli‘{fji, y(0) > 0.

2.2 Positivité et bornitude des solutions

Un modele est bien posé si la positivité et la bornitude des solutions est assurée.

La positivité des solutions est donné dans le résultat qui va suivre.

Théoréme 2.1. Toutes les solutions du systéme partant de R2 restent toujours

positives pour tout t.

Démonstration. Du systéme [2.1] on a le systéme (2.2)) suivant :

&= a(l—a)(z—m)— 2%, 2(0)>0
o= —dy+ 5, y(0)>0
ceci implique que :
L = z[(1—-2)(x—m)— m], z(0) >0
B — yl—d+ 22, y(0)>0
On pose :
by
(z(t), y(t) = (1 —z)(z —m) — Tl +avs
et
N
W(z(t),y(t) = —d+ T+avs
Alors on a :

@ o= yU((t),yt), y©)>0

Par conséquent on a,

z(t) = x(0)exp(fy ®(z(s),y(s))ds) >0 puisque x(0) >0
y(t) = y(0)exp(fy U(z(s),y(s))ds) > 0 puisque y(0) >0

Ainsi la solution du systeme ([2.2)) sont positives. O
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Le théoréme suivant donne la bornitude des solutions du systeme ([2.2)).

Théoréme 2.2. Toutes les solutions du systéme (2.2)) partant de condition initiale

dans R% sont uniformément bornée.

Démonstration. Soit (x(t),y(t)) une solution de systéme (2.2)).

Deux cas doivent étre distingués :

ler cas : soit z(0) < 1. Nous affirmons que z(t) < 1 pour tout ¢ = 0;

Par I’absurde : on suppose que notre affirmation est fausse;

Donc, il est possible de trouver deux nombres réels positifs ¢ et t* tels que z(t') = 1
et 2(t) > 1 pour tout ¢t € (¢t',t");

Maintenant, pour tout t € (t/, t”) nous avons de la premiere équation du systeme

22 -

F o= all-a)—m) - B
= sl =)o —m) ~ ey
Alors
L - —m) - =
— = (A=) ) \/5(1+a\/§)]dt
On pose :
B(a(t), y(t) = (1 — 2)(@ —m) — —Y
7 Vr(l+ayzx
Donc on a :
U a(alt).y(e)ar
ceci donne,

z(t) = x(0) 2 y(s))

= z(0)[exp(fy D(x(s),y(s))ds + [y B(a(s),y(s))ds)]

= [z(0) exp(f(f O (x(s),y(s))ds)] exp(ftt/ O(x(s),y(s))ds)
)

et par hypothése : x(t) > 1sit € (¢',t") alors, 1 — 2(t) < 0 car z(t) > 1.

Et x(t) —m >1—m > 0 puisque m < 1.

Donc, on a ®(z(t),y(t)) < 0 pour tout ¢t € (¢ ,t").

Ainsi, 2(t) < z(t') ou x(t') = 1 ( par hypothése z(t) > 1) et ceci remede & une
contradiction.

Ainsi notre affirmation est vrai.

2éme Cas : Soit z(0) > 1 alors limsup,_, ., z(t) < 1
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Supposons par I'absurde que, z(t) > 1 pour t > 0 alors ®(z(t),y(t)) <0 (ou ® a la

méme expression du ler Cas); par conséquent, de la premiere équation du systeme

(2.2) on a :
2(t) = 2(0)exp(fy ®(x(s), y(s))ds)

< z(0)
De plus,
%= 2O —2(0) () —m) - YIS
< z(t)(1 —z(t))(x(t) —m) o z(0) —m >0
< (x(0) —m)az(t)(1 — z(t)) a(t)21=1-x(t) <0
< z(0)
Contradiction

Cela implique que lim sup z(¢) < 1 donc notre affirmation est vraie.
t—o0

A partir des deux cas ci-dessus, nous avons limsup z(t) < 1
t—o0

Soit W = cx + by. Ensuite pour un ¢ assez grand, nous avons

W _ o dv pdy
a = Cq Ty

(& = m) — 5] + b[—dy + 557%]

1 —z)(x —m)] — bdy

_
|
8

= [z

I
o
S

—~

[
= cx[(1+m)x — (m+ 2?)] — bdy
< cx(l+m)x — bdy
< cx(l4+4m)—bdy (z<1)
< cx(l14+m) —bdy — cx(l+m) + cx(1+ m)
< 2cx(l+m) — [cx(1 4+ m) + bdy]
< 2cx(l+m) —min{(1+m),d}(cx + by)
< 2c(1+m) =AW (z<1)

Donc

dW
W—F)\Wg 26(1+m)

En appliquant la méthode du facteur intégrant on aboutit a :

wu(t) = exp(/ot Ads) = exp(At)
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soit
z(t) = p()W (z(t),y(t)) = exp(A)[W (z(t),y(t))]
donc
A1) = AexpOMOW (a(t), y(0) + D000 o ng
= exp(A\) AW (a(t), y(t)) + LXeLv0)]
< exp(At)[2¢(1 4+ m)]
Alors :
2(t) — 2(0) < [y exp(As)[2¢(1 +m)]ds
< 2B oxp(At) — 1]
Donc :
exp(A)W (z(t), y(t)) — W(z(0),y(0)) < W[GXP(M) —1]
Ensuite :
expOOW (2(6), (1)) < "1™ exp(n0) 1] + W (2(0), 9(0)
Ainsi

W(x(t),y(t))<%[1—exp(—)\t)]+W(a:(O),y(O))exp(—At) quand t — +00

Ainsi, toutes les solutions entrant dans la région

2¢(1 4 m)

B={(z,y):0< W< —

+¢ pourtout >0}

2.3 Type d’extinction

Dans cette partie, nous cherchons quelques conditions pour lesquelles on a un
résultat d’extinction. Ici nous utilisons les symboles T et y pour représenter la

limsup z(t) et litm inf y(t) respectivement. Nous utilisons fréquemment le fait que
t—00 —00
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z <1 ce qui est prouvé dans le théoréme

Les deux premiers théoremes de cette partie concernent I'extinction des proies. Il est
bien évident que si apres un certain temps, la densité de population de proies est au
dessous du seuil de I’Allee (de plus, les proies sont attaqué par les prédateurs), alors
forcément la population de la proie va s’éteindre. Ce fait est représenté en termes

mathématiques dans le théoreme suivant.
Théoreme 2.3. Six < m alors tlim z(t) =0
— 00

Démonstration. Supposons que : tlim x(t)=p>0

—00
la définition de z implique que pour tout e satisfaisant 0 < ¢ < m — z, il existe
te > 0 tel que z(t) < & + ¢ pour t > t..

Ensuite pour t > t., nous avons de la premiere équation du systeme (2.2 que :

bt) = 20)expU(1 —2(5)als) —m) — B
< 2(0)exp(fi(1 — a(s))(a(s) — m)ds)
< 2(0) exp(J(2 + & —m)ds)
< z(0)exp((x + e —m) [, ds)
< x(0) exp(—(m — 2 — €)t)

alors quand t — +oo : z(t) — 0 car m — T — ¢ > 0 contradiction O

Si la condition du théoreme ci-dessus est satisfaite, le prédateur dans ce cas
n’a aucune influence sur la proie, en fait, l'effet Allee est le facteur qui conduisent
la population de la proie a Uextinction ( bien évidemment, le prédateur pourrait
accélérer le processus d’extinction de la proie).

Le théoreme suivant montre que le prédateur peut également jouer un role clé pour

inciter la proie a disparaitre.
Théoréme 2.4. Si y > %(1 + av/2)(1 —m) alors limy_,o x(t) =0

Démonstration. Supposons que tlim x(t) = p > 0 puisque T < 1 pour tout 0 < & <
1 —m, il existe t. > 0 tel que x(t) < 1+ ¢ pour t > t..

De la définition de y, il en résulte que, pour tout 0 < & <y — %(1 +av/2)(1—m)
il existe ¢ > 0 tel que y(t) >y — g pour t >t
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Ensuite, pour ¢ > maz{t.,t_ }, nous avons de la premiére équation du systeme ([2.2)) :

ds (1 —z)(z —m) — 1’1@5
= x(z— m) 2?(x —m) — ﬁ‘{f\%
< z(l+ )—ﬁ‘{f}’i car r—m>0
< z(l+ )_Ji\/yﬁe) car r<l+¢
bz
< ZL'(1+€— ) \/@(%Jrzjl)lx/TE) car \/_< 1+€
b(Y—¢
< z[(l+e—m )_—mmamﬂ car —y<—(y+¢e)
b _/
< z[1+(1- )—m)—%] car €¢<1l—m alors <1
= z[(2(1-m)) - f(1+axf]
= ey - -l o) =)
< 0 car y— ( —m)(1+av2)—¢ >0

Contradiction avec tli)m z(t) = p > 0 donc tli)m xz(t) =0

]

Un critere tres simple pour 'extinction du prédateur est donné par le théoreme

suivant :
Théoréme 2.5. Si d > c alors 1tli}m y(t)=0

Démonstration. Puisque * < 1 pour tout 0 < € < ‘Ci—; — 1, il existe t. > 0 tel que
z(t) < 1+ e pour t > t..

Pour ¢ > t. nous avons de la seconde équation du systeme (2.2) que :

@ = —dy+ 11\25\}/5
= y[-d+ 146-{35]
< y(=d+cyx)
< y(=d+c/1+e¢)
< —ey(f —V1+e)
< 0
Par conséquent lim y(t) =0 O

Remarque 2.1. On remarque que si le prédateur est agressif (caractérisé par une
valeur élevée de b) ou Ueffet Allee est trés fort (m ~ 1), alors la condition du
théoreme est satisfaite automatiquement.

D’autre part, si le bénéfice mazximal du prédateur ( en interaction avec la proie), ne
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réussit pas a surmonter sa perte due a la mort, alors le prédateur sera finalement

hors du systéme.

2.4 Equilibres et stabilité

Dans cette section, nous trouvons les points d’équilibre du systéme (2.2)) et nous
étudions leurs stabilité.

Cherchons les points d’équilibres :

x(l—x)(x—m)—li\f\% = 0
_dy—i_li\{fji =0

Alors :

r=0 ou (1—2x)(x—m)-— m =0 Isoclines verticales

y=0 ou —d+ 1?(1/35 =0 Isoclines horizontales

Nous avons donc les isoclines suivantes : les deux axes z = 0 et y = 0, la droite

cx(l—z)(z—m))
bd :

d2

(e—aa ©t I’hyperbole d’équation y =

verticale d’équation x =

Les intersections de ces isoclines, nous donne quatre points d’équilibres :

Ey=(0,0); E;=(1,0); Ey=(m,0); E*=(z"y");

Avec :
(1 —a*)(z* —m) — \/a?(#;\/?) =0 (1)
—d+ 2= =0 (2)
Calculons z* et y*
Le x* est donné par :
—d + v 0= z* @

1+avo B (¢ —ad)?
En remplace z* dans I’équation (1) pour calculer y* :

* *

by

Var(1+ av/z*)

(1—a")(z*—m) — by

Var(1 + av/z*)

=0=(1—a")(z"—m) =
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Donc
y* _ Va*r (1+avz* (1—x*) (x* —m))
b
(g ta)(1-at) (@ —m))

b

(5529 4 a)a* (1—a*) (2" —m))
b

cx* (1—z*)(x*—m))

bd

D’apres le théoreme le domaine R? est positivement invariant alors I'équilibre

E* = (z*,y*) existe si 2* > 0 et y* > 0.

On a )
. d
= e—aap Y
et
*(1 — x* *
y*:czv( z)(@ m))>0 si (c—ad)ym <d< (c—ad) puisque m <1

bd

ainsi I'équilibre £* existe. Les isoclines sont représentées a la figure . Etude de

x=0 Iso Verticales
1.4 Iso Horizontal

E*(x*y”
12 123

0.8r

0.4r

0.2f
E,(M.0 E,(1.0)
E,(0.0) x=0.68 y=0

-0.2 I I I I I )
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figure 2.1 — Isoclines verticales et horizontales de systéme (2.2)

la stabilité :
Pour démontrer la stabilité on linéarise autour de chaque point d’équilibre.

La matrice Jacobienne du systeme (12.2) :
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D= p(l—az)(w—m)— 2 2(0) >0
W = —dy+ li‘f%, y(0) >0
On pose :
flz,y) = 2*—2° —mx+ma®— 11*{3’5
glz,y) = —dy+ 4%

La dérivée de la fonction f(z,y) est donnée par :

df

dx

by

Va(l + av/z)?

:2x—3x2—m—|—2mx—2

df  —byz

dy 1+ayx

La dérivée de la fonction g(z,y) est donnée par :

dg cy

dr ~ 2vz(1+ ay/z)?
dy ., eV

— 4 VT
dy +1—|—a\/§

Alors la matrice jacobienne est :

2 b —by/z
Jac — 20 — 32" —m + 2mr — 5 Travs
ey —d 4 -z
2v/z(14av/z)? 1+av/z

* La matrice jacobienne Jac(Ey) en E(0,0) est donnée par :

—m 0

Jac(FEy) =
’ 0 —d

detJac(Ey) =md >0 et treJac(Ey) =—(m+d) <0

Donc Ey = (0,0) est un point d’équilibre localement stable. On utilise une
fonction de Lyapounov pour montrer que le point d’équilibre Ey = (0,0) est
globalement stable.
Soit v(z,y) = 3(2? + y?)

l.vel!

2. v est définie positive
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9 dv _ dvdr | dvdy
odt T dx dt dy dt
dv

On va calculer i

dv dx d
@ = TE TG
b/ e/
= zlz(1—x)(x —m)— 1+‘{f/’5] + y[—dy + 1@{\%]

by c/x

[
= 2o —m) - SR — vld— 5]
= .',E2 C
< x%x—m)—%—yﬂd— 1+a]
— 12
< I‘Q(fl/’—m)—m—yQ(d—C)
< 0
La fonction v et bien une fonction le Lyapunov en Ey = (0,0), donc cet

équilibre est globalement asymptotiquement stable.

La matrice jacobienne Jac(E;) en Ey = (1,0) est donnée par :

-1 =b
Jac(Ey) = " ta

0 —d+ 15,

Les valeurs propres de Jac(E;) sont :

AM=m—1<0 puisque m < 1.

c

Ao = —d
2 +1+a

<0 siseulement si ¢ <d(l+ a).
Nous avons donc le théoreme suivant sur la stabilité de F; = (1,0)

Théoréme 2.6. L’équilibre £y = (1,0) est localement asymptotiquement stable

si et seulement si c < d(1+ a).

Remarque 2.2. Nous remarquons que l’existence de E* déstabilise F,

La matrice jacobienne Jac(Ey) en Ey = (m,0) est donnée par :

m(l—m —bvm
Jac(Ey) = ( 3 H;T o
B 1+a/m

Les valeurs propres de Jac(Es) sont :

A =m(l—m)>0 puisque 0<m<1.
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Ao = —d + % <0 siseulement si cy/m < d(1+ ayv/m).

Par conséquent, nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 2.7. L’équilibre Ey = (m,0) est toujours instable, c¢’est un point

selle si et seulement si c\/m < d(1 + a\/m)

x Enfin, nous étudions la stabilité de I’équilibre intérieur E* = (z*,y*);

Nous avons la matrice jacobienne suivant & E* = (z*, y*)

an Q12

Jac(E*) =

a21 0

ou,
*

by

VoL aya

app = (1 —2x%)(x* —m) +2*(1 —2*) — ;

—bv/x*
g = ——————.
12 1+ avaz*

*

cy
a = .
A 2V (1 + ay/z*)?
99 — 0.

L’équation caractéristique de Jac(E*) est :
N+PAX+Q=0

det(Jac(E*) — A\I) =0

—)\(CLH — /\) — Q19091 = 0 = ()\)2 — CLH)\ — a1 =0

Donc :
P = —tr(Jac(E*) = —an
Q = det(Jac(E*) = —ajgan
ona:
e d? oty = cx*(1 — z*)(x* — m)

(c — ad)? bd
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Commencons par calculer P :

P = —[(1-2z*)(z*—m)+a*(1
= (2zr—-1)(a*—m

)~ g
2\/37*(1+a\/:7*)

+ 2\/?(1+a\/:7*)

czlz*zfm
o | bpeEiizenGEm)

1—a7)+ 2\/?(1+a\/:7)2
1

* * cvar(1—x*)(z*—m
= (20" — D)@ —m) — (1 - a*) + o
cvar(l—x*
= —x*(l — 91;*) -+ (ZIZ’ — m)[(Z:c* — 1) + m]
=~ (L= + (@ = m)[(2 - 1) + 5 2
2 vz (1—z*)(c—ad)?
_ —.I’*(l . QZ*) + (x* - m)[zﬁ -1 + ( 2dc3( ) ]
2 —(c—ad)? caal-a )(c—ad)®
= ot (1) + (ot = m) [P ]
* * * 4d2c—2¢(c—ad)?+(c—ad)((c—ad)?—d?
= —a*(1 —a*) + (2 — m)[ 22 )2622(_(“1)2)(( -
d?(3c+ad)—(c+ad) (c—ad)?
= —I*(l - .13*) + (I* - m)[ ( + 2)c(c(71_d)2)( ) ]
* * * c+ad)(c—ad)?—d? (3c+ad
= - (1 - ) - (x - m)[( - )(QC(CZad)2(3 - )}
On pose :
A= (c—ad)® et B=(c+ad)A— (3c+ ad)d’
Alors
ctad) A—d?(3c+ad
P = —a*(1—a*) — (ar — m)[redA-dBetad))
= —x(1— ) (x* — m)%

d? B
L= (c— ad ) o ((c—ad)2 o m)ﬂ
c ad)? d2 d’~m(c—ad)®\ B
) ) ( (cf(ad)2 : )ﬂ
_d2[(c ad) dQ}) . ([dzfm(cfad)z}B)
A2(c—ad)* 2cA?
—2cd?(A—d?)—Bd?>+mAB
2cA?
mAB—d?{2c(A—d?)+B}
2cA?

Nous avons maintenant le théoréme qui nous garanti la stabilité de E*(x*, y*).

Théoréme 2.8. L’équilibre intérieur E*(z*,y*) est localement asymptotiquement
stable si :

A =mAB — d*{2¢(A —d*) + B} >0

Il serait intéressant si on peut établir un comportement global de 1’équilibre

intérieur. Soit
Q={(r,y) eR*:0<2<1,y>0} et E*(z*y") €.

Ainsi nous avons le théoréme suivant
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Théoréme 2.9. Si E*(z*,y*) est localement asymptotiquement stable avec d >

c+m+ 2. Alors, E* attirent toutes les solutions partant de ).

Démonstration. Ecrivons la premiere équation du systéme (2.2)) sous la forme :

dx

_— = Qs

o = 2@y)
et la deuxieme équation sous la forme :

dy

— =V

5 = V,y)

Ensuite, pour tout (z,y) € 2 on remarque que :

(1= 2z)(x —m) +2(1 - 2) — 57 — d+ 1335

do | d¥
dx+dy

< :10—2:102—m+2m:10—|—9v—x2—d—i—lijf"/E
< 2z +2mx —m — 322 —d+ /T

< 242m—m—d+c/x

< 24+m—d+c

< 0

Par conséquent, selon le critere de Bendixon, il n’y a pas d’orbite périodique dans 2.

D’ou le théoreme [2.9] est une conséquence du théoreme de Poincaré-Bendixon. [

2.5 Bifurcation de Hopf

Dans cette partie, nous fournissons les conditions pour les quelles une bifurcation
de Hopf peut apparaitre pres de I'équilibre intérieur E*(z*, y*).
Nous utilisons le théoreme de bifurcation de Hopf pour aboutir au résultat sui-

vant :

Théoréme 2.10. Si le point d’équilibre E*(x*,y*) existe, alors, une bifurcation de

Hopf se produit en
_ d*{2¢(A - d*) + B}
B AB

m=m"

Démonstration. Nous remarquons que :
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tr(Jac(E*))mems = —Plm=m=
—ABm*+d?(2¢(A—d?)+B)
2cA
2 (90( A—d2
—ABELEA—INTE) | g2 (2¢(A—d2)+B)

2cA?
= 0.

det(Jac(E*))lm:m* - _a12a21|m:m*

_ _[_ bz cy* ]
I+ava* 2va* (14+av/z%)?

_ by

T 2V (14aVz*)3

> 0.

3. Lorsque m = m* I’équation caractéristique est :

N+ tr(Jac(E*))A + det(Jac(E*)) =0

D’apres (1) I'équation caractéristique est :
N+ det(Jac(E*)) =0

Donc les racines sont purement imaginaires.

4.
d(tr(Jac(E*))) _d(—P)
dm |m:m* - dm |m:m*
— ABm*+d? (2¢(A—d?)+B)
_ &« A2 )
dm*
_  -—B
T 2cA

£ 0.

Par conséquent, toutes les conditions du théoréme d’une bifurcation de Hopf sont

remplies et le théoreme suit ;

]



Chapitre 3
Simulation numérique

Dans ce chapitre, nous présentons des simulations numériques concernent notre

systeme ([2.2)).

& — 2(l—w)(z—m)— 2%, 2(0)>0
&y = —dy—irli‘f%, y(0) > 0.

Ces simulation ont pour but de valider les résultats analytiques obtenus dans le

chapitre 2. Les simulations sont réalisées a ’aide du logiciel MATLAB.

3.1 Point d’équilibre E; :

Les valeurs des parametres sont données dans le tableau suivant :

parametre | m a b ¢ d
valeurs | 0.2 | 0.89 | 0.19 | 0.17 | 0.1

TABLE 3.1 — Les valeurs des parametre dans la figure 3.1.

La figure montre que si on prend ¢ < d(1 + a) (voir théoreme [2.6]) alors les
solutions convergent vers 1’équilibre F; qui est dans ce cas localement asymptoti-
quement stable, ou on remarque ’extinction du prédateurs en temps fini avec deux

conditions initiales différents (x(0),y(0)) = (0.65,1) et (z(0),y(0)) = (0.51,0.6).
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figure3.1 figure3.2
15 15
proie proie
prédateur prédateur
c c
0 i)
3 3
> >
Q. Q.
o o
a a
0 200 400 600 0 200 400 600

Figure 3.1 — Comportement des solution du systéme (2.2)).

3.2 Point d’équilibre E* :

Les valeurs des parametres sont données dans le tableau suivant :

parametre | m a b C d
0.1710.89 | 0.19 | 0.21 | 0.1

valeurs

Table 3.2 — Les valeurs des parameétres dans la figure 3.2.

1.35F
13
1.25F
1.2

> 1.15¢

1.05F

0.95r

0'9 1 1 1 1 1 1 J
0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9

Figure 3.2 — Portrait de phase du systéme (2.2) pour différents chois de
z(0) et y(0) montrons des spirales stables convergent vers £*(0.6830,1.2276).
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Dans ce cas A = 0.0000016314 > 0, la figure (3.2) on voit tres bien que
pour chaque condition initiale (z(0),4(0)) les solutions du systeme (2.2)) tends vers
I'équilibre intérieur (voir théoreme ) E*(x*,y*) = (0.6830,1.2276), les trajec-

toires sont des spirales stables.

Les graphes dans la figure montrent le comportement de z et y avec le
temps, lorsque (x(0),y(0)) = (0.6,0.95) = (0.6,1.05) = (0.85,1.1) = (0.85,1.2)
respectivement et il est évident que (z,y) est proche de (x*,y*) pour des temps

finis. Ainsi, les trajectoires sont identiques a celles présentées dans la figure [3.2]

Figure 5.1 Figure 5.2
—YH /v\/— Y H
1y

500 1000 500 1000
t t
Figure 5.3 Figure 5.4
1.4

=
ol
=
a1

Densité de la popu(x,y)

Densité de la popul(x,y)
-

o
3

o
3

o
o

1.4

1.2/ A

X

121\ — Y]

Densité de la popul(x,y)
=

Densité de la popul(x,y)
-

0.8 \/\M 0.8 \/\,\f

0 500 1000 0 500 1000

Figure 3.3 — Comportement du x et du y dans le cas £* localement asymp-
totiquement stable.

Cas E™ instable

Si nous augmentons progressivement la valeur de m tout en maintenant les autres
parametres, alors selon le théoreme [2.10] nous avons une valeur critique m* = 0.2096
pour la quelle E* perd sa stabilité.

Donc si m = 0.22 > m*, £*(0.6830, 1.1080) est instable (A = —0.0000004274 < 0)
et il existe une orbite périodique proche de E* représenté dans la figure [3.4]
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1.25¢

1.2

115

1.1

0.85

0.8

Figure 3.4 — Portrait de phase du systéme (2.2) montrant une orbite
périodique proche de E*(0.6830,1.1.1080).

Les oscillations temporelles de = et de y sont illustrées dans la figure qui
contient les figures (7.1),(7.2),(7.3) et (7.4) avec les conditions initiales (z(0),y(0)) =
(0.75,0.8) = (0.55,0.95) = (0.85,0.94) = (0.85, 1.02) respectivement.

Figure 7.1 Figure 7.2
15 15

vvvvvvvvv

Densité de popul(x,y)
-
;
—
Densité de popul (x,y)
-
<

0.5 0.5
0 0
0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000
t t
Figure 7.3 Figure 7.4
15 15
S Yy S Yy
S_ 1 PVVVVVVVVVVVVVV ey g_ 1
o o
o o
() 3]
© ©
w 0.5 ‘@ 0.5
= =
c c
[ 3]
e 0 e 0
0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000

t t

Figure 3.5 — Comportement du x et du y dans le cas E* instable.
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3.3 Diagramme de bifurcation

Finalement, le diagramme de bifurcation est présenté dans la figure [3.6] lorsque
le parametre m traverse la valeur de bifurcation m* = 0.2096 il y a un changement

de stabilité.

1.35

1.25

12 b
- comportement stable
1.15F |
point de bifurcation de hopf
11 b
1.05 comportement instable
1 L
0.15 0.2 0.25

Figure 3.6 — Diagramme de bifurcation avec a = 0.89, b = 0.19, ¢ = 0.21 et
d=0.1.



Conclusion

On a considéré un modele proie-prédateur ou la proie montre un comportement
de troupeau avec une sensibilité a 'effet Allee.
Le nombre de parameétres du modele a été réduit en utilisant un changement d’échelle
de temps. Ensuite, le comportement des solutions du systéme a été étudié.
Dans le théoreme [2.1] et le théoreme [2.2] nous avons démontré que les solutions sont
toujours positives et uniformément bornées. Donc, le systeme est bien posé d'un
point de vue biologique. Nous avons obtenu des résultats sur ’extinction des proies
et des prédateurs, et nous avons prouvé que s’il existe un effet Allee tres fort, alors la
population de la proie ne peut pas survivre. En outre, un prédateur agressif pourrait
provoquer ’extinction de la proie et par conséquent le prédateur va s’éteindre aussi
(parce que le prédateur meurt de faim).
Nous avons ainsi établi que si le bénéfice maximal du prédateur (en interaction avec
la proie) ne permet pas de vaincre sa perte due a la mort, le prédateur finira par
disparaitre.
Il est reconnu depuis longtemps que la plupart des études des modeles déterministes
en fonction du temps continu révelent deux schémas fondamentaux : ’approche
d’un équilibre ou d’un cycle limite. L’argument fondamental de ce type d’analyse
est peut étre que ces deux schémas sont tres courants dans plusieurs, systemes proies-
prédateurs que nous observons dans la nature.
Nous avons présenté ce point de vue dans ’analyse de la stabilité des points d’équilibre,
ainsi que l'analyse de la bifurcation du point d’équilibre intérieur E* . Le critere
d’existence de 1’équilibre intérieur suggere qu’un prédateur agressif avec un taux de
mortalité modéré pourrait donner une garantie pour que la coexistence d’équilibre
soit réalisable. De méme, 'existence de ’équilibre intérieur déstabilise F;. L’effet
Allee a un effet négatif sur 'aptitude du prédateur.
L’analyse de la bifurcation présentée ici montre que l'effet Allee pourrait avoir un

impact sur I’ensemble du systéme.
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Résumé :

Dans ce mémoire, nous avons étudié les comportements dynamiques d'un systeme
proie-prédateur. La proie présente un comportement de troupeau et elle est
également soumise a un effet Allee fort. La positivité et la limite des solutions sont
discutées. Quelques criteres d’extinction des proies et des populations de prédateurs
sont démontrés. L’analyse de stabilité des points d'équilibres et un critere de
bifurcation de Hopf sont présentés. Des simulations numériques sont effectuées pour

valider les résultats analytiques.
Mots-Clés: Systeme proie-prédateur, Effet Allée, Stabilité, Bifurcation de Hopf.
Abstract :

In this paper, we have studied the dynamical behaviours of a predator-prey system.
The prey exhibits herd behaviour, and is also subject to strong Allee effect. Positivity
and boundedness of the system are discussed. Somme criteria for the extinction of
prey and predator populations are derived. Stability analysis of the equilibrium points
is presented. A criterion for Hopf bifurcation is derived. Numerical simulations are
carried out to validate our analytical findings. Implications of our analytical and

numerical findings are discussed critically.

Keywords: Prey-predator system, Allee effect, stability, Hopf bifurcation.
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