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Introduction

La modélisation est une spécialité tres importante dans I'application mathém-
atique, elle consiste a utiliser les équations fonctionnelles pour décrire un phénom-
ene physique, chimique et méme biologique. En effet, il faut inventer des modeles
(des équations) pour développer la science et la technologie. En particulier, on a
I’équation de diffusion thermique suivante :

ow 0w
cla(x,t) = cgw(x,t) + G(t,w(x,t)), z€l0,z4], t€][0,T],

ou w(x,t) est la température a la position x et a l'instant ¢, ¢; est la chaleur
spécifique volumique, 227‘5(13, t) est la diffusion de la chaleur avec ¢, un coefficient
de diffusion thermique et G(t, w(x,t)) est une fonction non linéaire qui représente
le terme source.

En supposant que la chaleur spécifique volumique a un terme de mémoire (fa-
ding memory en anglais), un terme neutre prend part dans I’équation précédente,
voir [7, 13, 1), 24], qui devient

0 0w
EAM%Q+F@M%W>:EEQQ+G@MQW,xemwﬂtemj}
(1)

Pour simplifier ’étude de cette équation, les mathématiciens ont supposé que
lopérateur Aw(x,t) = %272’(1', t) génere un semi-groupe fortement continu défini
dans l'espace de Banach X = L2([0,z;];R). De cette maniere, I’équation aux
dérivées partielles se transforme en une équation différentielle ordinaire (voir

[6]) de la forme :

0

ot

Cette équation a été largement étudiée dans les dernieres années et plusieurs

résultats sur 'existence et le comportement asymptotique de solutions ont été
démontrés, voir [I, 14}, 15, 16, 18] pour I'instant.

Cependant, les mathématiciens ont découvert que parfois les fonctions non

linéaires F' et G dépendent des dérivées par rapport a ’espace, par exemple, si

F et G dépendent de la vitesse de transmission de chaleur %(m,t}, I’équation

devient :

<W®+F&W@»:AW@+G@W@%temj} 2)

0*w

% (w(:r:,t) + F (t,w(x,t), %(az,ﬂ)) = w(x,t) +G (t,w(fmt), g—:(%t)) »
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et par suite F' et G sont définies seulement dans un sous-espace de X dans lequel
w(w,t) est de classe C! par rapport & x. Par conséquent, les travaux existants
sont inapplicables et la théorie existante doit étre amelioree Pour résoudre ce
probleme, il est nécessaire de définir un autre opérateur A2w(x t) = gw (z,t) qui
introduit un sous-espace X 1 de X et d’étudier 1’'équation (|2 . dans X 1 au lieu
de X. Cette technique est basée sur la théorie des semi- groupes analythues et
des puissances fractionnaires de A. Les détails se trouvent dans les chapitres qui
suivent.

En effet, dans ce travail, on considére une équation a terme neutre et a retard
fini donnée par :

{ (20 + F(t.2) = ~As(t) + Glt.z) + Bu(®), te(0.T). o

LZ'(t) = (b(t)v te {_Tu 0]7

ou u est un controle défini dans un autre espace de Banach U. Pour permettre aux
fonctions F' et G de contenir des dérivées spatiales (méme d’ordre fractionnaire),
on étudie I'existence et I'unicité de solution dans I'espcae X, C X avec o € (0,1).
Puis, on passe a la question de controlabilité.

La théorie de controlabilité est tres importante en applications. Pouvoir exac-
tement controler une équation différentielle ¢’est pouvoir amener son évolution de
n’importe quel état initial vers n’importe quel état final voulu. Ce résultat, qui est
tres fort et tres intéressant, peut rarement étre atteint en dimension infinie. Par
conséquent, les mathématiciens ont introduit une autre notion de controlabilité
qui est moins forte mais suffisamment applicable en réalité, cette notion, appelée
la controlabilité approchée, conduit la solution vers un petit voisinage de 1’état
final préscrit.

Le but de ce manuscrit est de démontrer que 1’équation est approxima-
tivement controlable en temps 7T fini. L’hypothese principale de notre étude est
que la partie linéaire de 1’équation soit approximativement controélable en
temps 1. Cette approche a été introduite par Bashirov et Mahmudov en 1999
[2] et a été largement utilisée pour démontrer la contrélabilité approchée des
systemes différentielles déterministiques et stochastiques, a retard fini ou infini,
voir [4, 10, 1T, T2} 20, 22] et les références y figurant.

Les résultats de ce mémoire sont démontrés et publiés dans [9]. Le reste de
ce travail est organisé comme suit : Dans le chapitre 2, on regroupe toutes les
définitions et les théoremes fondamentaux a utiliser dans la suite. Dans le chapitre
3, on vérifie I’existence et I'unicité de solution intégrale de notre systeme. Ensuite,
on démontre le résultat principal de cette étude sur la controlabilité approchée
du systeme . Ala fin, dans le chapitre 4, on donne un exemple pour illustrer
I’application de notre étude.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce premier chapitre, nous rappelons quelques notions générales qui se-
ront utilisées dans la suite de ce travail. Nous commencons par la notion des
semi-groupes fortement continus. Ensuite, nous 1'utilisons pour exprimer les so-
lutions (classiques et intégrales) des systémes paraboliques. Apres, nous don-
nons les définitions de controlabilité exacte et approchée et nous introduisons
I’hypothese de base de ce travail (la condition (Hp)) qui est équivalente a la
controlabilité approchée de la partie linéaire du systeme étudié. Ala fin, nous
regroupons quelques définitions et théoremes fondamentaux qui seront utilisés
dans la suite pour obtenir le résultat voulu sur la controlabilité approchée du
systeme semi-linéaire considéré.

1.1 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Soient (X, || - ||) un espace de Banach, A € £(X) un opérateur linéaire borné
de X dans lui méme et zp € X. On considere ’équation différentielle abstraite
suivante :

{ 2 (t) = Ax(t) + f(t), t>0, (11)
z(0) = xo, '

avec f: X — X une fonction localement continue sur X.
L’équation abstraite (|1.1)) a une solution unique donnée par la formule de la
variation des constantes par (Voir [6], équation (1.3)) :

t
z(t) = ety +/ e f(s)ds, t>0, (1.2)
0

k!
k=0

Puisque l'opérateur A est supposé borné, I'application e*4 est bien définie
au sens des séries normalement convergentes. De plus, elle vérifie les propriétés
suivantes :



1. ™ = Iy (Iopérateur identité sur X). C’est & dire

lim eag =z pour tout zy € X.

t—0t

2. Pour tout t,5s € RT, on a : eltt9)4 = ¢tdesA,

3. L’application e!4z est différentiable pour tout z € X. De plus

& ()

_ Ar.
dt v

t=0

Dans le cas général ou A n’est pas borné ou A n’est pas défini sur X tout
entier, on ne peut pas donner un sens a e*4. On doit donc chercher une autre ap-
plication qui remplace e** dans la formule et qui vérifie les méme propriétés
précédentes. Ceci nous conduit vers la théorie des semi-groupes.

Définition 1.1 ([6], Définition 2.1.2) Une famille (S(t));er+ d’éléments de L(X)
est appelée semi-groupe si elle vérifie :
1. S(0) = Ix.
2. Pour tout t,s € RY, on a : S(t+s) = S(t)S(s). Cette propriété est appelée
propriété de semi-groupe.

Notons ici que la propriété 3 n’est pas vérifiée pour tout x € X. Plus
précisément

Définition 1.2 ([6], Définition 2.1.8) Soit (S(t))ier+ un semi-groupe défini sur
un espace de Banach X. Posons

D(A):{IGX: limM

t—0t+

existe dans X} )

Lopérateur A de D(A) dans X défini par :

Az = lim M

t—0+ t
est appelé générateur infinitésimal de S(t) et D(A) est le domaine de A.

La convergence de S(t)x vers x peut étre considérée de trois fagons différentes :

Définition 1.3 [6] Soit (S(t))ier+ un semi-groupe défini sur X.

1. S(t) est un semi-groupe uniformément continu i :

lim [|S() — I]leex) = 0.

t—0+
2. S(t) est un semi-groupe fortement continu si :

Pour tout x € X, lim ||S(t)x — z||x = 0.
t—0t
Un semi-groupe fortement continu est noté Cy semi-groupe.

4



3. S(t) est un semi-groupe faiblement continu si :

Pour tout x € X et tout 2’ € X', lim [ < S(t)z — z, 2’ >|=0.
t—0

Ici X' est lespace dual de X et < -,- > est le produit scalaire.
On a cependant le résultat fondamental suivant :

Théoréme 1.1 ([8], Corollaire 1.5) Un opérateur linéaire A est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est
borné, c-a-d, A € L(X). Dans ce cas S(t) = e'4.

Clairement, cette propriété est tres forte en application. Donc on se limite
dans notre étude aux semi-groupes fortement continus.

Proposition 1.1 ([8], Proposition 1.4) Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement
continu défini sur X. Donc il existe deux constantes w € R et M, > 1 telles que

1S(0)]|cx) < Mye"  pour tout t > 0.
En particulier, si 0 <t <T < 00, alors il existe une constante M > 1 telle que
1S)]lexy <M pour tout t € [0,T]. (1.3)

Le théoreme suivant présente quelques relations entre le semi-groupe forte-
ment continu S(t) et son générateur infinitésimal (A, D(A)) :

Théoréme 1.2 ([6], Théoréme 2.1.10) Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe fortement continu S(t) défini sur X. Alors

1. Pour tout x € X, la fonction t — S(t)x est continue de R* vers X.
2. Pour tout x € D(A), S(t)x € D(A) et

% (S(t)x) = AS(t)x = S(t)Ax  pour tout t> 0.

3. Pour tout xz € X, fg S(s)xds € D(A) et Afot S(s)xds = S(t)r — .

4. A est un opérateur linéaire fermé de domaine dense dans X.

Le théoréme précédent donne une idée de la fagon de calculer (A, D(A)) a
partir du semi-groupe S(t). Maintenant le probléme inverse se pose : étant donné
un opérateur linéaire (A, D(A)), comment construire un semi-groupe fortement
continu S(t) tel que (A, D(A)) soit sont générateur infinitésimal ? Ceci a besoin
d’un ingrédient supplémentaire “la résolvante”.

Définition 1.4 [6/ Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
fortement continu (S(t)),cp+ défini sur X.



1. L’ensemble résolvant de A, noté p(A), est donné par :
p(A)={AeC telque (M —A):D(A) — X est bijective} .
2. Pour tout X € p(A), la résolvante de A, notée R(\, A), est définie par :
RO A) = (A — A)

D’apres le théoreme du graphe fermé (voir Théoréme , pour tout A € p(A),
ona R\ A) € L(X).

Le théoreme suivant montre que la résolvante R(\, A) est exactement la trans-
formation de Laplace du semi-groupe S(t).

Théoréme 1.3 ([8], Théoréme 1.10) Soit (S(t)),cp+ un semi-groupe fortement
continu défini sur X et soit

wo = inf {w tel qu’il existe M,, tel que ||S(t)||cx) < Mo pour tout t >0} .

Soit (A, D(A)) son générateur infinitésimal, alors
1. Pour tout X € C tel que Re(\) > wo, A € p(A). C’est a dire

{\ € C tel que Re(\) > wo} C p(A).

2. Si Re(\) > w > wy, alors

+oo
R\, A)x = / e MS(t)xdt  pour tout € X
0

et
M

Re(\) —w

Maintenant, on utilise la notion de la résolvante pour répondre a la question
précédente : Etant donné un opérateur linéaire (A, D(A)), peut-on construire un
semi-groupe fortement continu (S(t)),cp+ tel que (A, D(A)) soit son générateur
infinitésimal ? La résponse est donnée par le théoreme de Hille-Yosida suivant :

RO, Al ex) <

Théoréme 1.4 (Hille-Yosida) ([8], Théoréme 3.8) Soit (A, D(A)) un opérateur
linéaire défini sur un espace de Banach X et soit w € R et M, > 1 deux
constantes. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur linéaire (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe fortement continu (S(t)),cp+ qui satisfait

1S(8) || cx) < Moe®  pour tout ¢ > 0.

2. A est fermé, D(A) est dense dans X et pour tout A € R tel que A > w, on
aX€p(A) et

1A = W) RO, A" oxy) < Mo pour tout n > 1.



3. A est fermé, D(A) est dense dans X et pour tout A € C tel que Re(\) > w,
on a € p(A) et

M,
IR\, A) |2y < m pour tout n > 1.

Le théoreme de Hille -Yosida assure, sous certaines conditions, l’existence
d’un semi-groupe fortement continu qui est, d’apres le théoreme [I.3] I'inverse de
la transformation de Laplace de la résolvante R(\, A) = (A — A)~!. Cependant,
cet inverse n’existe pas toujours. Il existe seulement dans le cas des semi-groupes
analytiques.

Définition 1.5 ([§], Définition 4.5) Soit (S(t)),cp+ un semi-groupe fortement
continu défini sur X. Soit 6 € (0, g} , alors on définit

Y5 :={A € C tel que |arg \| <6} \ {0}.
On dit que (S(t)),cp+ est un semi-groupe analytique s’il admet un prolongement
a une application (S(z)) définie de X5 U {0} vers L(X) et satisfait
1. S(0) = Ix et pour tout z1,2z5 € X5, on a S(z1 + 2z2) = S(21)5(22).
2. L’application z — S(z) est analytique de X5 vers X.
3. lim  S(z)x=x pour tout x € X et 0 < < 9.

Ys122z—0

Si de plus ||S(2)|| est bornée dans Yg pour tout 0 < &' < 4, alors on dit que
(S(t))yer+ (oubien (5(2)),cs;0q0)) €5t un semi-groupe analytique borné.

Les semi-groupes analytiques bornés sont caractérisés par leurs générateurs
infinitésimals sectoriels (A4, D(A)).

Définition 1.6 ([8], Définition 4.1) Un opérateur linéaire fermé (A, D(A)) défini
sur X est dit sectoriel (d’angle §) si :

1. Il ewiste 0 < 6 < 7 tel que le secteur :
Yoy = {A € C tel que |arg \| < 6 + g} \ {0}.
est contenu dans p(A) et

2. Pour tout € € (0,6), il existe M. > 1 tel que :

M, _
HR<)‘>A)H£(X) < W V0 75 AE 25+g75~

La proposition suivante montre la relation entre les semi-groupes analytiques
bornés et les opérateurs sectoriels.

Proposition 1.2 ([§], Théoréme 4.6) Pour un opérateur (A, D(A)) défini sur
X, les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. A est sectoriel d’angle 6 et de domaine D(A) est dense dans X.

2. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique borné
(S(Z))zezéu{o}-

Dans le chapitre suivant, pour simplifier les notations, nous allons supposer
que (—A, D(—A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique
(5(2)) .es;;010}- Donce, nous pouvons définir les puissances fractionnaires A~ pour
tout a € |0, lﬁ comme suit :

Définition 1.7 [25] Soit (—A, D(—A)) le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe analytique (S(z))zezéu{o} d’angle § € (O, g] et soit 0 € p(A). Alors pour

tout o € [0, 1], la puissance fractionnaire A~ de A est définie par :

o b [T
A= /0 1218t dt. (1.4)

Pour o = 0, on pose AY = Ix.
Nous aurons besoin d'un coté des propriétés suivantes :

Lemme 1.1 [6]

1. Pour tout o € [0, 1], l'opérateur A= est uniformément borné, c’est a dire,
il existe une constante C' indépendante de « telle que :

[A™ ) < C.
2. Pour tout « € [0,1], l'opérateur A= est fortement continu, c’est a dire :

lim A%z =x pour tout v € X.
a—0

De l'autre coté, nous aurons besoin de définir la puissance fractionnaire A
pour tout « € [0, 1] comme suit :

A% = (A

olt D(A%) = R(A™®) (I'ensemble image de A=*). Clairement A' = A.
L’espace D(A%) muni de la norme

|z|l, = |A%||x ~ pour tout z € D(A®)

est un espace de Banach. Nous allons noter (D(A%),|||,) par X, et nous allons
utiliser les propriétés suivantes :

Théoreme 1.5 ([25], Lemme 37.4) Soit (—A, D(—A)) le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe analytique (S(2)),cx, 000y @ angle § € (0,2] et soit 0 € p(A).
Alors pour tout a € [0,1], on a :

1. A% est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A®) dense dans X .
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2. Pour tout x € D(A®) et toutt >0 on a
A*S(t)x = S(t)A%.

De plus, S(t) est un semi-groupe analytique sur D(A®).
3. 1l existe une constante M, telle que :

—Bt

o M e
1S lcx;pacy = [A*SE) | cx) <

o pour tout t > 0.

En particulier, s1 0 <t < T < oo, alors il existe une constante M, telle
que :
o Ma
| A“S ()] cx) < o (1.5)
Et pour tout o € [0,1] et g € [0,1] tels que a+ p € [0,1], on a :
4. AYAP = APAY = A°HP sur D(AY) ot v = max(a, B, a + B3).
De plus s10 < < a <1, alors
5. D(A®) est dense dans D(AP) et Uinjection D(A®) — D(AP) est continue.

C’est a dire, il existe une constante c telle que

|zl < cllz|l, pour tout x € D(A®).

6. Si de plus la résolvante de A, R(\, A), est compacte, alors l'injection
D(A®) — D(AP) est compacte. C’est a dire, tout sous espace borné de
D(A?) est relativement compact dans D(AP).

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [0, 8, 25].

1.2 Solutions classiques et intégrales

Supposons maintenant que (X, || - ||) est un espace de Banach, (A, D(A)) est
un opérateur linéaire de domaine dense dans X et xq € X est fixé. Rappelons
I’équation différentielle abstraite (|1.1)) :

{ o' (t) = Az(t) + f(t), t>0,

:L‘( )Zan

avec f: X — X une fonction localement continue sur X.

Supposons dans la suite que (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d'un
semi-groupe fortement continu (S(t)),cp+- Notre objectif est d’exprimer les so-
lutions de I’équation a l'aide du semi-groupe (S(t)),cg+- Pour se faire, on
doit d’abord définir ce qu’on veut dire par une solution de . On commence
par la notion des solutions classiques.



Définition 1.8 ([6/, Définition 3.1.1) Une fonction x : [0;T] — X est une
solution classique de définie sur [0,T] avec 0 < T < oo si x est continue
sur [0, ; continument différentiable sur [0,T); x(t) € D(A) pour tout t € [0,T]
et (L.1) est satisfaite sur tout lintervalle [0, T].

x(t) est une solution classique sur [0, +oo[, si elle est classique sur [0,T] pour
tout T >0 .

Le résultat suivant exprime a 'aide du semi-groupe (S(t)),cg+ les solutions

classiques de (1.1]).

Lemme 1.2 ([6], Lemme 3.1.2) Supposons que f € C([0,T]; X) et que x(-) est
une solution classique de (1.1)) définie sur [0,T]. Alors Ax(-) est un élément de
C([0,T]; X) et la solution classique x(-) vérifie ’équation intégrale suivante :

(#) = S(t)zo +/0t5(t— ) f(s)ds, t>0. (1.6)

Il est naturel de penser qu'une fonction qui vérifie (1.6 est toujours une
solution classique. Cependant, ceci n’est pas toujours vrai.

Théoreme 1.6 ([6/, Théoréme 3.1.3) Supposons que f € C'([0,T]; X) et que
xog € D(A), alors une fonction x(-) qui vérifie (1.6)) est continument différentiable
sur [0,T] et elle est la solution classique unique de (|1.1)).

Les conditions du Théoreme sont tres fortes en applications. En fait, en
général, on ne peut pas toujours supposer que f € C'([0,T]; X) ou que zy €
D(A). C’est pour ¢a, on introduit une autre notion de solutions qui est moins
forte que la notion des solutions classiques. On parle des solutions intégrales.

Définition 1.9 ([6/, Définition 3.1.4) Supposons que f € LP([0,T]; X), p > 1,
et que xg € X, alors une fonction xz(-) qui vérifie (1.6 est dite une solution
intégrale de l’équation ((1.1)).

Notons qu’une fonction qui vérifie (|1.6) n’est pas nécessairement de classe
C*. Elle est cependant continue :

Lemme 1.3 ([0], Lemme 3.1.5) Supposons que f € LP([0,T]; X), p > 1, et que
xg € X, alors la solution intégrale x(-) définie par (1.6) est continue sur [0,T].

Dans ce qui suit, nous allons utiliser la notion des solutions intégrales. Notons
que ce type de solutions est largement suffisant en applications. Pour plus de
détails, nous renvoyons le lecteur a ([6], chapter 3).

1.3 Controlabilité exacte et approchée

Dans cette section, nous introduirons de maniere générale les notions de
controlabilité exacte et approchée pour les systemes paraboliques.
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Soient (X, | - ||) et (U, - ||y) deux espaces de Banach. Soient (A, D(A))
un générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu (S(t)),cp+ et
B : U — X un opérateur linéaire borné. Considérons le systeme linéaire controlé :

{ o'(t) = Ax(t) + Bu(t), t€[0,T], (1.7)

():x()?

ol zyp € X est la condition initiale et u € U est le controle grace a lui on veut
agir sur I’état z(-) du systeme pour I'envoyer de I’état initial xy vers un certain
état final 27 prédéfini dans un temps fini 7' > 0.

Définition 1.10 [6] Le systeme (1.7) est dit exzactement contrélable sur [0,T],
pour un temps fint T > 0, si pour tout état initial vy € X et tout état final
T € X, il existe un contrile u € L*(0,T;U) tel que :

2(T; 20, u) = 27,

Ici x(T, xo, u) est la solution intégrale du systéme (1.7)) correspondante a la condi-
tion initiale xo et au controle u.

On peut aussi définir la controlabilité exacte en utilisant ’ensemble accessible
R(T, ZE()).

Définition 1.11 ([27/, Définition 2.1) L’ensemble accessible R(T,xq) est l'en-
semble de toutes les extrémités des solutions du systéme (1.7) atteintes au temps
final donné T > 0 Uorsqu’on fait varier le contréle u(-) dans U. C’est a dire

R(T, zg) := {x(T,z0,u) |ue L*0,T;U)}.

En utilisant la notion de l’ensemble accessible, la controlabilité exacte est
définie comme suit :

Définition 1.12 ([27], Définition 2.2) Le systeme (1.7)) est dit exactement contrélable
sur [0, T], pour un temps fini T > 0, si pour tout état initial xg € X, l’ensemble
accessible R(T, xy) est ezactement égale a X. C’est a dire,

R(T, l’o) = X.

Cette définition correspond a la définition de la controlabilité en dimension
finie. Cependant, cette condition est rarement vérifiée quand 'espace d’état X est
de dimension infinie. Par exemple, le systeme linéaire n’est pas exactement
controlable quelque soit le temps T < oo si

1. 'espace de controle U = C™ pour certain m € N et 'opérateur B est
linéaire borné de C™ vers X (Voir [6], Théoreme 4.1.5).

2. Topérateur B ou le semi-groupe (S(t)),cp+ est compact (Voir [28], Théoreme
2.2 oubien [29], Théoréme 2.2).
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3. lopérateur A est indépendant du temps et auto-adjoint sur X, I’espace de
controle est U = X et Popérateur de controle B est 'identité sur X (Voir
[300).

Notons qu’on peut trouver d’autres résultats dans les livres et les articles scien-
tifiques existants sur la théorie de controlabilité en dimension infinie. Pour cette
raison, les mathématiciens ont introduit une autre notion de controlabilité qui est
moins forte que la controlabilité exacte mais largement suffisante en applications.

Définition 1.13 [0/ Le systeme (1.7) est dit approximativement contrélable sur
[0,T], pour un temps fini T > 0, si pour tout état initial xo € X et tout état final
2T € X, il existe un contréle u € L*(0,T;U) tel que, pour tout € > 0,

||x(T, p,u) —z’|| <e
Autrement dit,

Définition 1.14 ([6], Définition 4.1.17) Le systeme (1.7)) est approximative-
ment contrélable sur [0,T], pour un temps fini T > 0, si pour tout état initial
xog € X, l'ensemble accessible R(T,xo) est dense dans X. C’est a dire,

R(T7 l‘o) = X.

En 1999, Bashirov et Mahmudov [2] ont donné quelques conditions nécessaires
et suffisantes pour la controlabilité approchée du systeme linéaire ([1.7)). Ils ont
commencé par introduire 'opérateur (dit de controlabilité) suivant :

T
Iy = / S(T — s)BB*S*(T — s)ds
0

ou B* et S* sont les opérateurs adjoints de B et de S(-) respectivement. Puisque
['7 est un opérateur positif, alors la résolvante de —I'r est un opérateur linéaire
borné bien défini pour tout A > 0 comme suit :

R\, —T7) = (A +T7p)"".

Bashirov et Mahmudov ont montré que sous I’hypothese
(Hy) Pour tout x € X, AR\, —T'r)z =+ 0 quand X — 07,
le systeme linéaire est approximativement controlable sur [0, 7] :
Théoreme 1.7 ([2], Théoréme 2) Pour tout 0 < T < oo, les asserssions sui-
vantes sont équivalentes :

1. Le systéme linéaire (1.7) est approzimativement contrélable sur [0,T].

2. 81 B*S*(t)y = 0 pour tout t € [0,T], alors y = 0.

3. La condition (Hy) est vérifice.
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Depuis lors, les mathématiciens ont utilisé la condition (Hy), c’est a dire la
controlabilité approchée des systemes linéaires, pour démontrer celle des systemes
non linéaires. Le Théoreme a ¢té adapté aux systemes linéaires avec re-
tard fini ou infini, systemes d’équations intégro-différentielles, systemes fraction-
naires, etc. Dans notre manuscrit, on utilise la condition (Hy) pour démontrer
la controlabilité approchée d’un systeme semi-linéaire de type neutre avec retard
fini. Les détails se trouvent dans le chapitre suivant.

1.4 Outils d’analyse

Dans cette section, nous regroupons toutes les définitions de base et les
théoremes fondamantaux de l’analyse fonctionnelle qui seront utilisés dans le
chapitre suivant.

Soit T" un opérateur linéaire d’un espace de Banach X dans un autre espace
de Banach Y.

Définition 1.15 (Ensemble relativement compact) Une partie C' d’un es-
pace de Banach séparé est relativement compact si et seulement si pour tout
€ > 0, il existe un recouvrement fini de C' par des parties de diametre inférieur
ou €égal a e.

Définition 1.16 (Opérateur compact) 1" est compact s’il transforme tout en-
semble borné de X en un ensemble relativement compact de Y .

Remarque 1.1 Tout opérateur linéaire compact est borné.

Définition 1.17 (Opérateur complétement continu) Un opérateur est dit
compleétement continu si et seulement s’il est compact et continu.

Définition 1.18 (Opérateur contractant) 7' est contractant s’il existe une
constante ¢ < 1 telle que :

|Tz|| < cllz|| pour tout z € X.

Les définitions précédentes nous aident a comprendre le théoreme du point
fixe de Krasnoselskii qui sera utilisé dans le chapitre suivant pour montrer ’exis-
tence d'une solution intégrale du systeme .

Théoréme 1.8 (Krasnoselskii [31]) Soit X un espace de Banach et B un
sous-ensemble non vide de X fermé borné et convexe. Soient Py et Py deux ap-
plications de B dans X telles que :

1. Pour tout (z,y) € B, on a Pix + Py € B.
2. Py est une contraction de X vers X.
3. P, est completement continue.

Alors il existe au moins un x € B tel que Pix + Pox = x.
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D’apres les définitions précédentes, pour démontrer que 'opérateur P, est
completement continue, il suffit de montrer que ’ensemble { Pz, x € B} (avec
B un borné de X) est relativement compact. Pour ceci, on va utiliser le théoreme
de Ascoli-Arzela en dimension infinie. Avant de citer le théoreme de Ascoli-
Arzela, on rappelle les définitions suivantes :

Définition 1.19 (Fonctions uniformément bornées) On dit qu’un ensemble
de fonctions d’un sous-ensemble M C C([a,b]; X) est uniformément borné s’il
existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute fonction x(-) de M et pour tout
t € la,b] Uon ait ||z(t)]| < ec.

Définition 1.20 (Fonctions équicontinues) On dit qu’un ensemble de fonc-
tions d’un sous-ensemble M C C([a,b]; X) est équicontinu si pour tout € > 0,
il existe § > 0 dépendant uniquement de € tel que pour tous ti,ts € [a,b] sa-
tisfaisant l'inégalité |t — to| < § et pour toute fonction x(-) de M lon ait
[ 2(t1) — z(t2) || <

Maintenant, on énnonce le théoreme de Ascoli-Arzela.

Théoréme 1.9 (Ascoli-Arzela) Soit P, l'opérateur cité dans le Théoréme[1.§
S

1. Uensemble { Pyx, x € B} est uniformément borné et équicontinu et
2. Uensemble {(Pyx)(t), = € B, t€ [a,b]} est relativement compact,

alors : {Pyx, x € B} est relativement compact.
L’unicité de la solution sera démontrée a 1'aide du Lemme de Gronwall.
Lemme 1.4 (Lemme de Grénwall) Soient ¢, et x trois fonctions continues

sur un segment [a,b], a valeurs positives et vérifiant l'inégalité :

x(t) < p(t) + /Otw(s)x(s)ds pour tout t € [a,b].

Alors, pour tout t € [a, ],

s <o ( [ tw<s>ds) .

La discussion de ces résultats nécessite aussi les théorémes suivants :

Théoréme 1.10 (Théoréme du graphe fermé) Soient E et F' deux espaces
de Banach et soit f une application linéaire de E dans F. Si le graphe de f est
fermé dans E x F, alors [ est continue.

Théoréme 1.11 (Théoréme de convergence dominé de Lebesgue) Soit
(fu)nen une suite de fonctions mesurables sur un espace mesuré (E, A, u), a
valeurs réelles ou complezes, telle que :
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— La suite de fonctions (fn)nen converge simplement sur E vers une fonction

f.

— [l existe une fonction intégrable g telle que
Vn € N,V € E,|fu(2)] < g().
Alors f est intégrable et :
lim [ |f,— fldu=0.
n—oo E
En particulier :
lim [ f.dp= / lim f,dp = / fdpu.

Les démonstrations de tout les résultats précédents se trouvent dans les livres
de l'analyse fonctionnelle comme [3] par exemple.
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Chapitre 2

Controlabilité approchée d’une
équation non linéaire a retard fini

Dans ce chapitre, nous considérons un systeme semi-linéaire a terme neutre
et a retard fini. D’abord, en utilisant la théorie de semi-groupes, nous définissons
les solutions intégrales du systeme considéré. Ensuite, en utilisant le théoreme
de point fixe de Krasnoselskii, nous vérifions I'existence d’au moins une solution
intégrale. Apres, en appliquant le lemme de Gronwall, nous vérifions que cette
solution est unique. Enfin, nous démontrons le résultat principal de ce chapitre
sur la controlabilité approchée du systeme semi-linéaire considéré. L’hypothese
principale dans cet étude est la controlabilité approchée de la partie linéaire
associé (voir (Hp)).

2.1 Existence et unicité de solution intégrale

Nous rappelons que le systeme considéré dans notre étude est le suivant :
%@@+F@%0:ﬂM@+G@%HJM@,tﬂ&ﬂ
z(t) = o(t), te[-r0]

olt la fonction d’état x(-) € X et le controle u(-) € U avec (X;|[|-||) et (U;[]ly7)
sont deux espaces de Hilbert. Ici

(2.1)

(Hy) (—A,D(—A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique
(S(t))ser+ défini sur X avec 0 € p(A).
Soit C' = C([0,T]; X) l'ensemble des fonctions continues de [0, 7] a valeurs
dans X muni de la norme :

|z]lc = sup [lz(t)], =€C.
te[0,7

De méme, soit C, = C([—r,0]; X,) 'ensemble des fonctions continues de [—r, 0]
a valeurs dans X, muni de la norme :

lzlle, = sup [z(0)lly, =€ Ca
0e[—r,0]

16



Pour plus de détails sur 'espace X, et la norme ||-||, voir le chapitre précédent.

Comme nous 'avons précisé précédemment, montrer que le systeme est
approximativement controlable en temps T revient a montrer que pour toute
condition initiale ¢ € C, et tout état final 7 € X, il existe un controle u tel que
la solution intégrale du systeme associée & ¢ et u converge vers x! dans X
quand ¢ tend vers T

Définition 2.1 Soit ¢ € C, une condition initiale et w € U une fonction
controle données. Une fonction x(-;¢,u), simplement notée x(-), est dite une
solution intégrale du Systéme (1) si x(-) € C([-r,T]; Xa) et

S()(6(0) + F(0,6)) = F(t. ) + [y AS(t ~ $)F(s, 2,)ds
w0 =Y + [y St = )(Gls.z) + Bu(s))ds, 1€ [0,7],
o(t), te[-r0].
Pour montrer la controlabilité approchée du systéme semi-linéaire ([2.1]), on

suppose que les hypotheses suivantes, ainsi que (Hy) et (Hy), sont toutes vérifiées :

(Hy) L’opérateur B est linéaire borné de U vers X, c’est a dire, B € L(U; X)
avec ||B|| = N.

(H3) Pour tout a € (0,1), il existe un 5 € (0,1) tel que 0 < o+ 8 < 1. Ainsi,
la fonction F' : [0,7] x Cy — X,1p est Lipschitzienne par rapport a la
deuxieme variable, c’est a dire, il existe une constante L, > 0 telle que :

[E(t1, ¢1) = F(t2, @2)llays < Lallér — dall,

pour tout ¢, ¢y € Cy. De plus, il existe une fonction positive f(-) € L*(R)
telle que :

sup [ F(t,0) a5 < f(p)-

lollc,<p

(H,) La fonction G : [0,7] x C, — X est Lipschitzienne par rapport a la
deuxieme variable, c’est a dire, il existe une constante L, > 0 telle que :

|G(t, ¢1) = G(E, ¢2)|| < La [l¢1 = ¢l

pour tout ¢, ¢s € C,,. De plus, il existe une fonction positive g(-) € L*(R)
telle que :

sup |G, )]l < g(p).

lelle, <p

Maintenant pour toute condition initiale ¢ € C, et tout état final 27 € X,
on définit le controle u*(-) pour A € (0, 1] comme suit :

u(t) :=B*S*(T — s)R(\, —T'r) [xT - S(T) <gb(0) + F(0, ¢)> + F(T,zr)
. . (2.2)
- /0 AS(T — 1)F (7,2, )dT — /0 S(T — 7)G(7,x,)dr|.
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En utilisant ce controle, on définit un opérateur P* sur C([—r, T]; X,) par :

S(t) <¢(0) + F(0, ¢)) — F(t,3) + [LAS(t — $)F (s, z.)ds
(Pz) (1) =q + ['S(t—s) (Bu)‘(s) +G(s, x5)>ds, telo,T),
é(1), te[-r0.
(2.3)
En remplacant dans on obtient, pour tout ¢ € [0, 7],

(P*z) (t) =S(t) (¢(0) + F(O,gb)) ~F(t, ) + / AS(t — $)F (s, z,)ds

+ [ S(t- s){BB*S*(T — 5)R(\, -T'r) [xT = S(1)(6(0) + F(0,9))

+ F(T,zr) — ' AS(T — 7)F(7,z.)dT — /T S(T —71)G(T, ZET)dT]

+ G(S,xs)}ds.

D’apres la définition , si lopérateur P* admet un point fixe dans C([—r, T]; X,),
alors ce point fixe est une solution intégrale du systeme (2.1)). Pour démontrer
ce résultat, on utilise le théoreme du point fixe de Krasnoselskii (voir Théoreme

[1.8). Soit alors
D(p) := {x € C([-r,T); Xa) ’ ro=¢ et |zl < p pourtout te€ [O,T]}.

L’ensemble D(p) est un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe de
I'espace de Banach C(|—r,T]; X,).

On commence par montrer que P* est continu de [—r, T] & X,, et que I'image
par P* de tout ensemble borné est aussi bornée :

Lemme 2.1 Soient ¢ € C, et 27 € X fizés. Supposons que les hypothéses
(Ho) — (Hy) sont toutes vérifiées. Donc P* € C([—r,T]; X,). Supposons de plus
que pour tout X € (0,1]

_ _ Ml,BTB MMaNQTl—O‘ o
MM, M,_, N2T1+8
——ltd) (p) (2.4)
A1 —a)(a+B)
M2M N?2?T1-« M, T
o T —es = +00.
1= glp)+ < — g(p)] } +00

Donc, il existe une constante positive py = po(A) telle que :

P*(D(po)) € D(po).
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Preuve du Lemme [2.1]
On commence par remarquer que (PAQZ)O = ¢ et on vérifie que pour certain
po > 0 et pour tout = € (D(py))

H(P’\x)tHCa < po pour tout te€[0,T].

Remarquons que :

[(P2),[l, = suw [[(P*2), @),
oe[—r,0]

o (P 49|
0e[—r,0]

< (P,
s€[—r,T)|

et que pour t =0, on a :
[(P*2),ll,, = lglle. = llzollc. < po

par hypothese. Soit alors ¢ € (0,7]. Supposons par 'absurde qu'’il existe un
certain ¢, € (0, 7] tel que || (P*z) (tp)Ha > p pour tout p > 0. Donc par définition
de lopérateur P* on a :

p<|[(P) @),

S(1) (¢(0) + F(0, ¢)) ~F(ty,w,) + /O " AS(t, — $)F(s,.)ds

+ /Otp S(t, — s) (BuA(s) + G(s, x8)>ds

«

<[S@IH(0) + F(0,0) ]l + || F(ty, 22, )|, + /0 At — )| 1F (s, 2,)], ds

*Ap“@“”WaUBMWW+Mma%w)@
<HS< )H ”¢( ) ( ’ —|-||A*/3HHF t,oaxtp)H

/ A28 (t, — 8)|| I1F (s, 26) |y ds
+/0 15t = )ll, (18I e[| + 9(p) ) ds.

En utilisant les hypotheses (Hy) — (Hy) et les propriétés (L.3)) et (L.5)), on obtient :

a+p8

pSMﬂM®+F®¢Nm+OM”H+%L£L)ﬂM

b (2.5)
(N[l + 9()).

M, T
1—a
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ot u* est le controle correspondant & z(-) donné par (2.2]) et majoré (par les
méme arguments) par :

le* @) =

B*S*(T — s)R(\, —T'7) [xT — S(T) (qb(O) + F(0, gb)) + F(T, z7)

- /0 " AS(T — )P ()7 /0 LS )Gy

1 — (&
STMN| [t + M [16(0) + F(0, 0)]| + (HA |
Ml—(a+B)Ta+ﬁ>
+MT .
at B fp) 9(p)
(2.6)
Notons qu’ici on a supposé par hypothese (Hy) que pour tout € X
1
IR, Do)l < sal.
Donc, en remplagant ([2.6) dans ([2.5)), on obtient
_ M,_gT"
p <1 1000) + FO.0), + (4] + 255 ) £10)
e 1 Lo
ﬁ{XMN ||| + M [|6(0) + F(0; 9)]] (2.7)

M, To+B
—(a+8) 1—(a+8)
+ (HA I+ =253 >f<p>+MTg<p>

+g(p)}-

Ce qui donne :

p_

Ly Mi_gT®  MM,N?T'-
R e e ]
MMM, (a5 N?T'+P M2M,N>T'-* M, T
T P
M1 —a)a 1) f(p) M1—a) 9(p) + ———9(p)

MM,/N?T—
s vl | R CORSACEI]]

<M |¢(0) + F(0; ¢)|

C’est une contradiction avec I'hypothese (2.4)). Donc il existe un certain pg =
po(A) > 0 (suffisamment grand) tel que

||(P’\:)3)tHCa < po pour tout te€[0,T].
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Il nous reste & montrer que P* est continue dans D(pg). Pour ceci, il faut
vérifier que pour tous z" et x dans D(pg) tels que 2" — x quand n — o0,
ona:

H (Prz") (t) — (P'z) (t)Ha — 0 quand n — 400

pour tout t € [—r, T]. Remarquons que, pour t € [—r,0], on a :
(P2 (1) — (P*2) )] = 16(6) — o(8)] = 0.

Soit alors ¢t € (0,7]. Comme z" — = dans D(py) quand n — 400, alors

sup HAO‘ (x”(y) - x(y))’

—r<v<T

— 0 quand n — +o0.

Donc, pour tout s € [0, ],

|5 — 25|, = sup
—r<6<0

‘AO‘< s+0)—x(s+0>H

< sup HAQ(:C" v)—x(v )H—>O quand n — 4o0.
—r<v<T

Donc, par hypotheses (Hj) et (Hy) (F(t,-) et G(t,-) sont Lipschitziennes), on
peut vérifier facilement que pour tout s € [0, ] :

F(s,z?) — F(s,zs) dans X,y quand n — +oo et
G(s,zy) — G(s,xs) dans X quand n — +o0.

Donc, par définition de u*, on a :
u)(s) — ur(s) quand n — +oo,

ot u)) et u* sont les controles correspondants a z,, et = respectivement.
D’autre part, par définition de P* et par utilisation de (Hy) et (1.5]) on a :

[(P) (8 = (P2) @), < AN I 2) = o)l
+/0 |APS(t = s)|| 1F(s,2%) = F(s,24) ||y ds
+ [ 1S =9l 1B " (s) = u(s) ] s

t
+Auwwu—mum@w®—awamw
<|IAP| [F(s,am) = F(s, 2]l

M, _ T8 [t
+——ﬂ—/nFux> F(s,2.)]l,, 5 s

11—«
Mo ( /Hu —u(s)| ds
1-a
¢
+/ ”G(Say?)_G(S,ys)Hds).
0
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Notons que les mémes arguments que ([2.7) nous donne :

B 1-a
() () - () ], <2 ([l + ) )+ 2520

B
{le\ﬂ [ 7| + M [|¢(0) + F(0, 6)]|

l1—«

A
My _ (o TH?
+ (HA_(OH-ﬁ)” + 1—(a+p) )f(,O)

a+f

+ MTg(p)

+ g(p)} < 00.

Donc on peut appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue sur

(2.8]) (voir Théoreme [1.11]). Ceci donne :

Jim [[(Pa") () = (Pa) (0, <[[A77] tim [F(s,2) = Fs, ) [l s
M BT
R i [ I ) Pl
-«
—I—MT <N hm/”u —u(s)|| ds
11—« n——+00

+ i [ 1661 @%wm)
~ A i (st~ Fs. )|

n—-+o00 oth

M,_gT"
4 1A / lim |[[F(s,z5) — F(8,25)|| 0y 5 ds
0

ﬂ n—-+00
M Tlfa t
+ﬁ%;<NAnHaW<>1wW*
t
[ im G >—G@%w@>
=0.

Done, pour tout ¢ € (0,77,
| (P*2") (t) — (P*z) (t)||, = 0 quand n — +oc.

La preuve est maintenant complete.
Dans ce qui suit, on divise 'opérateur P* on deux opérateurs P et P; tels
que :

(P)) () = { (i(t)F(;),E¢)[;f)](’t,xt) + [y AS(t — s)F (s, x5)ds, t€[0,7],
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et
(P)z) (t) = S(t)o(0) + Jy S(t —s) ( (8)+G(s,xs)>ds, t 0,77,
¢<t), t € [—r0].
Dans le lemme suivant on vérifit que P est contractant.

Lemme 2.2 Soient ¢ € C, et 21 € X firés. Supposons que les hypothéses (H,)
et (Hs3) sont vérifiées. Supposons de plus que

Ly =Ly <||A‘5H + MlTﬂTﬂ> <1 (2.9)

Alors lopérateur P est une contraction sur C([—r,T]; X,).

Preuve du Lemme 2.2
Soient xy1, x5 € C([—r,T]; X,). Remarquons que pour t € [—r,0], on a :

[(Przs) () = (Pwz) )], =
Soit alors ¢ € [0, 7] fixé. Par définition de P}, on a :
| (Pz) (t) = (Plaa) (t)||, S IF(t m1e) — Ft,za0)|,,
+ ‘ / AS(t— (F(s,215) = Fs,25,) ) ds

0
<||ATB|| [|1F(t, 21,4) — F(t, w2,

(67

a+f
t

+ / AVt = ) [ F(s,010) = F(5,22,) 0y s
0

En utilisant I'hypothese (Hs) et la propriété ((1.5]), on obtient :

[(Rar) () (Bie) 0], <47 L s — wal,

M L
+ / B 2y — e, d
o (t—s)

M,_ 5T
<t (a2 + 22 sy i) - salo)l,

ﬁ —r<s<T

=Ly sup |[[z1(s) — z2(s)]], -

—r<s<T
Donc :

s [[(R) () - (B )], = s [(Phn) () = (Rraa)(s)],
< Lo suwp [z1(s) — z2(s)l, -

Ceci, d’apres (2.9)), montre que l'opérateur P est une contraction dans I’espace

C([=r,T]; Xa)-
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Dans la suite, on vérifie que 'opérateur Py est completement continu. On voit
clairement, d’apres le Lemme , que P3 est une application continue de [—r, T
a valeurs dans X,. Donc, il nous reste & démontrer que P est compact, c’est
a dire, démontrer que ’ensemble {PQ)‘QT, x € D(po)} est relativement compact.
Pour ceci, on utilise le théoréme de Ascoli-Arzela (voir Théoréme [1.9). La preuve
est tres longue donc elle sera divisée en deux lemmes :

Lemme 2.3 Soient ¢ € C, et 27 € X fizés. Supposons que les hypothéses
(Ho) — (Ha) sont toutes vérifiées. Alors l'ensemble {Pyx, x € D(po)} est uni-
formément borné et équicontinu sur [—r,T].

Preuve du Lemme 2.3

Notons que, d’apres , I’ensemble {Pz’\x, x € D(po)} est uniformément
borné. Dans la suite, on démontre que {PQ’\x, NS D(po)} est équicontinu sur
[—7,T], c’est & dire, on démontre que pour tout —r <t; <ty <T

| (Poz) (t2) — (Piz) ()|, = 0 quand &, —t (2.10)

indépendamment de = € D(py).

Puisque (Pjz) (t) = ¢(t) quand t € [—r,0] et puisque ¢ est une fonction
continue de [—r, 0] & valeurs dans X,, il suffit de vérifier dans (0, 7.

Soit alors x € D(pg) arbitrairement choisi et soit 0 < ¢; < to < T. Par
définition de I'opérateur Py, on a :

I =|(Px) (t2) — (Px) (1),

:H¢<o> (S(ta) = (1)) + / " S(t - 9 (Bu(s) + Gls,z,) ) ds

- /0t1 Sty —s) (Bu’\(s) + G(s,x5)>ds

[0

:H¢(o> (S(ta) = (1)) + /O " S(ta— ) (Bu(s) + Gls,z,) ) ds

+ /: S(ty — s) (BuA(S) + G(s, :cs)>ds - /Ot1 S(t1 —s) (BUA(S) +G(s, xs))ds

(S(tg —s5) =St — s)) (Buk(s) + G(s,x8)>

<1IS(t2) — S 16O, + / 1

/
t]

:[1 + [2 —|— [3.

S(ty — s) <Bu’\(s) + G(s, :1:5)>

ds

Comme le semi-groupe (S(t))ier+ est fortement continu et compact (pour tout
t > 0), alors il est uniformément continu sur (0, 7. Ceci implique que

Il — 0 quand tQ — tl
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indépendamment de z € D(pg). Soit maintenant € > 0 assez petit tel que :

t1—e
5:/
0
t1
“
t1—e

En appliquant la propriété de semi-groupe (voir Définition |1.1)) on obtient :

(S(t2 —s)—S(ty — s)) (Bu’\(s) + G(s,x5)>ds

(67

<S(t2 — )= St — 5)) (BWS) +Gl(s, :cs))ds

«

t1—e
I, =||S(ts —t1 +¢€) — S(e)]] / |A“S(t; — s — ¢€)]] HBUA(S) + G(s, xS)H ds
t1 0
o
t1—e
En utilisant les hypotheses (Hs) et (Hy), la propriété et la majoration du
controéle (2.6)), on obtient :

AQ(S(tQ —8) = S(t — 5)) (BuA(s) +G(s, m) H ds.

M,
l—«

I <[5t — 11+ )~ ()|

M,
l—«

(Nl + gto0)) (11— €)

T (N Hu’\H + g(Po)) < (ta — tl)l_a — (ta—t1 + 6)1_a + 6170‘)

Il est claire que Isy — 0 quand ty — ¢; et puisque le semi-groupe (S(t));cr+ est
uniformément continu sur (0,7, I, aussi converge vers zero quand to — 1, tout
indépendamment de z € D(pg). De méme, on a :

I3 < Ma <N ||| + g(po)) (tg — tl)

T 1—-«

11—«

qui clairement converge vers zero indépendamment de = € D(py) quand ¢5 tend
vers t1. Ceci démontre (2.10]) et termine la preuve du lemme.

Lemme 2.4 Soient ¢ € C, et 27 € X fizés. Supposons que les hypothéses
(Ho) — (Hy) sont toutes vérifiées. Supposons de plus que la résolvante de A,
R(\ A), est compacte. Alors Uensemble {(Pyx) (t), = € D(po), t€[-rT]}
est relativement compact dans X,,.

Preuve du Lemme [2.4]
D’une part, pour t € [—r,0], on a :

{(Pé\l’) (t)v T e D(pO)v te [_Ta O]} = {¢(t)7 te [_T7 0]}

Remarquons que cet ensemble (contenant un seul élément) est (relativement)
compact.
D’autre part, pour ¢ € [0,7], on a :

(Pyz) (t) = S(t)p(0) + /Ot S(t—s) (Bu’\ + G(S,xs))ds
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Comme précédement, nous remarquons que {S(t)¢(0), ¢ € [0,T]} est relative-
ment compact. Donc, il nous reste a vérifier que

{w(t) = /OtS(t —5) <Bu/\ + G(s,xs)>d3, x € D(pg), te€ [O,T]}

est aussi relativement compact. Soit o’ € (0, 1) tel que o > «. Donc :

lw(®)]l. =

!

/Ot S(t—s) <Bu(s) + G(s, 3:5)>d3

[0}

En appliquant les hypotheses (Hs) et (Hy) et en utilisant la propriété (1.5)) et la
majoration du controle ([2.6]), on obtient :

ol < [ ase-s)

(N ||| + g(pg)>ds

M,T |1
<= | SN (2| + M |6(0)]] + MTg(p0) ) +g<po>]
<00,

ce qui implique que l'ensemble {w(t), = € D(py), t € [0,T]} est borné dans
Iespace X,. Puisque o/ > « et puisque 'injection X, < X, est compacte quand
R(\, A) est compacte (voir Théoreme , alors cet ensemble est relativement
compact dans X,. La preuve est maintenant complete.

On conclut, d’apres le théoreme de Ascoli-Arzela (voir Théoréme que I'en-
semble {Ps'z, x € D(py)} est relativement compact dans C([—r,T]; X,). Ceci
avec la définition démontre que l'opérateur P; est complétement continu
dans D(pg). En combinant ce résultat avec les lemmes et , on voit claire-
ment que opérateur P* admet un point fixe dans D(pg) C C([—r,T]; X,) qui
est bien une solution intégrale du systeme .

Théoréme 2.1 Soient ¢ € C, et a7 € X fizés. Supposons que les hypothéses
(Ho) —(Hy) sont toutes vérifiées. Supposons de plus que le semi-groupe (S(t)),cp+
et la résolvante R(\, A) sont compacts. Donc si les conditions et (2.9) sont
vérifiées, alors le systeme admet une solution intégrale unique définie de
[—r, T vers X,.

Preuve du Théoréme 2.1

L’existence de solution est déja démontrée auparavant. Il nous reste qu’a
démontrer 'unicité de solution en utilisant le lemme de Grénwall (voir Lemme
[1.4). Soit ¢ € C, une condition initiale fixée et soient z1(-, @, u) et za(-, ¢, u)
deux solutions intégrales de associées a la méme condition initiale ¢. Donc

z1(-, ¢, ut) = zo(-, 6, ut) = (-) sur  [—r,0].
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Soit alors t € [0, 7] fixé. D’apres la Définition [2.1/on a :
Hl'l(ta ¢7 u/\) - x2(tv¢> u)\)”a < ||F(t7x1t) - F(t7x2t)||a

+/Ot AS(t—s)(F(S,ﬂfls)_F(37$2s)>

+/O S(t—s) (G(s, x1,) — G(s, 372s)>
<|[AP| N F(t, z1,) — F(t,22,)||

ds

[0}

ds

[e%

a+

t
+/ 1425t — )| I1F (s, 2) — F (5,2, 5 ds
0

ds.

t
+ [ 8= 91,166 m1,) ~ Glsvn)
0
En utilisant les hypotheses (Hj) et (Hy) et la propriété (1.5)), on obtient :
H‘rl(ta ¢7 UA) - xQ(ta ¢> u)\)”a <Ly HA_BH Hxlt('a ¢7 UA) - IQt('a ¢7 UA)HCa

t M176 A A
+/0 gl (o) —2a, (00 g, ds

! Ma A A
—i_/ov (t — S)QLZ Hlﬂls(',ﬁb,u )—$23<',¢,U >HC& ds.

Par définition de la norme dans C, et par unicité de solution sur [—r,0], on a :

||x1<t7¢,u>\) - xQ(tv d)au)\)Ha S Ll HA_'BH Sl[lop] Hl‘l(l/, QZS,UA) - x2(V7 qb? U)\)H

¢
+ / (LlMl_g(t — 5)571 + M, Lo(t — 5)76“) sup ||ac1(1/, 0, u’\) — z5(v, @, u’\)Ha ds.
0 ve(0,s]

Puisque 'inégalité précédente est vraie pour tout ¢ € [0, 7], alors on a :

sup [|z1(v, ¢, u?) — wa(v, 0, 0|, < Lo [|A?|| sup |ja1(v, ¢, u?) — 22(v, ¢, )
ve(0,t] ve(0,t]

- / (EaMost =57 + Malat = 5)°2) sup [Jor(v56,0) = 2a(v: 6,0, ds.
0

ve(0,s]

«

Ce qui donne :

sup ||I1(V7 ¢7 u)\> - x2<1/7 (ba U/\)H
VE[O,t]

/t (LlMl_ﬂ(t — 8)5_1 + MaLg(t — 8)_a)
0 1= Ly [|A=7]]

a —

sup ||z1(v, ¢, u?) — 22(v, ¢,u’\)Ha ds.
ve|(0,s]

Ceci, d’aprés le Lemme de Gronwall, donne :

51[1p] Hzl(l/, o, u) — xo(v, b, u)‘)||a =0 pour tout te€[0,7].
vel0,t

Comme ¢ est arbitrairement fixé dans [0, 7] et comme la solution est unique sur
[—7, 0], on conclut l'unicité de solution sur tout I'intervalle [—r, T7.
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2.2 Controlabilité approchée

Dans cette section, nous démontrons le résultat principal de ce chapitre sur
la controlabilité aprochée du systeme considéré, c’est a dire, nous démontrons
que pour toute condition initiale ¢ € C, et tout état final 27 € X, il existe un
controle u tel que la solution intégrale du systeme associée a ¢ et u converge
vers #7 dans X quand ¢ tend vers 7.

Théoréme 2.2 Supposons que les hypothéses du Théoréme 1.8 sont toutes
vérifiées. Supposons de plus que les fonctions F' et G sont uniformément bornées
dans les espaces X153 et X, respectivement. Donc le systeme est approxi-
mativement controlable sur [0,T].

Preuve du Théoréme [2.2]

Soient ¢ € C, une condition initiale et 7 € X un état final donnés. D’apres
le Théoréme , il existe 2(-) = z(-, ¢,u*) un point fixe de P* dans D(pg) qui
est une solution intégrale du systeme définie sur [—r, T sous le controle :

u(t) =B*S*(T — s)R(\, —FT){xT — S(T) (¢(0) + F(0, ¢)> + F(T, x7})

- /OT AS(T — 7)F (7, 2))dr — /OT S(T — 7)G(r, xi)dr}.
Done, pour T < 0o donné, on a :
P =) (60) + F10,6)) ~ F )+ [ AS( = 9)F (s, 20
+ /0 TS ) (Bu(s) + G5, ) ) ds
=S (600) + F0.0)) ~ Fh) + [ AS(T = ) (s,
-/ Csr- s>{BB*s* (T~ RO\, ~Tr) [ —S()(6(0) + F(0.0))

T
+ F(T,x3) — / AS(T — 7)F(7,2))dr
0

- /T S(T — 7)G(T,2))dr

+ G(s, x;\)}ds.
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Par définition des opérateurs I'r et R(A, —I'7), on a :

2NT) =27 + (FTR(A, Tp) - I) T — S(T) <¢(0) + F(0, ¢)) + (T, )

) /OT AS(T — 8)F(s, 2)ds /OT S(T — S)G(s,x?)ds]

="~ AR(\, ~Dp) |« — S(T) (6(0) + F(0.6)) + F(T,23)

- /OT AS(T — 8)F(s,)ds — /OT S(T - S)G<s,xg)ds].

Ce qui donne

|l2(T) = ™| =

AR(A, —T'r) [xT - 5(T) <¢(0) + F(0, ¢)) + F(T, x7)

) /OT AS(T — 5)F(s, 2)ds — /OT S(T — s)G(s, m?)ds]

Remarquons que pour un € > 0 tres petit, on a a+¢€ < 1 et

- T
HAaJre/ S(T — 8)G(s,2))ds / ATS(T — 5)G(s, x))ds
0 0

S ‘

T
MCV €
s/o mds\\a(-,x%)\\
MOL €
—_ofe Hg(.7$6)}|.

l—a—c¢

Comme la fonction G est uniformément bornée dans X, ’ensemble

{/OT S(T = 5)G(s,22)ds, A€ (0, 1]}

est borné dans X, .. Par I'injection compacte X, < X, < X (voir Théoreme
, cet ensemble est relativement compact dans X, et ensuite dans X. Donc la

suite { fOT S(T — s)G(s, x?)ds} admet une sous-suite convergente dans X vers,
A
disons, Gt c’est a dire :

T
/ S(T — 8)G(s,2))ds — Gpl| =0 quand A — 07,
0

De méme, puisque la fonction F' est uniformément bornée dans X, 3, alors les

deux ensembles
{F(T,a7), Xe(0,1]}
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{/OT AS(T = s)F(s,27)ds, X € (0, 1]}

sont bornés dans X,z et X, respectivement. Donc ils sont relativement com-
pacts dans X. D’ou, il existe, disons, Fj et F2 tels que :

||F(T,:1:%)—F%H—>O quand A — 07

T
/ AS(T — s)F(s,22)ds — F2|| =0 quand X — 0T.
0

Or par hypothese (Hp) on a :

AR(M\,T7) [xT —S(T) (¢>(0) + F(0, ¢)) + F; — F2—Gr

‘—>0

quand A — 0%. En utilisant toute ces convergences, on obtient :

|2y = o || =|AROTr) o7 = S(T) (6(0) + F(0,6)) + F(T,23)
_ /OT AS(T = $)F(s, 2)ds — /OT S(T — $)G(s, 22)ds
<|NROTr) |27 = S(T)(9(0) + F(0,0)) + Ff — F} — Gr
+|\ROLT) (F(T,23) - FE)
+ AR\, T'r) (/OT AS(T — s)F(s,2))ds — F%) H
+ [|AR(\,T'p) (/OT S(T — 5)G(s,22)ds — GT> ‘
50 quand A — 0"

D’ou 22(T) — 2T dans X. Ceci termine la preuve.
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Chapitre 3

Application sur I’équation de la
chaleur de type retardé

Dans cette section nous présentons un exemple pour montrer I'utilité de notre
étude. Soit I’équation aux dérivées partielles a retard fini suivante :

w(x,t) —i—f(t w(z,t —r), %(x, t—’r’)) = ?;—w(x t)

g(t, r), ge(@,t—r) + Bu(t), xe(0,x], te[0,T], (31)
w(0,t) = ( )—0 t € [0,7],
( t) Qb(f,t), S [077T]7 te [—’f’, O]

Le systeme se pose dans I'étude du flux de chaleur dans les matériaux du
type dit retardé, voir [19, 24]. Ici w(x,t) représente la température de la position
x a l'instant .

Pour réécrire ’équation aux dérivées partielles sous forme de ’équation
différentielle ordinaire (2.1)), on pose X = L2([0,7];R), W(¢t)(z) = w(z,t) et
o(t)(x) = ¢(x,t) et on définit 'opérateur (A, D(A)) par :

Ar = —x

D(A) = {:c € X | 2(0) = z(m) =0 avec x et z’absolument continus sur [0, 7]
et 2" € X}.

L’opérateur (—A, D(—A)) est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe forte-
ment continu (S(t)),s, qui est compact et analytique et la résolvante R(\, —A) =
(Al + A)~! est compacte quand elle existe. Aussi, (—A, D(—A)) a un spectre dis-

cret, les valeurs propres sont —n? n € NT et les vecteurs propres normalisés

correspondants sont :
2 . +
&n(x) = ¢/ —sin(nx), n e NT.
T
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De plus, les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Pour tout z € D(A)

Az =7 n*(2,6)¢
n=1

2. Pour tout z € X

=D e )€
n=1
En particulier ||S(¢)] < e
3. Pour tout £ € X
=1
A V2 = — ) &n.
r=) g g

En particulier HA_1/2H <1

4. L’opérateur A'? est donné par :

A2y = in (x, &) &

n=1

avec

D(AY?) = {xeX | Zn(x,§n>§n€X}
n=1
— {x € X | 2(0) =z(n) =0 avec x et z'dans X}.

Clairement I'hypothese (H;) est satisfaite.
Dans la suite on prend a = § = 1/2 et on définit les applications F': [0, T] X
Xij2 = D(A) et G :[0,T] x X2 — X comme suit :

Ft,x)(x) = f(t,x(@)(=r),x (x)(=r)),
Gt X)) = gt x(@)(=r), X (x)(-r)), x€X1.

Sous ces notations, ’équation (3.1)) peut étre réécrite sous la forme de I’équation
différentielle ordinaire (2.1]). En effet, pour tout « € [0, 7], on a :

dt

{ a (W(t) +F(t, Wt)> = —AW(t) + G(t,W,) + Bu(t), te[0,T),
W(t) =¢(t), tel-r0].

Pour s’assurer que les hypotheéses (Hj) et (H,) sont satisfaites, on suppose
que :

(¢) La fonction f:[0,7] x X x X — X est uniformément bornée et de classe
C? avec f(0,-,-) = f(m,-,-) = 0 et pour tout u;,v; € X (i = 1,2),

0? 0?
1) ) ) o) < o =l + o = ]
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(77) La fonction ¢ : [0,7] x X x X — X est uniformément bornée et pour tout
U;, U; € X(Z = 1,2),

l9(t, ua(z), v2(2)) — g(t, ua (), v1(2))] < Jluz — url + [Jvz — v

Sous les conditions (i) et (i7), les fonctions F' et G satisfaient les hypotheses
(Hs) et (Hy). En effet, ona a+p3 =1, Xy = (D(Az2), ||||%) et X1 = (D(A), [|-]1)-
Donc pour tout x1, x2 € X%, on a :

1Bt x2) = Pt x)ll = 1 xal@) (=), o) (=) = £t (@) (), X (@) (=)
= |t xola) (), X ) (1)

_ 5_ Ft @) (=), X (@) (=)

<llx2 = xall + 1Ixa = X4l
<clx2 = xalls + [Ix = x4l

<clxz = xille, +1x2 = xalle,
2 2
=(c+1)[x2 = xill¢, -
2
Ce qui vérifie 'hypothese (Hj3). L'hypothese (Hy) est similaire alors nous 'omet-

tons ici.
Pour la fonction controle, on définit I'espace :

+o0o —+o0
U:{u:Zungn(x) ‘ Zun<oo};
n=2 n=2
avec la norme
+o00o 1/2
= () wew
n=2

Donc (U, || - ||) est un espace de Hilbert. En prenant

+oo
Bu = 2u251(l‘) + Zungn(l‘)y
n=2

I'hypothese (Hj) est aussi vérifiée (voir [17), 23]).

Enfin, en raison de [6], le systéme linéaire correspondant a est ap-
proximativement controlable (mais pas exactement controlable) sur [0, 7]. Ceci
est équivalent a dire que I'hypotheése (Hy) est aussi vérifiée. Donc, d’apres le
Théoreme le systeme semi-linéaire est approximativement controlable
sur [0, 7.
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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a une équation différentielle ordinaire semi-
linéaire avec un terme neutre et un retard fini. Le but de ce travail est de montrer que
cette équation est approximativement contr6lable en temps fini. Le résultat est obtenu
en supposant que la partie linéaire de 1’équation est approximativement controlable.
Un exemple est donné a la fin de cette étude pour illustrer son application.

Mots clés: Théorie des semi-groupes, théoreme du point fixe de Krasnoselskii,
contrélabilité approchée.

Abstract

In this thesis, we are interested in a semi-linear ordinary differential equation
with a neutral term and finite delay. The purpose of this work is to show that this
equation is approximately controllable in finite time. The result is obtained by
assuming that the linear part of the equation is approximately controllable. An
example is given at the end of this study to illustrate its application.

Keywords: Semi-group theory, Krasnoselskii fixed-point theorem, approximate
controllability.
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