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Préface

Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) décrit une relation entre une fonc-
tion inconnue et ses dérivées partielles. Les E.D.P apparaissent fréquemment dans tous
les domaines de la physique et de I'ingénierie. De plus, nous avons assisté ces dernieres
années a une augmentation spectaculaire de 1'utilisation des E.D.P dans des domaines
tels que la biologie, la chimie, 'informatique (en particulier en ce qui concerne le traite-
ment d’images et le graphique) et en économie (finance). En fait, dans chaque domaine
ou il existe une interaction entre plusieurs variables indépendantes, nous essayons de
définir des fonctions dans ces variables et de modéliser divers processus en construisant
des équations pour ces fonctions. Lorsque la valeur de la ou des fonctions inconnues
a un certain point ne dépend que de ce qui se passe au voisinage de ce point, nous
obtiendrons en général une E.D.P.

L’analyse des E.D.P présente de nombreuses facettes. L’approche classique qui
a dominé le XIXe siecle consistait a élaborer des méthodes permettant de trouver des
solutions explicites. En raison de I'immense importance des E.D.P dans les différentes
branches de la physique, tout développement mathématique permettant de résoudre
une nouvelle classe d’E.D.P s’accompagnait de progres significatifs en physique. Ainsi,
la méthode des caractéristiques inventée par Hamilton a conduit a des avancées ma-
jeures en optique et en mécanique analytique. La méthode de Fourier a permis de
résoudre le probleme du transfert de chaleur et de la propagation des ondes, et la
méthode de Green a joué un role déterminant dans 1’élaboration de la théorie de 1’élec-
tromagnétisme.

Les progres les plus spectaculaires en matiere d’E.D.P ont été accomplis au cours
des 50 dernieres années grace a l'introduction de méthodes numériques permettant
d’utiliser des ordinateurs pour résoudre des E.D.P de tous types, en géométrie générale
et dans des conditions extérieures arbitraires (du moins en théorie; en pratique). il

reste encore un grand nombre d’obstacles a surmonter). Les progres techniques ont été



suivis de progres théoriques visant a comprendre la structure de la solution.

L’objectif est de découvrir certaines propriétés de la solution avant de la calculer,
et parfois méme sans solution complete. L’analyse théorique des E.D.P ne présente pas
seulement un intérét académique, mais a de nombreuses applications. Il convient de
souligner qu’il existe des équations trés complexes qui ne peuvent étre résolues méme a
I’aide de supercalculateurs. Dans ces cas, tout ce que nous pouvons faire est d’essayer
d’obtenir des informations qualitatives sur la solution.

En outre, une question tres importante concerne la formulation de I’équation et
les conditions (aux bord ou aux limites) associées. En général, I’équation provient d’un
modele de probleme physique ou d’ingénierie. Il n’est pas automatiquement évident que
le modele soit cohérent en ce sens qu’il débouche sur une E.D.P pouvant étre résolue.

En outre, il est souhaitable dans la plupart des cas que la solution soit unique
et stable, méme en présence de petites perturbations des données. Une compréhension
théorique de ’équation nous permet de vérifier si ces conditions sont remplies. Comme
nous le verrons dans la suite, il existe de nombreuses facons de résoudre les E.D.P,
chacune étant applicable a une certaine classe d’équations. Par conséquent, il est im-
portant de procéder a une analyse approfondie de I’équation avant (ou pendant) de la
résolution.

La question théorique fondamentale est de savoir si le probleme constitué par
I’équation et ses conditions associées est bien posé. Le mathématicien francais Jacques
Hadamard (1865-1963) a inventé la notion de bien posé. Selon sa définition, un pro-
bléme est dit bien posé s’il répond a tous les criteres suivants

1. Existence Le probleme a une solution.

2. Unicité Il n’y a pas plus d'une solution.

3. Stabilité Un léger changement dans I’équation ou dans les conditions (initiales

ou aux bords) entraine un léger changement dans la solution.

Si une ou plusieurs des conditions ci-dessus ne sont pas remplies, nous affirmons
que le probleme est mal posé. On peut dire que les problemes fondamentaux de la
physique mathématique sont tous bien posés. Cependant, dans certaines applications
d’ingénierie, nous pourrions nous attaquer a des problemes mal posés. En pratique, ces
problémes sont insolubles.

Par conséquent, lorsque nous sommes confrontés a un probléme mal posé, la pre-

miere étape devrait étre de le modifier de maniere appropriée afin de le rendre bien



posé.
Dans notre these on se limite aux résultats d’existence et de régularité des so-
lutions ainsi qu'un résultat de multiplicité dans ’absence d’une méthode globale per-

mettant la résolution des problemes anisotropes.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont un outil classique pour étudier
des modeles qui tentent de comprendre le monde. De nombreux phénomenes dans les
domaines de la physique [15, 40}, 41], de la biologie |26, 50] et du traitement d’images
(voir, par exemple, la monographie de Weickert [83]), sont décrits par des équations aux
dérivées partielles afin de prédire le comportement qualitatif ou quantitatif et d’analy-

ser les observations expérimentales.

Aujourd’hui, I'application de ce puissant outil a été étendue a 'étude de

modeles en biologie, en finances, en technologie, et a bien d’autres domaines.

Cette these est dévouée a 1’étude de quelques classes de problemes elliptiques
avec des conditions aux bords de type Dirichlet, associés a un opérateur anisotrope,
impliquant des dérivées directionnelles avec des puissances distinctes dans un domaine
borné Q de RY, N > 2. La complexité de ces problemes réside dans le fait qu'ils ne
sont ni linéaires ni homogenes. En effet 'opérateur anisotrope que nous considérons
dans notre étude est défini par des dérivées partielles a différents potentiels, p; > 2, de

la fagon suivante :

—Lu = — %81- “&ulm_Q @u}
i=1

Dans les espaces de Sobolev usuels, type H™ (Q2) ou W™ (Q), toutes les déri-
vées dans toutes les directions jouent un role identique. Ceci explique que seules les
propriétés de régularité de la frontiere 02 du domaine jouent un roéle dans les résultats
de trace ou de prolongement (voir les références classiques Adams|[3], Lions-Magnes
[56] et Temam [81]). Dans le cas de 'opérateur anisotrope, il a fallu ériger un cadre
fonctionnel adéquat, sur mesure, chose que nous a fait ’école russe des la premiere

moitié du siecle précédent.
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Dans cette these nous allons associer I'opérateur anisotrope avec une singularité
non-linéaire, et montrer 'existence puis la régularité des solutions. Nous allons aussi
considérer un opérateur doublement anisotrope, mettant en compétition deux opéra-
teurs anisotropes face a une non-linéarité qui change de signe et nous montrerons un

résultat de multiplicité.



Description de la these

Cette these est constituée de quatre chapitres :

Le chapitre 1 :

Ce premier chapitre est dédié a la présentation de préliminaires nécessaires pour
la bonne compréhension de la these. Le lecteur y trouvera des résultats plus au moins
connus concernant le Laplacien et le p-Laplacien, ainsi on aura un point de repére pour
comprendre les résultats qui peuvent étre généralisés au cas anisotrope et ceux qui ne
le peuvent pas.

Un rappel des résultats classiques concernant les espaces de Sobolev usuels, et
d’autres moins classiques relatifs aux espaces de Sobolev anisotropes.

Les espaces de Sobolev anisotropes sont définis comme suit :

W Q) = {v e WM (Q); 00 € LM (Q)}

et
Wy (@) = W) (@) n Wy (©)

dotés de la norme habituelle

1ol a0 Z 10:0]| Loi )

Nous supposerons sans perte de généralité que 1 < p; < py < ... < py alors :

g

1
1 Pi

%H»—‘

et
pr=———, pour p < N et p = max{py,p"}
—p
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Nous avons l'injection de Sobolev suivante :

Wy Q) L7 (Q),  Vre[l,p.

De plus cette injection est compacte si r < p*

En I'absence d’un principe du maximum fort dans un cadre général, nous allons
parfois supposer que p; > 2, en effet sous cette condition 'opérateur anisotrope est
soumis a un principe du Maximum fort.

Nous allons également utiliser tres souvent les notations suivantes

1 1 i 1
p N i—1 Di
et
P =L (o7}
= ———, Poo = Max ,
P=y 57 PN, D
Comme d’habitude, le signe "’ " désignera le conjugué algébrique ; par exemple p/_ est
tel que
1 1
pOO poo

Nous rappelons les inégalités de Sobolev suivantes, nous nous référons aux pre-

miers travaux [52], [72] et [82].

Théoreme 0.1. Il existe une constante positive C, dépendant uniquement de €2, tel

que pour tout v € Wol’(pi) (), on a

N
||U| ig*(g) < O; ||aiU %pi(g) ; (1)
N 1
[0l rqy < CTT N0l oy V7 € [1,77] (2)
=1

et Vo e Wi (Q)NL=®(Q),p< N

1

123

(/ w)p_ SCﬁ(/ o ||) , ®)
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pour tout r et ¢; choisis de tel sorte a avoir

1

oi(Nfl)fler%
ti+1

N
Z g;, = 1.
i=1

Le chapitre 2 :
Dans ce chapitre on présente un résultat d’existence et de régularité pour le

probléme anisotrope suivant :

—Lu = Ei dans €2,
u”
u = 0 sur 0, (4)
u > 0 dans(,

ou vy > 0,
N

=1

—2
P 8174 N

et  est un domaine régulier borné dans RY. Nous supposerons sans perte de généralité
que 1 < p; < py < ... < py et que f est une fonction non négative appartenant a un
espace de Lebesgue approprié L™ (£2).

Nous procédons par approximation pour obtenir les résultats suivants :

Le cas v =1

Théoréme 0.2. Si f € L' (), alors le probleéme (4)) admet une solution u € Wy ) (Q),

obtenue comme limite de {u,}, . la suite des solutions de problemes approximant

Théoréeme 0.3. Soit f € M™ (), (I'espace de Marcinkiewicz) tel que m > %, alors
le probleme (4)) admet une solution u € W()l’(pi) (Q)NL>(Q).

Théoréme 0.4. Soit f € L™ (), tel que m > %, alors le probléme admet une
solution u € Wy (Q) N L= () .

Théoréme 0.5. Soit f € L™ (), tel que, p”’ < m < %, alors le probleme admet
N

une solution u € L*® (Q2) avec s = M

N —mp

Le cas v <1

Théoréme 0.6. Soit f € L'(Q) alors il existe une solution u pour (4, appartenant
N({@—(1—)N)
PN —=(1-7)

a Wol ’(Si)(Q), pour tout s; < p; et appartenant a l’espace Lebesgue

correspondant L* ().
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Remarque 0.1. On peut donner des résultats de régularité sur les dérivées premieres
A+pi—1

de la solution de la maniere suivante : |O;u »i ’ € LP(Q). Cela ne signifie pas que

u appartient a un espace de Sobolev anisotrope, mais elle ne donne qu’une estimation

des dérivés du premier ordre de u.
Le cas 7> 1

Théoréme 0.7. Soit f € L'(Q), alors il existe une solution u pour (4) , appartenant

N(y=14p)

a l'espace L*(2) avec s = = —

Remarque 0.2. En utilisant le principe du Maximum fort, on peut obtenir I’estimation

suivante :

p7§C

)

C(K)i / B

pour tout compact K CC 2. On obtient ainsi une faible convergence de u,, vers v dans

W) (), pour tout sous-ensemble ouvert ; CC €.

Le chapitre 3 :

Ce troisieme chapitre est dédié a I’étude du probleme a exposent variable suivant :

—Lu = dans €2,
u'Y(m)
u = 0 sur 0f), (5)
u > 0 dans 2,
ou
N
Lu= Z 81 [|8,u pi=2 8214 s

i=1
y(z) > 0 dans €, est supposée étre une fonction réguliére, par exemple v € C(Q), et
Q est un domaine régulier borné dans IRY. Nous supposerons sans perte de généralité
que 2 < p; < py < ... < py et que f est une fonction non négative appartenant a un
espace de Lebesgue approprié L™ (Q).

Pour 0 fixé, on considere I’ensemble Q5 = {z € Q, dist(z,00) < §}

Nous procédons par approximation pour obtenir les résultats :

N
Théoréme 0.8. Soit s = L — et f € L*(Q), supposons qu’il existe un § > 0

N{@P—-1)+p
tel que y(z) < 1 dans Q, alors le probleme (5)) possede une solution u € W, (po) (Q).
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Théoréme 0.9. Supposons que pour v* > Let d > 0on a [|7]| e (g, < 7" A condition
N =1+p)
N@-1)+pr
Ny —1+p)

(N —p)
Le chapitre 4 :

que f € L* () avec s =

le probléeme admet une solution u dans

L (Q) avec a = , appartenant a WE%) (Q) |

On considere dans ce chapitre le probléme suivant :

N

N
- Z ;i [|8zu
i=1

62 &»u} = Af(u) dans Q,

pi—2 (“)Zu} — 81 [|8Zu

=1

u = 0 sur 0.

ou € est un domaine borné régulier de RY, nous supposerons que f remplit certaines
hypotheses appropriées, 1 <p; <po < ...<pyvet 1 <qg < ¢ < ... <qgn.

Nous allons souvent utiliser la notation

N
L(pl)u = Z az U&u pi=2 alU} s

i=1
(H1) f est une fonction continue telle que f(0) >0, et 0 < a; <b <ap < ... <

b1 < an, les zéros de f tel que

f <0 dans (ag,bg)
f >0 dans (bg,ax1)

Ak+1
(H2) / FO)dt >0, Vk=1,2,..m—1.
ag

Lemme 0.1. Soit g € C(R) une fonction continue et soit so > 0 tel que

g(s) >0 sise(—o0,0)
g(s) <0 sis € [sg,+00)

alors si v est une solution de

_i]X:V:l 0; U&u pi—2 a,-u} - ;Z:V:l 0; [\@u qi=2 aiu} = Mg(u) dans Q 0

u = 0 sur Jf2

elle vérifie u > 0 presque partout dans 2, u € L (Q) et ||ul|;« < So.
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Pour tout £k =1,2,..,m — 1, considérons le probléme suivant :

_ ﬁl@- [|aiu pi—2 aiu} — i@- “&u pi—2 aiu} = Afi(u) dans Q

(8)

u = 0 sur 0f
ou
f(0) sis<0
fils) =1 f(s) si 0<s<a
0 si s> ay

Proposition 0.1. Il existe A > 0 tel que pour tout A € (), 4oc), le probleme (8)

possede une solution non-négative u = uy,  tel que ||ug|| ;o < ag.

Théoréme 0.10. Il existe A > 0 tel que pour tout A € (), +00), le probéme @ possede

au moins (m — 1) solutions non-négative u; tel que u; € X et a; < [Ju;]| ;oo < @ig1.

Remarque 0.3. Evidemment, et sous les mémes conditions sur f, tous les résultats

obtenus ici sont toujours valables pour le probléeme simplement anisotrope suivant :

N
— % 0 ||ow
=1

pi_ch)iu} = Af(u) dans Q,
u = 0 sur 0f).



Chapitre 1

Préliminaires

Sommaire

(1.1 JIntroductionl ......... ... i 18
1.2 Quelques outils dans les espaces de Sobolev| . . ... ... 19

(1.2.1 [La condition de Palais-Smalel . . . . . . ... ... ... ... 21

[1.2.2  Espace de Sobolev Anisotropes| . . . . . ... ... ... ... 22
1.3 Notions de base sur les problemes elliptiques|. . . . . . .. 28

[1.3.1 Les principes du Maximum et de comparaison | . . . . . . .. 31
[1.4  Quelques inégalités pratiques| . . ... ... ... ... ... 32
[L.5 Introduction aux problemes anisotropes|. . . . .. ... .. 33
[L.6 Reésultats dans les espaces Marcinkiewicz| . . . . . ... .. 39
[L.7 Reésultats d’existence pour un probleme semi-linéaire|. . . 41

1.1 Introduction

Nous présentons quelques outils d’analyse non-linéaire qui seront utilisés au cours
de cette these. Notons que l'on va étudier des problemes "elliptiques anisotropes" et
"doublement anisotropes"', nous allons donc subdiviser ce chapitre en quatre parties
principales :

Dans la premiere partie nous faisons appel a des résultats de base, comme les
notions des espaces de Sobolev et quelques résultats de compacité d'usage important.

Dans la deuxieme partie nous rappelons brievement le cadre analytique fonc-

tionnel de 'opérateur que nous allons étudier et les outils nécessaires pour étudier les
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problemes elliptiques, comme le Principe du Maximum, de comparaison etc ...

La troisieme partie sera consacrée a quelques inégalités pratiques d’usage impor-
tant liées a nos problemes.

Enfin la derniere partie présentera des résultats déja existants dans le cadre fonc-

tionnel introduit.

1.2 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Dans les espaces de Sobolev usuels, type H™ (€2) ou WP (1), toutes les déri-
vées dans toutes les directions jouent un role identique. Ceci explique que seules les
propriétés de régularité de la frontiere 0€2 du domaine jouent un réle dans les résul-
tats de trace ou de prolongement (voir les références classiques [3], [56] et [81]). Dans
certains domaines de la physique, on rencontre des équations aux dérivées partielles
qui amenent a travailler dans des espaces fonctionnels ou seules les dérivées partielles
dans certaines directions jouent un role privilégié. C’est notamment le cas des approxi-
mations par-axiales de ’équation des ondes (voir [9] ou des équations de Stokes [44]).
Nous commengons par rappeler la notion d’espaces de Sobolev anisotropes. Ces espaces
ont été introduits et étudiés par Nikolskii [72] Slobodeckii [78] et Troisi [82], puis par
Trudinger [48] dans le cadre des espaces d’Orlicz.

Généralement les techniques variationnelles pour les E.D.P consistent a écrire I'E.D.P
sous forme d’un point critique d’une fonctionnelle J définie sur des espaces fonctionnels
convenables - que 'on introduira par la suite - les solutions obtenues dans ce sens-la,

sont dites solutions au sens faible ou parfois solutions au sens de dualité.

Définition 1.1. Soit m un nombre positif. L'espace de Marcinkiewicz M™ (€2) est

I’ensemble de toutes les fonctions mesurables f tel que
c
meas{x € Q,|f(z)| >k} < o bour tout k >0
avec un constante ¢ > (. Cet espace est muni de la norme

IfII™ = Inf{c > 0,telle que I'inégalité précédente est vérifiée}.
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Si en plus 2 est de mesure finie nous avons, pour chaque € > 0
L™(Q)c M™(Q)CL™*=(Q).

Définition 1.2. Soit  un ouvert de IRY, et soit 1 < p < +o00. L’espace de Sobolev
WhP(Q) est défini par

WhP(Q) = {u € LP(Q); tels que gu

i

€ LP(Q) pour tout i = 1...N}.

Il est clair que W'P(Q) est un espace de Banach muni de la norme suivante :

N
ou
Jlhyn = ol + 3| 5|
=1 YIILP(QY)
ou bien la norme équivalente :
p .
Nl = (Iulfo) + IVulfq) " (51 1<p<+o0)

Si p = 400, la norme de I'espace W1>°(Q) est donnée par
[[ullyy1.00 () 7= sup |ul + sup [Vul.
Q Q

Si p = 2, alors W12(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

ou Ov
<u’v)Wl’2( Q) - (u,v) L2 +Z (8%’ 8%;) )'

Définition 1.3. Soit 1 < p < oo, 'espace Wy (Q) désigne la fermeture de C3(Q) dans
WP(Q). L'espace WyP() muni de la norme induite par W'?() est un espace de

Banach séparable, il est de plus réflexif si 1 < p < oo.

Lorsque Q = IRY, on sait que C}(IR") est dense dans W'?(IRY), et par consé-
quent

Wo (IRY) = W (IRY).

Si Q est borné alors en utilisant I'inégalité de Poincaré, espace W, () est muni de

la norme équivalente :

oy = ([ [Vuldr)?.
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Définition 1.4. ([5I]) Soient X un espace de Banach et w une partie de X. Une
fonction J : w — R est dite faiblement séquentiellement s.c.i. si pour toute suite

(y)n de w convergeant faiblement vers x € w on a

J(z) < liminf J(z,).

n—o0

On peut montrer que, dans les espaces de Banach réflexifs, les fonctions faiblement
séquentiellement s.c.i. atteignent leur minimum, pourvu qu’elles tendent vers +oo a

I'infini.

Proposition 1.1. Soient X un espace de Banach réflexif, K’ C X un convexe fermé et
J : K — R une fonction faiblement séquentiellement s.c.i. De plus, si K est non borné,

on suppose que pour toute suite (z,), de K telle que

|zn|| — oo on a J(x,) — +oo.

Alors J est bornée inférieurement et elle atteint son minimum i.e.

Jue K, J(u)=inf J(v) =minJ(v).

veK veEK

Démonstration. En effet si o := inf e J(v) et (uy), est une suite minimisante, du fait
que J tend vers l'infini a Uinfini, (u,), est bornée. Comme X est réflexif, il existe une
sous-suite (uy,); et u € X tels que u,, — u dans X —faible; K étant un convexe fermé,

il est faiblement fermé et v € K. Finalement :

a < J(u) <liminf J(u,,) = «

n—oo

car J est faiblement séquentiellement s.c.i. Ainsi @« = J(u) € R et J atteint son

minimum en v € K. OJ

1.2.1 La condition de Palais-Smale

L’espace de départ de la fonctionnelle dont on cherche un point col est 1'espace
de Sobolev anisotrope, que 1'on note Wol’(pi) ().
Nous introduisons dans ce qui suit la condition de Palais-Smale, une hypothése impor-

tante du lemme du col.
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Définition 1.5. (Condition de Palais-Smale)
Soit E un espace de Banach et J : E — IR de classe C'. on dit que J vérifie la

condition de Palais-Smale au niveau c si de toute suite u,, de E tel que
J(u,) — ¢ dans R et J'(u,) — 0 dans E,

alors, on peut extraire une sous suite convergente.

Théoréme 1.1. (Lemme du col)
Soit J une fonctionnelle de classe C(F, R) vérifiant la condition de Palais-Smale au
niveau c, et telle que :
- J(0) =0.
— I existe p > 0 et a > 0 tels que J(u) > o > 0, pour tout u € E, avec ||u| 5 = p.
~ Il existe v € E, ||v||p > p, tel que J(v) < a.

Alors J admet une valeur critique ¢ > a ou

= inf
¢ 1= inf max J(+(t).

et
I':={y € C([0,1]; E),7(0) = 0, (1) = uo}.

De la méme facon on définit les espaces de Sobolev anisotropes comme suit :

1.2.2 Espace de Sobolev Anisotropes

Définition 1.6. Soit ©Q un ouvert de IRY, les espaces de Sobolev anisotropes sont

définis comme suit :

W Q) = {v e WM (Q); 00 € L™ (Q)}

et
Wy (@) = W) (@) n W (2)

dotés de la norme habituelle

N
[0y = 3= 100l
i=1
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Nous supposerons sans perte de généralité que 1 < p; < py < ... < py alors :

1
1 Pi

ﬁH»—‘

et

D Np , pour p < N et po, = max {py,D"}

Nous avons l'injection de Sobolev suivante :

Wy Q) L7 (Q),  Vrell,p.

De plus cette injection est compacte si r < p*

En I’'absence d’un principe du Maximum fort, nous allons souvent supposer p; > 2

Nous allons également utiliser tres souvent les notations suivantes

1 % 1

P i—1 Pi
et

= — = max
p N — T?u Poo PN,D

Comme d’habitude, le signe "’ " désignera le conjugué algébrique, c’est par exemple
Pl est tel que

1 1

pOO poo

Nous rappelons les inégalités de Sobolev suivantes, nous nous référons aux pre-

miers travaux [52], [72] and [82].

Théoreme 1.1. Il existe une constante positive C, dépendant uniquement de €2, tel

que pour tout v € Wy ® (©), on a

[vll75+ ) < CZH@@HLm : (1.1)

N 1
||U||LT(Q) < CH ||aiv||£]pi(Q) vr e [1,p] (1.2)
i=1
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et Vo € WoP (Q)NL®(Q),p< N

() eli(fos

pout tout r et ¢; choisis de telle sorte a avoir

pi

v “’”) : (1.3)

ai(N_1)_1+pii
r ti+1

N

> 0i =

=1

1

Parmi une vaste littérature existante traitant des probléemes anisotropes et des
problémes elliptiques & terme singulier, on citera par exemple [16], [24], [27], [36], [23],
[45], [68], [69] et [75].

Définition 1.7. On suppose que €2, est un ouvert borné de RY, N >3

Soit 1 < p; < py < ... < py et que f est une fonction non négative appartenant a un
espace de Lebesgue approprié L™ (£2) .

On présente maintenant un résultat tres important dans I’étude des E.D.P elliptiques
c’est le théoreme de Rellich-Kondrachov qui montre 'injection entre les espaces de
Sobolev W, () et certains espaces de Lebesgue, ce résultat de compacité est un outil
fort dans I’étude des E.D.P qui nous permet de passer d'un espace de Sobolev a un

espace de Lebesgue.

Théoréme 1.2. Rellich-Kondrachov Soit  un domaine borné de R” tel que € est
de classe C*,
- Sip< N alors W'Y(Q)— LYQ) ,Vqe[l,p*|avec p* = $=
~Sip=N alors WY(Q) < LIQ) ,Vqe€[l,+o0l.
~Sip>N alors Wh(Q)— C(Q).

Si on remplace I'espace W'P(Q) par W, ?(Q) alors les injections précédentes sont véri-

7]\’

fiées indépendamment de la régularité du domaine 2.

Il est parfois pratique de se placer dans l'espace de Sobolev D'?(IR™) défini

comme la complétude de CSO(ZRN ) par rapport a la norme suivante :

lolloroqmny = ([ V6P da)”
BN
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On renvoie le lecteur aux ouvrages [3] et [62] pour plus de détails sur la notion des
espaces de Sobolev et leurs propriétés.

La notion de troncature est une notion tres importante dans ’étude des E.D.P avec
donnée dans L' ou bien mesure. Cette notion est basée sur 'usage des fonctions T}(s)

et Gi(s), k > 0, définies par :

s, si|s| < k;
Ti(s) = . sils| > k;

|s| ’ k

FIGURE 1.1 — La troncature
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La fonction Gy (s) = s — Ti(s) est représentée comme suit :

Gi(s

FIGURE 1.2 — La fonction Gi(s)

Une autre fonction sera tres utile par la suite est la suivante o1 = T7(G_1(u))

-k+1 k k-1

FIGURE 1.3 — La fonction 71 (Gk(s))

Comme conséquence, on peut définir les espaces intermédiaires suivants :

Définition 1.8. Soit  un sous ensemble de RY, on définit
1. 721(Q) comme Pensemble des fonctions mesurables u : © — R telles que pour
tout k > 0, Tp(u) € W,iH(€Q).
2. Pour p €]1, 00[, 7,7(Q) est le sous ensemble de 7,7} (Q) composé des fonctions u

telles que |V(Tk(u))| € LY () pour tout k > 0.

loc
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3. De méme, 717(Q) est le sous ensemble de 7,7 (Q) composé des fonctions u, telles

que, de plus |VT(u)| € LP(£2) pour tout k > 0.

4. Enfin, 7,7(Q) est le sous ensemble de 717(), composé des fonctions qui peuvent
étre approchées par des fonctions de classe C!' & support compact dans €2 dans le
sens suivant : une fonction u € 71P() appartient a 7”(), si pour tout k > 0,

il existe une suite {¢,, fnen C C5O(£2) tels que

On — Ti(u) dans L} (Q),

loc
Vo, = VTi(u) dans LP(Q).

Il est clair que pour tout p € [1,00[, on a
L Wl (Q) Crigt(€) et Wo™(Q) C 7"(Q).
2. TEP(Q) N LE(Q) = WEP(Q) N LE.(Q).

loc loc loc

3. VTi(u) = VuX{u<k}, ou xa désigne la fonction caractéristique d'un ensemble
mesurable A C RY.

1,1

Notons que si u € 7. (€2), alors Vu n’est pas défini méme au sens des distributions,

pourtant on a le lemme suivant qui donne un sens a Vu,

Lemme 1.1. Soit u € 7! (), il existe une unique fonction v : Q@ — RY mesurable

unique telle que

VTk(u) = UX{|u|<k} p.p. (1.4)

En outre, u € W, () si et seulement si v € L) (), et alors v = Vu dans le sens

faible habituel.

Pour étudier les EDP elliptiques avec données non régulieres on va procéder
généralement par approximation et apres on passe a la limite en utilisant des résultats
de compacité appropriés. L'un des résultats les plus importants et qui sera utilisé

fréquemment est celui de la régularité de Baras-Pierre dont la preuve se trouve dans

[3].
Lemme 1.2. Supposons que u € L}, () tel que Au € L}, (), alors pour tout p €

loc loc

[0, %), et pour €; et Qs tels que O C Qy C Qy C €, il existe une constante positive
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C = C(p, 2,89, N) telle que
lullwioay < C [ (jul + | Aul)de. (15)

De plus, si u € L'(Q) et Au € L*(), alors I'estimation ci dessus & lieu globalement

dans le domaine €.

Rappelons que dans notre travail, le lemme de Vitali a une importance capitale.

Avant de I’énoncer on a besoin de quelques définitions.

Définition 1.9. (Equi-Intégrabilité dans L? ) Soit X un ensemble mesurable de
RY et 1 < p < co. On dit que la suite {f, }nen C LP(X) est equi-intégrable ssi : pour
chaque € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout £ C X avec |F| < d, on a pour tout

/ | fn(z)[Pdx < & pour tout n.
E

On présente ici le Lemme suivant qui sera tres utile pour montrer les résultats

d’existence.

Théoréme 1.3. (Théoréeme de Vitali) Soit X un ensemble de mesure finie pour la
mesure de Lebesgue de IRY. Soit {f, }.en une suite de fonctions de L'(X) qui verifie

les deux conditions suivantes :
1. {fn}nen converge presque-partout vers f dans X.
2. {fn}nen est equi-intégrable.

Alors, {fn}n converge fortement vers f dans L'(X).

1.3 Notions de base sur les problémes elliptiques

Comme nous allons considérer des problémes avec des structures non variation-
nelles ou bien avec des données non régulieres, on se doit de spécifier le sens de notre

solution.

Définition 1.10. On dit que u est une solution distributionnelle de

—Ayu = F(u) dans 2,

(1.6)
u = 0 sur o).
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Si |[VulP~t € L} (Q), F(u) € L,,.(Q) et pour toute fonction ¢ € C3°(€2), on a

/Q\Vuv’ﬂvu,v(m dx:/QF(u)gbd:c. (1.7)

Dans le cas ot F((u) € L'(£2), on peut utiliser la notion des solutions entropiques

défini comme suit :

Définition 1.11. Soit F' € L'(Q) et u une fonction mesurable sur Q. On dit que u
est une solution entropique de (L.6) si u € T, *(R) et pour tout k > 0 et pour tout
v e WP (Q) N L®(Q) on a

/Q|Vu|p_2<Vu,V(Tk(u—v))>dx:/QFTk(u—v)dx. (1.8)

Rappelons que u € T3 P(Q) si et seulement si Ty(u) € Wy™() pour tout k > 0.

On utilise le résultat suivant

Théoréme 1.4. Soit F' € L' (), alors le probléme (1.7) admet une unique solution
entropique u telle que |u|P~! € L7(Q) pour tout o < Niﬂ) et [VulP~! € L7(Q) pour tout

o< 5. 8ip>2— L, alors u € Wy?(Q) pour tout ¢ < EAY

Pour traiter le cas d’'une mesure de Radon générale, on ne peut pas utiliser le

concept de la solution entropique car le terme / Ti(u — v) du n’est pas en général
Q

défini. Dans ce cas, nous avons besoin de la notion de la solution renormalisée. Nous

commencons par quelques préliminaires de la théorie de la capacité elliptique.

Définition 1.12. Si U C 2 est un ensemble ouvert, nous définissons
Capy,(U) = inf{||u||WO1.,p(Q) cu € WyP(Q), u > Xy presque partout dans Q}

(nous allons utiliser la convention que inf () = +00), alors pour tout sous ensemble

Borélien B C €2, on pose
Capi p(B) = inf {Cap; ,(U), U un sous ensemble ouvert de €2, B C U} .

Soit maintenant p une mesure de Radon sur 2. Nous dirons que p est concentrée sur un
sous ensemble Borélien E de €2, si pour tout ensemble Borélien B, on a u(B) = u(BNE).
Notons que Cap;;, est une mesure extérieure, donc on peut utiliser la décomposition

de Radon-Nikodym. Plus précisément on a la définition suivante.
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Définition 1.13. Une mesure p est dite absolument continue par rapport a la Cap; ;,

si p(B) = 0 pour chaque B C 2 tel que Cap; ,(B) = 0.

Définition 1.14. Soit p est une mesure de Radon positive dans €2. On dit que p est
singuliere par rapport a la capacité Cap;, si elle est concentrée sur un sous-ensemble

E C Q, tel que Capy,(E) = 0. On note I'ensemble des mesures positives singulieres

par M.

Comme conséquence de la décomposition de Radon-Nikodym, on a la proposition

suivante :

Proposition 1.2. Toute mesure de Radon p a variation bornée dans €2 se décompose
d’'une maniére unique p = o + ps, po €tant absolument continue par rapport a la
Capy p et jis singuliere par rapport a la Cap;, . En outre pg € L*(Q) + W~17(Q) on
W17 (Q) est le dual de W, 7(Q).

Voir [13] pour la preuve. On est en mesure maintenent de donner la définition de

la solution renormalisée.

Définition 1.15. Soit u, une mesure de Radon a variation bornée. Une fonction me-

surable u est dite solution renormalisée du probleme

—Apu = p dans Q,

(1.9)
u = 0  sur 09,

si Tj,(u) € W, P(Q), Yk, ; et pour toute fonction continue ¢ dans € on a

1
lim — VulP2VuVpds = / odut,
n—=oon J{in<u<2n} Q
1 9 _
lim — |VulP=*VuVpdr = / edpy
n—oon J{—2n<u<-n} Q

et pour toute fonction h € W1 (Q) N L> () et pour toute fonction p € WP (Q) N L>® (),
telles que @h(u) € W, (Q) on a

p—2 / p—2 _
/Qh(u)]Vu] Vquodx+/§zh(u)]Vu| Vugodxf/gwh(u)duo.

p € M(Q) peut étre décomposée en pu = g + pf — p; ou pp est une mesure qui ne
change pas les ensembles de p—capacités nulles jo € L'(Q) + W5 (Q) et pf et ug

les parties positives et négatives de p — pp.
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D’apres [61], on a le résultat d’existence suivant.

Théoréme 1.5. Soit p une mesure de Radon a variation bornée, alors le probleme
1} admet une solution renormalisée u telle que |u[P~" € L7(Q) pour tout o < 2
et [VuP~! € L7(Q) pour tout o < ~=. Si de plus p > 2 — L alors u € Wy () pour

(p—1)N
tout ¢ < L=

Remarque 1.1. Dans le cas ot g € L*(Q) + W5 (Q), alors la notion de solution
entropique est confondue avec la notion de solution renormalisée, dans ce cas on a 'exis-
tence et I'unicité de la solution. Dans le cas géneral, 1'unicité de la solution renormalisée

reste un probléme ouvert.

1.3.1 Les principes du Maximum et de comparaison

L’une des méthodes les plus utilisées dans la résolution des E.D.P de type el-
liptique et parabolique est la méthode de sous-sur solution. Cette méthode trouve son
origine dans les théoremes de point fixe et les algorithmes d’itérations. En général, dans
la théorie des E.D.P, cette méthode est fortement liée au principe du Maximum et aux
résultats de comparaison. Une généralisation importante du principe du Maximum a

été obtenue par Brezis-Cabré dans le lemme suivant dont la preuve se trouve dans [20].

Lemme 1.3. Supposons que h > 0 appartient a L*°(2). Soit v la solution de

—Av = h dans(Q

(1.10)
v = 0 sur 0f.

Alors,

v(x)
) Zc/ﬂh5 Vi e Q,

ol ¢ > 0 est une constante qui depend seulement de €2 et 6 = dist(z, ).

Il existe une version générale pour les opérateurs quasi-linéaires introduite par

Abdellaoui-Peral dans [2].

Lemme 1.4. Soit u 'unique solution positive de probleme

—Ayju = f dans

(1.11)
u = 0 sur 09,
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ot f > 0 appartient & L>®(9). Alors pour toute boule B, C Q telle que By, C €, alors

il existe une constante positive ¢ = ¢(r, N, p) Alors,

uP~1 ()

or—1(x)

>cf fdy  veeq
BQT

ou § = dist(x,00N) .
Le principe de compaison suivant sera souvent utilisé par la suite.

Théoreme 1.6. Principe de comparaison Soit f une fonction positive, continue
f(z,s)

sp—1

telle que est décroissante pour s > 0ou 1l < p. Si u,v € Wol P(€2) sont telles que
—Ayu > f(z,u), u >0 dans Q,

(1.12)
—Ap < f(z,v), v >0 dans (,

Alors u > v dans €.

1.4 Quelques inégalités pratiques

Dans cette derniére section, on va présenter quelques inégalités pratiques qui
seront utilisées dans cette these et qui sont liées a la nature des probléemes en considé-
ration, comme l'inégalité de Hardy-Sobolev dans différents domaines et avec différents

poids.

Théoreme 1.7. Soit 1 < p < N alors pour tout 1 < ¢ < p, il existe une constante
positive C' = C(N, p, ¢, Q) telle que pour tout ¢ € Wy?(Q) on a

P a
/ |VlPde — ANp/ de > C’(/ |Vg0]qd:c) , pour tout ¢ € W, 7(Q),
Q Tla |zlp Q

Dans le cas ou le poids |z[P est substitué par (67(z) = dist(z, 92))P, alors on a
une nouvelle version de 'inegalité de Hardy-Sobolev, plus précisément on a le théoreme
suivant : ('inégalité de Hardy-Sobolev avec poids suivante sera utilisée pour avoir

quelques estimations a priori locales, on se référe a [53] pour la preuve).

Théoréme 1.8. (L’inégalité de Hardy-Sobolev pondérée) Soit 2 un domaine régulier

de IRY et soit 67 (z) = (dist(z, 92))? ot ¢ < 1, pour toute fonction ¢ € C(R), on a
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1. Si o0 < 1, il existe une constante positive C' dépendant seulement de N, et o

telle que pour toute ¢ € C3°(€2), on a
2c0—2 < 250 .
(J/Q $2672(z)dx _/Q IV 6[26% () d (1.13)

2. Si 0 = 1, alors pour tout R > 0 tel que Q@ CC Bg(0), il existe une constante
positive C' dépendant seulement de N, R et € tel que pour toute ¢ € C°(£2), on

a

¢° 2
C/Q 5(x)(10g(%))2d93 g/ﬂ V6|26 (z)dx (1.14)

Notons que dans le cas ou o = 0, le comportement de I'inégalité de Hardy avec
le poids 62(x) est différent par rapport au comportement de I'inégalité de Hardy avec
le poids |x|? au sens que l'inégalité de Hardy avec le poids §?(x) est fortement liée
a la géométrie du domaine €2 et la constante optimale est atteignable dans quelques
cas particulier. (Voir [2I] pour plus de détails). Comme conséquence des inégalités pré-

cédentes on a L’inégalité de Poincaré pondérée, voir [6] pour des résultats plus généraux.

1.5 Introduction aux problémes anisotropes

Dans cette section et dans les suivantes, nous présentons quelques résultats qui
peuvent &tre retrouvés avec plus de détails dans la these de Agnese Di Castro [33].

Nous considérons le probléeme suivant :

N
=1

pi*Q@u} = f dans ),
(1.15)

u = 0 sur 0,

Nous donnerons quelques résultats concernant ’existence et la régularité de solu-
tions faibles ou distributionnelles de ([1.15]), ou f est une fonction donnée appartenant
a un espace de Lebesgue.

Maintenant et dans ce qui suit, on suppose que p < N, sinon le probléme est plus
simple, car Wy (Q) < L™ (), est valable pour tout r € [1,p].

Nous savons, par une simple modification du théoreme classique de Leray-Lions

(voir [55] et aussi boccardo-marcellini [34]), grace aux injections anisotropes de Sobolev,
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que si f € L™(Q), avec m > pl_ et

Np 1 X1
o — 77* ) - 7 77*: : e - ]-]-6
Poo = max {py. P’} py = max {p;}, N5 lez (1.16)
il existe une solution faible & notre probleme, u € Wy " (Q) tel que
N
Z/ 10,ul” % dyudv = / fo Yo e W) (). (1.17)
=179 @
puisque
M™(Q)Cc L™ () Ym>1 et 0<e<m-—1, (1.18)

on obtient également 'existence d’au moins une solution faible de (|1.15)) lorsque
feM™(Q) avec m > pl_,

Considérons maintenant = p*, alors on a les résultats suivants :
o0 )

Théoréme 1.2. Soit f € L™ (Q)

i) Si m > & alors il existe une solution faible borné u € Wy’ 1 (es) (2) pour le probleme
(T.15)
ii) Si m = %, alors il existe une solution faible u pour le probléme 1' et une

constante § > 0 tel que

/ Pl < 0.
Q

iii) Si (p*) < m < %, alors il existe une solution faible u pour le probleme (|1.15))

apparetenant a L*® (€)), avec

_ mp(p=1) _mN{p-1)
mp+p*—mp*  N-—mp

Remarque 1.2. i) et ii) sont une conséquence directe de i) et ii) du théoreme de

la section suivante, grace a la propriété suivante des espaces de Lebesgue
L™(Q)cM™(Q) Vm>1.

Remarque 1.3. Notons que le résultat ii) implique que la solution faible u de (|1.15)),
appartient a L® (), pour 1 < s < +o0.

Dans le cas ou p,, = py = max; {p;} on a le théoréme suivant
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Théoréme 1.3. Soit f € L™ (Q)
i) Sim > %, alors il existe une solution faible borné u € Wy **) (2) pour le probleme
(T.15)

ii) Si m = %, alors il existe une solution faible u pour le probléme 1' et une

constante § > 0 tel que
/ Al < 0.
Q
N

<m < 3 alors il existe une solution faible pour le probleme (|1.15

. N(pn—D)
Si p(pN—1)

appartenant a L® (), tel que

iii)

_ mp"(p—1) _ mN(p—1)
mp + p* — mp* N—mp ~

N(pn—D)
plpn—1) 7

appartenant a L* (), avec § =m (py — 1).

iv) Siply <m < alors il existe une solution faible pour le probleme (|1.15

Remarque 1.4. Notons que, puisque py > p*,

N(pN _ﬁ) —x\/ /
— > P ) > Dn;
D (pN _ 1) ( ) N
et
N({@-1 N —D
sempy—1)>s= " NC=D . Nev-p) (1.19)
N —mp ppy—1)
une meilleure sommabilité de u peut étre obtenue, si (5*) < m < ggg:g), et un

nouveau résultat si pjy < m < (5*) . Alors que si (p*) < m < ply < %, (py < p*) donc
la relation ([1.19)) n’est pas vérifiée, nous n’améliorons donc pas la sommabilité de wu,

obtenue dans le théoreme

Remarque 1.5. Soit § = m (py — 1) > py, puisque m > p/y. Par conséquent, nous
améliorons la régularité, déja connue par les intégrations, de la solution faible de notre

probléme.

Remarque 1.6. On souligne qu’il y a une continuité dans les résultats de sommabilité.

En fait, si py = 7", m = (p*)’, on a :
S=0)@E-1)=p

et c’est le méme exposant qui apparait dans iii) du théoreme |1.2 avec m = (p*).
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Remarque 1.7. Bien évidemment, le cas iv) du théoréme est nouveau car 1’opé-

rateur est anisotrope. Si c¢’est isotrope, py = p = p et p < p*. En outre

mN (pn — D)

=0,
p(pv —1)

comme prévu.

Remarque 1.8. Il est possible de prouver que si f € L™ (), avec m > p/_, la solution
faible du probleme ([1.15]) est unique en raison de la propriété monotone des opérateurs

anisotropes telle que (I.1). Si nous supposons que deux solutions u; et us existent, nous

avons N
Z/ |aiu1 Pi—2 O;u 1 0jv = / fo Yo € Wolv(Pi) (Q)
i—1"9 Q

et
N
Z/ |Dsus|P 2 Diugdsv = / fu Yo € Wy (Q)
i—17% Q

Maintenant, prenons v = u; — us comme fonction test dans les deux cas. Notons qu'un
tel choix est possible puisque ui,us € Wol (o) (). Ensuite, en soustrayant les deux

expressions, on obtient

—2
P2 Opuy — |0pug

é/ﬂ [@Ul

pi=2 81U2} & [ul — UQ] =0.

Alors, si p; > 2 pour tout ¢t = 1,2, ..., N,

., (19

bi aiul - ’87,’&2 pi V1.

P2 aiUQ} 0; [ur —ug] > Cy |0; (w1 — ug)

Donc
N
> [ 10: (i = w)” <0,
i—17%

cela implique u; = wuy. Une légere modification est nécessaire pour obtenir le méme

résultat avec p; < 2.

Remarque 1.9. Notons que dans ces résultats nous n’avons pas besoin de supposer
que p* > py, grace aux injections prouvées dans [42]. Ce fait ne contredit pas le contre-
exemple dans [60] (voir aussi [47]). En fait, dans le document cité, il est montré que
le probleme avec f = 0 peut avoir des solutions faibles non bornées, mais le

contre-exemple ne s’applique pas dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet
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homogenes.

On considére maintenant toujours le méme probléme de Dirichlet (1.15), mais :

— Sim < pl,. Lexistence d’'une solution de distribution v € W' (), telle que,

N - 1
1231/9 |0su|” ™" Oudip = /Qf¢ Vo e Cy (). (1.20)

— Si peo = P*, on a le théoreme suivant .

Théoréme 1.4. Soit f € L™ (Q).
i) Sim =1, , alors il existe une solution distributionnelle u pour (|1.15]), appartenant
a Wy (Q), avec

mN (p—1)

1<si <pi—c—
p(N —m)

pour tout ¢ = 1,..., N.

ii) Si 1 < m < (p*)', alors il existe une solution distributionnelle u pour 1) appar-

tenant & W, " (Q), avec

mN (p—1) :
1<s;=pi———— pour tout ¢ =1, ..., N.
p(N —m)
Démonstration. voir these de Di Castro [33] O

Remarque 1.10. Puisque s; > 1, pour tout ¢ = 1, ..., NV, on en déduit que :

1
pP>2——
P N
dans i) et ii)
1
p=1+—
m

Rappelons maintenant le cas classique, c¢’est-a-dire p; = p pour tout <.

Remarque 1.11. Notons aussi dans ce cas que puisque p* > py

N(pN_p) —x\/
Ton=1) * (")
et
Nox=p) |, PN -1 (N-1)

p(py—1)
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p(N—1
On peut donc améliorer le théoréme précédent si pg\[ <py <petl <m<
-P
N (pn — D)
plpn — 1)

En effet, nous avons une solution au sens des distributions de ([1.15]) appartenant
a Wol’gi (Q), avec 1 < §; = pip@ pour tout ¢ = 1,..., N et par restriction sur m, on
N

obtient

N@p-1 N(px =P
Pt mw, Vi=1,.,N<=m< M. (1.21)
Py~ PN —m) plpy = 1)

Aussi dans le cas ou §; > 1, on a les conditions suivantes sur p

/
7>
m

De plus si f € L' (), u € W,* (), pour tout

<Pl et p>py,  Vi=1,.N.
PN

Dans le cas ps = pn, on a le théoréeme suivant

Théoréeme 1.5. Soit f € L™ (),
i) Sim =1, , alors il existe une solution distributionnelle v pour (|1.15]), appartenant
a Wy (Q), avec

5 < getﬁ>p’N, pour tout 7 =1, ..., N.
Dn
ii) Si 1 < m < (p*)', alors il existe une solution distributionnelle u pour (1.15), appar-

tenant & Wy™* (), avec

m
5 =pi— pour tout z = 1,..., N.
PN

Remarque 1.12. On note que, si 1 < m < pl_, la solution au sens des distributions
peut ne pas étre unique. En effet, déja dans le cas isotrope et linéaire, la solution n’est
pas unique (voir le contre-exemple présenté dans J. serrin[76]). Mais il est possible
d’étendre, de manieére naturelle (voir [I1]), la définition de solutions d’entropie du
probléme (1.15)), (voir [33] Section 1.6), pour obtenir un résultat d’existence sans autre

hypothese sur p et avoir 'unicité de la solution.
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1.6 Reésultats dans les espaces Marcinkiewicz

Dans cette section, nous présentons quelques résultats concernant le cas de f
appartenant & un espace de Marcinkiewicz, M™ (£2). Comme nous I'avons déja men-
tionné, nous savons, par une simple modification du théoreme classique de Leray-Lions,

que si f € M™(Q), avec m > p._ il existe une solution faible, comme dans (1.17)), du

probleme ([1.15)), di & ((1.18)). Nous commengons par considérer le cas p,, = p*, ol pso
et p* sont comme dans ([1.16]). Nous avons les résultats suivants.

Théoréme 1.6. Soit f € M™ (Q).
i) Sim > %, alors il existe une solution faible borné u pour le probleme (|1.15|)

ii) Si m = %, alors il existe une solution faible u pour le probleme 1) et une

constante 3 > 0 tel que
/ Al < 0.
Q

iii) Si (p*)/ <m< % alors il existe une solution faible pour le probeme (|1.15)) appar-

tenant a L* (), tel que

mp*(p—1) _ mN(p-1)
mp + p* — mp* N—mp
Si pee = pn > P, on a le théoreme suivant.

Théoréme 1.7. Soit f € M™(Q). i) et ii) du théoreme [1.6| restes toujours vraies de

plus on a

iii) Si ggﬁ__g) <m < % alors il existe une solution faible pour le probéeme (|1.15

appartenant a M® (), tel que

_ mp*(p—1) _mN(p—1)
mp + p* — mp* N—mp

N(pn—D)

o 1) alors il existe une solution faible pour le probleme (|1.15

iv) Si py <m <

appartenant a M* (Q), avec § = m (py — 1).
Les remarques [L.3]..., restent toujours vérifiées dans ce cas.

N
Remarque 1.13. Si, dans les théoremes précédents, m — —, on obtient

p
s — 400. De plus, les valeurs de s et 5§ obtenues dans les théorémes et sont
identiques aux théorémes et [I.3}, comme prévu.
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Remarque 1.14. Par (1.18), mémesi f appartient a M™ (2), avec m > p/,, la solution
faible de est unique.

Pour le cas 1 < m < pl_ on a l'existence d'une solution pour le probleme au sens
des distributions, comme dans .

Comme précédemment, on distingue entre p,, = P* et p = py. Dans le premier cas,

on a le résultat suivant.

Théoréme 1.8. Si f appartient & M™ (Q), avec 1 < m < (p*) alors il existe une
solution pour le probeme ((1.15)au sens des distributions appartenant a M?® (Q2), avec

_ mp*(p—1) _ mN(p-1)
mp + p* — mp* N—mp

et d;u € M* (Q), avec

mN (p—1)

1<Si:pi77
p(N —m)

pour tout ¢ =1,..., V.

Remarque 1.15. Si s; > 1, pour tout ¢ = 1, ..., N, sous condition d’avoir

p>1+

m*

Remarque 1.16. Notons que puisque Dp* > py,

N(pn—D .
¥ < )/
plpy —1)
et
N (px — D) pP(N-1)
— > 1 <= py > —.
p(py —1) N-p
" - . P(N—-1) -
On peut donc améliorer le théoréme précédent si N5 <py <Ppfetl<m<
N =
((lep))7 de (|1.19). En fait, on a une solution au sens des distributions pour (|1.15
pP\PN —

appartenant a M® (Q), avec § = m(py — 1). De plus diu € M* (2), avec 1 < §; = pz-ﬁ
pour tout i = 1, ..., N, puisqu’il est aussi valable . Notons que, pour avoir §; > 1,
Nnous Supposons /
ps
m

Dans le second cas, p,o = pn, nous avons le résultat suivant.
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Théoréme 1.9. Si f appartient a M™ (Q), avec 1 < m < ply, alors il existe une
solution au sens des distributions u pour le probleme , appartenant a M? (Q),
avec § = m(py —1) et Qu € M* (), avec §; = pi% pour tout 7 = 1, ..., N. On suppose
aussi que

Py

P>
m

Remarque 1.17. Sous 'hypothese py > p*, on a

N(pN_ﬁ) —x\/ /
— > ) >p
p(pN—l) ( ) N
et si
N .
m < 7(1’1\/ P)’
p(py — 1)

alors (1.19) et (1.21)) restes toujours vérifiées

Remarque 1.18. Rappelons, comme déja mentionné précédemment, que si nous choi-
sissons p; = 2, pour tout i = 1,..., N, (ou de maniére équivalente p; = p, pour tout

i=1,...,N), on obtient les résultats classiques de régularité.

1.7 Résultats d’existence pour un probleme semi-
linéaire
Dans cette section, nous parlons principalement de certains résultats contenus

dans [35]. Nous étudions les questions d’existence, de non-existence et de multiplicité

de solutions positives pour la classe suivante de problemes elliptiques semi-linéaires

anisotropes
N i—2 q—2
- >0 [|8,u pi aiu] = Au|""u dans Q,
i=1 (1.22)
u = 0 sur 0f),
ou
P1<q <DPN- (1.23)

Pour une plus de généralité nous traitons aussi les cas

PN
N-—-p

l<g<mpm et py < qg<p, avec P =
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Les cas précédents ont été étudiés dans plusieurs articles, citons par exemple [5],
[38], [39], [42]], [63], [64], [66] et [65].

Nous donnons d’abord la définition d’une solution faible de ([1.22]), qui est une
fonction appartenant & W, (pe) (), telle que

N
3 / 1O udpdr = A / u|" ugds Vo e O (Q). (1.24)
=174 L

Remarque 1.19. Notez que toute solution faible u de (1.22]) est en fait une solution
forte au sens de [42], principalement u appartient a W, (P2) (Q) N L (). 11 découle du
théoreme 2 dans [42] et de I'hypothese (|1.23)).

Tous les résultats, dans ce qui suit, sont dus a la structure variationnelle du

probleme. En effet, si on définit la fonctionnelle

N
Jx (v) :Zl/ 00" dx — )\/ ’v+‘qd:v, (1.25)
izlpi Q q ./

ou v = max {v,0}, alors tout point critique de Jy est une solution faible non négative
de (L22).

Dans ce qui suit, nous rappelons les résultats connus concernant notre probleme.
Nous rapportons quelques résultats présentés dans [42], si ¢ > py. Les auteurs de
cet article obtiennent plusieurs résultats d’existence, de non-existence et de régularité.

Pour étre complet, nous donnons aussi ces résultats.

Théoréme 1.10. Soit ¢ < poo, définie dans ([1.16)). alors pour tout v > 0 il existe
A, > 0t u, € Wy () tel que [ e

0
du probleme (1.22)) quand A = A,.

@ = 7 et u, est une solution faible bornée

Remarque 1.20. Nous soulignons, comme déja dit dans [42], que ce théoréme ne peut
pas étre utilisé pour avoir une solution au probleme ([1.22) pour un A donné. Ce fait

est di au manque d’homogénéité de I'opérateur différentiel.

Le théoreme m donne 'existence de paires (A, u,) € (0,00) X Wy (Q) qui
résolvent , considéré comme un probleme de valeur propre. De plus, il est difficile
de savoir quel exposant ¢ produit une situation de résonance, c¢’est-a-dire un probléme
de valeur propre.

Dans le Probleme (2) proposé dans [42], les auteurs font une conjecture. Ils pensent
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que la situation de résonance se produit deés que ¢ < py (voir aussi la section 8.1 [42]),
mais peut étre existe-t-il des «lacunes spectrales», & savoir des ¢ € (p1,py) tels que
admet une solution faible pour tout A > 0. Cette conjecture est confirmée par
les résultats (voir la proposition 3.7, le théoreme 3.9 et le théoreme 3.13 dans [33]).
Evidemment, si p; = p pour tout ¢ = 1,..., N, le probléme de résonance correspond a
q = p, voir par exemple [10].

Dans [42], un résultat d’existence pour A > 0 fixé a été prouvé dans le théoreme
ci-dessous, ainsi qu’'un résultat de non-existence a également été présenté, 1’outil
permettant de prouver ce résultat est 'identité de Pohozaev. Mais aussi la formula-
tion la plus faible nécessite des solutions de classe C* (ﬁ) pour avoir des conditions
aux limites bien définis, il semble difficile d’obtenir cette régularité pour une solution
faible de , voir par exemple [47]. Pour gérer cette difficulté, ils construisent une
suite de problémes "doublement approximant" , puis prouvent un résultat de forte ré-
gularité pour la solution des problémes approchés (théoreme 5 de [42]). A la fin, ils
présentent leur principal résultat de non-existence (théoreme 6 dans [42]). I indique
que, dans au moins un cas critique , n’admet pas de solutions faibles, appartenant
a Wol ) A [ (a=1)p} (Q), autre que u = 0. Ce résultat nécessite deux hypotheses diffé-
rentes. Premierement, le domaine €2 doit avoir une caractéristique géométrique parti-
culiere, qui modifie la notion classique d’un domaine étoilé, en fonction de I'anisotropie
de l'opérateur. Deuxiemement, les exposants p; doivent étre suffisamment concentrés,

c’est-a-dire
N +2

N

p; > 2 Vi=1,...N et N < P1.- (1.26)

*

Si ([1.26]) est vrai, nous avons nécessairement N > 3 et p* > py, donc p = D"
Dans [42], on suppose aussi ¢ > p* et cette hypotheése est conforme au résultats (voir
Théorémes 3.9 et 3.13 dans [33]). Pour le cas py < ¢ < P*, nous suivons [42], (voir
aussi [63]et [64]pour le cas plus général p; = p;(z), pour tout i = 1,..., N). Nous avons

le théoréme ci-dessous.

Théoreme 1.11. Soit ¢ tel que
pN<q<p (1.27)

alors, pour tout A > 0, le probleme (|1.22)) possede une solution faible positive non

triviale.

Démonstration. Considérons la fonction ([1.25)). Dans ce cas, il n’est pas possible d’ap-
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pliquer le théoreme de Weierstrass, que nous utiliserons dans le prochain théoreme, car
la fonction n’est pas coercitive, mais il est possible d’appliquer un théoreme du col afin
d’obtenir un niveau critique pour Jy(u) et ainsi une solution faible du probléme (1.22)).
Tout d’abord, nous prouvons dire que la fonctionnelle d’énergie satisfait aux
hypothéses géométriques requises par le théoréme du col ("Mountain-Pass").

Conditions géométriques

i) évidemment J,(0) = 0.

ii) Il existe p € (0,1) et a > 0 tels que Jy(u) > « > 0, pour tout v € Wol’(p")(Q),
avec Hv||W01,<pi>(Q) =p.
On applique I'inégalité de Hélder, avec les exposants 7*/q et (5*/q) (nous rappelons

que g < p*), au deuxieme terme de notre fonction, on obtient

N /|a P*>“dx
1pz

Maintenant, nous appliquons l'inégalité anisotrope de Sobolev

G

101l £ ) <CZ|I3UHLPZ : ve[LpT.

au dernier terme de ’expression ci-dessus, nous obtenons

)\C’l q
) — [|v]] LPi) ooy
q Wo ()

Z

Nous rappelons le résultat suivant, il existe C' > 0, cela ne dépend pas de p, tel que

N N O_p’L
o, >0 Vi, Y oi=pe(0,1) = > —
;=1 =

On prend o; = ||az'UHLm(Q) , on a

Zo-i - ||U||W011(Pi)(ﬂ) - p € (Oa 1)

et donc

Iy (v) > Cy ||0; U||p L) T T anzv(}’(”i)(m

— PN <C’2—>\qclpq pN>‘
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Puisque py < ¢, on peut trouver «, p > 0 tel que

) =
ACY '

K@ za Vol =< (

Condition de compacité
iii) Il existe v € Wol’(pi)(Q) et 5> p >0 avec HUHWL(,,Z.)(Q) > 3 tel que J, (v) < 0.
0
On considére v = tz pour z € W(]l’(pi)(Q)\ {0} et ¢ > 1, on obtient

DY N pN YA
pz_i/ |z|q§z /|8¢Zp1—7/ |Uz|q.
q JQ Q q JQ

i1 Pi

=3 [0
Jy\(tz) = —/ 2
i=1 Pi /9
Il est clair, en (|1.27)), que

tgr—r‘rloo Iy (tz) = —o0.

Alors pour t > 1 assez grand on peut prendre v = tz tel que ||tz||W1,(p,.)
0
Iy (tZ) < 0.

Maintenant, on prouve I’hypothese de compacité du théoreme du col.

@ > b et

Soit {v,} une suite de Palais-Smale, telle que
1) Jy(v,) — ¢,
2) Ji(on) — 0,
ot ¢ = infiep max;e1) Ja (v (1)),
avec I' = {7 eC ([0, 1] ;Wol’(pi)(QD 7 (0)=0 et v(1) = tz} , ou tz choisis dans iii).

de plus Jj est la dérivée au sens de Fréchet de Jy,

N ) )
<J;\ (U)7¢> :;/Q’aﬂ) Pi— avaiﬁb_)\/ﬂhj‘qi ’U¢_

Ces deux conditions sont équivalentes aux suivantes :
1) Il existe une suite {a,} qui converge vers zéro, telle que Jy (v, (t)) = a, +c,
Le.

N
1 A

Z—/ |8ivn|pl——/ v = a, + c.

i—1 Pi /Q qJQ
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2’) 1 existe {y,} C {Wol’(pi)(Q)r . Y, — 0 dans [Wol’(pi)(Q)r, telle que

zé/ﬂ |Oivp

Maintenant on choisit ¢ = v,, dans 2")

=2 [ lonl" = g va).

Alors si on soustrait cette expression de 17), on obtient

——/\vn\ =a, + c——/\vn\q

lez

et donc

Y1 1
Z(—)/ il =+ Lty
=1

pi

P2, B = A /Q 072 U — (Y, &) Vo € Wy ().

(Yn, Un)

Si on utilise les hypotheses sur y,, a, et ¢, il existe M € R indépendant de n

tel que
anHW017(p7,)(Q) S M

Par conséquent, nous avons, une sous-suite,que nous notons encore v,,,

Up — U faiblement dans Wy ()

par l'inégalité anisotrope de Sobolev on a

Up =V fortement dans L"(2) Vr <p".
Maintenant prenons ¢ = v,, — v dans 2’) on obtient :
/|8vn|p’ 00,0, (v — v _)\/ [0a]72 0y (U — )= (V0 — ) |
On soustrait des termes de ’expression ci-dessus

P72 900, (v, — ),

N
;/Q |0;v

Vo € Wy (Q).
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on obtient
N

;/ﬂ (|3ivn

i—2
bi avn — |81U

pi=2 81}) 0; (v, — v)

Pi=2 9ud); (v, —v) + )\/ ]vn]q_2 U (U, — 0) = (Yn, Uy — V),
Q

:—é/gl@v

du fait que

| (10w,

et p; > 2 pour tout ¢, on obtient

P2 Ou, — 0w bi Vi=1,..., N,

Pi—Qa O o > O 0: _
v) i (v, — v) > 3/9\ i (v, — V)

N
Cg/ 10; (v, — V)| < — Z/ |0,0]" 2 vd; (v, — v)+)\/ 0] 7% 0 (V5 — ©) = (Y, U — V),
Q = Ja Q
Le méme résultat est également valable si 1 < p; < 2 par une légere modification.
(Yn, Uy — ) = 0,

par la convergence forte de y, dans l’espace dual de VVO1 (p ’)(Q) et la convergence faible

de v, vers v dans Wol’(pi)(Q). de plus

P2 900, (v, — v) — 0,

N
i=1 79
Puisque v, — v faiblement dans W,*' (Q). pour le terme

/Q |vn|q_2 v (v, — V),

=k =% /
par l'inégalité de Hoder avec les exposants P ] et ( b 1> , on obtient
q _—

On note que
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puisque ¢ < P*, et que ||vy,|| 5+ y <M, ona alors

/ |vn\q_2 U (U, —v) = 0.
Q

alors

Hl}n — UHW&,(pi)(Q) — 0.
]

La condition de "Palais-Smale" est également vraie. Par conséquent, comme consé-
quence du théoreme du col, on déduit que J, admet un point critique non trivial et
nous obtenons donc une solution du probléme non triviale faible ((1.22)).

Maintenant on traite le cas :
l<g<mpm (1.28)

Ce cas a déja été étudié dans [63]et [64] (voir aussi les références qui y figurent). Les
auteurs étudient le cas plus général p; = p;(x), pour tout ¢ = 1,..., N. Pour prouver les

résultats suivants, nous suivons ces deux articles.

Théoréme 1.12. Soit ¢ : 1 < g < py, alors il existe \** > 0 et \* > 0 tel que pour
tout A > A et A € (0,A*), le probleme ((1.22) possede une solution faible positive

non-triviale.

Démonstration. Nous prouvons que la fonction d’énergie (|1.25)) est coercitif et fai-

blement semi-continu. Nous utilisons 'inégalité de Holder avec les exposants p*/q et

(7*/q)", et c’est possible parce que (1.28) est vrai.

On a
A
pi q
q /Q ||v||L5*(Q) .

Maintenant nous appliquons I'inégalité de Sobolev, avec r = p*, nous obtenons

Iy >

e !
JA>2*Ha l(zuavum )

Pour une inégalité numérique, i. e.

N q
(le@vllm(m> <CzZII8v||Lm :
1=1

i=1
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on obtient
)\Cg
(Q) ZHaUHLPz(Q

A>Z

Puisque py > p;, pour tout : =1,..., N, on a

/\Cg

A>7ZW ZWHm

Maintenant, nous notons que ¢ < p; pour tout 7, parce que pour I’hypothese g < pq, et

||UHW01,<171 @) ( y — +oo  pour certains 1.

On obtient donc la coercivité de J, c’est-a-dire

Jr(v) = +oo  quand o], — +o00.

1 2(pg) (Q)

Pour la semi-continuité faiblement inférieure, considérons une suite {v, } ¢ W, (P2) (Q)
telle que

v, — v faiblement dans W, ")(Q).

Comme l'injection Wy (Q) < L™ () pour r € [1,p*] est compacte pour tout

r € 1,p%), nous avons aussi
v, — v dans L"(Q) Vr < p",

ce qui implique

Lol = [ ol
Q Q

puisque ¢ < p; < p*. Alors

— L q
lrnglJlgofJA (Un) 2 n~>+oo 1 pl q nggloo (o) |Un| =
> / fo]? >
1 p n—-+00
> i——/wwzﬁ
q Ja
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par la semi-continuité faible de la norme, on a
1i7IlIl>i£f Il Osvn, HLPi(Q)ZH ;v HLPi(Q), Vi=1,...,N.

Maintenant, on peut utiliser le théoréme de Weierstrass (voir par exemple [80]) pour
trouver un minimum global de Jy, u), qui est une solution faible de . Maintenant
on montre que uy est non trivial pour A assez grand. Soit £ > 1, un réel fixé et ; C €2
un ouvert avec meas(€);) > 0, nous prenons une fonction vy € Cg2(€2) € Wy P(Q) tel

que vy = to dans 2 et 0 < vy < tp dans Q \ ©;. Nous avons

) =+ [ o =2 [ Junf
v) = Y — volP — = [ |vol.
A0 2 Jo 0 g Jo !
Puisque vy € C§°(£2), nous avons
alors par définition de vy nous obtenons,
Cs A Cs A
Ia(vg) < = _Z |vg|? < = —timeas(§2y).
P q J ygi q

Donc on peut choisir
Crq

* piffmeast)

tel que Jy(vg) < 0 pour tout A > A**. Puisque u) est un minimum global, il s’ensuit
que Jy(uy) < 0 pour tout A > A\** et que u, est une solution faible non triviale du
probleme .

Par conséquent, on conclut la premiere partie de la preuve du théoréme [1.12] Pour
la seconde partie de la démonstration, nous raisonnons comme dans [63]. Au début,

nous montrons qu’ils existent p € (0,1) et @ > 0 tel que Jy(v) > « > 0 pour tout

= p. Puisque ¢ < pq, l'injection

v e WyP(Q) avec || v 100y

WoP(Q) < L7(Q)  Vre[1,77]
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ait lieu. Nous avons, de
N
L'(Q) <OY 10w lmy  Vre[l,p]
i=1

avec r = q,

| v |lLa@y< Cr || v HWOL(p,L-)(Q), Yu € Wol’(pi)(Q),

Donc
)\07
(Q H v Hq 1(171)( )

= 1]%

Puisque [| v [| ;100 p, nous obtenons
0

@~

|| (97;11 HLPZ(Q)SH v ||W01’(Pi) pv VZ = 17 JN

@~

et puisque p € (0,1) et py > p; pour tout i = 1,..., N, il en découle
10175y < N10llToi iy, Vi=1,...,N.

Donc

=2 e

., AC
INCEYeATS R YA e

1 2(pg) (Q) q

Alors pour tout
qCSppN_q

D< A< A <
< c.

et v € WEHP(Q) avec ||l L), = P, NOUs obtenons la résultat. Maintenant nous
0 W, P

©)
prouvons qu'il existe z > 0, z # 0 et Jy, (tz) < 0 pour ¢t > 0 assez petit.Soit z € C§° ()
tel que supp(z) D Qy, 2 =1 dans Qy et 0 < z < 1 dans Q. Alors pour tout 0 < ¢ < 1

on a

N p q
I(tz) = Z/Qtw,zm—ﬁ/ﬂwg
P A4
Z [ 10l == [ el =

- (e

IN
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Donc, puisque g < p1, Jy (tz) < 0 si

1
t <min< 1 ( A1 Jo |2 )pl_q
’ quf\;fg i b

Soit A* > 0, comme dans (1.19),et A € (0, \*). D’apres les considérations précé-

dentes, il existe une boule centrée a l'origine et de rayon p B, (0) dans W, (P i)(Q), telle

que

inf Jy, > 0.
9B,(0)

De plus, il existe z € Wol’(pi)(Q) tel que Jy (tz) < 0 pour tout ¢ assez petit et pour
tout v € B, (0),

=

AC.
Lpz 79 lim ZHOUHLPZ

Z

il résulte que

—o0 < c¢= inf Jy <O.
B, (0)

Soit 0 < & < infyp, (o) Jx — infp () Jx. En appliquant le principe variationnel
d’Ekeland (voir [37]et aussi [31]) a la fonction Jy : B, (0) — R. Nous trouvons v, €
B, (0) tel que :

J)\(’UE) < inf J)\—i—E,
By(0)

et

Jy(ve) < Jy (v)—{—sHv—ngWé,@i)(Q), v # ..

puisque

Jy(ve) < inf Jy4+e < inf Jy,
BP(O) 9B, (0)

v. € B, (0). Maintenant on définit

Iy (v) = Iy (v) + e o = vell oo g -
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Il est clair que v, est le minimum de I, et donc

I (v. —|—tzt) — Iy (ve) >0,

pour ¢ > 0 assez petit et z € By (0). on obtient pour .Jy

I (ve +tz) — I (ve)
t

+é ||ZHWO1,(pi)(Q) > 0.
quand t — 0 il en résulte

(S5 (ve) 1 2) =€zl yrm0 ) > 0

ce qui implique que

175 (ve) || < e

On conclut qu'il existe {w,,} C B, (0) tel que
Iy (wy,) = ¢ et Jy(w,) = 0. (1.29)

De toute évidence, {w,} est placée W, (P ’)(Q) Si nous procédons comme dans
le théoréme 3.5, nous obtenons la forte convergence de {w,} vers w dans W, P ().
Donc pour (1.29)) nous avons Jy (w,) =¢ < 0 et J§ (w) = 0, c’est-a-dire que w est une
solution faible positive non triviale pour le probleme (|1.22]) ; ce qui compleéte la preuve
du théoreme L2
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2.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a I’étude d’un probleme elliptique faisant intervenir ’opé-

rateur

N

=1

pi=2 &u} .

Ce genre de problemes est largement étudié dans la littérature, nous citons par
exemple, [32], [33], [34], et les références inclus. Il existe également une littérature
abondante sur les problémes elliptiques avec des non-linéarités singulieres, voir par
exemple [14], [46], lorsque Popérateur différentiel considéré est 'opérateur Laplacien,
nous référons le lecteur a [29].

Dans les travaux [1], [34] et [70],...,etc, les auteurs ont étudiés des problemes
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linéaires (avec Laplacien) et non-linéaires (avec p-Laplacien et opérateur anisotrope )
avec la présence d’un terme gradient en plus, des résultats d’existence, non existence,
de multiplicité et de régularité des solutions ont été obtenus.

Nous mentionnons également 1'ouvrage phare [42], dans lequel I'opérateur aniso-
trope est associé a une non-linéarité et permet d’obtenir des résultats d’existence et de
non-existence.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons le probleme suivant :

—Lu = -— dans (),
uYy
u = 0  sur 0, (2.1)
u > 0 dans(,
ou vy > 0,
N

Lu= Z 81 [|aﬂb|pi_2 (‘Zu} s

et 2 est un domaine régulier borné dans RY. Nous supposerons sans perte de généralité
que 1 < p; < py < ... < pn et que f est une fonction non négative appartenant a un
espace de Lebesgue approprié L™ (Q).

Le cadre fonctionnelle naturel associé au probleme est I'espace anisotrope
de Sobolev introduit dans le chapitre préliminaire (Définition .

En I'absence d’'un principe du Maximum fort, nous allons souvent supposer que

les p; > 2.

Définition 2.1. On dit que u € Wol’(pi) () est une solution d’énergie de 1’ si et si

seulement si
N
> [ 10w

et on dit que u est une solution faible de (2.1 si duP~t € LY(Q),
f

ona <= € L}.(2), on obtient donc I'identité suivante :
u

L fo
P QC"},-wzgo:/E Vo e CL(Q),
Q

N

Z/ |0u

. fe
p 2(');1L(‘9ig0=/u7 Vo € CL(Q).
Q
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Nous devons également rappeler les fonctions de troncature suivantes

S

g st |s| >n

To(s) =
s si|s|<n
et
Gn(s) = s —T,(s).

Parfois, et pour des fins purement techniques nous allons utiliser 1’espace de Marcin-
kiewicz M™ (€2) (voir la définition au lieu de L™ (2).

Parmi une vaste littérature existante traitant des problemes anisotropes et pro-
blemes elliptiques a terme singulier, on citera par exemple [16], [24], [27], [36], [23],
[45], [68], [69] et [75].

2.2 Problemes d’approximation

Considérons d’abord le probleme d’approximation suivant

—Lu, = In ~ dans Q,
(un + %)
u, = 0 sur 0, (2:2)
u, > 0 dans €2,

ou f, = T,(f). Dans tout le chapitre C' dénotera une constante pouvant varier d’une

ligne a l'autre.
Lemme 2.1. Le probleme 1} admet une solution Wy *" (Q).

Démonstration. Nous suivrons le méme raisonnement que dans ([14])

Fixons n € N | et soit v € Lz (). Considérons I’équation

In
(o] +2)"

il est clair que le probleme précédent a une solution unique chaque fois que le

— Lw = (2.3)

coté droit appartient a L® (€2) avec s > pl, voir par exemple ([32]) et ([33]). On Dénote
w = S(v),
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en utilisant w comme fonction test dans (3.3), on obtient

fi/ml’”:/('ﬁ%)wén”“/\w\

=1q n Q

par l'inégalité de Sobolev ([1.1)),

N
Jull oy < €3 [ 10
i=1q

par l'inégalité de Holder

gl

\—/
|
*

Q/\w\s(/r

Q

alors

w5

LF* () < Cn*t ”wHLE* Q)

et donc
1
W|| 5oy < C'(MTH)PNTE = Ry
LP*(Q)

Ce qui signifie que la boule de rayon Ry dans LP (Q) est invariant par S, et
donc par l'injection de Sobolev et d’apres le théoreme du point fixe de Schauder nous
concluons que 'approximation du probleme 1' admet une solution dans Wol (P9) (Q),

pour chaque n fixé.
]

Remarque 2.1. On peut aussi utiliser des méthodes variationnelles pour prouver

I’existence de solution, en minimisant la fonctionnelle d’énergie.

:i:;;/ —A/F(u)

ou

L’existence de la solution dans l'espace de Sobolev est assurée par les Résultats
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suivants :

Définition 2.2. Soient X un espace de Banach et w une partie de X. Une fonction
J 1w — R est dite faiblement séquentiellement s.c.i. si pour toute suite (x,), de

w convergeant faiblement vers x € w on a

J(z) < liminf J(x,).

n—o0

On peut montrer que, dans les espaces de Banach réflexifs, les fonctions faiblement
séquentiellement s.c.i. atteignent leur minimum, pourvu qu’elles tendent vers +oo a

I'infini.

Proposition 2.1 ([51]). Soient X un espace de Banach réflexif, X' C X un convexe
fermé et J : K — R une fonction faiblement séquentiellement s.c.i. De plus, si K est

non borné, on suppose que pour toute suite (z,), de K telle que
|zn|| — oo on a J(x,) — +oo.
Alors J est bornée inférieurement et elle atteint son minimum i.e.

Jue K, J(u)= inf J(v) = min J(v).

veK veEK

Démonstration. En effet si o := inf e J(v) et (u,), est une suite minimisante, du fait
que J tend vers U'infini & Uinfini, (u,), est bornée. Comme X est réflexif, il existe une
sous-suite (uy,); et u € X tels que u,, — u dans X —faible; K étant un convexe fermé,

il est faiblement fermé et v € K. Finalement :

a < J(u) <liminf J(u,,) = «

n—oo

car J est faiblement séquentiellement s.c.i. Ainsi @ = J(u) € R et J atteint son

minimum en u € K. ]
Lemme 2.2. La suite {u,}, est croissante par rapport a n.

Démonstration. Rappelons que f, = T,,(f) et donc 0 < f,, < fui1

fn < fn+1
(n+3)" 7 (- )

—Lu, =
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puisque
fn+1
_Lun—i—l - ¥

(u”'H + n—H)

et ainsi on a
[ 1 1
_Lun + LunJrl S fn+1 ¥y 1 \7
( + nTl) (“n+1 + n+1)

IN

fnt1 (Un+1 i "H)7 _ (u” T nil)vl
" (Un + m)w (Un+1 + nJlrl !

en utilisant (u, — t,11)" comme fonction test dans la derniére inégalité, le second

membre donne

(s + 7t3)" = (ot 2h)”
(4 75)" (s + )

fn+1 |: ] (un - un+1)+ S 0

Maintenant, en tenant compte du probleme de u,, et de wu,1, il s’ensuit que

/ (_Lun + Lun-‘,—l) (un - un+1)+ < 0.
Q

Ainsi

pi—2 0; iUp — |0 un+1| 8iun+1> E)Z (U,n - Un+1>+ S 0.
i=1

S~ [ (joan

En intégrant sur le sous-ensemble de €2 ot u,, > u,41 et en utilisant I'inégalité suivante

pour p; = 2

Co ‘ai (U/n - Un+1)’pi < (faiun’pi_z iy, — |aiun+1|pi_2 8¢Un+1) 0; (Un - Un+1)

on obtient
N Pi
> [0 = wni)*[" <0
=14
Par conséquent
un S un+17
ce qui nous permet de conclure que {un}n est croissante par rapport a n. O

Remarque 2.2. L’unicité de la solution u, du probleme (2.2)) est une conséquence
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directe de la comparaison introduite au début de la preuve.

Remarque 2.3. On peut facilement prouver le lemme précédent pour le cas p; < 2,
mais on se limite au cas p; > 2 car (& notre connaissance), I'opérateur L vérifie le
principe du Maximum fort uniquement dans le cas ot p; > 2 voir par exemple ([32]),

le principe du Maximum qui sera nécessaire par la suite.

Lemme 2.3. Pour tout n € IN, u,, est la solution du probléeme d’approximation ([2.2]),

est telle que u,, € L™ () et pour tout K CC 2, u, > Cx > 0.

Démonstration. Par quelques modifications dans la théorie des opérateurs de Leray-

Lions, on peut montrer I'existence d’une solution au probleme.

fi
Ly = ———
P (u 1)
et donc
S B
([lurllo +1)

Le principe du Maximum Fort, et la monotonie de {u,}, nous permet de dire que
u, > Ck > 0. L’estimation L> (Q) de {u,}, , est une conséquence directe du résultat

de Stampachia [79], comme montré dans [14]. O

2.3 Passage a la limite en n

231 Casy=1

Théoréme 2.1. Si f € L'(Q), alors le probleme ([2.1) admet une solution u €

Wol’(pi) (©2), obtenue comme limite de {u,}, .

Démonstration. En utilisant u,, comme fonction test dans le probleme

on obtient




2.3. PASSAGE A LA LIMITE EN n 61

Puisque {u,}, est bornée dans W, (pi) (€2), alors elle converge faiblement vers u, ce qui

nous ramene a écrire —Lu,, comme suit :

lim Z/|8un|p’ OiunO;p = Z/|8u\p’ Diudip

n—r—+oo i IQ
pour toute fonction test ¢ € C} (). D’autres part on a :

Jnp
(un + %)

en utilisant le théoreme de Lebesgue on conclus que

Lol

CK

0<

lim
n—-+00

hw /f@

Q n

ce qui acheve la démonstration. O

Théoréme 2.2. Soit f € M™ (), tel que m > %, alors le probleme 1) admet une
solution u € Wy (Q) N L= () .

Démonstration. Considérons Gg(u,), k > 1 comme une fonction test dans ([2.2]), on
obtient

i JnGr(un)
;Q/Wunp 2 911405l (1) o (unk+3,)

dans 'ensemble {u, > k} ot Gj(u,) # 0, sachant que u, + = >k > 1 et donc

g:/mGk (un)

119

P < /fnGk: Up),

en particulier
1

( / 10,Gr(uy,) m) . < ( / fnGk(un)> piN.
Q Q

Par 'inégalité de Sobolev ((1.2), avec r = p*, on a

1
Pq

Sl

|G (un) HLp () <C H (/ fnGk(Un))
i=1 \n

=C ( / fnkan))
Q
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Par 'inégalité de Holder on a

c ( / fnGk<un>)

Par conséquent

PP Y ﬁ
J1aF)
Q

el

Et puisque p; > 2 > 1, ce qui implique que p > 1; rappelons que

Bl
AN
Q
~
—
Q
=
<
3
!
N~

1
P P

3

( /G (un)

Q

1
p>l<————>0,

p p'p
puis en utilisant le fait que f € M™ (), m > p",

=%/

1—-P_

|fn|ﬁ*/ < Cmeas (Ag) ™  where Ay = {u, > k}.
{un>k}

De nouveau par l'inégalité de Holder
[1Ge(a)l < Cmeas (44)"
Q

avec

En mettant

9(k) = [ 1Gi(uwn)]

du fait que
meas(Ay) = /1{un>k},
Q

En utilisant la définition de Gy et en la différenciant par rapport a k, il est facile de

voir que la derniere inégalité devient
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Ainsi

sachant que I'hypothese m > > implique que 1 — é > 0, en intégrant la derniere

inégalité obtenue

k< —=Clg(k)' "= = g(0)' %],

ce qui donne

_1 1—1
Cy(k)'"a < —k+C HUHHLI(?]) :

Comme g¢(k) est non négatif et décroissant, la derniere inégalité assure 'existence de

ko tel que g(ko) = 0, et ainsi [|up| () < Cf, et par la suite u € L> (). O

Théoréme 2.3. Soit f € L™ (), tel que m > %, alors le probléme 1' admet une
solution u € Wy (Q) N L () .

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme précédent et du fait que

L™(Q) Cc M™(Q). ]
Théoréme 2.4. Soit f € L™ (Q), telle qu]e\}p*’ <m < %, alors le probléme 1}
admet une solution u € L® (§2) avec s = Lll

N —mp

Démonstration. L’existence de solution étant prouvée dans les théoremes précédents,
nous traitons maintenant de sa régularité. Soit ¥ = |Tj,(u)|%"’ Ty, (u), pour j = 1,2, ...N,

comme fonction test dans ({2.1]) avec

‘= m—1
T mpy (N —=1)—pm+1
et
IS SO U
g N—-1\mp N mp;
on obtient
3 / Dsul” =2 0, (T Tu(w)) = [ L [Tew)|™ Ti(u)
=1

1T ()7

IN
D O
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D’autre part on a

C’/|8ka(u)|pj T ()| < Z/|8u

110

P72 0ud; (ITh(w)| Tr(w)) Vi =1,2,..N.

Par l'inégalité de Holder nous obtenons aussi

1
o~

/fITk(U)Itjpj < (/Iflm)m (/|Tk(u)|tfpf‘m'> Vj=1,2,..N.

Les dernieres inégalités mises ensemble donnent

J 1T [T < ¢ (/ lTk<u>|tj”m,)

Maintenant en prenant le produit sur j dans la derniere inégalité, nous obtenons
pi !

H(/ 0T ()" |Tk<u>|””> <0 H(/ Tiw) ) |
J=1 \q J=1

et par (1.3) avec r = s et v = Ty (u) I'inégalité devient
-1 1

(/|Tk<u>|5) scﬁl(/w )

Notons que notre choix de t; et v; vérifie

1

m!

1 1

jm

==z

/

I & 7 A _ _mNp_
5T L-D- 1+1 = P = N
Z Yi = 7
i=1
aussi en observant

N N N

j—1>ismcem<j,

p mp

et par I'hypothése sur m nous avons aussi m > (p*)", qui donne

[T (w)]

L3(9) <(C Vke N,
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par passage a la limite & — 400, et par le lemme de Fatou on conclut que

[u] L@ = ¢

qui est le résultat souhaité. O

2.3.2 Cas~vy<l1

Théoréme 2.5. Soit f € L'(2) alors il existe une solution u pour (2.1)), appartenant
N - (1-7)N)
P(N—(1-7))

a Wol ’(si)(Q), pour tout s; < p; et appartenant a I'espace de Lebesgue

correspondant L**((2).

Démonstration. Soit f, = T,,(f), et soit u,, € W[)l’(pi)(Q) N L>(€2) une solution de 1'
En utilisant v} comme fonction test dans (2.1)) on a

W R 1 </ <
Up Q (1+un)'y = an — HfHL1?

N
;/Q ’@'Un

qui peut étre réécrite pour chaque ¢ = 1,2, ..., N comme suit

et en particulier

D’autre part, on a

Q Q

Par I'inégalité de Holder, on obtient

i (1 + un)(’yfl);f (1 + un)(lfﬁ)% '

Pi—$;

/ |a@un|SZ :/ (|817Jm|pZ (1 —|—Un)(’y_1))p7 ((1 +Un>(1_7)ms—isi) : )
Q Q

ainsi

Pi—5;

< C/ ((1 +Un)(1_7)1’i5isi) "
Q

/Q |0,
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Maintenant en choisissant dans la derniere inégalité s; = 0p;, on a

1 1-0 1
([ o)™ < [ (004 07) 7
Q Q

9> P
Par 'inégalité de Sobolev (|1.2)), on conclut que

Sl=

L 1-6
AR < (1—’7)19> 0
(/Q [ | ) _C'/Q<(1+un) 0

En utilisant ’hypothese sur s;, on obtient

(1—) 0 SN

1—0<N—§:8’

obtenir

(floa)" < 00 7

Nous devons maintenant passer a la limite en n. Comme il a été prouvé que

/Q |05,

par conséquent, a une sous suite nous avons

SiSO’

faiblement in L*(£2),
et

Uy — U

fortement in L¥ ()
On suppose que

fortement dans L™ (€2) pour tout r; < s;.

Ceci sera possible en utilisant les mémes arguments que dans la page 18 de [32] ; nous

rappelons les détails pour la commodité du lecteur. Pour chaque n > 0, on définit
I'ensemble A, = {|u, — u,,| < n} alors on a

/. (10,

n

i—2
b azun - ’azum

P2 aium> 0 (un — um) < 20| f||-

(2.4)

ce qui nous permet d’utiliser I'inégalité de Holder a droite de I'inégalité ([2.4)), pour

66
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Par I'inégalité algébrique ({3.2), utilisée précédemment, nous obtenons
/101 (= wa) P < O,
An
Maintenant, par inégalité de Holder, il en résulte que
[ 10k (i = )™ < a4 Comeas ({fn — wnl > )5

Comme u, —> u  fortement dans L?(Q), et puisque la derniere inégalité est valable
pour chaque 7 > 0, on conclut que la suite {0;u, }, est une suite de Cauchy dans L"(2)
et la preuve en découle.

]

Remarque 2.4. On peut donner des résultats de régularité sur les dérivées premieres
de la solution de la maniere suivante : Dans le probleme ({2.2), utilisez u] comme

fonction test, ce qui donne

pi=2 @un@l(u;i) S C.

Q/ |Os

Inégalité qui peut étre réécrite de la maniere suivante

i=1

y+pi—1 |Pi
> [|ow ] <c
=19
et donc
F+pi—1
Oiun 7| € LPY(Q).

La derniere estimation ne signifie pas que u appartient a un espace de Sobolev ani-
sotrope, mais elle ne donne qu’une estimation des dérivés du premier ordre de wu,

yt+pi—1
B m | € LP(Q).

233 Casy>1

Théoréme 2.6. Soit f € L'(Q), alors il existe une solution u pour (2.1 , appartenant

a lespace L*(2) avec s = N(jv;j;@.
Démonstration. Comme dans le cas v < 1, on utilise f, = T,(f), et soit w, €

Wy l)(Q) N L*>(2) une solution de 1' , on se propose u) comme une fonction test
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alors on obtient pour tout ¢ =1,2,..., N
/Q]&-un]p" ul™t < C.

en utilisant 'inégalité de Sobolev ([1.3]) avec les exposants

tipi=v—1
_._NO-1+p)
r=s=-———-—
N—-D )
1 wN-D -1+
ro ti+1

par un calcul simple, on peut vérifier que pour ces valeurs la condition
N
2 m=1
i=1

est satisfaite, et ainsi

u, € L°(2)

et par la suite

u € L(9).

Remarque 2.5. En utilisant u) comme fonction test dans (2.2)), on a

/ |0;u

Q

pi (ufy—l) S C,

N
=1

d’apres le principe du Maximum fort

pzSC

)
=1

()Y [ I

pour tout compact K CC 2. On obtient ainsi une faible convergence de u,, vers u dans

WL®)(Qy), pour tout sous-ensemble ouvert € CC €.



Chapitre 3

Probleme Anisotrope avec
non-linéarité singuliere ayant un

exposant variable
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3.1 Introduction

Nous considérons dans ce chapitre le probleme suivant :

—Lu = i dans (2,
u’Y(l’)
u = 0 sur 052, (3.1)
u > 0 dans €2,

ou

N
Lu = Z@i [|8lu

i=1

pi—2
&u] s

~v(x) > 0 est supposée étre une fonction réguliere, par exemple v(x) € C(£2), et  est

un domaine régulier borné dans IR™. Nous supposerons sans perte de généralité que
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2 <p; <py<..<pnetque festune fonction non négative appartenant a un espace
de Lebesgue approprié¢ L™ (£2) .

Quand l'opérateur différentiel est semi-linéaire, et v(x) = 7, Boccardo et Orsina
dans leur papier remarquable [I4], ont obtenu 'existence et la régularité de la solution,
ce qui a été généralisé au cas du p-laplacien dans [29], et au cas de 'opérateur anisotrope
L dans [54].

Dans un travail tres récent [22] les auteurs consideérent un probleme elliptique
semi-linéaire singulier avec l’exposant variable (), ils ont obtenu l'existence et la
régularité de la solution, sous certaines conditions sur le comportement de la fonction
~(x) au voisinage du bord de €.

Il existe une littérature abondante, consacrée a 1’étude de 1'opérateur anisotrope
L, qui trouve de nombreuses applications dans la dynamique des fluides et les phéno-
menes physiques a diffusion anisotrope, citons par exemple [42], [32], [33], [34] et les
références qu’ils contiennent.

Lorsqu’'une non-linéarité singuliere est considérée en interaction avec différents
types d’opérateurs différentiels comme le Laplacien ou le p-Laplacien, nous invitons le
lecteur a voir les articles. [1], [27], [17], [18], [34], [46], [70], [69] et [75].

Le probleme est associé aux espaces de Sobolev anisotropes introduits dans
la définition [L.6]

Définition 3.1. On dit que u € Wol’(pi) (Q2) est une solution d’énergie de 1} si et

seulement si

N

=13 A
et nous dirons que u est une solution faible de (3.1)) si Q;uPi~! € L'(Q),
fu'® € Ll (), et on a I'identité

Jo

u’Y(x)

Vo € CL(Q).

%/]@u pi=2 @-u&-gp:/

Le cadre fonctionnelle utilisé ici fait intervenir les espaces de Sobolev anisotropes
introduit dans le chapitre préliminaire (Définition . Pour plus de détails, nous ren-
voyons le lecteur aux travaux antérieurs [52], [54], [72] et [82].

Dans le but de démontrer ’existence de la solution du probleme (3.1)), et vu que
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ce probleme n’a pas de structure variationnelle, on procéde par une approximation du

probleme.

3.2 Probleme d’approximation

Tous les résultats obtenus dans cette section sont des conséquences directes de
ceux présentés dans [I4] et [54], mais pour faciliter la lecture, nous les présentons en
détail.

Considérons d’abord le probleme d’approximation suivant

Ly = " dans©
1\7(@)
(Un + ﬁ)
3.2
u, = 0 sur 0f), (3:2)
u, > 0 dans (2,
ou f, = T,(f).
Lemme 3.1. Le probleme 1} admet une solution dans W, ®) (Q).
Démonstration. Nous suivrons le méme raisonnement que dans [14].
Fixons n € N | et soit v € Lz« (£2) . Considérons I'équation
S (3.3)

il est clair que le probleme précédent admet une solution unique chaque fois que
le coté droit appartient a L°(€2) avec s > pl voir par exemple [32] et [33]. Notons
w = S(v),

en utilisant w comme fonction test dans , on obtient

pi _ wfr o)+ [ 14
[ ey =

ol + 5

n

par I'inégalité de Sobolev ([1.1)),

N
ol o < O3 / Dhf”
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par l'inégalité de Holder

3
*
SN——
Y

le|s</|

Q

Par conséquent

[Jwl[}3 @ = Cn" O w5 Q)

et donc
1
Hw”LE*(Q) < ' (nv(x)-i-l)m\r—l = Ry,

ce qui signifie que la boule de rayon Ry dans LP" () est invariante par S, et donc,
par l'injection de Sobolev et le théoreme du point fixe de Schauder, nous concluons que
le probléeme d’approximation 1} admet une solution dans Wol (pi) (Q), pour tout n
fixé. O

Lemme 3.2. La suite {u,}, est croissante par rapport a n.

Démonstration. Rappelons que f, = T,,(f) et donc 0 < f,, < fui1

I R
n (o + %)m) o #1)7(1)
as
L, = fui

(Un+1 n nH)V(SB)

et donc on a

1 _ 1
( " m)v(r) (Un+1 n nil)v
(Un+1 + n}rl)v(w) - (u" + n«lm)V
V(=

| ()™ (i + 5

_Lun+Lun+1 S fn—l—l

IN

fn+1 )

en utilisant (u,, — un+1)+ comme fonction test dans la derniere inégalité, le second

(u”ﬂ n n+1>7(ﬂ?) B ( n TH)WC)
( N m)v(x) (Un+1 " TH)W(JE)

membre

n+1 (Un — un+1)+ < 0.
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Maintenant, en tenant compte des problemes associés a u,, et a u,,1, il s’en suit que

/(—Lun + Lupyq) (uy, — un+1)+ < 0.
Q

Ainsi
N

Z/ (|aiun|pi_2 Dity — ’az‘un+1’pi_2 81'“71—}-1) 0; (Un - un+1)+ < 0.

=14
En intégrant sur le sous-ensemble de €2 ot u,, > u,41 et en utilisant I'inégalité suivante

pour p; > 2

Co |0; (tn — 1) < (|51

P2 Dty — ’aiunﬂfpiﬂ 3iun+1> 0; (uy — Un+1)

N
+|Pi
Z/ O; (U — Uny1) <0.
i=1g
D’ou
un S un+17
ce qui nous permet de conclure que {un}n est croissante par rapport a n. 0

Remarque 3.1. Nous nous limitons au cas p; > 2 car (& notre connaissance), L’opé-
rateur L vérifie un principe du Maximum fort uniquement dans le cas p; > 2 voir par

exemple [32], le principe du Maximum sera nécessaire dans la suite.

Lemme 3.3. Pour tout n € IV, u, la solution du probléme d’approximation ([3.2)), est
tel que u,, € L (£2) et pour tout K CC Q, u,, > Ck > 0.

Démonstration. Par quelques modifications dans la théorie des opérateurs de "Leray-

Lions", on peut montrer I'existence d’une solution a

et donc

fi >
(Jullo + 1)

—Lu1 =

Le principe du maximum fort, et la monotonicité de {u,}, donne que u, > Ckx >
0. L’estimation de {u,},, dans L™ () est une conséquence directe du résultat de

Stampachia [79], comme dans [14]. O
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3.3 Passage a la limite

Pour § fixé, soit Q5 = {x € Q, dist(z,00) < 6}

Np
N(p—-1)+p ,
tel que y(z) < 1 dans Qs, alors la suite {u,}, des solutions de (3.2), est borné dans

WOL(Pi) (Q) )

Théoréme 3.1. Soit s = et f € L (), supposons qu'il existe 6 > 0

Démonstration. Posons ws =  ~ Qs, par les résultats précédents, on sait que u, >

Cus > 0. Maintenant utilisant u,, comme fonction test dans (3.2))on obtient

N
Z/ ‘aiun‘Pi
=17

I
{Q\
—
;s..
—~
3 5]
~— | —
=
&
<
3

IA
?4
,_.
i
B
_l’_
—
—
~—~
g
S
S

f(z)
<
N /ﬂm{unél} fl)+ /Qm{unzl} f(@)un + /w(s ngm) o

1 lixy + (146579 gy ) [ £l

Utilisant les inégalités de Holder et Sobolev, on obtient alors

o) If

IN

1

PN

N | N |
21/9 |Oiun|” <[ fllpriq) +C (1 + HC;;( ) L) [21/9 |8iun’m]

ce qui implique que

N
> [ Jowual < C
=179
ou C' est une constante indépendante de n. n
L . Np .
Théoréme 3.2. Soit s = —————— and f € L®({2), supposons qu’il existe un § >
N{@p—-1)+p

0 tel que y(x) <1 in €y, alors le probleme 1) posséde une solution u € Wol’(pi) Q).

Démonstration. Par la proposition précédente {u,}, est bornée dans W, (p1) (2), donc
(A une sous-suite prés) {u,}, converge faiblement vers un certain u dans W, (21) (Q).

D’autre part, {u,} converge fortement dans L?(Q) for 6§ < p*, ainsi {u,}, converge
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vers u presque partout dans €. Donc on a la convergence pour chaque ¢ € C} (2)

N

N
lim Z/Q |(9Z»un|p"_2 OiunO;p = 21/9 |8iu\pi_2 O;ud;p

4
notee i

Du fait que

o] e

pour toute ¢ € C} (), d’autre part ¢ # 0 et sur Pensemble ou u,, > C,, w étant

/()

Leo(Q)

le support de ¢; le théoreme de Lebesgue de convergence dominée nous permet de

conclure que

fu(T)p - f(x)p

lim (1 + l)fy(x) = Jo @

n—-+o0o

par la suite, la limite u de la suite {u,}, vérifie

f(x)p

uy(@)

Zﬁ[:l/ﬂ |0;u

" Qudip =
Q

]

Théoréme 3.3. Supposons que pour 7* > 1Let § > 0on a [|7]| (g, < 7" A condition

NH*—1+p
que f € L*(Q) avec s = Sl +7) , le probleme 1’ admet une solution u dans

N(@E-1)+py
N(y*—1+D)
(N —p)

L* (Q) avec a = , appartenant a VVl})’c(p )(0Q).

Démonstration. Utilisons u) comme fonction test dans (3.2)), alors on obtient pour

touti=1,2,.... N

/Q |05y,

f(x)

ra < [ fap 0+ |
Qs ws

o
—(z) v
< Wl + (1416279 o) [ F@0
(=) o)’ 5\
< Wl + (141620 ) (L #2@) " ([ a2)
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N(y*—=1+Dp)
(N —p)v*

avec = , et donc

/Q |03t

1
. * * B
rar s G ()

Ainsi

(.

ce qui implique que

N 1 1
[P )P AN
g(/g@u" u) > < <C1+Cg (/Qun ) )

avec le choix suivant des exposants

i Y
Di U;Yl*l) Pq < (Cl + C2 </ uz ﬁ)ﬂ)
Q

1

”:<q+@<é@)

=iz

-

=
~

tipi=7"—1
N -1+4p
r=a= —
(N —p)
1 %(N_l)_l‘Fp%
ro ti+1

N_q 5 7
(f)" = (erer(f))
Q Q
et donc _
1-Z %
Q
du fait que
1 p
—<]1-=
54 N
NH"—1+D
on conclut que {u,}, est bornée dans L* (Q2) avec o = <ZN ;_ D) et par le théo-
- P

reme de la convergence monotone, {u,}, converge fortement vers u € L* ().

D’autre part en utilisant u)" comme fonction test dans (3.2)) on a

. * __
pzuz 1§C

é/ﬂ |Oitty
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par le principe du maximum fort on a pour tout compact K CC €2
. N
Cr 'y [ 1ol < ©
=179

. . . 1,(pi
on obtient ainsi une convergence faible de {u,}, vers u dans I/Vloc(p i) (Q).
Pour compléter la preuve, nous suivons les mémes étapes que dans la proposition

précédente.
O
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4.1 Introduction

On considere dans ce chapitre le probleme suivant :

42 @u} = Af(u) dans Q,
sur 0f).

N
- >0 Uazu
i=1

- N
o - Zafo o
.

e}

ol € est un domaine borné régulier de RY, nous supposerons que f remplit certaines
hypothéses appropriées, 1 <p; <pa < ... <pyvet 1 <q < ¢ < ... <gn.

Nous allons souvent utiliser la notation

i—2
P @u] s

N
L(pi)u = ZE)Z “&u
i=1
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Il existe une littérature abondante sur 'opérateur anisotrope. Lorsqu’il est consi-
déré avec des termes linéaires, non linéaires ou singuliers, nous invitons le lecteur a
voir : [32, [33], B4 38, 42, 54, [70]

f est supposée étre telle que

(H1) f est une fonction continue telle que f(0) >0, etilya 0 <a; <b <as <

o < b1 < apy, les zeros de f tel que

f < 0 dans (ag,bg)
f > 0 dans (bg, ags1)

ag41
(H2) / Ft)dt > 0; Yk=1,2,...m— 1.

ag

Ce type d’hypotheses a été introduit par [28, B0, [49], dans le but d’étudier le

probleme

—Au = Af(u) dans Q,
u = 0 sur 0S.

Plus récemment, des résultats généralisés ont été obtenus dans [25] pour le cas du

p&g-laplacien,

—Ayu — Agu=Af(u) dans (2,
u = 0 sur 0f),

et dans le cas du ¢-laplacien dans [77], ou le probléme considéré

—div(¢(|Vu)Vu) = Af(u) dans Q,
u = 0 sur 052,

¢ étant une fonction remplissant certaines conditions appropriées.

Il est a noter que 'opérateur anisotrope et que l'opérateur doublement aniso-
trope considéré dans le présent chapitre ne peuvent pas étre obtenus en tant que cas
particulier de ceux cités précédemment, il possede sa propre structure, comme nous le
présenterons dans ce chapitre.

Dans I'’ensemble du chapitre, C' désignera une constante qui peut changer

d’une ligne a 'autre.



4.2. RESULTATS PRELIMINAIRE 80

4.2 Reésultats Préliminaire

Le probleme (4.1)) est associé aux espaces de Sobolev anisotropes suivants.
W Q) = {v e WM (Q); 00 € L™ (Q)}

et
Wy (@) = WH) (@) n Wt ()

muni de la norme usuelle

N
o]0y = D 1950 ooy
=1

Comme nous avons a faire a un opérateur doublement anisotrope, ’espace fonctionnel
naturel est

X — WOL(M) (Q) N WOL(%) (Q)

muni de la norme
Définition 4.1. On dira L(P:) i i i
1. que u € Wy () est une solution faible (4.1)) si et seulement

si

i=1

N
[ 10l 000+ 3 [ 10wl dudhe = X [ fwyp v e Wy (@)
Q i=lg Q

Les inégalités algébriques suivantes nous seront tres utiles par la suite :

— Il existe un C' > 0 ne dépendant pas de p € (0,1) tel que pour o; > 0,

t=1,2...N donnés on a :

N N oPi
Doi=p=>) = =Cp™ (4.2)
i=1 i=1 Pi
— Pour p; > 2
Cla— b < (Ja]"?a — [bI""*b) (a — b) (4.3)
— Pour 1 < p; <2
|a — bl2 pi—2 pi—2
< (lal""a = [bI"*b) (a — b) (4.4)

(lal + [b)* ™~
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En vue d’appliquer les inégalités ci-dessus, tout au long de ce chapitre, nous
supposerons que tous les p; sont soit tous tels que p; > 2 ou tels que 1 < p; < 2

et de méme pour les ¢; pouri=1,...,N.

Lemme 4.1. Soit g € C(R) une fonction continue et soit sq > 0 tel que

g(s) >0 sise€(—o00,0)
g(s) <0 sis e sy, +00)

alors si v est une solution de

—éai “aiupi_Q@iU} g: [|3uqz 2814 = Mg(u) dans Q

(4.5)
u = 0 sur 0f2
elle vérifie u > 0 presque partout dans Q, u € L™ (Q) et ||ul|;« < So.
Démonstration. Rappelons que u = vt —u~ ot v~ = max(—u,0) et u™ = max(0, u);
comme
—Jiu  stiu<O0
ou~ = (4.6)

0 siu>0

onaqueu- € Wol’(pi) (Q) pour chaque u € Wy’ (po) (Q2) . En utilisant v~ comme fonction

test dans (4.5)) on obtient

N
ST 0P Qudu~ +Z |0,u|% 2 dyudsu~ g(u)u
/ / K

=1 zIQ

ceci donne

> / ol + 3 [ ow = [ gl

=lonu<0] =lonu<0] QN[u<0]

par définition de g, on a g(u)u < 0 pour u < 0 alors

N N
=lon[u<o] =lon[u<o)

et donc nécessairement 'ensemble (€ N [u < 0]) est de mesure nulle, et ainsi u = u™ >

0.
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D’autre part, observez que

—Ou siu> s
+ KA
O; (u—s0)" = _
0 siu < sg

ona que (u—s) € X u€ X. et en utilisant (u — so)" comme fonction test dans (4.5)

on obtient

N N
Z/]@up’ * 0iud; (u — o ++Z/|8iuqi728iu8i(u—30)+:/g(u)(u—30)+

i=1g i=1g Q

ce qui donne

N

> / |8iupi+§:

=lonu>so] =lon[us>so] QN[u>so]

g(u) (u = 50)

par définition de g, g(u) (u — s¢) <0

qi

5 / O+ 5 [ 1o

i= lQﬁ[u>so} i= lQﬁ[u>80]

et donc nécessairement ’ensemble (N [u > so|) est un ensemble de mesure nulle, et

donc u < sy. O

4.3 Reésultat d’existence et de multiplicité

Pour tout £k =1,2,..,m — 1, considérons le probléme suivant :

=2

- g: 0; [\&u pi=2 &-u} — 0; U&u pi=2 8iu} = Afi(u) dans Q
i=1 i=1 (4.7)
u = 0 sur 0f2
ou
f(0) sis<0
fre(s) =1 f(s) si 0<s<ay
0 Ssi s> ay

Proposition 4.1. Il existe X > 0 tel que pour tout A € (), +00), le probleme (4.7)

possede une solution non-négative u = uy \ tel que ||ug|| o < ay.
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Démonstration. Comme conséquence directe du Lemme précédent on a ||uy|| ;. < ai.
Soit
(I)k)\ /|8 u — )\/Fk

ou Fy(t / fr(s)ds, 'ensemble C}  des points critiques de @y »(u) correspond &

Di

zll

I’ensemble des solutions de . Comme f}, est une fonction bornée on a

t
mi ’t| < /mde < Fk / dS < Mk ’t|
0
Ainsi

pi

Dy a(u) = i /8u

—/\/Fk

117'

N1
> Z—/|8upl jal =AM [ Ju,
par l'inégalité de Holder on obtient que :
N Z /\(’Mpl =AM [Jul| 5+

111

par I'inégalité de Sobolev

N o1

RO L

i=1 4di

N
= AMC Y (10l o
i=1

Dy (u) > Z ;Z/

i=1
comme py > p; pour tout ¢

1 N N
Ppa(u) > — — AMC Y |05ul|

PN ;5 i=1

du fait que

lul|x = +o00 = ||0u|| p; = +00 ou ||O;ul| ;4 — +00 pour certains i,
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on obtient la coercivité de @ \(u) que
Q5 (u) = +oo quand ||ul|y — +o0.

D’autre part, comme ®j, \(u) est continue, elle est aussi semi continue inférieurement,
et donc par le théoreme de Weirstrass, il est également possible de montrer qu’une

suite de Palais Smale {u,,}, converge fortement, en effet {u,} est bornée dans X
u, — u faiblement dans X,

ainsi

u, — u fortement dans L" (2) pour tout 1 <r <p*,

[ tual = [ 1l
Q Q

prenons (u, — u) comme fonction test dans (4.7)) on obtient :

et en particulier

N

P2 9oud; (un — u —|—Z/|8u(h 2 Qiudy(uy — u) = /fk(u)(un—u)

1= 1Q Q
Pz)]

(10" Byt — |0iu] " D) Dty — ) + Do |0, Dy )]
Q

S [ o

=1

ce qui donne
o
N
+>
Q

donc

—2
pi aZu _

Mz

pim 8iun — ’81’&

\

™=

[/ |0t |72 Dy, — |Ogu|P ™ 8u)8( —U)+/(8iun|aiu‘pi_28iu_|aiu|pi)]
Q

Lo
/ |05

N
+2
=1 Q

)\/fk(u

.
I

2 2
472 Ouy, — |O5u T2 O —

2 1) Oy —u)—f—/(@iun@u
Q

)]



4.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET DE MULTIPLICITE 85

par I'inégalité (4.3]) pour p;, q; > 2

N N
10; (u, — w) " + Ayt |Oul" % Dju — |8u|p1 + 10 (uy, — )|
>/ > >/

=1 219

qi—2 O —
(3

N
+ Oitin |0;
ZQ/(U u

=1

“) £2C [ filw)(un )

5 10w - P+ 3 [10 / = )
l:lQ i=1
—i/(&'un@qu@iu— g:/ ﬁun|8u

1=1 O =1 [e)

%gAc/ﬁmmM—w
Q

G2 9y —

")

puisque {u,}, converge faiblement alors

N N
—Z/ Gunlé?upz ? Du — Z/ aun\ﬁuq’ 2 du — )zo(l)
i=1¢ =10
donc
N

P+ 1A

> [ 10 -

i=1

< AC [ fulw)(un = u) + o(1)

< ANCM; /(un —u)+o(1)

comme u,, — u fortement dans L" (2) pour tout 1 < r < p*, on conclut que
|lun — ullx — 0.

Le méme résultat peut étre obtenu pour les cas (p; < 2 et ¢; > 2) et (p; <2 et ¢; < 2)
en utilisant de maniére similaire I'inégalité (4.4)) au lieu de (4.3), ce qui termine la

preuve. O

Théoréme 4.1. Il existe A > 0 tel que pour tout A € (X, +-00), le probéme (4.1]) possede

au moins (m — 1) solutions non-négatives w; tel que u; € X et a; < ||l ;00 < @i1.

Démonstration. Soit u une solution de (4.7)), donc par le lemme 4.1 on a u € L*> (Q)

et 0 < u < ag_y presque partout dans Q ainsi fy_1(u) = f(u) et donc u est aussi
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une solution de (4.1)). Pour prouver la derniére partie du théoréme, on pose que pour

chaque k € {2,...m} on a A\; > 0, tel que pour tout A > Az on a uy y ¢ Ci_1,\ ou
P\ (up ) = {}Iéi)l(l@k,x(v),
soit 4 > 0 et considérons
Qs ={x € Q, dist(z,00) <0},

et
ar = F(ag) — max |F(s)| = F(ax) — Cy,

0<s<ar_1

d’aprés 'hypothese (H2) o > 0. Considérons ws € C5° () tel que
0 < Ws < Qg

et

ws = ag, ou x € O~ Qs,

on a

/QF(wa) Z/QF(ak>_20k|Q5la

ce qui donne que

| Fws) = [ Flu) > a0l - 20,19

puisque |Q5] — 0 quand § — 0 il existe certainement un § tel que :

Be = ar |Q —2C, Q5| >0
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pour ce d on pose ws = w, on a

Pz

N
O (W) — Cp_qa(ugp—1\) = Z

_i\f:plﬂ/| —;%/Wiuk—l,x

N 1 v

< > [lowl” "o [
z’:lsz
al 1 D

< Y- [low “ = A8y,
i:lplﬂ

pour \ assez grand on a

Oy a(w) — Py A(ug—1,0) <0

ceci donne

Dy (w) < Py A (ug—1.)

donc

D a(ugr) < Ppa(w) < Ppoqa(up—1,0)

/\/Fk(w

Qi+

Q

/\/Fk(uk—l,A>

— Fi(ug—1.))

nous avons donc prouvé que uy » et ui_1 ) sont deux solutions distinctes de (4.1)).

Supposons maintenant par I’absurde que

0 <upy < agp—

on doit avoir nécessairement

Dp g a(up—10) < Py x(upn) = Prr(upn)

ce qui est une contradiction avec ’hypothese, et en conclusion

ap—1 < Ug ) < Q.

ce qui termine la preuve.

]

Remarque 4.1. Il est clair que sous les mémes conditions sur f, tous les résultats
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obtenus ici sont toujours valables pour le probléeme simplement anisotrope suivant :

N, —2
-3 0 [|8,u pi &-u} = Af(u) dans €,
i=1

u = 0 sur Of2.



Conclusion et perspectives

Dans cette theése nous avons traité 'existence, la régularité, et la multiplicité de
solutions pour une certaine classe de problemes anisotropes.

Ces probleme n’étant pas homogenes, pas linéaires, et encore moins symétriques
leur étude n’a pas été toujours simple, a cause de 'absence de résultats connus pour
d’autres opérateurs tels que le Laplacien, ou le p-Laplacien, nous citerons par exemple
I’absence d’une théorie spectrale, existence de résultat uniquement partiel pour le prin-
cipe de Harnack et du maximum fort, ’absence en général d’un résultat analogue au
principe de Hopf.

Nous aurions aussi souhaité étendre I’étude au cas parabolique, mais cela n’a pas
été possible di a la difficulté de ce cas.

Nous avons donc comme perspective de continuer ce travail pour étudier les pro-
bléemes suivants :

1. Le cas parabolique

N
u — >0 [\&u pi=2 &-u} = f(u,z,t), dans Qrp,
i=1

avec des conditions aux bords et aux limites convenables.

2. Etude de problemes avec terme singulier et données mesures

—Lu = £ dans €,
u”y

u = 0  sur 09,

u > 0 dans €,

et
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—Lu = Ea + o dans €,
u”

u = 0 sur 0f),

u > 0 dans €2,

[ étant une mesure.

3. Etude d’un probléme anisotrope non-local avec terme singulier

N
— > [M||0sul ]P0, [\&;u|pi_2 (91-14 = fl(tf) dans ,
i=1
u = 0 sur 0,
u > 0 dans €.

Nous espérons que cette these sera une contribution, méme infime a la théorie des
opérateurs anisotropes et qu’elle sera utile pour les chercheurs qui souhaitent travailler

dans ce domaine.
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Résumé :

Dans cette these on s’intéresse a l'existence, la régularité, et la
multiplicité de solutions pour une certaine classe de problemes
anisotropes avec terme singulier a exposant fixe et variable et aussi
I'interaction entre deux opérateurs anisotropes couplés. L'objectif étant
d’obtenir des résultats d’existence, non-existence et de comportement
asymptotique des solutions.

Mots Clés :

Opérateur anisotrope, Equations elliptiques non linéaires, terme
singulier, solutions faibles, solution d’énergie, exposant variable.

Abstract :

In this thesis we are interested in the regularity, multiplicity of
solutions for a class of anisotropic problems with variable exponent, we
treat also the interaction between two coupled anisotropic operators.
The main objective is to obtain existence results, non-existence and
asymptotic behaviour of the solutions.

Key words :

Anisotropic operator, Nonlinear elliptic equations, singular term, weak
solutions, energy solution, variable exponent
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