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Résumé

L’objectif principal de cette thèse est de proposer un modèle numérique de simulation des
écoulements à surface libre en général (des inondations en particulier). Le modèle résout les
équations de Saint-Venant en utilisant la formulation de Galerkin discontinue. Cette formula-
tion présente des avantages aux méthodes traditionnelles d’éléments finis en facilitant l’implé-
mentation de l’ordre élevé et donne des souplesses par rapport à l’adaptation de maillage. En
simulations numériques, un des challenges est de disposer d’un code robuste et précis en calcul
capable de simuler des écoulements uni et bidimensionnels à surface libre en prenant en compte
la complexité de la topographie et la présence des épisodes de couvrement/découvrement. Une
des applications est la simulation de la propagation des ondes de crues et le phénomène réel
de rupture de barrage. Différents schémas d’approximation des flux numériques ont été étudiés.
Différents limiteurs de pente ont été testés et leurs effets étaient comparés. Un banc d’essai nu-
mérique des différents problèmes hydrauliques stationnaires, transitoires, uni et bidimension-
nels, est effectué. La comparaison du schéma numérique avec les mesures expérimentales ou
les solutions analytiques montre une très bonne corrélation.

On a, aussi, étudié une section de l’oued Mekerra à travers la ville de Sidi Bel Abbes en
exploitant des levés bathymétriques et les données de mesure des écoulements. Les valeurs de
paramètres hydrodynamiques calculées (profondeurs et vitesses d’eau maximales) sont utilisées
pour dessiner des cartes des risques d’inondation. Les résultats obtenus confirment la capacité
du schéma numérique à simuler les événements réels. Ils permettent non seulement de fournir
des informations sur la prévision de la crue et le suivi de l’évolution de l’ampleur de l’écoule-
ment dans l’Oued mais aussi la délimitation des zones à risques et la quantification des pertes.

Mots clés : Équation de Saint–Venant, Méthode des éléments finis, Méthode de Galerkin dis-
continue de type Runge–Kutta, Inondation, Oued Mekerra.
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ملخص

الهدف الرئيسي من هذه الأطروحة هو اقتراح نموذج محاكاة عددية للسرʮن الحر للمياه السطحية بشكل عام 
(الفيضاʭت على وجه الخصوص). هذا النموذج يحل معادلات سان فوʭن ʪستخدام طريقة غاليركين المتقطعة. 
هذه الطريقة لديها مزاʮ أكثر من طريقة العناصر المنتهية التقليدية من خلال تسهيل تطبيق ترتيب عالي و المرونة 
فيما يتعلق بمطابقة التشبيك. من أهم التحدʮت في المحاكاة العددية هو توفر برʭمج قوي ودقيق في الحساب قادر 
على محاكاة التدفقات السطحية أحادية أو ثنائية البعد مع الأخذ بعين الاعتبار تعقيد التضاريس و تعاقب ظاهرة 
الغمر و انحصار الماء. من أهم التطبيقات هو محاكاة انتشار موجات الفيضاʭت وظاهرة اĔيار السدود. في هذا 
الصدد قمنا بدراسة مختلف طرق الحساب التقريبي للتدفق العددي و اختبار محددات الميلان المختلفة ومقارنة 
آʬرهها. و قد أجرينا مجموعة من الاختبار ات العددية لدراسة الجرʮن الدائم و المتغير للمياه أحادية و ثنائية البعد. 

المقارنة بين النتائج الرقمية و القياسات التجريبية أو الحلول التحليلية أظهرت التقارب الشديد بين النتائج. 
كما تمت دراسة جزء من وادي المكرا المار بمدينة سيدي بلعباس ʪستخدام معطيات مسح الأراضي 
وبياʭت قياس التدفق. يتم استخدام القيم المحسوبة للعوامل الهيدروديناميكية (أعماق و سرعات المياه القصوى) 
لرسم خرائط مخاطر الفيضاʭت. النتائج التي تم الحصول عليها تؤكد قدرة المخطط العددي على محاكاة الأحداث 
الحقيقية. وهي لا تسمح فقط ʪلتنبؤ ʪلفيضاʭت ورصد تطور مدى التدفق في الوادي، بل تسمح أيضا بتعيين 

مناطق الخطر وتحديد حجم الخسائر.  

، ʫن، طريقة العناصر المنتهية، طريقة غاليركين المتقطعة  من نوع رانج-كوʭالكلمات المفتاحية: معادلات سان فو
الفياضاʭت، وادي المكرا.



Abstract

The main objective of this thesis is to propose a numerical simulation model of free-surface
flows in general (floods in particular). The model solves the Saint-Venant equations using the
discontinuous Galerkin formulation. This formulation has advantages over traditional finite ele-
ment methods by facilitating the implementation of high order and provides flexibility for mesh
adaptation procedure. In numerical simulations, one of the challenges is to have a robust and
precise computational code able to simulate one-dimensional and two-dimensional free-surface
flows taking into account the complexity of the topography and the presence of wetting and
drying fronts. One of the applications is the investigation of flood wave propagation and the
dam-break problems. Different numerical flow approximation schemes have been studied. Dif-
ferent slope limiters were tested and their effects were compared. A variety of tests for shallow
water flows in different flow regimes Including steady and transient of one and two-dimensional
hydraulic problems is carried out. The comparison of the numerical scheme with the experimen-
tal measurements or the analytical solutions shows a very good agreement.

A section of wadi Mekerra was also studied through Sidi Bel Abbes city using bathyme-
tric surveys and flow measurement data. Calculated hydrodynamic parameter values (maximum
depths and water velocities) are used to draw flood hazard maps. The results obtained confirm
the ability of the numerical scheme to simulate real events. They allow not only provide infor-
mation on flood forecasting and monitoring the evolution of the extent of flow in the Wadi but
also the delimitation of risk areas and the quantification of losses.

Keywords : Saint–Venant equations, Finite element method, Runge–Kutta discontinuous Ga-
lerkin method, flood, inundation, Wadi Mekerra.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités et problématique

Les inondations sont parmi les catastrophes naturelles qui causent des pertes et des dom-
mages matériels dans le monde. Elles constituent le risque le mieux distribué sur la planète
(White, 2001). En 2011, les inondations ont représenté une catastrophe naturelle sur deux et ont
été responsables de 20.4% des décès liés aux catastrophes naturelles dans le monde (Guha-Sapir
et al., 2012). De plus, leur grande fréquence dans certaines régions du globe, leur dépendance
face aux changements climatiques et la pression démographique de plus en plus forte sur les
rives des cours d’eau en font des événements de plus en plus préoccupants et difficiles à gérer.
L’inondation n’est pas seulement une question technique, c’est aussi un problème qui touche de
près les domaines économiques, sociaux, légaux, environnementaux, etc (Yahiaoui, 2012). Les
crues du Yangtsé, au cours du dernier siècle, ont provoqué plusieurs inondations désastreuses.
Après la crue de 1931, 3.7 millions de chinois moururent principalement de faim. En 1954,
une nouvelle crue du fleuve fit 30 000 victimes (Clark, 1995). Entre 1998 et 2008, plus d’une
centaine de grandes inondations ont eu lieu en Europe engendrant la mort de 700 personnes
et le déplacement de plus d’un demi-million de personnes. On cite pour exemple l’épisode de
mai 2014 en Bosnie-Herzégovine et en Serbie, où les plus importantes précipitations depuis 120
ans de mesures météorologiques ont été enregistrées entraînant des inondations catastrophiques
dans les Balkans. On a recensé 59 morts au total, 33 en Serbie, 24 en Bosnie-Herzégovine et
2 en Croatie. En Bosnie-Herzégovine, 100 000 personnes ont été évacuées, ce qui représente
le plus important exode depuis la guerre de 1992-95 dans ce pays (Habert, 2016). L’inonda-
tion du Midwest américain de 1993 dans le bassin du fleuve Mississippi et de ses affluents est
l’une des plus dévastatrices et des plus coûteuses de l’histoire des États-Unis. Elle a affecté
une superficie de 80 000 km2 causant pour plus de 15 milliards de dollars de dégâts et la mort
de 50 personnes (Larson, 1996). Entre 1985 et 1999, l’Europe, l’Asie, les Amérique (Nord,
Centre, Sud), l’Afrique et l’Océanie ont enregistré respectivement 430, 900, 630, 330 et 130
cas d’inondations. Parmi l’ensemble des continents, l’Asie est celui qui paie le plus lourd tribut
aux inondations. Le pourcentage d’événements dommageables est de 37%, et celui des pertes
économiques est de 69%.

L’Algérie, est parmi les régions méditerranéennes qui sont affectées par des crues qui en-
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gendrent des inondations dues généralement aux débordements des cours d’eau traversant des
villes et des agglomérations. Ces crues dont l’apparition est soudaine, souvent difficilement
prévisibles, de temps de montée rapide et de débit spécifique relativement important, elles sont
généralement liées à des épisodes pluvieux intenses et se manifestent sur des bassins de taille
modérée (Yahiaoui, 2012). 485 (1/3 de 1541) des communes du pays, sans distinction de situa-
tion géographique, sont sujettes à des risques d’inondations, selon les statistiques de la protec-
tion civil (Sardou et al., 2016). Plusieurs catastrophes provoquées par ses crues ont été recensées
en Algérie. En Octobre 1994, les inondations à travers le pays ont entraîné 60 décès et des cen-
taines de disparus pendant 10 jours de mauvais temps (Meddi et Toumi, 2015). L’inondation
spectaculaire et catastrophique, du 10 Novembre 2001, sur l’Algérois à Bab El Oued (Bassin
versant de l’oued Koriche) ont été les plus meurtrières de toutes celles qui ont été enregistrées
dans les pays du bassin méditerranéen. Elles ont fait plus de 710 décès, plus de 115 disparitions,
affecté plus de 45 000 personnes et provoqué des dommages matériels d’un montant supérieur à
33 milliards de dinars selon les statistiques du Conseil National Économique et Social. L’inon-
dation qui a eu lieu à Ghardaïa (Bassin versant de l’oued M’Zab) le 01 octobre 2008 ont fait
100 morts, 86 blessées, 756 familles sinistrées et des dégâts matériels estimées à 200 millions
d’euros (Atallah et al., 2016). Nous citerons, dans le tableau 1.1, quelques inondations impor-
tantes qu’a connu le pays ces quatre décennies et leurs conséquences en perte humaine et dégâts
matériels :

TABLE 1.1 – Dommages causées par quelques inondations à l’échelle nationale.

Lieu Date Bilan des dégâts

Azazga (Tizi Ouzou) 12 octobre 1971 40 morts
Tizi Ouzou 28 au 31 mars 1974 52 décès dans la wilaya, 18000 sinistrés et

des dégâts évalués à l’époque à 27 millions
de DA

El Eulma (Sétif) 1er septembre 1980 44 décès
Annaba 11 novembre 1982 26 morts et 9500 sinistrés
Jijel 29 décembre 1984 29 morts et 11000 sinistrés
Bordj Bou Arréridj 23 septembre 1994 16 décès et des dégâts évalués à 10 milliards

de DA
Bab-El-Oued (Alger) 10 novembre 2001 710 décès, 115 disparus et 33 milliards de

DA de pertes
Ghardaïa 2 octobre 2008 100 morts, 86 blessées, 756 familles sinis-

trées et des dégâts matériels estimées à 200
millions d’euros

Les mesures préventives relatives aux inondations sont nombreuses. La protection physique
contre les inondations consiste généralement en des actions sur le cours d’eau à travers la ca-
nalisation des débits, le calibrage du lit mineur, mais aussi en des aménagements tels que la
construction de digues de protection, de barrages écrêteurs de crues ou des canalisations d’éva-
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cuation. Au titre des mesures préventives, figure également l’établissement des cartes d’inonda-
tions identifiant les zones inondables selon les scénarios les plus critiques pour l’établissement
d’un plan d’évacuation d’urgence. La mise en oeuvre de telles mesures de protection nécessite
l’intervention de l’hydraulicien dans la description de la physique du phénomène d’inondation
et la dynamique des écoulements subséquents. La prédiction des zones inondables doit être
de plus en plus précise et ce à travers le développement d’un modèle numérique adéquat de
simulation (Zokagoa, 2011).

1.2 Importance de la simulation

Aujourd’hui c’est un fait, et Cédric Villani, médaille Fields 2010, le rappelait encore ré-
cemment : « dans tous les domaines scientifiques, la simulation numérique est véritablement
devenue le troisième pilier de la recherche, aux côtés de la théorie et de l’expérience » (Villani,
2011).

Historiquement, l’étude de la mécanique des fluides était divisée en deux branches bien
distinctes que sont la théorie et l’expérience. La première atteint ses limites lorsque les configu-
rations géométriques se complexifient, que les modèles d’équations à résoudre ne sont plus sim-
plifiables et que les solutions exactes restent inconnues (Gérald, 2013). La seconde trouve ses
limites dans la faisabilité technique ou temporelle d’une manipulation en raison de l’extension
du domaine physique de l’étude considérée ou de l’impossibilité de reproduire les conditions
réelles en laboratoire. Par ailleurs les coûts financiers de l’approche expérimentale peuvent être
très élevés. En réponse à ces limitations, la simulation numérique est apparue comme la troi-
sième branche et représente une véritable alternative pour prédire l’évolution de phénomènes
physiques. L’approche de la simulation numérique appliquée à l’industrie améliore l’efficacité
de la production, et réduit le temps de conception technique et les coûts financiers (Kesserwani,
2008; Ghostine, 2009). Aujourd’hui l’ordinateur est devenu un outil incontournable d’inves-
tigation numérique et les modèles physiques, bien qu’ils restent indispensables dans quelques
domaines clés comme les évacuateurs de crue et la stabilité des digues, sont devenus sur d’autres
sujets des outils de validation. Au cours de la dernière décennie, la simulation numérique s’est
imposée comme un outil d’investigation important pour les études de l’hydraulique et de l’en-
vironnement. Le développement des moyens de la simulation s’est vu amélioré, sous l’action
conjuguée de deux grandes tendances : d’une part, le progrès technique, avec une progression
exponentielle des capacités en rapidité et en mémoire des ordinateurs, et, d’autre part, l’avène-
ment de nouveaux algorithmes et méthodes numériques (Hervouet, 2003).

À travers une simulation d’écoulements à surface libre nous pouvons déterminer les débits
et les profondeurs d’eau à chaque point du cours d’eau, et pendant chaque intervalle de temps
durant la période de la crue. Ces résultats sont d’un intérêt majeur pour dimensionner et protéger
les ouvrages riverains (ponts, déversoirs, retenues...) ainsi que les villes traversées par des oueds
contre les inondations. Ils permettent de localiser les zones menacées par le débordement et
d’avoir une estimation correcte du pic de la crue au cours de son passage dans le tronçon étudié
(Hasbaia et Benayada, 2010). Ces modèles jouent un rôle central dans l’évaluation, la sélection
et dans certains cas, la mise en œuvre de mesures préventives (Schubert et Sanders, 2012).
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L’approche de la simulation numérique est aussi utilisée par les institutions de service public
pour créer des plans d’urgence ou plan de prévention des risques en cas d’inondation dans les
cours d’eau, de tsunamis ou de rupture du barrage (Kesserwani, 2008; Ghostine, 2009).

1.3 Équations de Saint–Venant

Suite aux précipitations, les caractéristiques d’écoulement dans les oueds (débit et hauteur
d’eau) s’élèvent graduellement jusqu’à un maximum, puis s’abaissent pour revenir à l’état initial
sec. Les crues générées à l’exutoire d’un bassin-versant se propagent le long de son cours d’eau
principal, avec une atténuation et un retard des débits maximums à cause des frottements et des
stockages. Ce phénomène est caractéristique des écoulements transitoires qui sont gouvernés par
les équations de Saint–Venant (Hasbaia et Benayada, 2010). Dans notre travail de recherche,
nous considérons le modèle de Saint–Venant : bien que ce soit relativement plus simple que
celui de Navier–Stokes, celui-ci permet d’obtenir suffisamment d’informations pour l’ingénieur
hydraulicien de terrain (Ghostine, 2009).

Les équations de Saint–Venant sont utilisés pour décrire les écoulements réels non perma-
nents, non uniformes et régissant dans les régions de faible profondeur par rapport aux dimen-
sions latérales d’où leur appellation "équations d’eau peu profonde" ou en anglais "Shallow
Water Equations". Ces équations sont valables pour la modélisation de la plupart des types
d’écoulements rencontrés dans les zones côtières, rivières, canaux, etc. Ils peuvent être utili-
sés pour prédire les ondes de crue, les tsunamis et les inondations. Les équations des eaux peu
profondes peuvent être combinés avec d’autres équations (par exemple, de transport ou de réac-
tion) pour la simulation de la propagation de contaminants, de température, le transport solide
et d’autres problèmes d’ingénierie (Delis et Katsaounis, 2005; Gallardo et al., 2007; Rahmani
Firoozjaee et Afshar, 2011).

Les équations de Saint–Venant qui consistent en des équations de conservation de la masse
et de quantité de mouvement, sont des équations aux dérivées partielles non linéaires et hyper-
boliques, et leur solution analytique ne peuvent être obtenue, sauf dans des cas particuliers (voir
par exemple les références : Ritter (1892); Stoker (1957); Thacker (1981); MacDonald et al.
(1995); MacDonald (1996); MacDonald et al. (1997); Wu et al. (1999); Iacono (2005)).

La solution numérique des équations de Saint–Venant constitue un défi pour les chercheurs
par un certain nombre de facteurs. Tous d’abord, les écoulements modélisés sont caractérisés en
particulier par une grande complexité topographique et morphologique ; des frontières d’écou-
lement très ouvertes ; une forte advection, voire une pure advection dans le cas de rupture de
barrage sur un fond plat et glissant (sans frottement) ; une échelle variable dans l’espace (d’une
dizaine à quelques milliers de mètres) et dans le temps (de quelques minutes à quelques jours)
(Shi, 2006; Chaabelasri, 2011).

D’autre part, les écoulements d’eaux peu profondes sont également caractérisés par l’exon-
dation ou l’inondation d’une zone (passage d’une zone sèche à une zone mouillée et inverse-
ment). Ce phénomène des bancs couvrants et découvrants caractérise tout cours d’eau sujet
à une oscillation de sa surface libre et le mouvement des frontières humide/sec en résultant
constitue un aspect très important dans une étude préventive des inondations. Le traitement
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numérique de ces phénomènes est très souvent source d’erreurs de stabilité non négligeables
pouvant se traduire par la génération d’une hauteur d’eau irréaliste, infinie ou négative. Il en
résulte un schéma instable ou non conservatif. La résolution adéquate de ce problème a restée,
pendant des décennies, un défi pour les modèles numériques (Zokagoa, 2011).

En plus de ces facteurs physiques, il y’a des difficultés supplémentaires résultant de la nature
mathématique de ces équations qui constituent un système d’équations couplées aux dérivées
partielles hyperboliques et non linéaires. Le plus important est le couplage entre la profondeur
de l’eau et le champ de vitesse horizontale qui pourrait conduire à des oscillations spatiales
parasites si les schémas numériques ne sont pas choisis avec soin (Aizinger et Dawson, 2002).

Le modèle de Saint–Venant apparaît sous deux formes fondamentales quand on considère
ses variables d’état : la forme conservative qui s’appuie sur la hauteur d’eau et les composantes
du débit spécifique et la forme non-conservative qui utilise également la hauteur d’eau mais
traite le mouvement à l’aide des variables primitives de vitesse. Pour l’approximation numérique
des équations de Saint–Venant, la forme conservative est le meilleur choix (MacDonald et al.,
1997). En effet, les logiciels de recherche efficaces sont basés sur la forme conservative des
équations de Saint–Venant (Vázquez-Cendón, 1999; Garcia-Navarro et Vazquez-Cendon, 2000;
Toro, 2001). Dans ce cas, le solveur numérique est apte à simuler des problèmes d’écoulement
admettant des solutions discontinues et non différentiables. Dans le contexte de l’hydraulique à
surface libre, les équations du ressaut hydraulique mobile représentent une solution faible des
équations de Saint–Venant (Vila, 1986).

Dans le contexte de la modélisation des écoulements à surface libre, la simulation de dispo-
sitifs hydrauliques peut être traitée avec des approches unidimensionnelle (1D), bidimension-
nelle (2D) ou tridimensionnelle (3D). Cette dernière est basée sur la résolution des équations
de Navier–Stokes. Dans le cadre d’une simulation d’une onde de crue ou d’une inondation,
l’approche tridimensionnelle est inenvisageable. Les ressources informatiques actuelles sont in-
compatibles avec de telles simulations. Elle ne peut être considérée qu’à une échelle très locale,
comme par exemple, la modélisation de l’écoulement 3D au voisinage des ouvrages hydrau-
liques.

Plusieurs types de code de calcul existent aujourd’hui chacun faisant appel à des méthodes
de résolution différentes. L’analyse des types de codes de calcul utilisés en fonction des objectifs
visés a été présentée par Stelling et Verwey (2005). Les codes de calcul à usage commercial pri-
vilégient généralement la rapidité de calcul au détriment de la précision à l’inverse d’un grand
nombre de codes de calcul développés notamment par des organismes de recherche. Un des ob-
jectifs de cette thèse étant de proposer un algorithme de modélisation robuste et précis. L’accent
sera mis sur la méthodologie de calcul et la fiabilité des méthodes numériques employées.

Les logiciels unidimensionnels permettent une modélisation relativement simple des cours
d’eau du fait des hypothèses utilisées. En effet, ils négligent les écoulements dans la direction
transversale à l’axe du cours d’eau modélisé et font l’hypothèse d’une répartition des vitesses
homogène sur la section d’écoulement. Ces codes de calcul sont les précurseurs des outils de
modélisations des écoulements. Cependant, Ils sont aujourd’hui encore largement utilisés, no-
tamment dans les domaines de l’ingénierie et de l’évaluation du risque d’inondation. Les faibles
besoins en données topographiques (comparativement aux modèles de plus haute dimension) et
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la relative rapidité de calcul compensent les hypothèses simplificatrices sur lesquelles ces logi-
ciels sont basés. Ces modèles 1D resteront utiles, en particulier pour des applications à grandes
portées (par exemple, plus de 50 km) ou sur une longue période de temps (par exemple, plu-
sieurs jours). Exemple de modèles comprennent HEC-RAS (Brunner, 2010), MIKE11 (DHI,
2009), CCHE1D (Vieira et Wu, 2002), SSR-1D (Huang et Greimann, 2011) et ISIS (Evans
et al., 2007). Toutefois leurs limitations, sont bien connus et il y’a des situations où la modélisa-
tion multidimensionnelle est nécessaire notamment dans le cas d’écoulements plus complexes
ou pour lesquels les hypothèses des codes unidimensionnels sont trop simplificatrices. En effet
l’emploi de la modélisation bidimensionnelle implique un cout important en termes de collecte
de données, de construction du maillage et de temps de calcul. À l’heure actuelle, ce type de
modélisation est toutefois de plus en plus employé pour permettre la production d’atlas cartogra-
phique des zones inondables ou les Plans de Prévention des Risques inondations (PPR) et pour
certaines études d’impact (impact de rupture de barrage). Il est aujourd’hui possible de trouver
un nombre important de codes de calcul 2D. Des exemples de codes 2D commerciaux ou du
domaine public comprennent MIKE21 (DHI, 2011), RMA2 (Donnell et al., 2011), CCHE2D
(Jia et Wang, 2001), River2D (Steffler et Blackburn, 2002), TELEMAC2D (Hervouet, 2003),
etc.

Bien que la quasi-totalité des logiciels résolvent les équations de Saint–Venant la méthode de
maillage de la zone modélisée et la méthode de résolution des équations posées peuvent varier
de manière importante d’un code à l’autre. Deux grands types de maillages sont à distinguer :
les maillages structurés et les maillages non structurés. Pour les maillages structurés, les points
de calcul sont disposés de manière organisée ; tous les points partageant un même indice étant
disposés sur une même courbe. En revanche, pour les maillages non structurés, aucune organi-
sation particulière des points de calcul n’est nécessaire. Dans le cas des maillages structurés, la
résolution de systèmes d’équations multidimensionnels est généralement faite par la résolution
de plusieurs problèmes unidimensionnels. Ce type de maillage peut toutefois être problématique
pour représenter des topographies réelles. Par ailleurs, les techniques de résolutions de systèmes
d’équations multidimensionnels sous forme d’une succession de problèmes unidimensionnels
peuvent produire des solutions fortement anisotropes et particulièrement sensibles à l’orienta-
tion du maillage (Guinot et Soares-Frazão, 2006). De ce fait, le code de calcul développé dans
le cadre de cette thèse utilisera un maillage de calcul non structuré.

1.4 Les méthodes numériques

Simuler l’écoulement à surface libre revient à résoudre le système de Saint–Venant à l’aide
d’un schéma numérique robuste c’est-à-dire capable de donner une solution numérique proche
de la réalité quelles que soient les particularités de l’écoulement. En général, les techniques nu-
mériques de résolution des équations de Saint–Venant peuvent être classifier suivant la manière
de discrétisation et de transformation utilisée. Les quatre types de méthodes les plus utilisées
sont : les méthodes des caractéristiques (MC) ; des différences finies (MDF) ; des éléments finis
(MEF) et des volumes finis (MVF).
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1. La MC est une technique analytique pour résoudre les équations de type hyperbolique.
Elle consiste à calculer la solution à un instant donné en allant chercher l’information par
le biais des caractéristiques le long desquelles se propage cette information. Les équa-
tions différentielles ordinaires qui ont résulte peuvent être aussi résolues numériquement.
Des méthodes analytiques et numériques appliquées aux équations unidimensionnelles
de Saint–Venant sont exposées en détail par Cunge et al. (1980). Dans le cas du traite-
ment d’un modèle unidimensionnel, la méthode des caractéristiques offre l’avantage de
la possibilité de déterminer la position des conditions aux limites (en amont ou en aval).
Cela assure que le problème étudié est bien posé. De plus, la méthode est plutôt adaptée
aux systèmes à géométrie simple et peu variable (Kovacs, 1988). Cependant, la méthode
des caractéristiques exige la continuité des variables d’écoulement. Donc, les cas de dis-
continuité (e.g. : ressaut hydraulique) sont exclus du champ de son application (Graf et
Altinakar, 2009). En plus, la programmation de cette méthode est difficile par rapport à
la MDF. Elle devient plus complexe dans certains cas tel que le calcul de la propagation
de l’onde dans les canaux non prismatiques.

2. Les MDF consistent à discrétiser, moyennant un maillage de calcul prédéfini, chaque dé-
rivée partielle d’une variable dans les équations aux dérivées partielles (EDP) à l’aide du
développement en série de Taylor de la valeur de cette variable. Selon le type de dévelop-
pements utilisés, on obtient des expressions explicites ou implicites.
Le schéma explicite possède un avantage de simplicité de calcul, mais pose des problèmes
de stabilité numérique. Il s’agit de respecter la condition de Courant, Friedrichs, et Lewy
ou CFL. Les principaux schémas de calcul explicite sont : le schéma "Diffusif" ou de
Lax-Wendroff (Lax et Wendroff , 1960), le schéma modifié de Lax-Friedrichs (Burguete
et García-Navarro, 2004), le schéma de MacCormack (MacCormack, 1969), le schéma
Lambda (Moretti, 1979) et, enfin, le schéma de Gabutti (Gabutti, 1983).
Les schémas implicites, d’utilisation plus répandue, peuvent avoir une formulation li-
néaire ou non-linéaire, et sont aussi classés selon la grille numérique adoptée. Les princi-
paux schémas numériques adoptés sont : le schéma "Full implicit", à 4 points, proposé par
Stoker (1957) et modifié par Chen (1973) ; le schéma de Preissmann (1961) ; le schéma
de Beam-Warming (Anderson et al., 1984) et le schéma de Vasiliev (Vasiliev, 1970). Le
schéma de Preismann, avec sa résolution par la méthode ou "Double Balayage", présente
une bonne précision et elle est d’une utilisation assez répandue. Cette méthode est large-
ment utilisée dans les codes numériques.
Les MDF apportent, grâce à leur simplicité, la possibilité de construire des schémas nu-
mériques d’ordre élevé à faible coût. Cependant, elles semblent plus difficiles à mettre
en œuvre pour les problèmes à géométrie complexe où la construction d’un seul maillage
structuré est difficile (Shi, 2006). Malheureusement celles-ci tombent en défaut lorsqu’ap-
paraissent des discontinuités du type ressaut hydraulique ou encore des changements de
régime d’écoulement (Nombre de Froude proche de 1) (Meselhe et Holly Jr., 1997)

3. La MVF a été introduite initialement par Godunov (1959) pour la résolution des équations
d’Euler non-linéaires. Elle est particulièrement adaptée à la discrétisation des équations
hyperboliques acceptant des solutions discontinues, comme c’est le cas des équations de
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Saint–Venant. Il s’agit ici de découper l’espace en cellules – construites par exemple à
partir d’un maillage éléments finis classique – puis d’intégrer le système considéré sur
chaque cellule et sur un pas de temps. Apparaissent alors les moyennes des solutions
sur chaque cellule – d’où des solutions constantes par morceaux et donc naturellement
discontinues- et des termes de bords, autrement dit les flux échangés entre les cellules au
niveau de leur frontière, ou interface – ainsi le flux sortant d’une cellule est égal à celui
qui rentre dans la cellule voisine, d’où un algorithme conservatif (Audusse, 2004).
L’intérêt de la méthode des volumes finis réside dans le fait qu’elle représente une loi de
conservation physique, et permet de réduire d’un ordre de dérivée les EDP. La méthode
des volumes finis non structurés assure donc non seulement la conservation de la masse –
une propriété importante dans le calcul des écoulements de fluides – mais permet égale-
ment une prise en compte parfaite de la géométrie complexe du domaine de calcul.
Il y avait, dans les années récentes, des avancements importants sur la méthode numérique
pour résoudre les équations de Saint–Venant, en particulier les schémas de volumes finis
(e.g., LeVeque, 2002; Toro, 2009).

4. La MEF consiste à subdiviser le domaine d’étude en un nombre fini de sous domaines ap-
pelés éléments. L’approximation de l’inconnue se fait en chaque élément à l’aide des fonc-
tions d’interpolation. La fonction d’interpolation coïncide avec les nœuds de cet élément
relatifs aux valeurs de l’inconnue. En un sens, la méthode est une illustration du précepte
cartésien qui préconise de diviser la difficulté rencontrée en plusieurs parties plus faciles
à résoudre puis à reconstruire la solution globale en assemblant les solutions partielles.
L’avantage des MEF réside dans la flexibilité du maillage qui permet une approxima-
tion spatiale plus fine des limites irrégulières. Il faut noter qu’avec cette méthode on peut
choisir autant de nœuds qu’on veut par élément, ce qui donne une meilleure précision de
la solution (Abdallah, 2005). Abondamment utilisées dans l’étude du système de Saint–
Venant et validées, ces méthodes fournissent aujourd’hui encore des algorithmes rapides
et des résultats souvent satisfaisants (Katsaounis et Makridakis, 2003; Ortiz et al., 2006;
Rahmani Firoozjaee et Afshar, 2011; Atallah et Hazzab, 2013). Ces méthodes offrent à la
fois un cadre théorique rigoureux et une grande souplesse pour discrétiser les domaines
de calcul (Hervouet, 2003), et peuvent être pour certains problèmes numériquement plus
précises que les MDF ou MVF. Cependant, les méthodes classiques d’éléments finis ne
sont pas naturellement très bien adaptées ni au caractère discontinu des solutions, ni au
caractère conservatif du système (Audusse, 2004). Ces dernières années, les méthodes de
Galerkin discontinues (GD) ont fait l’objet de plusieurs travaux visant à leur mise au point
pour la résolution numérique des équations de Saint–Venant (e.g., Li, 2006; Xing et Shu,
2006; Ern et al., 2008; Bunya et al., 2009; Ghostine et al., 2009; Ghostine, 2009; Kes-
serwani, 2008; Zhang et Shu, 2010; Kesserwani et Liang, 2010, 2012; Lai, 2010; Lai et
Khan, 2012a,b,c; Lai, 2012; Lee, 2014; Duran et Marche, 2014; Lee et Lee, 2015)

Dans la conception de telles méthodes numériques nous nous trouvons face à, au moins,
trois difficultés majeures (Kesserwani, 2008; Ghostine, 2009) :

1. la conservation, une condition essentielle et obligatoire de façon que la présence des dis-
continuités hydrauliques soit prise en compte automatiquement dans la solution,
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2. la non génération d’oscillations parasites aux voisinages des forts gradients,

3. le traitement convenable des termes sources afin de préserver la haute précision du mo-
dèle numérique dans la résolution des problèmes impliquant des termes sources pouvant
admettre essentiellement des fonctions non différentiables (comme par exemple un lit
irrégulier).

Quel que soit la nature de la méthode numérique développée, chacune de ces difficultés est, à
elle seule, difficile à résoudre ; la résolution simultanée des trois difficultés évoquées ci-dessus
est une tâche redoutable dans l’analyse numérique de lois de conservation hyperbolique. À
l’heure actuelle, il existe plusieurs approches pour la construction de schémas numériques qui
tentent de surmonter ces difficultés. La classe des méthodes numériques de type Godunov (1959)
est souvent considérée comme une des plus efficaces. Dans le cadre de ce travail, nous nous
sommes intéressés à la conception d’un schéma numérique utilisant l’approximation spatiale
de type élément fini de Galerkin couplé à une discrétisation temporelle de Runge-Kutta. Ce
schéma numérique sera désigné par l’acronyme RKDG (correspondant à Runge–Kutta Discon-
tinuous Galerkin). Il conserve toutes les propriétés avantageuses des méthodes numériques de
type Godunov (1959). Cette méthode résout les systèmes de type hyperboliques non linéaires
avec terme source s’écrivant sous forme conservative et permet donc la capture des chocs dans le
cadre de la solution numérique. Les méthodes RKDG sont conçues avec une procédure de limi-
tation de pente qui permet d’éviter la génération de fausses oscillations aux voisinages des forts
gradients. Ainsi, l’avantage essentiel de ce type de méthodes numériques est qu’elles mènent à
un résultat numérique de bonne qualité avec moins d’effort informatique dans le traitement des
termes sources et avec un nombre de cellules de calcul plus réduit que les autres classes tradi-
tionnelles de schémas numériques (Zhou et al., 2004). En outre, les approximations spatiales
de type GD sont locales, et quel que soit l’ordre désiré de la méthode conçue, le schéma numé-
rique ne recourt qu’aux informations des cellules de calcul voisines. Contrairement aux MVF
ou MDF, cette dernière propriété constitue un avantage essentiel dans le contexte de la program-
mation parallèle et dans les traitements des problèmes hydrauliques impliquant des conditions
aux limites internes et externes.

1.5 Objectifs de la thèse

L’objectif principal de cette thèse est de proposer un modèle numérique de simulation des
écoulements à surface libre en général (des inondations en particulier). Le modèle résout les
équations de Saint–Venant en utilisant la formulation de GD. Cette formulation présente des
avantages aux méthodes traditionnelles d’éléments finis en facilitant l’implémentation de l’ordre
élevé et donne des souplesses par rapport à l’adaptation de maillage. En simulations numériques,
un des challenges est de disposer d’un code robuste et précis en calcul capable de simuler des
écoulements uni et bidimensionnels à surface libre en prenant en compte la complexité de la
topographie et la présence des épisodes de couvrement/découvrement. Une des applications est
la simulation de la propagation des ondes de crues et le phénomène réel de rupture de barrage.
Différents schémas d’approximation des flux numériques seront étudiés. Différents limiteurs de
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pente seront testés et leurs effets seront comparés. Un certain nombre de tests numériques sera
exécutée pour valider ces modèles.

1.6 Organisation et présentation du travail

La thèse s’articule autour de quatre grandes parties, précédées par une introduction géné-
rale et suivies d’une conclusion générale. Chaque partie est structurée en un ou deux chapitres
abordant chacun un niveau de description différent.

Le chapitre 1 situe le problème et présente les énoncés constitutifs de la thèse avancée. Elle
met l’accent sur les contributions avant de présenter la structure du travail.

La première partie présente la partie théorique, où la dérivation des modèles mathématiques
(1D et 2D) utilisés et les méthodes de discrétisation seront présentées de façon détaillée. Le
chapitre 2 concernera une étude théorique du modèle mathématique utilisé, composé des équa-
tions de Saint–Venant uni et bidimensionnel, incluant un terme de friction, ainsi qu’un terme
tenant compte des variations de topographie. Nous montrons que les équations régissant l’écou-
lement bidimensionnel sont abouties à l’aide d’une dérivation rigoureuse à partir des équations
de Navier–Stokes avec une adoption de certaines hypothèses simplificatrices caractérisant la na-
ture de l’écoulement. Le chapitre 3, quant à lui, présente les concepts de base de la MEF et en
particulier la méthode de GD pour les lois de conservation hyperboliques. En outre, nous ex-
poserons quelques notions mathématiques, telles que les fonctions de forme, la transformation
isoparamétrique, l’intégration numérique, les solveurs de Riemann approchés, et l’intégration
temporelle. Nous introduirons d’autres caractéristiques du schéma GD, tels que le flux numé-
rique et le limiteur de pente assurant le caractère TVD (Total Variation Diminishing ou de
variation totale décroissante).

La deuxième partie porte sur la simulation unidimensionnelle. Elle se subdivise en deux
chapitres éclairant chacun une facette du problème. Le chapitre 4 concerne l’application de la
méthode GD aux équations unidimensionnelles d’écoulements en eaux peu profondes dans les
canaux rectangulaires. Nous présentons également une méthode d’éléments finis continue qui
sera appelée la méthode Caractéristique Dissipative de Galerkin (CDG) . Cette méthode a été
choisie comme élément de comparaison pour le schéma numérique GD. Le but de ce chapitre
est de montrer la supériorité de la méthode GD par rapport aux autres méthodes classiques d’élé-
ments finis. Ainsi, les deux méthodes numériques GD et CDG seront validés à travers un banc
d’essai numérique impliquant des problèmes stationnaires et transitoires avec des écoulements
fluvial, torrentiel et mixte (tous possédant une solution de référence ou des résultats expérimen-
taux). Le chapitre 5 illustre l’application de la méthode GD aux équations unidimensionnelles
d’écoulements en eaux peu profondes dans les canaux non-rectangulaires et non-prismatiques.
Nous discuterons également le choix des équations d’écoulements en eaux peu profondes et
ses effets. Des problèmes hydrauliques sont simulés pour comparer les différents flux numé-
riques. Les résultats numériques sont comparés avec les solutions analytiques et les mesures en
laboratoire.

La troisième partie aborde la simulation bidimensionnelle. Elle se scinde aussi en deux
chapitres ; l’application de la méthode GD aux équations bidimensionnelles d’écoulements en
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eaux peu profondes dans les canaux naturels est présenté et validé au chapitre 6. On décrit, dans
ce chapitre, l’application de limiteur de pente et l’approximation de flux. Le chapitre 7 est une
application du modèle bidimensionnel à un problème réel : la rupture du barrage de Malpasset,
un rare exemple d’un écoulement dû à une rupture de barrage, sur un fond de topographie très
complexe, avec problème de bancs couvrants et découvrants . Une étude comparative entre les
résultats numériques obtenus par le modèle et les données recueillies lors de la catastrophe de
Malpasset est présentée.

La quatrième partie qui s’articule sur le chapitre 8 donne la simulation de la propagation des
ondes de crues dans l’oued Mekerra.

La conclusion générale donne une évaluation des solutions proposées en termes de contri-
butions avant d’ouvrir les horizons vers des orientations potentielles dans le futur.
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Chapitre 2

Modèle mathématique des écoulements en
eaux peu profondes

2.1 Introduction

Les modèles hydrodynamiques peuvent simuler des écoulements non permanent en utilisant
les équations dérivées des principes de conservation de la masse et de la quantité de mouvement.
Ces types de modèles sont largement utilisés pour la modélisation hydraulique des écoulements
en rivières car ils peuvent calculer des problèmes non-permanents tels que la simulation de
propagation des ondes de crue. Les deux modèles les plus utilisés sont le modèle Navier-Stokes
et le modèle de Saint–Venant.

Le modèle de Navier-Stokes utilise, comme équations gouvernantes, les équations de Navier-
Stokes dérivées des principes de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Les
équations de Navier-Stokes peuvent raisonnablement décrire les propriétés dynamiques des pro-
blèmes de propagation des inondations car ces équations expriment l’écoulement de fluide en
trois dimensions et englobent les effets de la turbulence et de diverses forces extérieures. Ce-
pendant, les modèles basés sur les équations de Navier-Stokes sont considérées comme inappro-
priés pour la simulation des problèmes de propagation des crues dans les cours d’eau naturelles,
à l’exception de certains cas particuliers (modélisation de l’effet de la turbulence dans une petite
zone d’un système fluvial), car ils sont trop compliqués et nécessitent de nombreuses données
et de puissance informatique. Bien que les modèles basés sur la moyenne de Reynolds ap-
pliquée aux équations de Navier-Stokes (Reynolds Averaged Navier-Stokes ou encore RANS)
aient été développés pour minimiser les complications rencontrées, il existe encore beaucoup
de difficultés pour utiliser les équations de Navier-Stokes pour modéliser les problèmes réels de
propagation des inondations.

Les équations des eaux peu profondes peuvent être dérivées soit par l’intégration suivant
la verticale des équations de Navier-Stokes, soit par l’application des principes de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement tout en adoptant un certain nombre d’hypothèses.
Cependant, le modèle de l’eau peu profonde présente un certain potentiel d’erreurs en raison
des hypothèses utilisées pour dériver ces équations. En dépit de ces lacunes, le modèle d’eau
peu profonde est le plus utilisé à l’heure actuelle pour simuler les problèmes de propagation des
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2.2. Établissement des équations de Saint–Venant unidimensionnelles

inondations surtout, dans le cas de modélisation macroscopique d’un grand bassin hydrogra-
phique. Il produit généralement des solutions raisonnables avec des ressources informatiques
limitées et a une forme plus simple que les équations de Navier-Stokes.

Les équations des eaux peu profondes peuvent être exprimées par diverses formes selon la
dimension spatiale et le choix des variables conservées. L’écoulement dans un long canal peut
être traité par les équations unidimensionnelles d’eau peu profonde, tandis que la propagation de
l’onde d’inondation en plaine d’inondation peut être décrite par les équations bidimensionnelles
d’eau peu profonde.

Nous présentons, dans ce chapitre, l’obtention des équations uni et bidimensionnellles d’eau
peu profonde. Nous décrivons les hypothèses et les moyens d’approximation adoptés pour abou-
tir aux équations finales régissant les écoulements à surface libre. Nous récapitulons les modèles
mathématiques sous formes algébriques précises qui seront utilisées tout au long de ce travail
pour décrire les écoulements en eaux peu profondes.

2.2 Établissement des équations de Saint–Venant unidimen-
sionnelles

L’écoulement dans un canal à surface libre est unidimensionnel lorsque les variations en
largeur et en profondeur du canal des variables (profondeurs, débit et vitesse) sont négligeables
par rapport aux variations longitudinales (de telle sort qu’une valeur transversale moyenne soit
représentative). Quoique ce type d’écoulement n’existe pas dans la nature, l’approximation uni-
dimensionnelle peut être utilisée, par exemple, lors de l’étude d’une propagation d’une onde de
crue sur une centaine de kilomètres.

Un modèle mathématique unidimensionnel des écoulements à surface libre peut être déve-
loppé par l’application des principes de conservation de la masse et de la quantité de mouvement
à un volume de contrôle.

Les équations de Saint–Venant unidimensionnelles sont écrites sous certaines hypothèses
qui sont les suivantes :

1. la vitesse est unidimensionnelle, (autrement dit la vitesse est uniforme sur la section) ;

2. la distribution des pressions est hydrostatique dans une section (soit une accélération
faible devant la pesanteur, soit une faible pente de la surface libre et un grand rayon
de courbure) ;

3. les effets de turbulence et frottement sont représentées par des lois empiriques régissant
l’écoulement uniforme ;

4. la pente du lit du canal est faible de sorte que le cosinus de l’angle qu’il fait avec l’hori-
zontale peut être remplacer par l’unité ;

5. le liquide est supposé incompressible.

Cependant, ces hypothèses n’imposent pas de restriction sur la variation longitudinale du canal
ainsi que sur la géométrie d’une section transversale.
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2.2. Établissement des équations de Saint–Venant unidimensionnelles

Pour faciliter la modélisation, on peut assimiler les écoulements en rivières par les écoule-
ments dans un canal. La figure 2.1 illustre la notation utilisée dans la procédure de dérivation :
A est la section transversale mouillée, h est tirant d’eau, z f est l’élévation du lit du canal, Z est
l’élévation de la surface libre de l’eau (Z = z f + h), ζ est une variable d’intégration désignant
la profondeur, b(ζ ) est la largeur du canal pour une hauteur ζ , et T est la largeur du canal à la
surface libre de l’eau.

T

b(ζ)

Plan de référence

h
A

Z

zb

ζ

FIGURE 2.1 – Section transversale d’un canal.

Considérons un volume de contrôle Ω (Figure 2.2) situé entre deux sections du canal situées
aux abscisses x1 et x2 et entre les temps t1 et t2. Les équations de Saint–Venant sont composées
par l’équation de continuité ou l’équation de conservation de la masse et l’équation fondamen-
tale de la dynamique connue en mécanique sous le vocable de seconde loi de Newton.

L’équation de continuité exprime le principe de conservation de la masse, ce qui revient à
dire que la variation du débit massique d’un élément de volume pendant un temps dt est égale à
la masse de fluide entrante dans ce volume déduite de la masse de fluide sortante.

Le taux d’écoulement de la masse dans le volume de contrôle peut être défini par l’intégrale
temporelle de la différence entre les débits massiques d’entrée et de sortie :∫ t2

t1

[
(ρuA)x1

− (ρuA)x2

]
dt (2.1)

et doit être égale, suivant le principe de conservation de la masse, au variation de masse dans un
volume de contrôle entre deux instants t1 et t2 :∫ x2

x1

[
(ρA)t1− (ρA)t2

]
dx (2.2)

Où ρ est la masse volumique du fluide (supposé constante), et u est la vitesse moyenne de
l’écoulement. Par conséquent, la relation de conservation de masse pour une masse volumique
constante est : ∫ x2

x1

[
(A)t1− (A)t2

]
dx+

∫ t2

t1

[
(Q)x1

− (Q)x2

]
dt (2.3)

Où Q = uA est le débit d’écoulement.
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y

x2x1

x

Ff
α

x
x1 x2

Fgx sinα

FH1

FH2

z

Surface libre

Lit

FH1
FH2

FLa

FLb

(a)

(b)

FIGURE 2.2 – Les forces agissantes sur le volume de contrôle unidimensionnel : (a) profil ; (b)
vue en plan.

Pour ce qui est relatif à l’équation de la quantité du mouvement ; la figure 2.2 montre l’équi-
libre des forces régissantes sur le volume de contrôle donné. Le flux dynamique est le produit
du débit massique par la vitesse :

Le flux dynamique =ρuA×u = ρu2A (2.4)

L’apport net de la dynamique (M f ) au sein de la région pendant dt est égale à la différence entre
le flux dynamique entrant et le flux dynamique sortant du volume de contrôle. Il est donné par :

M f =
∫ t2

t1

[(
ρu2A

)
x1
−
(
ρu2A

)
x2

]
dt (2.5)

L’augmentation net ∆M de la quantité de mouvement dans le volume de contrôle Ω pendant

15



2.2. Établissement des équations de Saint–Venant unidimensionnelles

l’intervalle de temps [t1, t2] est :

∆M =
∫ x2

x1

[
(ρuA)t2− (ρuA)t1

]
dx (2.6)

Le principe de conservation de quantité de mouvement stipule que : le changement (∆M) dans
la dynamique du volume de contrôle pendant dt, doit être égale à la somme de l’apport net
de la dynamique (M f ) au sein de la région plus l’intégrale par rapport au temps des forces
extérieures agissant sur cette région.

Les forces extérieures agissant sur le volume de contrôle sont les forces de pression hydro-
statique, de pression due au changement de largeur, de gravité et enfin les forces de frottements.

Les forces de pression hydrostatique FH1 et FH1 sont appliquées, respectivement, aux limites
x1 et x2 du canal. La force de pression hydrostatique, pour une section A, prend la forme :

FH = ρgI1 (2.7)

où I1 est donné par la formule intégrale suivante :

I1 =
∫ h(x)

0
[h(x)−ζ ]b(x,ζ )dζ (2.8)

Par suite, dans le volume de contrôle Ω = [x1,x2] et pendant l’intervalle de temps [t1, t2] le
taux de variation de la pression hydrostatique est donné par :∫ t2

t1
FHdt =

∫ t2

t1
(FH1−FH2)dt = g

∫ t2

t1

[
(ρI1)x1

− (ρI1)x2

]
dt (2.9)

La force de pression due au changement de la largeur est donnée par :

FL =
∫ x2

xx1

ρgI2dx (2.10)

avec

I2 =
∫ h(x)

0
[h(x)−ζ ]

[
∂b(x,ζ )

∂x

]
dζ (2.11)

Le long du volume de contrôle Ω = [x1,x2], le taux de variation la force de pression due au
changement de la largeur du canal pendant l’intervalle du temps [t1, t2] est donnée par :∫ t2

t1
FLdt =g

∫ t2

t1

∫ x2

xx1

ρI2dxdt (2.12)

La force engendrée par l’accélération de la pesanteur (Fg) agissant sur Ω est donnée par :

Fg =
∫ x2

x1

ρgAdx (2.13)
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2.2. Établissement des équations de Saint–Venant unidimensionnelles

Si la côte du fond du canal est noté z f , on définit la pente du canal comme suit :

S0 =−
∂ z f

∂x
= sin(α) (2.14)

Si la pente du lit est petit, donc l’aire perpendiculaire à l’écoulement n’est pas significativement
différente à celle calculée en utilisant les dimensions du canal dans le plan vertical, de telle sort
que sinα ≈ tanα . La force de gravité projetée sur l’axe des x sera donc prise comme suit :

Fgx = Fg sin(α) =
∫ x2

x1

ρgAS0dx (2.15)

Par suite, le taux de variation de la force de gravité dans le volume de contrôle Ω pendant
l’intervalle de temps [t1, t2] est donné par :∫ t2

t1
Fgxdt =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

ρgAS0dxdt (2.16)

La force de frottement, Ff est due à une contrainte de cisaillement et agit sur le périmètre
mouillé. Cette force est définie par :

Ff =
∫ x2

x1

ρgAS f dx (2.17)

où S f est la pente de frottement, qui s’écrit en fonction du coefficient de frottement de Manning,
nm, et le rayon hydraulique, Rh, (quotient de la surface mouillée par le périmètre mouillé) suivant
la relation (Kesserwani, 2008) :

S f =
n2

mQ|Q|
A2R4/3

h

=
n2

mu|u|
R4/3

h

(2.18)

Le taux de variation de la force de frottement dans le volume de contrôle Ω pendant l’intervalle
de temps [t1, t2] est donné par : ∫ t2

t1
Ff dt =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

ρgAS f dxdt (2.19)

Enfin, la conservation de la quantité de mouvement conduit à :

∆M = M f +
∫ t2

t1
FHdt +

∫ t2

t1
FLdt +

∫ t2

t1
Fgxdt−

∫ t2

t1
Ff dt (2.20)

et, pour une masse volumique constante, l’équation de la conservation de la quantité de mouve-
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2.2. Établissement des équations de Saint–Venant unidimensionnelles

ment sous forme intégrale s’écrit :∫ x2

x1

[
(uA)t2− (uA)t1

]
dx+

∫ t2

t1

[(
u2A
)

x2
−
(
u2A
)

x1

]
dt =

g
∫ t2

t1

[
(I1)x1

− (I1)x2

]
dt +g

∫ t2

t1
I2dxdt

+
∫ t2

t1

∫ x2

x1

gA
(
S0−S f

)
dxdt

(2.21)

Les équations (2.3) et (2.21) composent la forme intégrale des équations de Saint–Venant
pour la modélisation des écoulements non permanents unidimensionnels dans les canaux natu-
rels.

Diverses formes pour les équations Saint–Venant existent dans la bibliographie (C̆rnjarić-
Z̆ic et al., 2004; Kesserwani, 2008) ; elles décrivent toutes mathématiquement les mêmes phéno-
mènes physiques. Chacune a ses avantages et ses inconvénients. Cependant, la forme intégrale
est la base de toutes les autres formes - c’est pour cela que nous l’avons présenté en premier lieu.
Pour l’approximation numérique des équations de Saint–Venant, la forme intégrale ou conser-
vative est le meilleur choix (Kesserwani, 2008).

2.2.1 Forme différentielle et conservative des équations de Saint–Venant

En supposant que les variables d’écoulement sont continues, différentiables, et que dx et dt
sont des grandeurs infinitésimales, en écrivant le développement en série de Taylor de A et Q au
voisinage de t :

(A)t2 = (A)t1 +
∂A
∂ t

∆t +
∂ 2A
∂ t2

∆t2

2
+ ....

(Q)t2 = (Q)t1 +
∂Q
∂ t

∆t +
∂ 2Q
∂ t2

∆t2

2
+ ....

En négligeant les termes d’ordre supérieur à 1 et en supposant que dx et dt sont des grandeurs
infinitésimales, La relation suivante se découle :

lim
t2→t1

∫ x2

x1

[
(A)t2− (A)t1

]
dx =

∫ x2

x1

∫ t2

t1

∂A
∂ t

dtdx

lim
t2→t1

∫ x2

x1

[
(Q)t2− (Q)t1

]
dx =

∫ x2

x1

∫ t2

t1

∂Q
∂ t

dtdx

Par conséquent, l’équation de conservation de masse (2.3) devient :∫ x2

x1

∫ t2

t1

[
∂A
∂ t

+
∂Q
∂x

]
dtdx = 0 (2.22)
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2.2. Établissement des équations de Saint–Venant unidimensionnelles

De la même manière,

(
u2A
)

x2
−
(
u2A
)

x1
=

∂
(
u2A
)

∂x
∆x+

∂ 2 (u2A
)

∂x2
∆x2

2
+ ....

(uA)t2− (uA)t1 =
∂ (Q)

∂ t
∆t +

∂ 2 (Q)

∂ t2
∆t2

2
+ ....

(I1)x2
− (I1)x1

=
∂ I1

∂x
∆x+

∂ 2I1

∂x2
∆x2

2
+ ....

et l’équation de conservation de quantité de mouvement (2.21) devienne :

∫ x2

x1

∫ t2

t1

[
∂Q
∂ t

+
∂
(
u2A
)

∂x

]
dtdx =−g

∫ x2

x1

∫ t2

t1

[
∂ I1

∂x
− I2−A

(
S0−S f

)]
dtdx (2.23)

Dans un plan (x, t) arbitraire, nous obtenons le système d’équations de Saint–Venant sous forme
différentielle conservative :

∂A
∂ t

+
∂Q
∂x

= 0 (2.24)

∂Q
∂ t

+
∂

∂x

(
Q2

A
+gI1

)
= gA

(
S0−S f

)
+gI2 (2.25)

Les équations régissant peuvent aussi être écrites sous forme conservative comme suit :

∂U
∂ t

+
∂F
∂x

= S (2.26)

où

U =

[
A
Q

]
; F =

[
Q

Q2/A+gI1

]
; S =

[
0

gI2 +gA
(
S0−S f

) ] (2.27)

U est le vecteur des variables conservatives, F(U) est le vecteur de flux et S(U) est le vecteur
des termes sources. La matrice jacobienne du système précédent s’écrive comme suit :

J =
∂F
∂U

=

 0 1

g
A
T
−
(

Q
A

)2 2Q
A

=

[
0 1

c2−u2 2u

]
(2.28)

où la célérité de l’onde, c, est défini par :

c =

√
g

A
T

(2.29)

Garcia-Navarro et Vazquez-Cendon (2000) ont montré que, dans la matrice jacobienne, le
terme de force de pression hydrostatique peut être approché par l’équation :

∂ I1

∂A
=

A
T

(2.30)
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Les valeurs propres et les vecteurs propres correspondants de la matrice jacobienne sont,
respectivement, donnés par les équations suivantes :

λ1 = u− c; λ2 = u+ c (2.31)

K1 = [1,u− c]T ; K2 = [1,u+ c]T (2.32)

L’écoulement dans un canal rectangulaire est un cas particulier des canaux naturels (pour
un canal rectangulaire b(x,y) ≡ T ). En raison de la difficulté à calculer les termes de force de
pression hydrostatique et à la paroi dans les canaux non rectangulaires et non prismatique, les
deux termes peuvent être simplifiées en utilisant la règle de Leibnitz, comme présenté ci-dessus :

∂ I1

∂x
− I2 = A

∂h
∂x

(2.33)

L’équation de quantité de mouvement résultante s’écrive ainsi :

∂Q
∂ t

+
∂

∂x

(
Q2

A

)
+gA

∂h
∂x

= gA
(
S0−S f

)
(2.34)

connaissons que Z = z f +h et que S0 =−∂ z f
/

∂x, cette dernière équation devienne :

∂Q
∂ t

+
∂
(
Q2/A

)
∂x

=−gA
∂Z
∂x

+gAS f (2.35)

Dans l’équation (2.35), les termes de pression hydrostatique et de pression à la paroi sont
combinés. Avec l’équation simplifiée de quantité de mouvement, donnée par l’équation (2.35),
la propriété "bien équilibré" (well-balanced) est automatiquement conservée pour le cas d’un
lit mouillé. La surface horizontale de l’eau (calme) restera toujours indépendante de la topo-
graphie du lit. Ainsi, cette formulation évitera le flux numérique généré en raison du traitement
inadéquat du terme de pente du lit (Ying et al., 2004).

L’équation de continuité (2.24), et l’équation de quantité de mouvement simplifiée, (2.35),
peuvent également être écrites sous la forme conservative comme suit :

∂U
∂ t

+
∂F
∂x

= S (2.36)

où le vecteur des variables conservatives, U, le vecteur de flux, F(U) et le vecteur des termes
sources S(U) sont, respectivement donnés par :

U =

[
A
Q

]
; F =

[
Q

Q2/A

]
; S =

 0

−gA
∂Z
∂x
−gAS f

 (2.37)
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La matrice jacobienne s’écrive ainsi :

J =
∂F
∂U

=

 0 1

−
(

Q
A

)2 2Q
A

=

[
0 1
−u2 2u

]
(2.38)

Les valeurs propres correspondantes deviennent :

λ1 = λ2 = u (2.39)

Les valeurs propres sont les mêmes, ce qui viole la propriété d’hyperbolicité des équations ori-
ginales de Saint–Venant donnée par l’équation (2.26). Les propriétés d’écoulement sont régies
par les valeurs propres données par l’équation (2.31). Pour cette raison, lors de l’évaluation du
flux numérique, les valeurs et les vecteurs propres donnés, respectivement, dans les équations
(2.31) et (2.32) sont utilisés.

2.2.2 Équations de Saint–Venant pour les canaux rectangulaire

Les équations (2.24) et (2.34), décrivent l’écoulement en fonction des variables dépendantes
A et Q (section et débit). En général, on se réfère aux équations d’un canal rectangulaire, où
A = bh, nous avons :

∂

∂x

(
g

A h
2

)
=

g
2

(
A

∂h
∂x

+h
∂A
∂x

)
=

g h b
2

∂h
∂x

+
g h
2

∂ (h b)
∂x

=
g h b

2
∂h
∂x

+

(
g h b

2
∂h
∂x

+
g h2

2
db
dx

)
= g A

∂h
∂x

+
g h2

2
db
dx

= g A
∂h
∂x

+
g h A

2b
db
dx

donc le terme de pressions dans l’équation (2.34) s’écrit :

g A
∂h
∂x

=
∂

∂x

(
g

A h
2

)
− g h A

2b
db
dx

pour obtenir :
∂Q
∂ t

+
∂ (Q u)

∂x
+

∂

∂x

(
g A h

2

)
− g A h

2b
db
dx

= g A
(
S0−S f

)
(2.40)

L’équation (2.40) représente la forme conservative de l’équation de quantité de mouvement pour
une section transversale rectangulaire.

Négligeant le terme source associé au variation de la largeur et considérons le débit unitaire
q = Q/b, la forme alternative des équations de Saint–Venant pour un canal rectangulaire après
simplification devienne :

∂h
∂ t

+
∂q
∂x

= 0 (2.41)
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2.2. Établissement des équations de Saint–Venant unidimensionnelles

∂q
∂ t

+
∂

∂x

(
q2

h

)
+

∂

∂x

(
g h2

2

)
= g h

(
S0−S f

)
(2.42)

Les équations (2.41) et (2.42) peuvent être écrites sous forme matricielle comme le montre
l’équation suivante :

∂U
∂ t

+
∂F
∂x

= S (2.43)

où :

U =

[
h
q

]
; F =

[
q

gh2/2+q2/h

]
; S =

[
0

gh
(
S0−S f

) ] (2.44)

La matrice jacobienne du système précédent est donnée par l’équation :

J =
∂F
∂U

=

[
0 1

gh−q2/h2 2q
/

h

]
=

[
0 1

c2−u2 2u

]
(2.45)

Les valeurs et vecteurs propres indépendants de la matrice jacobienne sont donnés, respective-
ment, par les équations suivantes :

λ1 = q
/

h−
√

gh = u− c; λ2 = q
/

h+
√

gh = u+ c (2.46)

K1 = [1,u− c]T ; K2 = [1,u+ c]T (2.47)

Les valeurs propres précitées sont réelles et distinctes pour les écoulements fluviaux et tor-
rentiels (h 6= 0). Ainsi, les équations régissant, donnée par l’équation (2.43), constituent un
système hyperbolique. Pour les équations hyperboliques, même avec des conditions initiales et
aux limites lisses, une solution discontinue pourrait évoluer à l’intérieur du domaine de calcul.
En théorie, seul un traitement rigoureux des équations conservatives assure une bonne prise
en compte des discontinuités qui peuvent apparaître dans les solutions particulières (ressaut
hydraulique). D’autres raisons (stabilité des schémas, utilisation de la méthode des caractéris-
tiques) nous ont amené à adopter une formulation différente, avec les variables h et u, appelée
formulation "hauteur-vitesse". Cette formulation est dite "non-conservative". Disons tout de
suite que cette appellation n’empêche pas de construire des schémas numériques qui conservent
la masse d’eau Hervouet (2003).

L’équation de quantité de mouvement (2.42) peut être aussi écrite sous la forme non conser-
vative en utilisant :

∂

∂x

(
q2

h

)
=

∂ (uq)
∂x

= u
∂q
∂x

+q
∂u
∂x

= u
(

∂q
∂x

+h
∂u
∂x

)
= u

(
∂q
∂x

+
∂q
∂x
−u

∂h
∂x

)
= 2u

∂q
∂x
−u2 ∂h

∂x

En substituant dans l’équation (2.34) on obtient :

∂q
∂ t

+2u
∂q
∂x

+(g h−u2)
∂h
∂x

= g h
(
S0−S f

)
(2.48)

L’équation (2.48) peut être combinée avec l’équation de continuité. Sous forme matricielle,
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2.3. Établissement des équations de Saint–Venant bidimensionnelles

ce système s’écrit :
∂U
∂ t

+J
∂U
∂x

= S (2.49)

2.3 Établissement des équations de Saint–Venant bidimension-
nelles

Dans la plupart des écoulements à surface libre, en particulier pour les problèmes de pro-
pagation des ondes de crue qui se développent dans des domaines où les dimensions latérales
sont importantes devant la profondeur, le changement de la valeur des variables reste très petit
suivant la verticale. Ce constat suggère une simplification des équations tridimensionnelles de
Navier–Stokes en utilisant une moyenne verticale des trois équations suivant les trois directions,
on en parle des approximations en eaux peu profondes aboutissant aux équations de Saint–
Venant bidimensionnelles appelées également modèle des eaux peu profondes ou en anglais
"Shallow water equations". La dérivation suivante est tirée de (Chaudhry, 2008).

Les équations de Navier-Stokes sont basées essentiellement sur les deux fameux principes
de conservation de la masse (équation de continuité) et de la quantité de mouvement (équation
de la dynamique). Ces équations sont écrites, pour un fluide incompressible, sous leur forme
différentielle comme suit (Chaudhry, 2008) :
Equation de continuité :

∂U
∂x

+
∂V
∂y

+
∂W
∂ z

= 0 (2.50)

Equation de quantité de mouvement :

∂U
∂ t

+U
∂U
∂x

+V
∂U
∂y

+W
∂U
∂ z

= gx−
1
ρ

∂ p
∂x

+
µ

ρ
∇

2U (2.51)

∂V
∂ t

+U
∂V
∂x

+V
∂V
∂y

+W
∂V
∂ z

= gy−
1
ρ

∂ p
∂y

+
µ

ρ
∇

2V (2.52)

∂W
∂ t

+U
∂W
∂x

+V
∂W
∂y

+W
∂W
∂ z

= gz−
1
ρ

∂ p
∂ z

+
µ

ρ
∇

2W (2.53)

où U , V et W sont respectivement les composantes du vecteur vitesse dans les directions x, y
et z ; g(gx,gy,gz) est le vecteur accélération ; ρ est la masse volumique ; p est la pression et le
symbole ∇

2 représente l’opérateur Laplacien.
Nous intégrerons ces équations sur toute la profondeur d’écoulement pour obtenir les équa-

tions des eaux peu profondes. Les mêmes hypothèses que celles indiquées à la section 2.2 sont
utilisées à l’exception que l’écoulement est unidimensionnel. On suppose que le fond du canal
est un plan incliné. Le plan x− y du système de coordonnées cartésiennes est parallèle au plan
du fond du canal. L’axe des z perpendiculaire au plan x− y est orienté vers le haut.
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2.3.1 Équation de continuité

L’intégration de l’équation de continuité (2.50) sur toute la profondeur totale donne :∫ Z

z f

∂U
∂x

dz+
∫ Z

z f

∂V
∂y

dz+W (Z)−W
(
z f
)

(2.54)

Z et z f sont mesurées perpendiculairement au plan du fond du canal. Les intégrales de l’équation
(2.54) peuvent être évalués en utilisant la règle de Leibnitz :∫ Z

z f

∂U
∂x

dz =
∂

∂x

∫ Z

z f

Udz−U (Z)
∂Z
∂x

+U
(
z f
) ∂ z f

∂x
(2.55a)

∫ Z

z f

∂V
∂y

dz =
∂

∂y

∫ Z

z f

V dz−V (Z)
∂Z
∂y

+V
(
z f
) ∂ z f

∂y
(2.55b)

On suppose qu’il n’y a pas de transfert de masse à travers le fond et la surface libre, que le fond
du canal est rigide, et qu’une particule d’eau située sur une de ces deux surfaces y restera au
cours du temps. Nous pouvons donc écrire :

W (Z) =
DZ
Dt

=
∂Z
∂ t

+U (Z)
∂Z
∂x

+V (Z)
∂Z
∂y

(2.56)

W
(
z f
)
=U

(
z f
) ∂ z f

∂x
+V

(
z f
) ∂ z f

∂y
(2.57)

La substitution des équations (2.55) au (2.57) dans l’équation (2.54) conduit à :

∂Z
∂ t

+
∂ (ud)

∂x
+

∂ (vd)
∂y

= 0 (2.58)

Dans laquelle u et v sont les valeurs moyennes de U et V sur la profondeur du canal,

u =
1
d

∫ Z

z f

Udz; v =
1
d

∫ Z

z f

V dz (2.59)

où d = Z−Z f est le tirant d’eau mesuré perpendiculairement au fond du canal.

2.3.2 Équation de quantité de mouvement

Puisque nous avons supposé que l’accélération verticale est négligeable

DW
Dt
≈ 0; µ∇

2W ≈ 0 (2.60)

Par conséquent, l’équation (2.53) se réduit à :

gz−
1
ρ

∂ p
∂ z

= 0 (2.61)
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Par intégration de l’équation (2.61) sur la verticale en choisissant la constante telle que la pres-
sion atmosphérique soit nulle, on obtient :

p = ρgz (z−Z) (2.62)

Par conséquent, il s’ensuit que

− 1
ρ

∂ p
∂x

= gz
∂Z
∂x

(2.63)

− 1
ρ

∂ p
∂y

= gz
∂Z
∂y

(2.64)

En ajoutant à l’équation (2.51), l’équation (2.50) multipliée par u et en substituant l’expression
(2.63), et réarrangeant les termes de l’équation résultante, on obtient :

∂U
∂ t

+
∂U2

∂x
+

∂ (UV )

∂y
+

∂ (UW )

∂ z
= gx +gz

∂Z
∂x

+
µ

ρ
∇

2U (2.65)

Similairement, en ajoutant à l’équation (2.52), l’équation (2.50) multipliée par v et en substituant
l’expression (2.64), et réarrangeant les termes de l’équation résultante, on obtient :

∂V
∂ t

+
∂ (VU)

∂x
+

∂V 2

∂y
+

∂ (VW )

∂ z
= gy +gz

∂Z
∂y

+
µ

ρ
∇

2V (2.66)

Intégrons les équations (2.65) et (2.66) sur la verticale. Pour simplifier la présentation, nous
considérons séparément les membres de gauche et de droite de ces équations. L’intégration du
membre de gauche de l’équation (2.65) et l’application de la règle de Leibnitz donne :

∂

∂ t

∫ Z

z f

Udz−U (Z)
∂Z
∂ t

+
∂

∂x

∫ Z

z f

U2dz−U2 (Z)
∂Z
∂x

+U2 (z f
) ∂ z f

∂x
+

∂

∂y

∫ Z

z f

UV dz−U (Z)V (Z)
∂Z
∂y

+U
(
z f
)

V
(
z f
) ∂ z f

∂y
+U (Z)W (Z)−U

(
z f
)

W
(
z f
) (2.67)

Sur la base de l’hypothèse d’une distribution uniforme de la vitesse (c’est-à-dire, u et v
sont des constantes sur la verticale) et en remplaçant les équations (2.57), l’expression (2.67) se
simplifie comme suit :

∂

∂ t
(ud)+

∂

∂x

(
u2d
)
+

∂

∂y
(uvd) (2.68)

Similairement, le membre de gauche de l’équation (2.66) devient :

∂

∂ t
(vd)+

∂

∂x
(uvd)+

∂

∂y

(
v2d
)

(2.69)
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L’intégration du membre de droite des équations (2.65) et (2.66) donne :(
gx +gz

∂Z
∂x

)
d +

∫ Z

z f

µ

ρ
∇

2Udz (2.70)

(
gy +gz

∂Z
∂y

)
d +

∫ Z

z f

µ

ρ
∇

2V dz (2.71)

Comme le plan x− y est parallèle au fond du canal, z f est donc constante. En conséquence,

∂Z
∂x

=
∂
(
z f +d

)
∂x

=
∂d
∂x

(2.72)

et
∂Z
∂y

=
∂d
∂y

(2.73)

Maintenant, considérons les termes de contrainte de cisaillement. En écoulement turbulent,
la viscosité dynamique est remplacée par un coefficient de viscosité turbulente. En outre, une
distinction est faite entre les contraintes agissant dans le plan x− y et les contraintes agissant
dans les plans x− z et y− z. Par exemple, le terme de contrainte de cisaillement de l’équation
dynamique dans la direction x peut être écrit comme suit :

εxy

(
∂ 2U
∂x2 +

∂ 2U
∂y2

)
+ εzx

∂ 2U
∂ z2 (2.74)

Dans lequel εxy et εzx sont les coefficients de viscosité turbulente. En outre, on suppose que
les contraintes effectives sont dominées par les contraintes de cisaillement dues au frottement
sur le fond. Cela signifie que le premier terme dans l’équation (2.74) est négligeable par rapport
au deuxième terme. Par conséquent, le terme de contrainte de cisaillement de l’équation (2.74)
se réduit à εzx∂

2U
/

∂ z2 . L’intégration de cette expression suivant z donne :

∫ Z

z f

εzx
∂ 2U
∂ z2 dz = εzx

(
∂U
∂ z

)
z=Z
− εzx

(
∂U
∂ z

)
z=z f

= τsx− τ fx (2.75)

Dans lequel τsx et τ fx sont respectivement la contrainte dû au vent en surface et la contrainte
dû au frottement sur le fond, agissantes dans la direction x. De même, le terme de contrainte de
cisaillement de l’équation (2.71) se réduit à :

τsy− τ fy (2.76)

Les contraintes de cisaillement, τsx et τsy , dues au vent en surface agissantes à la surface de
l’eau, sont négligées et les contraintes de cisaillement dues au frottement sur le fond, τ fx et τ fy ,
sont évaluées en utilisant des formules empiriques. Par exemple, l’équation Chézy donne :

τ f =
ρg
C2

(
u2 + v2) (2.77)
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où C est le coefficient Chézy. Il découle de l’équation (2.77) que :

τ fx = τ f cosγ =
ρg
C2 u

(
u2 + v2) (2.78a)

τ fy = τ f sinγ =
ρg
C2 v

(
u2 + v2) (2.78b)

Dans lesquelles γ est l’angle faite entre le vecteur vitesse et l’axe des abscisses.
Les différents termes des équations dynamique intégrées sur toute la profondeur peuvent

maintenant être regroupés ensemble. Le remplacement des équations (2.68) au (2.73), (2.75),
(2.76) et (2.78) dans les équations (2.65) et (2.66) donne :

∂

∂ t
(ud)+

∂

∂x

(
u2d
)
+

∂

∂y
(uvd) =

(
gx−gz

∂d
∂x

)
gd− g

C2 u
√

u2 + v2 (2.79)

∂

∂ t
(vd)+

∂

∂x
(uvd)+

∂

∂y

(
v2d
)
=

(
gx−gz

∂d
∂y

)
gd− g

C2 v
√

u2 + v2 (2.80)

(2.79) et (2.80) sont les équations de quantité de mouvement par rapport à un système de coor-
données x− y parallèle au fond du canal.

Les équations (2.58), (2.79) et (2.80) peuvent être exprimés dans un système horizontal de
coordonnées, x̃, ỹ, z̃ (Figure 2.3). Dans ce système de coordonnées, les canaux peuvent avoir une
pente du fond constante par morceaux. La transformation du système incliné x,y,z au système
horizontal x̃, ỹ, z̃ s’effectue en pivotant l’ancien système de coordonnées. Une rotation de ce type
est généralement définie en utilisant les cosinus directionnels qui donnent les angles entre les
axes dans les deux systèmes. Cependant, dans ce cas, il est préférable d’exprimer la rotation
en fonction des angles entre le fond du canal et les axes x et y (αx et αy sur la figure 2.3),
car ces angles sont généralement connus. Selon la figure 2.3 et après quelques manipulations
vectorielles, la transformation entre les deux systèmes de coordonnées est donnée par : x̃

ỹ
z̃

=

 cosαx −cosϕ cosαx
/

sinϕ tanαx cosαz

0 cosαy
/

sinϕ tanαy cosαz

−sinαx −sinαycos2
αx
/

sinϕ cosαz

 x
y
z

 (2.81)

Où cosαz = 1
/√

1+ tan2αx + tan2αy ; cosϕ = sinαx cosαy ; et sinϕ =
√

1− sin2
αxsin2

αy.

Les termes gx, gy et gz peuvent être calculés à partir de l’équation (2.81). Par exemple,

gx = g · ê1 =−gẽ3 · ê1 = gsinαx (2.82)

Dans lequel ê et ẽ sont, respectivement, les vecteurs unitaires du système x,y,z et x̃, ỹ, z̃ . Notez
que le terme −sinαx dans l’équation (2.82) est l’élément (3,1) de la matrice de transformation.
Par conséquent,

gx = gsinαx; gy = g
sinαycos2αx

sinϕ
; gz =−gcosαz (2.83)

Où αx, αy et αz sont tels que définis dans la figure 2.3. Une certaine simplification est nécessaire
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zz̃

ỹ

x̃αx

αy

αz

y

x

FIGURE 2.3 – Définition des angles αx, αy et αz.

avant de procéder à la transformation ; sinon elle devient difficile. Bien que sinαx et sinαy ne
soient pas petits, nous supposerons que leur produit sera petit, i.e.,

sinαx sinαy ≈ sin2
αx ≈ sin2

αy ≈ 0 (2.84)

Cette approximation introduit une petite erreur (<3%) si |αx| ,
∣∣αy
∣∣< 10◦. Il découle de l’équa-

tion (2.84) que :
sinϕ = 1; cosϕ = 0 (2.85)

Sur la base de ces approximations et de l’équation (2.81), nous pouvons écrire

x̃ = xcosαx + z tanαx cosαz (2.86a)

ỹ = ycosαy + z tanαy cosαz (2.86b)

Les variables dépendantes transformées deviennent

h =
d

cosαz
; ũ = ucosαx; ṽ = vcosαy (2.87)

Dans laquelle h est la profondeur d’écoulement mesurée verticalement et ũ et ṽ sont respective-
ment les composantes de vitesse le long des directions x̃- et ỹ. Aussi, notons que selon l’équation
(2.86)

∂

∂x
= cosαx

∂

∂ x̃
+ tanαx cosαz

∂

∂ z̃
(2.88a)

∂

∂y
= cosαy

∂

∂ ỹ
+ tanαy cosαz

∂

∂ z̃
(2.88b)

La présence de dérivées le long de la direction z̃ n’est pas souhaitable, puisque l’idée de base
est d’éliminer une dimension spatiale. Cependant, on peut montrer que les termes tels que
tanαx cosαz∂

/
∂ z̃ sont de l’ordre de sin2

αx et sont par conséquent considérés comme négli-
geables. En substituant les équations (2.83), (2.86), (2.87) et (2.88) dans les équations (2.58),
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(2.79) et (2.80), puis en simplifiant et en éliminant le symbol ∼ nous obtenons :

∂h
∂ t

+
∂

∂x
(uh)+

∂

∂y
(vh) = 0 (2.89a)

∂

∂ t
(uh)+

∂

∂x

(
u2h
)
+

∂

∂y
(uvh) = gh

[
cosαxS0x− (cosαx cosαz)

2 ∂h
∂x
−S fx

]
(2.89b)

∂

∂ t
(vh)+

∂

∂x
(uvh)+

∂

∂y

(
v2h
)
= gh

[
cosαyS0y− (cosαy cosαz)

2 ∂h
∂x
−S fy

]
(2.89c)

dans lesquelles,
S0x = sinαx; S0y = sinαy (2.90a)

S fx =
u
√

u2 + v2

(C cosαz)
2h

; S fy =
v
√

u2 + v2

(C cosαz)
2h

(2.90b)

2.3.3 Différentes formes des équations de Saint–Venant

Les variables dépendantes dans les équations de Saint–Venant peuvent être choisies selon
les formulations suivantes :

— formulation "vitesse-hauteur d’eau" : profondeur d’eau h et les vitesses (u,v) comme
variables dépendantes ;

— formulation "débit-hauteur d’eau" : profondeur d’eau h et les débits unitaires (qx,qy) =

(hu,hv) comme variables dépendantes ;

— formulation "vitesse-dénivellation" : dénivellation de la surface libre Z et les vitesses (u,v)
comme variables dépendantes ;

— formulation "débit-dénivellation" : la dénivellation de la surface libre Z et les débits uni-
taires (qx,qy) comme variables dépendantes.

Nous allons par la suite étudier les différentes formulations des équations de Saint–Venant sous
forme conservative et non conservative.

Si la pente du lit est petit, l’équation (2.89) peut être écrite comme suit :

∂h
∂ t

+
∂ (uh)

∂x
+

∂ (vh)
∂y

= 0 (2.91a)

∂ (uh)
∂ t

+
∂
(
u2h+gh2/2

)
∂x

+
∂ (uvh)

∂y
=−gh

(
S0x−S fx

)
(2.91b)

∂ (vh)
∂ t

+
∂ (uvh)

∂x
+

∂
(
v2h+gh2/2

)
∂y

=−gh
(
S0y−S fy

)
(2.91c)

Si l’équation de Manning est utilisée pour calculer les termes de friction au lieu de l’équation
de Chézy, alors

S fx =
n2

mu
√

u2 + v2

h4/3 ; S fy =
n2

mv
√

u2 + v2

h4/3 (2.92)
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Les équations (2.91) constituent les équations de Saint–Venant bidimensionnelles, sous
forme dite "conservative" écrites sous une formulation "vitesse-hauteur d’eau". Ces équations
peuvent aussi être représentées sous forme matricielle comme le montre l’équation suivante :

∂U
∂ t

+∇ ·F(U) =
∂U
∂ t

+
∂E(U)

∂x
+

∂G(U)

∂x
= S(U) (2.93)

où le vecteur correspondant des variables conservatives, U, des vecteurs de flux, E, G, et du
vecteur des termes sources, S, sont donnés par les expressions suivantes :

U = (h,hu,hv)T (2.94a)

E(U) =
(
hu,hu2 +gh2/2,huv

)T
(2.94b)

G(U) =
(
hv, ,huv,hv2 +gh2/2

)T
(2.94c)

S =
(
0, −gh

(
S0x−S fx

)
, −gh

(
S0y−S fy

))T (2.94d)

Les équations (2.91) peuvent être récrites sous une formulation "débit-hauteur d’eau" en
posant hu = qx et hv = qy. Les équations résultantes peuvent aussi être représentées sous forme
matricielle similaire à l’expression (2.93) où U, E, G et S sont donnés par les expressions
suivantes :

U = (h,qx,qy)
T (2.95a)

E(U) =
(
qx,q2

x
/

h+gh2/2,qxqy
/

h
)T

(2.95b)

G(U) =
(
qy,qxqy

/
h,q2

y
/

h+gh2/2
)T

(2.95c)

S =
(
0, −gh

(
S0x−S fx

)
, −gh

(
S0y−S fy

))T (2.95d)

Sachons que Z = h+ zb, la pente du lit, S0x =−∂ z f
/

∂x
(
ou S0y =−∂ z f

/
∂y
)
, et les termes

de force hydrostatique, ∂h
/

∂x
(
ou ∂h

/
∂y
)
, sont combinés en un seul terme dit "terme de gra-

dient de la surface d’eau", ∂Z
/

∂x
(
ou ∂Z

/
∂y
)
. Une simple manipulation dans l’équation (2.93)

peut conduire à une nouvelle formulation dite "débit-dénivellation" qui sera représentée sous
forme matricielle similaire à l’expression (2.93) où U, E, G, et S, sont donnés par les équations
suivantes :

U = (h, qx, qy)
T (2.96a)

E(U) =
(
qx, q2

x/h, qxqy/h
)T

(2.96b)

G(U) =
(
qy, qxqy/h, q2

y/h
)T

(2.96c)

S =

(
0, −gh

∂Z
∂x
−ghS f x, −gh

∂Z
∂y
−ghS f y

)T

(2.96d)

La formulation "vitesse-dénivellation" est obtenue en remplaçant qx = hu et qy = hv.
Il est nécessaire pour certains schémas numériques que les équations soient écrites sous
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forme de non-conservation. La forme non-conservation du système (2.93) est :

∂U
∂ t

+JE

∂U
∂x

+JG

∂U
∂y

= S (2.97)

où JE et JG sont respectivement les matrices jacobienne de E et G :

JE =

 0 1 0
−u2 +gh 2u 0
−uv v u

 , JG =

 0 0 1
−uv v u
−v2 +gh 0 2v

 (2.98)

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’obtention des équations de Saint–Venant dans le cas
uni et bidimensionnel et sous forme intégrale et conservative. Les équations de Saint–Venant
présente un système des lois de conservation, qui régissent les écoulements à surface libre. Ces
lois de conservation sont celles de la masse et de la quantité de mouvement dont elles com-
binent entre les effets des forces d’inertie, de gravité, de pressions et de frottement en imposant
bien sur certaines hypothèses fondamentales. Nous avons aussi discuté les formules de certains
paramètres utilisés dans ce travail telle que la formule de Manning.

Comme il est classiquement présenté dans la littérature en ce qui concerne la modélisation
hydrodynamique, la forme conservative du système Saint–Venant est une bonne formulation
pour le calcul des solutions numériques approchées des équations de conservation de type hy-
perbolique. Dans ce contexte, nous présentons dans le chapitre suivant la méthode numériques
de type éléments finis de Galerkin discontinue pour la simulation des équations hyperboliques
correspondant aux lois qui contrôlent les écoulements à surface libre.
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Chapitre 3

Présentation des méthodes des éléments
finis de Galerkin discontinue

3.1 Introduction

La méthode des éléments finis (MEF) est reconnue comme un outil général de résolution
d’équations aux dérivées partielles (EDP). Elle nécessite l’utilisation intensive de l’ordinateur.
C’est une méthode très générale qui s’applique à la majorité des problèmes rencontrés dans la
pratique : Problèmes stationnaires ou non stationnaires, linéaires ou non linéaires, définis dans
un domaine géométrique quelconque à une, deux ou trois dimensions. De plus elle s’adapte
très bien aux milieux hétérogènes souvent rencontrés dans la pratique (Dhatt et Touzot, 1981).
Appliqués très tôt en mécanique du solide, les MEF ont vu leur introduction tardive dans la
mécanique des fluides.

La MEF classique discrétise une formulation intégrale pour conduire à un système d’équa-
tions algébriques qui fournit une solution approchée du problème (Figure 3.1).

La résolution d’un problème, posé sous la forme d’une EDP, par la MEF classique passe
successivement comme suit :

— On construit une formulation intégrale du système différentiel à résoudre et de ses condi-
tions aux limites : c’est la formulation variationnelle du problème ;

— On divise le domaine en sous domaines : c’est le maillage ;

— On ramène le problème à un problème discret : c’est la discrétisation. Elle remplace la
forme intégrale globale par une somme de formes intégrales élémentaires constituées
par des matrices et vecteurs élémentaires. Le passage à l’élément de référence facilite
l’implémentation ;

— On construit les matrices et les vecteurs globaux à partir des matrices et vecteurs élémen-
taires : c’est l’assemblage. Ceci donne un système d’équations algébriques ;

— Enfin, on résout numériquement le système. Ceci donne une solution approchée du pro-
blème.

Dans ce chapitre, nous ferons en premier lieu un bref résumé historique de la MEF en es-
sayant de retracer l’origine de l’utilisation de cette méthode à des fins de simulation. Nous met-
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Équations aux dérivées partielles

Formulation intégrale

Approximation des fonctions
inconnues par éléments finis et

Transformation

des équations

Résolution
numérique

Méthode des résidus pondérés

Système d’équations algébrique

Solution approchée

Résolution numérique du système

organisation matricelle

FIGURE 3.1 – Étapes de résolution par éléments finis.

tons en évidence les avantages de la méthode GD par rapport aux méthodes des éléments finis
continues. Nous présentons ensuite la forme conservative des équations à résoudre et ces prin-
cipales caractéristiques mathématiques. L’application de la méthode GD est très populaire pour
l’approximation numérique des équations hyperboliques qui peut s’écrire sous forme conser-
vative. Certains notions mathématiques préliminaires relatives à la formulation GD sont aussi
exposées. La notion de variation totale et les schémas à variation totale décroissante d’intégra-
tion numérique et de limitation de pente sont aussi discutés.

3.2 Un aperçu historique

Il est intéressant de tracer au cours de l’histoire, les contributions majeures qui ont permis
d’aboutir aux méthodes par éléments finis telles que nous les connaissons aujourd’hui. Une
telle revue a été entreprise par Gander et Wanner (2012). Les pierres angulaires des MEF sont
l’approche variationnelle introduite par Euler (1744) et Lagrange (1755) et les transformations
conformes par Riemann en 1851. Mais c’est en 1909, que l’on peut dater la naissance des MEF
par le physicien suisse Ritz (1909) qui résolut, via une combinaison linéaire de fonctions de base
définies au sein d’un carré, un problème de l’époque : les figures de Chladni 1. Les travaux de
Ritz retiennent peu d’intérêt en Europe et c’est l’école russe qui saisit tout l’intérêt de l’approche
et va s’approprier cette méthode. Timoshenko (1913), Bubnov (1913) puis Galerkin (1915) vont
rendre célèbre cette méthode par la publication d’études caractéristiques sur les plaques entrant
dans la construction des coques de navires. Les avancées suivantes sont l’utilisation de fonctions

1. Les figures de Chaldni (1787) sont des motifs que l’on observe sur une plaque recouverte de sable sollicitée
par les vibrations d’un archet. Le sable s’accumule le long des lignes nodales des modes propres de la plaque
excités selon l’emplacement de l’archet. C’est dans le but de calculer ces motifs, que Ritz a inventé le principe de
la méthode par éléments finis en 1909, d’après Gander et Wanner (2012)
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de base polynômiales dans des triangles (Courant, 1943) et l’invention du terme "élément fini"
par (Clough, 1960).

Plusieurs méthodes numériques par éléments finis ont été développées pour résoudre les
EDP qui régissent l’écoulement à surface libre et que l’on peut classer en deux grandes fa-
milles : les éléments finis continus et les éléments finis discontinus. La différence principale
entre les deux classes réside dans le fait que dans les méthodes par éléments finis disconti-
nus nous n’imposons plus à la solution numérique d’être continue à travers les interfaces entre
différents éléments du maillage.

3.2.1 Éléments finis continus

L’approche la plus simple des méthodes des éléments finis est celle de Bubnov–Galerkin
(BG) où les fonctions de pondération sont prises comme étant égales aux fonctions d’interpola-
tion (Hicks et Steffler, 1990). La formulation BG peut être aisément appliquée aux systèmes uni
et bidimensionnel de Saint–Venant. Quoique cette méthode est utile pour la modélisation des
ondes relativement plates, elle à une performance médiocre au voisinage des gradients élevés
de vitesse. Il résulte des oscillations et la solution reste instable. Gresho et Lee (1981) avaient
indiqué que les oscillations observées dans les modèles aux éléments finis étaient partiellement
dues au raffinement insuffisant du maillage dans les zones à forts gradient de vitesses. Ainsi,
Walters et Carey (1983) indiquent que le choix des éléments du maillage à également joué un
rôle important. Par exemple, les approximations linéaires, de même ordre et quadratiques des
variables de la formulation primitive, ont amenées à des oscillations de longueur d’onde 2∆x,
où ∆x correspond au taille du maillage. Zarmehi et al. (2011) avaient indiqué que l’apparition
des oscillations est liée à la méthode utilisée pour l’approximation des termes non linéaires.
Walters et Carey (1983) ont montré que l’utilisation d’une interpolation mixte qui consiste à
approximer la hauteur par des polynômes linéaires et la vitesse par des polynômes quadratiques
tend a éliminé les oscillations de la hauteur mais pas de la vitesse (Martinez, 1997).

Plusieurs recherches ont été effectuées pour éliminer ou diminuer les oscillations associées
à l’application de la méthode BG par l’addition d’un terme de diffusion numérique. Dans la
méthode d’équation de type onde, la diffusion numérique est introduite par l’utilisation d’une
équation de continuité de type onde (Kinnmark et Gray, 1982). Kinnmark (1984); Kinnmark et
Gray (1982) et Lynch et Gray (1979) ont montré l’habilité de ce schéma à éliminer les oscilla-
tions dans la modélisation des estuaires en utilisant des algorithmes en éléments finis implicites.
Ce schéma est destiné aux écoulements typiquement fluviaux. Hood et Taylor (1974) et Walters
et Carey (1983) ont appliqué les méthodes d’interpolation mixte aux équations d’écoulements
à surface libre (Lee et Froehlich, 1986). Comme le nom l’indique, différentes fonctions d’in-
terpolation sont utilisées pour approximer les variables dépendantes (Lee et Froehlich, 1986).
Typiquement, les fonctions d’interpolation utilisées pour approximer les vitesses ont un ordre
plus élevé que celles utilisées pour approximer la profondeur.

La méthode de Taylor–Galerkin (TG) (Donea, 1984) est une formulation explicite analogue
à la famille des schémas de Lax-Wendroff en différences finies. Les inconnues sont développées
en série par rapport au temps, et l’on peut montrer que la méthode revient à ajouter aux équations
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initiales de Saint–Venant une diffusion artificielle fonction du pas de temps (Selmin et al., 1985).
Analogiquement au schéma de Lax-Wendroff, des conditions aux limites supplémentaires sont
donc nécessaires. En plus, elle a une faible performance à proximité des discontinuités (Hicks
et Steffler, 1990, 1995).

Une autre approche consiste à utiliser la méthode de Petrov–Galerkin (PG) dans laquelle
des fonctions de pondération décentrées sont utilisées pour introduire une diffusion numérique
qui assure l’atténuation des oscillations associées de la méthode BG. La méthode dissipative
de Galerkin (DG) qui est un cas particulier de la méthode PG est une méthode implicite. Elle
est introduite par Katopodes (1984) pour résoudre les équations de Saint–Venant. L’implémen-
tation de la méthode DG introduit une diffusive numérique à l’aide d’un terme de décentrage
déterminé sur la base de la vitesse progressive. Les résultats de cette méthode sont très encoura-
geants pour la simulation numérique des écoulements unidimensionnels qui comporte des dis-
continuités (chocs). Cette méthode à été appliquée avec succès aux problèmes bidimensionnels.
Aussi, Brooks et Hughes (1982) avaient développé la méthode de Petrov-Galerkin à décentrage
rationalisé (SU/PG : Streamline Upwind Petrov-Galerkin). Dans cette approche, la diffusion
numérique est incorporée en utilisant un terme de décentrage qui est déterminé à l’aide du signe
de la direction d’écoulement. Ce schéma est en effet similaire au schéma DG. Cependant, dans
ce cas, les deux vitesses caractéristiques sont utilisées dans la détermination de la matrice de dé-
centrage. La méthode SU/PG, appliquée aux équations de Saint–Venant, est nommée par Hicks
et Steffler (1992) la "méthode Caractéristique Dissipative de Galerkin" ou (CDG). Blackburn et
Hicks (2002) ont utilisé le schéma CDG pour la modélisation des écoulements non permanent
à des fins de laminage de crues et de détermination des niveaux de crue pour le cas de la ri-
vière de Paix au Canada. Cette méthode a aussi été utilisée par Atallah et Hazzab (2013) pour
la simulation de la propagation des ondes de crue dans le bassin versant de l’oued Mekerra en
Algérie.

La méthode des moindres carrés (LS : Least Squares) est une méthode implicite dans la-
quelle le résidu est minimisé par les moindres carrés plutôt que par la méthode de Galerkin
(Carey et Jiang, 1988) . La quantité de la diffusion numérique ajoutée dépend du pas du temps
et du paramètre de pondération. Si l’incrément du pas de temps est minimisé, cette méthode
s’approche d’une formulation de type BG. La méthode est jugée inacceptable pour des écoule-
ments instationnaires et pose des difficultés avec des écoulements torrentiels (Hicks et Steffler,
1990).

Hicks et Steffler (1990) ont effectué une analyse de Fourier des cinq méthodes (BG, TG, DG,
CDG et LS), ainsi que des comparaisons sur des écoulements permanents et non-permanents à
surface libre. L’étude conclut à la supériorité de la méthode CDG dont la diffusion numérique
est moindre que la méthode TG.

Zienkiewicz et Ortiz (1995) ont utilisé une discrétisation spatiale de type Galerkin combinée
avec la méthode des caractéristiques pour la solution des équations de Saint–Venant. Ils ont
incorporé dans leur travail une procédure à pas fractionné. La technique de combinaison de la
méthode des éléments finis avec la méthode des caractéristiques est aussi utilisée par Chambers
(2000), où il développe un nouvel algorithme en élément finis-caractéristique.

Les méthodes d’éléments finis continus fournissent aujourd’hui des algorithmes rapides et
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des résultats souvent satisfaisants. Elles sont utilisées dans de nombreux logiciels de simulation
d’écoulements à surface libre, comme RMA2 (Donnell et al., 2011), CCHE2D (Jia et Wang,
2001), River2D (Steffler et Blackburn, 2002), TELEMAC2D (Hervouet, 2003)).

3.2.2 Éléments finis discontinus

La méthode GD est très largement répandue pour le calcul numérique des solutions des lois
de conservation. Elle permet de traiter de façon naturelle et robuste les lois de conservation et
peut s’adapter à des géométries complexes. Cette méthode fait le lien entre la MEF et la MVF.
Plus précisément, elle consiste à approcher les inconnus par des fonctions polynômiales dans
chaque élément comme pour les MEF, mais sans supposer de continuité aux interfaces. La for-
mulation faible est restreinte à cet espace de fonctions continues par morceaux et nécessite donc
l’évaluation d’un flux numérique aux interfaces, ce qui permet de traduire (au niveau discret)
le principe de conservation, comme dans le cas des MVF. Ce flux est ensuite approché numéri-
quement en résolvant un problème de Riemann aux points de discontinuité. Des techniques de
limitation de pente sont ensuite utilisées pour stabiliser la solution et supprimer les oscillations
non physiques.

La méthode GD a été proposée par Reed et Hill (1973) pour la solution de l’équation li-
néaire de transport de neutrons. LeSaint et Raviart (1974) ont été les premiers à écrire les bases
mathématiques de cette méthode. Pour des solutions exactes assez régulières, ils ont montré
que si les polynômes utilisés sont de degré k , l’ordre de la méthode est k+1 (autrement dit est
un (∆x)k où ∆x est le pas de discrétisation spatiale) pour des maillages irréguliers et, pour des
maillages cartésiens, (∆x)k+1. Johnson et Pitkäranta (1986), Richter (1988), et Peterson (1991)
ont étudié les propriétés mathématiques de cette méthode comme la convergence et l’ordre
de précision. En particulier en supposant que la solution est suffisamment régulière, Johnson
et Pitkäranta (1986) ont démontré une convergence (∆x)k+1/2 pour un partitionnement quel-
conque du maillage. Richter (1988) a établi un ordre de convergence optimal de (∆x)k+1 dans le
cas de certains maillages structurés et non cartésiens, en deux dimensions d’espace. Lin et Zhou
(1993) ont montré la convergence de la méthode GD en présence des discontinuités dans la
solution. Siegel (1995) montrent la supériorité de la méthode GD par rapport à la MVF d’ordre
supérieur dans le cas d’un maillage fortement déstructuré.

Les premières applications de la méthode GD comporte la propagation des ondes dans les
milieux élastique (Wellford et Oden, 1975), la modélisation des équations paraboliques (Jamet,
1978), et de simulation écoulements de fluides viscoélastiques (Fortin et Fortin, 1989).

Dans le cas d’un problème monodimensionnel en espace, la méthode GD est interprétée
comme une généralisation des schémas de type différences finies de Godunov (Cockburn et al.,
1989; Cockburn et Shu, 1991). Ces schémas de résolution d’ordre supérieur (k ≥ 1) sont en gé-
néral, stabilisés en employant des limiteurs de pentes assurant le caractère TVD (Total Variation
Diminishing ou Variation Totale Décroissante), propriété clé pour capturer des solutions entro-
piques, (voir e.g., Cockburn et Shu (1989)), pour que les oscillations non physiques puissent être
évitées sans détruire la précision de l’approximation. Chavent et Salzano (1982) ont construit
une version explicite de la méthode GD pour la loi de conservation scalaire unidimensionnelle.
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Ils ont approché la solution en utilisant des polynômes discontinus et linéaires par morceaux.
L’opérateur en temps est discrétisé en utilisant le schéma d’Euler explicite. Cependant, cette
méthode est instable quel que soit le pas de temps. Afin de la stabiliser, Chavent et Salzano
(1982) ont adapté un limiteur de pente en suivant l’idée de Van Leer (Cockburn et Shu, 1998).
En respectant un critère CFL inférieur ou égal à 1/2, le schéma obtenu est stable, et de plus
il vérifie la propriété TVD. Toutefois, ces schémas possèdent une précision dans le temps du
premier ordre et le limiteur de pente influe sur la qualité de la solution dans des régions lisses.
Le problème a été corrigé par l’introduction de la méthode RKDG par Cockburn et Shu (1989),
où ils ont combinés la méthode de Runge-Kutta du second ordre pour la discrétisation tempo-
relle et le limiteur de pente amélioré du Shu (1987). La méthode de RKDG explicite résultante
était linéairement stable pour des nombres de courant moins de 1/3. Cependant, la combinaison
des schémas de Runge-Kutta d’ordre k + 1 avec une procédure de limitation de pente appli-
quée sur des polynômes de degré k donne des schémas qui ne sont plus TVD. Les limiteurs ne
parviennent plus à supprimer totalement les oscillations dans les zones à fort gradient mais pos-
sèdent néanmoins le caractère plus faible de TVB (Total Variation Bounded ou Variation Totale
Bornée). En d’autres termes, la solution numérique peut éventuellement toujours présenter des
oscillations mais celles-ci sont contrôlées du fait qu’elles sont bornées.

La généralisation de la méthode de Cockburn et Shu (1989) à un ordre de précision d’ordre
k arbitraire a été développée par Cockburn et al. en 1990 pour le cas scalaire, et par Cock-
burn et Shu (1991) pour le cas d’un système hyperbolique unidimensionnel écrit sous forme
conservative et par Cockburn et Shu (1998) pour le cas d’un système hyperbolique multidimen-
sionnel. Dans les problèmes multidimensionnels, le développement des schémas TVD d’ordre
élevé n’est pas aussi simple que dans les cas unidimensionnels. Goodman et LeVeque (1985)
montrent que tout schéma TVD ne peut qu’être au plus d’ordre un en espace. Ainsi, les limi-
teurs de pente TVD en dimensions plus élevées réduiraient la précision du système de premier
ordre. Cela a été surmonté par l’introduction d’un limiteur de pente généralisé (Cockburn et Shu,
1998) qui imposait le principe du maximum local, ce qui était compatible avec une précision
d’ordre élevé.

Les premières applications des méthodes GD pour la dynamique des fluides computation-
nelle (CFD : Computational Fluid Dynamics) étaient principalement pour résoudre les équations
d’Euler de la dynamique des gaz compressibles. Plus tard, la méthode GD a été généralisée pour
traiter les termes visqueux et, par conséquent, la résolution des équations de Navier–Stokes
(Bassi et Rebay, 1997). Les méthodes GD ont également été appliquées à des domaines tels que
l’aéroacoustique, les écoulements granulaires, la magnétohydrodynamique, la météorologie, la
modélisation des eaux peu profondes, l’océanographie, le transport de contaminants dans les
milieux poreux, les écoulements turbulents, les écoulements viscoélastiques et les prévisions
météorologiques. Avec la première conférence internationale sur les méthodes GD qui a eu lieu
en 1999, le développement et les problématiques liés à ces méthodes ont été tracés (Cockburn
et al., 2000).

Plus récemment, il existe trois issues spéciales consacrées à la méthode GD (Cockburn et
Shu, 2005, 2009; Dawson, 2006), qui contiennent des informations intéressantes sur la méthode
GD dans tous les aspects, y compris la conception, l’analyse, la mise en œuvre et les applications
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d’algorithmes. Il existe également quelques livres récents (Li, 2006; Kanschat, 2008; Khan et
Lai, 2014) sur les méthodes GD.

Chavent et Salzano (1982) ont été les premiers à appliquer la méthode GD pour les pro-
blèmes d’écoulements d’eau peu profonde. Initié par Schwanenberg et Köngeter (2000), la mé-
thode RKDG a gagné en popularité dans la simulation d’écoulements à surface libre. Nous pou-
vons trouver un nombre croissant d’études, y compris les écoulements avec des chocs, tels que
les ressauts hydrauliques et les ruptures de barrages (Li et Liu, 2001; Schwanenberg et Harms,
2004). Kubatko et al. (2006) ont développé un modèle morphodynamique (modélisation de
l’évolution du lit de sédiments) en résolvant l’équation d’Exner sur un maillage non-structuré.
Plusieurs approches impliquant des méthodes d’ordres arbitraires sur des triangulations non
structurées ont été développées pour les équations d’eau peu profonde (Eskilsson et Sherwin,
2004), éventuellement avec une p-adaptativité dynamique (Kubatko et al., 2009), un raffinement
adaptatif (Rhebergen et al., 2008), traitement des dérivés du second ordre (Aizinger et Dawson,
2002) ou même des méthodes GD spatio-temporelles (Ambati et Bokhove, 2007). Des travaux
récents poussent la formulation RKDG pour les équations d’eau peu profonde aux schémas
"bien équilibrés" (well-balanced) incluant les flux et les termes sources pour le traitement du
phénomène des bancs couvrants et découvrants (e.g., Xing et Shu, 2006; Ern et al., 2008; Bunya
et al., 2009; Ghostine et al., 2009; Ghostine, 2009; Kesserwani, 2008; Zhang et Shu, 2010; Kes-
serwani et Liang, 2010, 2012; Lai, 2010; Lai et Khan, 2012a,b,c; Lai, 2012; Lee, 2014; Duran
et Marche, 2014; Lee et Lee, 2015). La liste n’est évidemment pas exhaustive.

La méthode GD possède plusieurs propriétés intéressantes qui la rendent attrayante et po-
pulaire :

— Capacité à capturer des discontinuités de la solution relative à un domaine de calcul
donné ;

— Les propriétés de conservation local (exemple : la quantité de mouvement et l’énergie)
sur chaque élément ;

— Permet de choisir arbitrairement l’ordre d’interpolation dans les éléments aboutissant à
une complète adaptivité en espace (h-adaptivité) et en ordre (p-adaptivité) ;

— Utilisation des maillages non structurés et aussi des maillages non-conformes ;

— Elle peut être appliquée aux problèmes de géométrie complexe ;

— Indépendamment de l’ordre, la communication entre les éléments se fait aux interfaces,
ce qui la rend aisément parallélisable.

Pour répondre aux exigences de précision, de stabilité, de robustesse et de l’applicabilité de
la méthode numérique aux problèmes réels, la méthode GD apparaît comme la solution "idéale"
par rapport aux MVF dont la précision dépasse difficilement le second ordre. Les méthodes
GD par cet état de l’art offrent un large éventail de solutions qui permettent de simuler des
écoulements à surface libre.
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3.3 Forme conservative des équations à résoudre

Un système de m équations aux dérivées partielles sous une forme conservative peut être
écrit sous la forme :

∂U
∂ t

+∇ ·F(U) = S(U) ,U (x,0) =U0(x),x ∈Ω, t ≥ 0 (3.1)

où

U =


U1

U2
...

Um

 ,F(U) =


f1

f2
...

fm

 ,S(U) =


S1

S2
...

Sm

 (3.2)

Dans ces équations, U est le vecteur des variables conservatives, F est le vecteur de flux, et S
est le vecteur des termes sources. Tout composant de flux, fi, peut être écrit dans un système
tridimensionnel de coordonnées cartésiennes, comme suit :

fi = Eii+Gij+Hik (3.3)

Pour un vecteur d’unité arbitraire n = (nx,ny,nz), la matrice jacobienne de la fonction de
flux F(U) est donnée par l’équation :

J(U) =
∂F(U) ·n

∂U
=


∂ f1
/

∂U1 · · · ∂ f1
/

∂Um
∂ f2
/

∂U2 · · · ∂ f2
/

∂Um
...

...
...

∂ fm
/

∂U1 · · · ∂ fm
/

∂Um

 ·n (3.4)

Le système est hyperbolique si la matrice jacobienne possède m valeurs propres réelles,
λi(U), i = 1,2, ...,m, et un ensemble complet de vecteurs propres linéairement indépendants
Ki(U), i = 1,2, ...,m . Le système est strictement hyperbolique si les valeurs propres sont réelles
et distinctes (Toro, 2009).

3.4 Formulation de Galerkin discontinue

La méthode GD présente deux étapes de calcul indépendantes. La première étape fournit
une prédiction de la solution numérique obtenue en utilisant des polynômes discontinus par
morceaux incluant une évaluation des flux numériques sur les arêtes de la discrétisation (ou fa-
cettes en 3-D). La seconde étape consiste en une limitation de pente afin de stabiliser la solution
numérique. La présentation qui suit concerne les maillages 1-D et 2-D. Plus de détails sur la
méthode GD peuvent trouvé dans les livres de (Li, 2006; Khan et Lai, 2014)

Les MEF reposent sur la recherche d’une solution du problème par "morceaux" par le biais
de volumes discrets de l’espace appelés éléments. Ces éléments sont habituellement jointifs et
sans recoupement. Le domaine Ω est divisé en Ne éléments discrets comme le montre la relation

39



3.4. Formulation de Galerkin discontinue

suivante :

Ω' Ω̂ =
Ne⋃

e=1

Ωe (3.5)

Dans la terminologie éléments finis, l’ensemble des éléments constitue un maillage. Dans les
méthodes GD, il n’y a pas de continuité des fonctions de base entre les éléments. Les éléments
ne partagent donc pas leurs nœuds comme cela est représenté dans la figure 3.2 et 3.3 pour le cas
d’éléments 1D et 2D linéaires. Par opposition, la MEF continue implique un partage des nœuds
entre les éléments contigus. En réalité, même dans la formulation continue, les nœuds sont
également disjoints entre les éléments, mais les contributions de ces derniers sont sommées de
manière à ne retenir qu’une seule valeur nodale (dans les MEF continues, cette opération s’ap-
pelle l’assemblage). Dans les méthodes GD, la solution peut donc être discontinue entre chaque
élément ce qui confère à la méthode d’intéressantes caractéristiques. Les quantités échangées
entre les éléments sont des flux qui peuvent être estimés selon plusieurs procédés.

Éléments continus Éléments discontinus

x x

b

b
b

b
b

b

b

b
b

b

FIGURE 3.2 – Éléments unidimensionnels linéaires continus et discontinus.
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3

2

11

2

3

b

b

b

b

b

b

Éléments continus Éléments discontinus

x

y

b

b

b

b

b

b

FIGURE 3.3 – Éléments bidimensionnels linéaires continus et discontinus.

Le principe fondamental des MEF est de rechercher la solution sous la forme d’une combi-
naison linéaire de fonctions de base. Dans un élément, la variation des variables conservatives,
les flux et les termes sources peuvent être estimés à l’aide des polynômes de Lagrange (égale-
ment appelées fonctions de forme ou des fonctions de base) comme indiqué par l’équation :

U' Û = ∑N jU j ; F(U)' F(Û) ; S(U)' S(Û) (3.6)

À chaque nœud j est associée une fonction de base N j invariante dans le temps. Les coefficients
U j sont les degrés de liberté et correspondent aux valeurs de U aux positions des nœuds de
l’élément.
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3.4. Formulation de Galerkin discontinue

L’équation (3.1) est la formulation forte du système. Les MEF reposent sur une formulation
dite faible du problème à résoudre où l’on cherche à vérifier l’équation (3.1) en moyenne sur
l’élément. Cette forme s’obtient en multipliant le système (3.1) par une fonction test Ni et en
intégrant l’ensemble sur l’élément :

∫
Ωe

Ni
∂ Û
∂ t

dΩ+
∫

Ωe

Ni∇ ·F
(
Û
)

dΩ =
∫

Ωe

NiS
(
Û
)

dΩ (3.7)

Dans la méthode de Galerkin, les fonctions test et les fonctions de forme sont identiques.
En substituant l’approximation des U et en appliquant le théorème de divergence, on obtient :∫

Ωe

NiN jdΩ
∂U j

∂ t
+
∫

Γe

NiF(Û) ·ndΓ+
∫

Ωe

∇Ni ·F(Û)dΩ =
∫

Ωe

NiS(Û)dΩ (3.8)

où Γe désigne la surface de Ωe et n le vecteur normal sortant à Γe.
L’un des intérêts de la formulation faible est d’introduire la notion de flux qui permet entre

autre de traiter de manière simple les conditions aux limites. En remplaçant le terme flux F(Û) ·n
par le flux numérique F̃ on obtient :∫

Ωe

NiN jdΩ
∂U j

∂ t
+
∫

Γe

NiF̃dΓ+
∫

Ωe

∇Ni ·F(Û)dΩ =
∫

Ωe

NiS(Û)dΩ (3.9)

l’équation finale, après l’intégration par la règle de quadrature de Gauss, peut être écrite
comme suit :

M
∂U
∂ t

= R (3.10)

ou
∂U
∂ t

= M−1R = L (3.11)

où M est la matrice de masse :
M =

∫
Ωe

NiN jdΩ (3.12)

Finalement, la solution de variables conservatives U peut être obtenue en utilisant une mé-
thode d’intégration temporelle appropriée. Les lois de conservation continues sont divisées en
équations algébriques discrètes et résolus pour obtenir des solutions à différents moments. Dans
un système hyperbolique, des discontinuités et des ondes de choc peuvent se former même avec
des conditions initiales et aux limites lisses. Des tests numériques montrent que les oscillations
parasites sont générées avec une approximation en espace d’ordre supérieur, de sorte que les
techniques de limitation sur les variables conservatives doivent être appliquées pour limiter la
solution. La forme de fonctions de base, l’intégration numérique, le flux numérique et l’intégra-
tion temporelle sera discuté dans les sections suivantes.
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3.4. Formulation de Galerkin discontinue

3.4.1 Fonctions de forme

Les fonctions de forme, développés à partir de la théorie de l’interpolation de Lagrange,
sont brièvement abordées dans cette section. Les fonctions de forme (également connu en tant
que fonctions de base, fonctions d’interpolation ou fonctions d’essai) sont une approximation
polynomiale par morceaux de la solution dans un élément local. Plus de discussion sur les
fonctions de forme peut être trouvé dans les manuels traitant la méthode des éléments finis
(Dhatt et Touzot, 1981; Reddy, 1993).

a) Fonctions de forme dans un élément unidimensionnel

Les fonctions de forme sont continue par morceaux et se rapproche de la variation des va-
riables à l’intérieur d’un élément. Dans l’interpolation de Lagrange, l’approximation de la solu-
tion est évaluée en utilisant l’équation suivante :

φ(x)' φ̂(x) =
n

∑
j=1

N j(x)φ j,x ∈Ωe = [xe
s ,x

e
e] (3.13)

où n est le nombre de nœuds dans un élément, φ j est la solution aux nœuds, xe
d et xe

f sont,
respectivement, les coordonnées de début et de fin d’un élément et N j(x) est la jième fonction de
base de Lagrange donnée par l’équation suivante :

N j(x) =
∏

n
k=1,k 6= j (x− xk)

∏
n
k=1,k 6= j

(
x j− xk

) , j = 1,2, ...n (3.14)

La fonction de forme N j(x) prend la valeur de un au nœud j considérée et zéro à tous les
autres nœuds comme donné par l’équation :

N j(xi) =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

(3.15)

L’approximation φ̂ donne la valeur de φ au niveau de chaque nœud de l’élément. Pour un
élément linéaire de deux nœuds, les fonctions de forme sont données par l’équation (3.16) et
sont présentés sur la figure 3.4(a). La variation linéaire d’une variable est représentée sur la
même figure.

N1(x) =
x− x2

x1− x2

N2(x) =
x− x1

x2− x1

(3.16)

b) Fonctions de forme dans un élément bidimensionnel

Dans une analyse en deux dimensions, les éléments triangulaires et quadrilatéraux sont cou-
ramment utilisés. En règle générale, ces éléments peuvent avoir des arrêtes droits ou courbées.
Étant donné que les éléments triangulaires sont plus adaptatifs aux géométries complexes et
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1.0

x

N2(x)N1(x)1.0

1 2

b b
1 2

φ2

φ1

xb b

(a) (b)

FIGURE 3.4 – Élément linéaire unidimensionnel : (a) Fonctions de forme, (b) Variation linéaire
d’une variable.

nécessitent le moindre nombre de nœuds pour atteindre un ordre donné de polynôme, la dis-
cussion se limite aux éléments triangulaires. Les éléments triangulaires linéaires 2D avec des
arêtes droites sont utilisés dans cette thèse. La variation de variables peut être approximée dans
un élément tel que donné par l’équation :

φ(x,y)' φ̃(x,y) =
n

∑
j=1

N j(x,y)φ j,(x,y) ∈Ωe (3.17)

où n est le nombre de nœuds dans un élément. Les fonctions de forme sont nécessaires pour
satisfaire la propriété de Kronecker donnée par l’équation :

N j(xi,yi) =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

(3.18)

La fonction de forme N1 et la variation d’une variable sur un élément triangulaire linéaire de
trois nœuds avec des bords droits sont représentées sur la figure 3.5. Les nœuds sont numérotés
dans le sens antihoraire. Les fonctions de forme des éléments triangulaires linéaires sont donnés
par l’équation :

N1(x,y) =
(x2y3− x3y2)+(y2− y3)x+(x3− x2)y

2Ae

N2(x,y) =
(x3y1− x1y3)+(y3− y1)x+(x1− x3)y

2Ae

N3(x,y) =
(x1y2− x2y1)+(y1− y2)x+(x2− x1)y

2Ae

(3.19)

où Ae est la surface de l’élément triangulaire donnée par l’équation (3.20) et xi, yi sont des
coordonnées d’un nœud (i = 1, ...,n).

A =
1
2

∣∣∣∣∣∣
1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣ (3.20)
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N1(x, y)

1.0

1

2

3

φ1

φ3

φ2

1

2

3

(a) (b)

FIGURE 3.5 – Élément triangulaire linéaire : (a) Fonction de forme, (b) Variation linéaire d’une
variable.

3.4.2 Transformation isoparamétrique

Le système (3.10) requiert la construction des fonctions test et d’interpolation sur chaque
élément e ce qui constitue une procédure assez lourd. De plus, on a souvent recours à l’inté-
gration numérique pour évaluer les coefficients du système élémentaire. Cela nécessite la mise
en mémoire de points d’intégration différents d’un élément à l’autre, ce qui exigerait beaucoup
d’espace mémoire. Pour contourner cette difficulté, on introduit un élément r dit de référence.

Un élément de référence est un élément de forme très simple, repéré dans un espace de ré-
férence qui peut être transformé en chaque élément réel e par une transformation géométrique
bijective. Cette transformation est isoparamétrique si les fonctions de transformation géomé-
trique sont identiques aux fonctions d’interpolation. Elle définit les coordonnées x de chaque
point de l’élément réel à partir des coordonnées ξ du point correspondant à l’élément de réfé-
rence. La transformation de l’élément de référence à l’élément réel prend la forme représentée
par l’équation suivante :

x = ∑N j()x j, φ̂ = ∑N j()φ j (3.21)

Dans cette section, on explique brièvement, les transformations isoparamétriques pour les élé-
ments 1D et 2D. Les intégrations par la quadrature numérique seront détaillées dans la section
suivante.

a) Transformation isoparamétriques pour un élément unidimensionnel

La transformation isoparamétrique 1D en forme générale est donnée par les équations :

x =
n

∑
j=1

N j(ξ )x j

φ̂ =
n

∑
j=1

N j(ξ )φ j

(3.22)
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3.4. Formulation de Galerkin discontinue

Pour un élément linéaire, la transformation isoparamétrique est représenté sur la figure 3.6 et
les fonctions de forme en coordonnées locales sont donnés par les équations :

N1(ξ ) = 0.5(1−ξ )

N2(ξ ) = 0.5(1+ξ )
(3.23)

La variation de la coordonnée globale ainsi que toute autre variable à l’intérieur d’un élément

x2x1

1.0 N1(x) N2(x)

x

Élément réel

N1(ξ) N2(ξ)

ξ1 = −1 ξ2 = +1

ξ

1.0

Élément de référence

Transformation

b b b b

FIGURE 3.6 – Transformation isoparamétrique pour un élément linéaire 1D.

linéaire sont donnés par les équations :

x = N1(ξ )x1 +N2(ξ )x2

φ̂ = N1(ξ )φ1 +N2(ξ )φ2
(3.24)

b) Transformation isoparamétrique pour un élément bidimensionnel

La transformation isoparamétrique pour un élément triangulaire linéaire 2D est représenté
sur la figure 3.7. Les fonctions de forme de l’élément linéaire sont données par les équations :

N1(ξ ,η) = 1−ξ −η

N2(ξ ,η) = ξ

N3(ξ ,η) = η

(3.25)

Les coordonnées x et y ainsi que toute autre variable peuvent être interpolés dans un élément
en utilisant les équations :

x =
3

∑
j=1

N j(ξ ,η)x j

y =
3

∑
j=1

N j(ξ ,η)y j

φ̂ =
3

∑
j=1

N j(ξ ,η)φ j

(3.26)
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1
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x

Élément réel

Transformation

1.0

η

ξ

3

21

1.0

Élément de référence

FIGURE 3.7 – Transformation isoparamétrique pour un élément triangulaire linéaire 2D.

c) Calcul des intégrales par la transformation isoparamétrique

En utilisant la transformation isoparamétrique, l’intégration peut être réalisée par la méthode
de substitution de variable, également appelée transformation de coordonnées. La matrice de
masse dans le cas unidimensionnel est donnée par l’équation :

M =
∫ xe

f

xe
d

Ni(x)N j(x)dx (3.27)

La matrice de masse correspondante dans les coordonnées locales est donnée par :

M =
∫ 1

−1
Ni(ξ )N j(ξ )Jedξ (3.28)

Je est le Jacobien de l’élément e.

Je =
dx
dξ

=

d

(
n
∑
j=1

N j(ξ )x j

)
dξ

=
n

∑
j=1

dN j(ξ )

dξ
x j (3.29)

Le terme de dérivé de coordonnées globales, représenté dans l’équation :∫ xe
f

xe
d

dNi(x)
dx

f
(
φ̂(x)

)
dx (3.30)

peut être transformé en coordonnées locales comme suit :

dNi(x)
dx

→ dNi(ξ )

dξ

dξ

dx
=

dNi(ξ )

dξ

1
Je (3.31)
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Ainsi, l’équation (3.30) dans le système de coordonnées locales peut être écrite sous la forme
suivante :∫ xe

e

xe
s

dNi(x)
dx

f
(
φ̂(x)

)
dx =

∫ 1

−1

dNi(ξ )

dξ

1
Je f

(
φ̂(ξ )

)
Jedξ =

∫ 1

−1

dNi(ξ )

dξ
f
(
φ̂(ξ )

)
dξ (3.32)

Dans les éléments 2D, la relation entre les systèmes de coordonnées locales et globales pour
une surface infinitésimale est donnée par l’équation :

dΩ = det(Je)dξ dη (3.33)

où la matrice jacobienne est donnée par :

Je =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

=


n

∑
j=1

dN j(ξ ,η)

dξ
x j

n

∑
j=1

dN j(ξ ,η)

dξ
y j

n

∑
j=1

dN j(ξ ,η)

dη
x j

n

∑
j=1

dN j(ξ ,η)

dη
y j

 (3.34)

En utilisant la règle de la chaîne :
∂

∂ξ

∂

∂η

=


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η


 ∂

∂x
∂

∂y

= Je

 ∂

∂x
∂

∂y

 (3.35)

un dérivé dans les coordonnées globales peut être transformé en un système de coordonnées
locales en utilisant l’équation : ∂

∂x
∂

∂y

= (Je)−1


∂

∂ξ

∂

∂η

 , (Je)−1 =
1

det(Je)


∂y
∂η

− ∂y
∂ξ

− ∂x
∂η

∂x
∂ξ

 (3.36)

La procédure de transformation de coordonnées est présentée dans l’équation (3.37), qui a
été dérivé, avant l’équation (3.9).∫

Ωe

NiN jdΩ
∂U j

∂ t
+
∫

Γe

NiF̃dΓ−
∫

Ωe

∇Ni ·F
(
Û
)

dΩ =
∫

Ωe

NiS
(
Û
)

dΩ (3.37)

La matrice masse peut être évaluée en utilisant l’équation suivante :∫
Ωe

NiN jdΩ =
∫ 1

0

∫ 1

0
Ni (ξ ,η)N j (ξ ,η)det(Je)dξ dη (3.38)

Le terme flux se transforme, comme indiqué dans l’équation (3.39), où le nouvel opérateur ∇
′
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est défini par l’équation (3.40) :∫
Ωe

∇Ni ·F
(
Û
)

dΩ =
∫ 1

0

∫ 1

0
∇
′Ni ·F

(
Û
)

det(Je)dξ dη (3.39)

∇
′ =

1
det(Je)

[(
∂y
∂η

∂

∂ξ
− ∂y

∂ξ

∂

∂η

)
i+
(

∂x
∂η

∂

∂ξ
− ∂x

∂ξ

∂

∂η

)
j
]

(3.40)

En utilisant la transformation isoparamétrique représenté dans l’équation :

∂y
∂η

= y3− y1 = y31

∂y
∂ξ

= y2− y1 = y21

∂x
∂η

= x3− x1 = x31

∂x
∂ξ

= x2− x1 = x21

(3.41)

l’équation (3.39) peut être écrite sous la forme suivante :∫
Ωe

∇Ni ·F(Û)dΩ =
∫ 1

0

∫ 1

0

[
y31

∂Ni

∂ξ
− y21

∂Ni

∂η

]
E(Û)dξ dη

+
∫ 1

0

∫ 1

0

[
x31

∂Ni

∂ξ
− x21

∂Ni

∂η

]
G(Û)dξ dη

(3.42)

où F(Û) = E(Û)i+G(Û)j.
La transformation isoparamétrique présenté sur la figure 3.8 est utilisée pour une intégration

linéaire. Dans l’élément physique, le segment linéaire infinitésimal dΓ est mappé à dξ dans le
repère local donné par l’équation :

dΓ =
√

dx2 +dy2 =

√(
∂x
∂ξ

)2

+

(
∂y
∂ξ

)2

dξ (3.43)

Pour un élément linéaire en coordonnées ξ , les fonctions de forme sont données par l’équation
(3.44) et la transformation isoparamétrique est donnée par l’équation (3.45).

N1(ξ ) = 0.5(1−ξ )

N2(ξ ) = 0.5(1+ξ )
(3.44)

x = N1(ξ )x1 +N2(ξ )x2

y = N1(ξ )y1 +N2(ξ )y2
(3.45)

Le segment linéaire infinitésimal le long de la ligne 1–2, dΓ12, est donné par l’équation :

dΓ12 =
L12

2
dξ (3.46)
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1
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ξ

N1(ξ)

FIGURE 3.8 – Transformation de l’intégration de la chaîne dans le cadre bidimensionnel.

où L12 est la longueur de la ligne 1–2. La ligne solidaire de flux numérique est évaluée comme
indiqué dans l’équation :∫

Γe

N1(x,y)F̃dΓ =
∫ 1

−1
N1(ξ )F̃12

L12

2
dξ +

∫ 1

−1
N1(ξ )F̃31

L31

2
dξ

= F̃12
L12

2
+ F̃31

L31

2

(3.47)

où F̃12 est le flux numérique à travers la ligne 1–2. Pour les fonctions test N2 et N3 les flux
numériques sont donnés par l’équation :∫

Γe

N2F̃dΓ = F̃12
L12

2
+ F̃31

L31

2
,
∫

Γe

N3F̃dΓ = F̃23
L23

2
+ F̃31

L31

2
(3.48)

En notation succincte, l’intégrale de la chaîne est donnée par l’équation :

∫
Γe

NiF̃dΓ =
3

∑
j=1, j 6=i

F̃i j
Li j

2
(3.49)

3.4.3 Intégration numérique

Après transformation des coordonnées globales aux coordonnées locales, les équations doivent
être intégrés. Pour certains cas simples, l’intégration analytique est possible. Cependant, pour
les cas complexes et plus pratiques dans les implémentations informatiques, les intégrales sont
souvent évaluées numériquement. Nous présentons ci-dessous la méthode de quadrature de
Gauss pour l’intégrale explicite des monômes sur l’élément de référence uni et bidimension-
nel.
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a) Intégration numérique à une dimension

L’intégrale 1D peut être calculée par la formule de quadrature de Gauss dans l’intervalle
[−1,1] comme indiqué dans l’équation :

∫ 1

−1
f (ξ )dξ ≈

ng

∑
i=1

wi f (ξi) (3.50)

où ng est le nombre de points d’intégration, ξi, sont les coordonnées des ng points d’intégration,
et wi, sont les coefficients de pondération (ou poids) correspondants. Pour les ng points de
quadrature, une fonction polynomiale jusqu’à l’ordre P = 2ng−1 peut être intégré exactement.
Les règles de la quadrature de Gauss, dans l’intervalle [−1,1], pour un polynôme jusqu’à l’ordre
5 sont énumérés dans le tableau 3.1 (Reddy, 1993).

TABLE 3.1 – Quadrature de Gauss pour une intégrale à une dimension dans l’intervalle [-1, 1]
(Reddy, 1993).

Nombre de point
de Gauss (ng)

Abscisse de point
de Gauss (ξ )

Poids (w) Degré de précision
(P)

1 ξ1 = 0 w1 = 2 1

2
ξ1 =−1/

√
3

w1 = w2 = 1 3
ξ2 =−1/

√
3

3
ξ1 =−

√
3/
√

5 w1 = 5/9
5ξ2 = 0 w1 = 8/9

ξ3 =
√

3/
√

5 w1 = 5/9

b) Intégration numérique à deux dimensions

La règle de quadrature 2D pour l’élément triangulaire de référence est donnée par l’équation
(3.51) et les points de quadrature de Gauss sont répertoriés dans le tableau 3.2 (Reddy, 1993).

∫ 1

0

∫ 1

0
f (ξ ,η)dξ dη ≈ 1

2

ng

∑
i=1

wi f (ξi,ηi) (3.51)

3.5 Flux numérique

Étant donné que les éléments discontinus sont reliés par le flux numérique le long des in-
terfaces, la précision avec laquelle ces flux sont calculés devient cruciale dans la méthode GD.
Comme le flux normal F(Û) ·n n’est pas défini sur les limites discontinues, la stratégie habi-
tuelle consiste à le remplacer par un flux numérique F(Û) ·n. On peut réécrire l’équation (3.8),
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3.5. Flux numérique

TABLE 3.2 – Quadrature de Gauss et les poids d’un élément de référence triangulaire (Reddy,
1993).

Nombre de point
de Gauss (ng)

Coordonnées (ξ , η) Poids (w) Degré de précision
(P)

1 (ξ1,η1) = (1/3,1/3) w1 = 1 1
(ξ1,η1) = (1/6,1/6)

3 (ξ2,η2) = (4/6,1/6) w1 = w2 = w3 =
1
3

2

(ξ3,η3) = (1/6,4/6)
a1 = 0.1012865073235
a2 = 0.7974269853531
a3 = 0.4701420641051
a4 = 0.0597158717898 w1 = 0.1259391805
(ξ1,η1) = (a1,a1) w1 = w2 = w3

7 (ξ2,η2) = (a2,a1) w4 = 0.1323941527 5
(ξ3,η3) = (a1,a2) w4 = w5 = w6
(ξ4,η4) = (a3,a4) w7 = 0.225
(ξ5,η5) = (a3,a3)
(ξ6,η6) = (a4,a3)
(ξ7,η7) = (1/3,1/3)

sous la forme suivante : ∫
Ωe

NiN jdΩ
∂U j

∂ t
+
∫

Γe

NiF(Û) ·ndΓ = R′ (3.52)

l’intégration de temps t à t +∆t donne :∫
Ωe

NiN jdΩ

∫ t+∆t

t

∂U j

∂ t
dt +

∫
Γe

Ni

∫ t+∆t

t
F(Û) ·ndtdΓ =

∫ t+∆t

t
R′dt (3.53)

Le flux normal peut être remplacé par le flux numérique comme représenté dans l’équation
suivante : ∫ t+∆t

t
F(Û) ·ndt =

∫ t+∆t

t
F̃dt = F̃∆t (3.54)

où le flux numérique est donnée par l’équation ci-dessous :

F̃ =
1
∆t

∫ t+∆t

t
F(Û) ·ndt (3.55)

Le flux numérique est la moyenne temporelle de flux normal. La précision avec laquelle le
flux numérique est calculé limite la taille de pas de temps. Comme le flux normal comprend
des quantités comme le flux de masse, de moment, et d’énergie à l’intérieur ou à l’extérieur
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d’un élément, la représentation précise des flux numérique est indispensable pour préserver ces
quantités.

La solution du flux numérique dépend des variables U dans un élément Ωe et l’élément
voisin Ωv, qui devient un problème de Riemann approximatif générale et peut être écrit comme
représenté dans l’équation suivante :

F̃ = F̃(Ue,Uv) (3.56)

Pour conserver la masse dans l’ensemble du domaine, le flux numérique doit être compatible
avec le flux physique (Laney, 1998), comme indiqué dans l’équation ci-dessous :

F̃ = F̃(U,U) = F(U) ·n pour U=Ue = Uv (3.57)

3.5.1 Problème de Riemann associé au système de Saint–Venant

Étant donné que les discontinuités sont autorisés à travers les frontières des éléments, la
solution de flux numériques peut être considérée comme un problème de Riemann.

Le problème de Riemann est le problème de valeur initiale le plus simple pour des sys-
tèmes hyperboliques. Il est composé de deux états uniformes sur un domaine infini, séparés par
une discontinuité à l’origine (Figure 3.9). Pour les équations d’eaux peu profondes, la solution
exacte du problème de Riemann est bien connue, et consiste en une combinaison de trois ondes :
une onde de raréfaction se propageant vers la gauche, une onde de choc se propageant vers la
droite et un contact de discontinuité.

UD

UG

x = 0

U0(x)

x

FIGURE 3.9 – Illustration des données initiales du problème de Riemann.

Les valeurs initiales du problème de Riemann sont données par :

Conditions initiales
U(x,0) = UG si x≤ 0
U(x,0) = UD si x > 0

(3.58)

Les états initiaux UG et UD sont des vecteurs constants, et représentent des conditions au temps
t = 0, à gauche (G) de x = 0, et à droite (D) de x = 0 respectivement.
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3.5. Flux numérique

3.5.2 Solveur de Riemann approximatif

Dans cette section, les solveurs HLL, HLLC et de Roe seront discutés en forme générale.
Les application du solveur de Riemann à des problèmes spécifiques seront présentées dans les
chapitres suivants. Plus de discussions et de détails concernant le problème de Riemann peuvent
être trouvés dans le travail de Toro (2009).

a) Solveur HLL

Harten, Lax, et van Leer ont proposé en 1983 une méthode approchée pour la résolution
d’un problème de Riemann. Cette méthode est maintenant connue sous les initiales HLL. Elle
est fondée sur une configuration à deux ondes séparant ainsi trois états (voir Figure 3.10). Pour
le volume de contrôle illustré à la figure 3.11 et en supposant que la vitesse des ondes est connue,
on peut calculer une approximation du flux au niveau de l’interface en intégrant simplement la
loi de conservation.

UG UD

SD
SG

U∗

t

x

FIGURE 3.10 – Structure des ondes dans le solveur HLL de Riemann.

t

SG SD

T

xG
TSG 0

FG

F∗

FD

xD
TSD

x

FIGURE 3.11 – Volume de contrôle pour le solveur HLL.

Les lois de conservation sur le plan x− t peuvent être intégrées comme suit :∫ ∫
(Ut +Fx)dxdt = 0 (3.59)
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Après l’application du théorème de Green, l’intégrale double sur le domaine peut être réduite à
une intégrale curviligne comme représenté dans l’équation suivante :∫

Γ

Udx−Fdt = 0 (3.60)

L’intégration sur le volume de contrôle gauche [T SG,0]× [0,T ] donne :

(UG−U∗)(0−T SG)−T (F∗−FG) = 0 (3.61)

De la même façon, l’intégration les lois de conservation sur le volume de contrôle droite [0,T SD]×
[0,T ] donne :

(UD−U∗)(T SD−0)−T (FD−F∗) = 0 (3.62)

Dans ces équations FG, FD, et F∗ sont flux numériques à travers la frontière de l’élément.
Les équations (3.61) et (3.62) peuvent être résolues pour obtenir la valeur de F∗ telle que

donnée par l’équation suivante :

F∗ =
SDFG−SGFD +SGSD (UD−UG)

SD−SG

(3.63)

Le flux HLL pour le problème de Riemann est donnée par l’équation suivante :

FHLL =


FG si SG ≥ 0
SDFG−SGFD +SGSD (UD−UG)

SD−SG

si SG < 0 < SD

FD si SD ≤ 0

(3.64)

Pour le cas scalaire, où il y a une seule vitesse de l’onde, S = SG = SD, le flux HLL se
traduira dans le flux décentré (upwind) représenté dans l’équation suivante :

Fup =

{
FG si S≥ 0
FD si S < 0

(3.65)

Ainsi, si on peut calculer les vitesses SG et SD, nous obtenons une valeur approchée du flux
à l’interface. Le défaut de cette méthode réside dans le fait qu’elle ne prévoit pas la variation de
la solution due à la discontinuité de contact. Ceci peut être corrigé en introduisant une troisième
onde. La méthode ainsi obtenue est la méthode HLLC.

b) Solveur HLLC

Le solveur HLLC (Harten–Lax–van Leer Contact) est une modification du solveur de Rie-
mann HLL (Toro et al., 1989). Cette modification considère une configuration à trois ondes
comme illustré sur la figure 3.12. En supposant que les vitesses des ondes SG, SD et S∗ sont
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connus, le flux de HLLC est donnée par l’équation suivante :

FHLLC =


F(UG) si SG ≥ 0
F(UG)+SG (U∗L−UG) si SG < 0 < S∗
F(UD)+SD (U∗R−UD) si S∗ < 0 < SD

F(UD) si SD ≤ 0

(3.66)

U∗G U∗D

t

SG

S∗

SD

UG UD

x

FIGURE 3.12 – Structure des ondes dans le solveur HLLC de Riemann.

c) Solveur de Roe

Les lois de conservation sous une forme générale peuvent être écrites comme le montre
l’équation suivante :

∂U
∂ t

+J(U)
∂U
∂x

= 0 (3.67)

où la matrice jacobienne est donnée par l’équation :

J(U) =
∂F
∂U

(3.68)

Dans l’approche de Roe (1981), la matrice jacobienne originale J est remplacée par une matrice
constante J̃ (qui représente les conditions locales), comme le montre l’équation :

J̃ = J(UG ,UD) (3.69)

Le système non linéaire initial de lois de conservation est transformé en un système linéaire à
coefficients constants telle que donnée par l’équation :

∂U
∂ t

+ J̃
∂U
∂x

=
∂U
∂ t

+
∂ F̃
∂x

= 0 (3.70)
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La solution du système linéaire est donnée par l’équation suivante :

UD−UG =
m

∑
i=1

α̃iK̃i (3.71)

où m est le nombre de valeurs propres de la loi de conservation, α̃i = α̃i (UG ,UD) sont les points
forts d’onde, et K̃i sont les vecteurs propres.

Appliquant le théorème de Green sur un volume de contrôle (comme dans le cas du solveur
HLL), le flux numérique de loi originale de conservation s’écrit comme suit :

F∗ = FG−SGUG−
1
T

∫ 0

T SG

Udx

F∗ = FD−SDUD +
1
T

∫ T SD

0
Udx

(3.72)

sur la base des hypothèses suivantes :∫ 0

T SG

Udx =
∫ 0

T SG

Ũdx∫ T SD

0
Udx =

∫ T SD

0
Ũdx

F̃(U) = ÃU

(3.73)

le flux numérique pour le système linéarisé est donné par l’équation :

F̃∗ = F̃G−SGUG−
1
T

∫ 0

T SG

Ũdx

F̃∗ = F̃D−SDUD +
1
T

∫ T SD

0
Ũdx

(3.74)

Les composantes de l’équation (3.72) sont ensuite combinées pour déterminer le flux numé-
rique de Roe à travers la frontière comme suit :

FRoe =
1
2
(FG−FD)−

1
2

m

∑
i=1

α̃i

∣∣∣λ̃i

∣∣∣K̃i (3.75)

La matrice jacobienne de Roe est nécessaire pour faire une projection linéaire de l’espace U à
F. Elle devrait être consistante avec la matrice jacobienne exacte comme le montre l’équation
suivante :

J̃ = (UG = UD = U) = J(U) (3.76)

En outre, il convient de préserver la conservation à travers les discontinuités en remplissant la
condition suivante :

F(UD)−F(UG) = J̃× (UD−UG) (3.77)

Enfin, les vecteurs propres de J̃ doivent être linéairement indépendant.
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3.6 Variation totale et schéma TVD

Il existe de nombreux schémas numériques précis à un ordre supérieur. Mais atteindre un
ordre de précision supérieur implique une tendance du schéma numérique à osciller surtout
dans les régions à forts gradients. Pour contourner ce problème, des méthodes numériques dites
à variation totale décroissante (TVD) ont été mises au point. Elles garantissent le respect des
conditions de monotonie sur la solution. Ceci permet d’assurer la convergence de la méthode.
Pour éviter les oscillations on introduit un coefficient ("Viscosité numérique") judicieusement
calculé. Les méthodes permettant de déterminer ce coefficient sont de deux types :

— Les méthodes à limitation de pente.

— Les méthodes à limitation de flux.

On rappelle ci-dessous, la notion de variation totale et on définit un schéma TVD :
La Variation Totale (TV : Total Variation) est définie sur un maillage de Ne éléments comme

l’écart entre les solutions aux différents points de calcul du schéma numérique à l’instant n :

TV(U)n =
Ne−1

∑
i=1

∣∣Un
i+1−Un

i
∣∣ (3.78)

Cette grandeur est un indicateur des oscillations de la solution. Une augmentation de TV avec
le temps traduit l’apparition d’oscillations de la solution.

Un schéma numérique est dit TVD si ∀n :

TV(U)n+1 ≤ TV(U)n (3.79)

La notion TVD a été introduite pour la première fois par Harten (1983, 1984). Un schéma
TVD ne crée ni n’amplifie les extrémas, puisqu’il préserve la monotonie. Les schémas TVD sont
intimement liés à la notion traditionnelle de viscosité numérique. Dans la méthode à viscosité
artificielle, la viscosité est ajoutée de manière explicite en ajoutant des termes aux équations aux
dérivées partielles. Dans les méthodes TVD, cette viscosité artificielle est inhérente au schéma
numérique lui-même et les techniques numériques mises en oeuvre pour activer cette viscosité
sont complexes. La viscosité numérique au niveau du schéma est contrôlé de manière très pré-
cise de telle sorte que les oscillations sont éliminées et qu’une haute précision soit assurée dans
les parties lisses (Buyer, 2001).

3.6.1 Discrétisation dans le temps

La discrétisation temporelle la plus fréquemment utilisée en hydraulique est une discrétisa-
tion explicite. La caractéristique principale d’une discrétisation explicite est, en plus de sa plus
grande facilité de programmation et sa demande modérée en mémoire ordinateur, une meilleure
aptitude à gérer les problèmes fortement transitoires admettant des propagations rapides de dis-
continuités. En outre, une discrétisation temporelle explicite peut être facilement généralisé en
ordre supérieur à 1. Cependant, le pas de temps est borné en fonction d’une contrainte de stabi-
lité numérique qui s’exprime en terme du nombre CFL. Avec l’introduction d’une discrétisation
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totalement implicite la condition de stabilité CFL n’est plus bornée à 1. Comparé à l’approche
explicite, la méthode implicite demande une mémoire de stockage considérable et fait appel (à
chaque pas de temps) à une inversion de matrice. En outre, la généralisation de cette approche
pour un ordre supérieur à 1 n’est pas simple.

Plusieurs schémas explicites sont disponibles pour la discrétisation temporelle. On cite le
schéma d’Euler de premier ordre, le schéma d’Adam–Bashforth et le schéma de type Runge-
Kutta. Pour les problèmes impliquant des ondes de choc, les schémas TVD de type Runge-Kutta
sont préférés. Plus de discussion sera donnée à travers des exemples dans les chapitres suivants.
Pour illustrer la procédure d’intégration temporelle, l’équation ci-dessous sera utilisée.

∂U
∂ t

= M−1R = L (3.80)

Les méthodes d’intégration temporelle TVD de type Runge–Kutta de deuxième, troisième et
quatrième ordre sont données, respectivement, par les équations suivantes (Gottlieb et Shu,
1998) :

U(1) = Un +∆tL(Un)

Un+1 =
1
2

Un +
1
2

U(1)+
∆t
2

L
(

U(1)
)
 (3.81)

U(1) = Un +∆tL(Un)

U(2) =
3
4

Un +
1
4

U(1)+
∆t
4

L
(

U(1)
)

Un+1 =
1
3

Un +
2
3

U(2)+
2
3

∆tL
(

U(2)
)


(3.82)

U(1) = Un +
∆t
2

L(Un)

U(2) =
649

1600
Un− 10890423

25193600
∆tL(Un)+

951
1600

U(1)+
5000
7873

∆tL
(

U(1)
)

U(3) =
53989

2500000
Un− 102261

5000000
∆tL(Un)+

4806213
20000000

U(1)

+
5121

20000
∆tL(Un)+

23619
32000

U(2)+
7873

10000
∆tL

(
U(2)

)
Un+1 =

Un

5
+

∆t
10

L(Un)+
6127

30000
U(1)+

∆t
6

L
(

U(1)
)
+

7873
30000

U(2)

+
1
3

U(3)+
∆t
6

L
(

U(3)
)



(3.83)

3.6.2 Limitation de pente

La méthode RKDG d’ordre supérieur en espace produit des oscillations à proximité des
discontinuités (Chavent et Cockburn, 1987; Chavent et Salzano, 1982), ce qui peut mener à
des instabilités numériques de la solution. Même si les oscillations sont moins graves, elles
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produisent des solutions non-physiques, telles que des hauteurs d’eau négatives, ce qui est in-
acceptable. L’utilisation d’un limiteur de pente est alors nécessaire pour conserver le caractère
TVD de la solution numérique.

Le concept de limitation de pente a été initialement introduit par Leer (1979) et Boris et
Book (1973) sous la forme de "limiteur" qui contrôle les gradients de la solution numérique de
façon à empêcher la création d’oscillations numériques (Harten, 1984). L’idée fondamentale
associée à ces limiteurs est de limiter la dérivée en espace afin d’obtenir des solutions qui ont
un sens physique. Ces limiteurs sont utilisés dans les schémas numériques à haute résolution et
entrent uniquement en fonction aux voisinages des forts gradients.

Pour éviter tout comportement non monotone dans la solution, Leer (1979) à défini le cri-
tère suivant : "L’interpolation dans un élément donné ne doit pas être en dehors des valeurs
définies par les valeurs moyennes et les valeurs voisines de la variable interpolée". Cependant,
Le théoème de Godunov stipule qu’il est impossible d’établir une méthode monotone linéaire
avec un ordre de précision supérieure à 1, et qu’il est nécessaire d’avoir recours à des techniques
spéciales pour la résolution de problèmes où siègent de forts gradients (ce qui est le cas dans
les problèmes de rupture de barrage, phénomène des bancs couvrants et découvrants ou au voi-
sinage d’un ressaut hydraulique). Pour un schéma d’ordre supérieur à un, il est alors nécessaire
d’introduire un limiteur Ψ(r) qui permet de diminuer l’ordre du schéma en présence d’une dis-
continuité ou d’un fort gradient. r représente le ratio des pente sur le maillage, c’est-à-dire :
ri = (Ui−Ui−1)

/
(Ui+1−Ui). Il existe un très grand nombre de limiteurs assurant le caractère

TVD. On en trouvera une revue très détaillée dans l’excellente thèse de Rider (1992).
Une manière simple de représenter la limitation de l’ordre a été présentée par Sweby (1984).

En choisissant dans la partie grisée (Figure 3.13) revient à une limitation TVD du second ordre.
La fonction de limiteur est toujours supérieure ou égale à zéro, c’est-à-dire Ψ(r)≥ 0. Par consé-
quent, lorsque le limiteur prend la valeur zéro (pente négative), l’ordre du schéma numérique
est réduit à 1 ; en revanche lorsque le limiteur prend la valeur un, l’ordre du schéma numérique
est supérieur ou égal à 2. Tous les limiteurs sont compris entre le limiteur minmod (Roe, 1986)
et le limiteur superbee. N’oublions pas aussi les deux fameux limiteurs de Van Leer (1974)
et Van Albada et al. (1982) qui se placent entre minmod et superbee et qui ont une certaine
souplesse dans la sélection des gradients grâce à leur différentiabilité.

Pour les schémas numériques unidimensionnels, l’approche fréquemment utilisée est la
technique de MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for Conservation Laws) de Leer (1979) dans
laquelle le limiteur est géométriquement appliqué au gradient d’une reconstruction linéaire de
la solution par morceaux pour créer un schéma monotone. Dans un espace multidimensionnel,
il a été montré que n’importe quel schéma combiné avec une limitation de pente qui vérifie la
propriété TVD est au plus du premier ordre de convergence (Goodman et LeVeque, 1985). Par
conséquent, de nombreux efforts ont été réalisés pour la construction de limiteurs de pentes mul-
tidimensionnels qui peuvent éliminer les oscillations non physiques sans ajouter une viscosité
numérique excessive.

Nous détaillerons dans la section 4.2.3 trois limiteurs de pente unidimensionnels et nous
présentons dans la section 6.5 le limiteur de pente bidimensionnel de Tu et Aliabadi (2005)
pour des discrétisations triangulaires. Les limiteurs ainsi choisis améliorent l’exactitude de la
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FIGURE 3.13 – Diagramme de Sweby (1984) : limiteurs de pente usuels. La partie grisée est la
région TVD du second ordre.

solution, réduisent au maximum les oscillations non-physiques au sein des discontinuités et
préserve l’ordre supérieur du schéma numérique.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes numériques de type RKDG utilisant
l’approximation spatiale de type élément fini de Galerkin discontinue couplée à une discréti-
sation temporelle de type Runge–Kutta appliqué aux équations de Saint–Venant 1D et 2D. Les
solutions obtenues sont linéaires par morceaux, et approchent la solution exacte à l’ordre supé-
rieur en temps et en espace. Le caractère discontinu de la méthode et l’utilisation des triangles
dans le cas bidimensionnel comme volume d’intégration, nous permet de traiter des problèmes
avec des géométries quelconques. La méthode RKDG est conçue avec une procédure de limita-
tion de pente qui permet d’éviter la génération de fausses oscillations aux voisinages des forts
gradients. On verra dans le chapitre 4 une comparaison de cette méthode avec la méthode CDG
décrite dans la publication de Atallah et Hazzab (2013) du point de vue qualitatif et quantitatif.
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Chapitre 4

Comparaison entre RKDG et CDG sur des
problèmes hydrauliques unidimensionnels

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux deux méthodes de discrétisation par
éléments finis, à savoir, la méthode CDG et RKDG appliquées aux écoulements à surface libre
dans des canaux rectangulaires. Nous commençons par présenter le système d’équations de
Saint–Venant unidimensionnelles pour les canaux rectangulaires et écrit sous forme conserva-
tive. Nous décrivons, ensuite, les méthodes RKDG et CDG utilisées dans ce travail. Nous dé-
taillons par la suite les discrétisations spatiale et temporelle ainsi que les conditions de stabilité
et les conditions aux limites pour un maillage composé d’éléments 1D linéaires. Nous validons
et comparons les schémas numériques décrits et ceci sur différents problèmes hydrauliques tran-
sitoires et stationnaires : le premier test est un problème transitoire concernant l’écoulement de
l’eau dans un canal lors de la rupture d’un barrage. Le deuxième est un problème de ressaut
hydraulique dans un canal à fond horizontal où les résultats numériques seront comparés avec
des mesures expérimentales. Le troisième cas est un problème de ressaut hydraulique dans un
canal prismatique rectangulaire où les résultats numériques seront comparés avec la solution
analytique. Le quatrième essai est un problème stationnaire concernant l’écoulement sur une
bosse parabolique. Enfin le cinquième test est un problème stationnaire concernant un écoule-
ment dans un canal de topographie irrégulière. Le choix de ces problèmes pour la comparaison
des deux schémas numériques se justifie pour les raisons suivantes :

— Ces problèmes admettent des solutions analytiques ou disposent des résultats expérimen-
taux, ce qui permet de comparer la solution simulée avec la solution exacte ou mesurée.

— Le premier problème est de type transitoire, où les variables de l’écoulement varient évi-
demment dans le temps, tandis que les autres problèmes sont de type stationnaire.

— Les solutions de ces problèmes contiennent des chocs et des discontinuités.
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4.1. Équations de Saint–Venant pour les canaux rectangulaires

4.1 Équations de Saint–Venant pour les canaux rectangulaires

Le système d’équations de Saint–Venant unidimensionnelles pour les canaux rectangulaires
établi dans la section 2.2.2 et écrit sous forme conservative comme suit :

∂U
∂ t

+
∂F
∂x

= S (2.43)

où :

U =

[
h
q

]
; F =

[
q

gh2/2+q2/h

]
; S =

[
0

gh
(
S0−S f

) ] (2.44)

La matrice jacobienne du système précédent est donnée par l’équation :

J =
∂F
∂U

=

[
0 1

gh−q2/h2 2q
/

h

]
=

[
0 1

c2−u2 2u

]
(2.45)

Les valeurs et vecteurs propres indépendants de la matrice jacobienne sont donnés, respective-
ment, par les équations suivantes :

λ1 = q
/

h−
√

gh = u− c; λ2 = q
/

h+
√

gh = u+ c (2.46)

K1 = [1,u− c]T ; K2 = [1,u+ c]T (2.47)

Le système (2.43) peut être aussi écrit sous la forme non conservative comme suit :

∂U
∂ t

+J
∂U
∂x

= S (2.49)

4.2 Méthode GD pour les équations de Saint–Venant unidi-
mensionnelles

La procédure de calcul avec la méthode de GD pour les lois de conservation consiste à di-
viser le domaine de calcul en un ensemble d’éléments, déduire la formulation GD pour chaque
élément, appliquer les conditions aux limites, le cas échéant, calculer du flux numérique, inté-
grer les équations résultantes, et enfin appliquer le limiteur de pente TVD. Dans cette section,
nous présentons la formulation GD pour les équations unidimensionnelles de Saint–Venant dans
un canal rectangulaire. L’évaluation du flux numérique, et l’application du limiteur de pente
TVD sont également discutés.

4.2.1 Formulation GD

Le domaine de calcul unidimensionnel (x = [0,L]) est divisée en Ne éléments. Soit 0 = x1 <

x2 < x3 < · · ·< xNe+1 = L, une partition du domaine. Si Ie =
[
xe

d,x
e
f

]
, alors l’espace des éléments
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4.2. Méthode GD pour les équations de Saint–Venant unidimensionnelles

finis discontinue par morceaux de m polynômes est donné par l’équation :

V m = {υ : υ | Ie ∈ Pm (Ie) ,1≤ e≤ Ne} (4.1)

A l’intérieur d’un élément, les inconnues sont approchées par des fonctions d’interpolation de
Lagrange comme le montre l’équation :

U' Û = ∑N j(x)U j(x, t) ; F(U)' F̂(U) = F(Û) S(U)' Ŝ(U) = S(Û) (4.2)

La formulation GD pour un élément est donnée par l’équation :∫ xe
f

xe
d

NiN jdx
∂U j

∂ t
+Ni F̃

∣∣xe
f

xe
d
−
∫ xe

f

xe
d

∂Ni

∂x
F̂dx =

∫ xe
f

xe
d

NiŜdx (4.3)

Lorsque le schéma explicite d’intégration temporelle est utilisé, les équations de Saint–Venant
peuvent être résolus un par un. L’équation 4.3 peut être écrite pour chaque composant comme
le montre l’équation suivante :∫ xe

f

xe
d

NiN jdx
∂φ j

∂ t
+Ni F̃

∣∣xe
f

xe
d
−
∫ xe

f

xe
d

∂Ni

∂x
F̂dx =

∫ xe
f

xe
d

NiŜdx (4.4)

Dans l’équation 4.4, φ , F et S sont, respectivement, les composantes de vecteurs U, F et
S. Par exemple, φ peut être h ou q et F , S peuvent être obtenue de manière similaire à par-
tir de l’équation 2.44. La formulation GD pour les équations de continuité et de quantité de
mouvement peut être écrite pour chaque équation, respectivement, comme suit :∫ xe

f

xe
d

NiN jdx
∂h j

∂ t
+Ni f̃1

∣∣xe
f

xe
d
−
∫ xe

f

xe
d

∂Ni

∂x
f̂1dx = 0 (4.5)

∫ xe
f

xe
d

NiN jdx
∂q j

∂ t
+Ni f̃2

∣∣xe
f

xe
d
−
∫ xe

f

xe
d

∂Ni

∂x
f̂2dx =

∫ xe
f

xe
d

Nigĥ
(
Ŝ0− Ŝ f

)
dx (4.6)

où, pour des raisons de simplification les composants de flux sont estimés à partir de :

F =

[
f1

f2

]
=

[
q

gh2/2+q2/h

]
(4.7)

L’utilisation des éléments linéaires et la transformation isoparamétrique, les équations 4.5 et 4.6
s’écrivent, respectivement, comme suit :

∆x
[

2/6 1/6
1/6 2/6

]
∂

∂ t

[
h1

h2

]
+

[
− f̃1

∣∣
−1

f̃1
∣∣
1

]
−
[ −0.5 −0.5

0.5 0.5

][
q1

q2

]
= 0 (4.8)
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∆x
[

2/6 1/6
1/6 2/6

]
∂

∂ t

[
q1

q2

]
+

[
− f̃2

∣∣
−1

f̃2
∣∣
1

]
−
∫ 1

−1

∂Ni(ξ )

∂ξ
f̂2dξ

=
∆x
2

∫ 1

−1
Ni(ξ )gĥ

(
Ŝ0− Ŝ f

)
dξ

(4.9)

La prochaine étape est d’évaluer flux numérique F̃ aux limites de l’élément.

4.2.2 Flux numérique

La fonction de flux HLL est donnée par l’équation :

FHLL =


FG si SG ≥ 0
SDFG−SGFD +SGSD (UD−UG)

SD−SG

si SG < 0 < SD

FD Si SD ≤ 0

(4.10)

Pour les équations unidimensionnelles de Saint–Venant, Les équations suivantes sont utilisées
pour calculer les vitesses d’onde (SG et SD) aux limites de l’élément :

SG = min(uG− cG,uD− cD) ; SD = max(uG + cG,uD + cD) (4.11)

Fraccarollo et Toro (1995) ont suggéré l’estimation de vitesse d’onde sur la base de :

SG = min(uG− cG,u
∗− c∗) ; SD = max(uD + cD,u

∗+ c∗) (4.12)

où
u∗ = 0.5(uG +uD)+ cG− cD (4.13)

c∗ = 0.5(cG + cD)+0.25(uG−uD) (4.14)

Si SG =−Smax et SD = Smax, avec :

Smax = max(|uG |+ cG, |uD |+ cD) (4.15)

Le flux résultant est connu sous le nom du solveur de Lax–Friedrichs

FLF =
1
2
(FG−FD)+Smax (UD−UG) (4.16)

Le solveur de Roe pour les équations unidimensionnelles de Saint–Venant dans un canal rectan-
gulaire est donné par l’équation :

FRoe =
1
2
(FG−FD)−

1
2

2

∑
i=1

α̃i

∣∣∣λ̃i

∣∣∣K̃i (4.17)

avec :

α̃1 =
1
2

(
∆h− h̃∆u

c̃

)
; α̃2 =

1
2

(
∆h+

h̃∆u
c̃

)
(4.18)
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λ̃1 = ũ− c̃; λ̃2 = ũ+ c̃ (4.19)

K̃1 = [1, ũ− c̃]T ; K̃2 = [1, ũ+ c̃]T (4.20)

∆h = hD−hG; ∆u = uD−uG (4.21)

h̃ =
√

h
G

hD; ũ =

√
h

G
u

G
+
√

hDuD√
h

G
−
√

hD

; c̃ =

√√√√g
(

h
G
−hD

)
2

(4.22)

4.2.3 Limiteur de pente

Comme indiqué à la section 3.6.2, les schémas d’ordre élevé souffrent d’oscillations pa-
rasites au voisinage des discontinuités et forts gradients. L’idée d’un limiteur de pente est de
reconstruire les variables avec des pentes limitées utilisant des éléments voisins. La méthode de
reconstruction de données est basée sur le schéma MUSCL de Leer (1979) et la méthode para-
bolique par morceaux (PPM : Piecewise Parabolic Method) de Colella et Woodward (1984).

La procédure de limitation est appliquée après le calcul des inconnues dans chaque élément
du domaine de calcul. Suivant le schéma MUSCL, la construction linéaire par morceaux du
second ordre de φ(x) dans un élément est donnée par l’équation :

φel(x) = φ̄e +(x− x̄)σe; xe
d ≤ x≤ xe

f (4.23)

où φ̄ est la valeur moyenne de la variable φ(x) dans un élément (φ(x) peut être h, Z, A ou q),
φel(x) est la valeur limitée dans l’élément, x̄ correspond au milieu de l’élément, et σe est la pente
limitée dans un élément e. Il est évident que la valeur moyenne de la variable φ(x) ne changerait
pas après le processus de limitation, qui est une exigence importante de lois de conservation.
Les valeurs récemment calculées sont remplacées par les valeurs limitées ce qui supprime les
oscillations parasites.

Pour calculer la pente limitée, la pente amont a, la pente aval b, et la pente central (a+b)/2
doivent être définis et sont donnés, respectivement, par les équations :

a =
φ̄e− φ̄e−1

x̄e− x̄e−1
(4.24)

b =
φ̄e+1− φ̄e

x̄e+1− x̄e
(4.25)

a+b
2

=
φ̄e+1− φ̄e−1

(x̄e+1− x̄e−1)
(4.26)

Le schéma MUSCL est TVD si la pente limitée est définie par les équation (Toro, 2009) :

σe =
[sign(a)+ sign(b)]

2
min(β1 |a| ,β2 |b|) (4.27)
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avec
β1 =

2
1+CFLe

(4.28)

β2 =
2

1−CFLe
(4.29)

où CFLe est le nombre de Courant à l’intérieur de l’élément e. Bien que l’information du nombre
de Courant peut ne pas être disponible, plusieurs choix de limiteurs de pente qui satisfont le
dritère TVD sont rapportés dans la littérature (Li, 2006). Ces limiteurs comprennent la méthode
de Godunov, le limiteur de pente minmod, et le limiteur de pente MC (Monotonized Central),
et sont décrites, respectivement, par les équations :

σe = 0 (4.30)

σe =
[sign(a)+ sign(b)]

2
min(|a| , |b|) (4.31)

σe =
[sign(a)+ sign(b)]

2
min

( |a+b|
2

,2 |a| ,2 |b|
)

(4.32)

La procédure de limitation de pente est appliquée après chaque pas intermédiaire du schéma
de Runge–Kutta (la procédure de limitation de pente peut également être appliquée après l’in-
tégration en temps de Runge–Kutta).

D’autres recherches montrent que pour le problème de l’onde de choc une valeur de CFL≤
1.03 est nécessaire pour obtenir des résultats stables avec le schéma d’Euler progressive (ex-
plicite) de premier ordre. Pour le schéma Runge–Kutta TVD, des valeurs de CFL ≤ 1.02 et
CFL ≤ 0.7 sont nécessaires pour le limiteur de pente appliqué, respectivement, après chaque
pas de temps intermédiaire et après l’ensemble de pas de temps. Pour le problème de l’onde
de raréfaction, une valeur de CFL ≤ 1.21 est nécessaire pour la stabilité en utilisant le schéma
d’Euler progressive de premier ordre, tandis que des valeurs de CFL≤ 1.16 et CFL≤ 0.48 sont
nécessaires avec le schéma Runge–Kutta TVD pour le limiteur de pente appliqué, respective-
ment, après chaque pas de temps intermédiaire et après l’ensemble de pas de temps. Le limiteur
de pente TVD autorise que le nombre CFL soit supérieur à l’unité.

Des tests numériques montrent que lorsque le nombre de Courant est relativement grand
(en satisfont l’exigence de stabilité), le limiteur de pente appliqué après chaque pas de temps
intermédiaire dans la méthode de Runge–Kutta fournit de meilleurs résultats en comparant avec
le limiteur de pente appliqué après l’ensemble de pas de temps. Il est, donc, recommandé d’ap-
pliquer le limiteur de pente après chaque pas de temps intermédiaire du schéma Runge–Kutta
TVD pour minimiser l’effet d’un grand nombre de Courant. Le schéma d’Euler progressive de
premier ordre donne des résultats similaires à ceux du schéma Runge–Kutta TVD du second
ordre, qui permet d’économiser du temps précieux dans la simulation. En outre, les résultats
obtenus par le schéma d’Euler progressive de premier ordre sont moins diffusif de même que le
limiteur de pente est appliqué qu’une seule fois, alors que dans le schéma Runge–Kutta TVD du
seconde ordre, le limiteur de pente peut être appliqué après chaque pas de temps intermédiaire.

La procédure d’application du limiteur de pente fondé sur la profondeur d’eau, h, est la
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4.3. Méthode CDG pour les équations de Saint–Venant unidimensionnelles

suivante. Tout d’abord, h et q sont déterminés aux nœuds avals de chaque élément du domaine
en utilisant les équations (4.5) et (4.6). Ensuite, la variable limitée φ (h et q) est calculée pour
chaque élément en utilisant l’équation (4.23). Enfin, le niveau d’eau est calculé à partir de l’ex-
pression Z = h+ zb. En cas d’application d’un limiteur de pente fondé sur le niveau d’eau, la
première étape est la même que pour le limiteur de pente fondé sur la profondeur d’eau. Dans
l’étape suivante, le niveau d’eau pour chaque nœud, calculé à partir de l’expression, Z = h+ zb,
est limité par l’équation (4.23). Enfin, la profondeur d’eau est déterminée à partir de l’expression
h = Z− zb. Le limiteur de pente d’une variable φ sera noté LP-φ .

4.3 Méthode CDG pour les équations de Saint–Venant unidi-
mensionnelles

La méthode CDG est une méthode par éléments finis continus de type SU/PG dans la-
quelle des fonctions de pondération décentrées sont utilisées pour introduire une diffusion nu-
mérique qui assure l’atténuation des oscillations. Le vecteur de flux, F(U) et le vecteur des
termes sources S(U) peuvent être écrits en fonction du vecteur des variables conservatives, U
comme suit :

F(U)=AFU ; S(U)=ASU (4.33)

où

AF =

[
0 1

c2/2 u

]
; AS =

[
0 1

gbS0 f

]
(4.34)

AF et AS sont deux matrices intermédiaires et f = gbn2
m |u|

/
R4/3

h et Rh = bh
/
(b+2h) pour un

canal rectangulaire.
La discrétisation spatiale du système d’équations (2.43) est réalisée par l’utilisation d’une

interpolation linéaire montrée par l’équation (3.6) pour approximer la solution sur chaque élé-
ment (linéaire). La forme intégrale de type Pertov–Galerkin du système (2.43) est :

L∫
0

[
Ni

(
∂U
∂ t

+
∂F
∂x
−S
)

+Wi

(
∂U
∂ t

+J
∂U
∂x
−S
)]

dx = 0 (4.35)

où L est la longueur du domaine et W est la matrice (2×2) des fonctions tests de type Petrov–
Galerkin.

L’intégration par partie du terme Ni
∂F
∂x

donne :

∫ L

0

[
(Ni +Wi)

∂U
∂ t
− (Ni +Wi)S− ∂Ni

∂x
F+WiJ

∂U
∂x

]
dx+(NiF)L

0 = 0 (4.36)
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La substitution des équations (4.33) et les fonctions d’interpolation donne :∫ L

0

(
NiN j +WiN j

) ∂U j

∂ t
dx

+
∫ L

0

(
−(Ni +Wi)ASN j−

∂Ni

∂x
AFN j +WiJ

∂N j

∂x

)
U jdx+(NiAFU)L

0 = 0
(4.37)

Ceci peut être aussi écrite sous une notation matricielle comme :

Mi j

(
∂U
∂ t

)
j
+Ki jU j +Fi j = 0 (4.38)

où

Mi j =
∫ L

0

(
NiN j +WiN j

)
dx (4.39)

est la matrice masse,

Ki j =
∫ L

0

(
−(Ni +Wi)ASN j−

∂Ni

∂x
AFN j +WiJ

∂N j

∂x

)
dx (4.40)

est la matrice de rigidité, et

Fi j = (NiAFU)L
0 =

[
Niq|L0

Ni
(
gh2/2+qu

)L
0

]
(4.41)

est le vecteur du flux à travers les frontières. Les termes de Fi j représentent les conditions aux
limites naturelles.

L’équation (4.38) sera, ensuite discrétisée par rapport au temps, par l’utilisation d’une ap-
proximation de différences finies implicite dont la forme est donnée comme suit :[

M+θ∆tK
(
Un+1)](Un+1)+θ∆tFn+1 = [M− (1−θ)∆tK(Un)] (Un)− (1−θ)∆tFn (4.42)

θ représente un paramètre de pondération temporelle compris entre 0 et 1, qui permet de spé-
cifier le degré d’implicitation du schéma. Ce paramètre influe sur la précision et la stabilité du
schéma utilisé. On notera également que les termes de décentrage sont construits à partir des
dérivées de la forme non conservatoire du système d’origine. Lorsqu’une formulation semi-
implicite est utilisé (θ=0.5), la dissipation artificielle est introduite par la seconde dérivée par
rapport à x et est équilibrée au troisième ordre par les autres termes décentrése (Hicks et Steffler,
1990; Atallah et Hazzab, 2013).

Pour résoudre le système non linéaire (4.42), nous utilisons l’itération de type Newton–
Raphson. Aussi, pour le test de convergence, nous procédons à la comparaison entre la norme
du vecteur des corrections et une tolérance indiquée :

∑

[
(δU)2

]
∑(U2)

≤ Tolrance (4.43)
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alors la solution progresserait au prochain pas de temps.
Les schémas de type Petrov–Gelerkin utilise la forma suivant des fonctions tests :

Wi ≡ ωD
∆x
2

d
dx

Ni (4.44)

ω représente un paramètre de diffusion (ou un coefficient de décentrage) qui dépend de la situa-
tion d’écoulement, D est la matrice de décentrage qui contrôle à la fois la quantité et la direction
de la diffusion numérique. Les composantes de cette matrice seront notées comme suite :

D =

[
daa daq

dqa dqq

]
(4.45)

La première lettre, des indices des composantes, dénote l’équation dans laquelle la contribu-
tion de décentrage s’applique (a pour l’équation de continuité et q pour l’équation de quan-
tité de mouvement). Tandis que la seconde, décrit l’équation sur laquelle elle s’opère (e.g. daq

représente le coefficient appliqué à l’équation de quantité de mouvement pour contribuer au
décentrage de l’équation de continuité).

La décomposition de la matrice jacobienne J et l’utilisation de la matrice des valeurs propre
permet de déterminer les éléments de la matrice D qui sont :

D =


1
2
(1−Fr2)

(
1

|Fr+1| −
1

|Fr−1|

)
1
2c

(
Fr+1
|Fr+1| −

Fr−1
|Fr−1|

)
c
2
(1−Fr2)

(
Fr+1
|Fr+1| −

Fr−1
|Fr−1|

)
1
2

(
(Fr+1)2

|Fr+1| −
(Fr−1)2

|Fr−1|

)
 (4.46)

où
Fr =

u
c

(4.47)

est le nombre de Froude.
Les variations de D en fonction du nombre de Froude pour le schéma CDG, sont présentées

sur la figure 4.1.
L’évaluation de la valeur du paramètre de décentrage, ω , pour les schémas de type Petrov–

Galerkin, a fait l’objet de plusieurs expériences numériques. Brooks et Hughes (1982) montrent
que, pour un problème transitoire, la détermination d’une valeur optimale de ω est basée sur la
précision de la solution et la minimisation de l’erreur de phase.

Katopodes (1984) a examiné plusieurs valeurs de ω (ω = 0.5 et ω = ∆t |U + c|
/

∆x). Il a
conclut que la quantification d’une valeur optimale de ω nécessite la réalisation des expériences
numériques. Pour le cas des équations linéaires, Froehlick (1985) a examiné l’effet de la va-
riation du coefficient de décentrage sur la phase et la précision de la solution. Il a observé une
grande sensibilité au nombre CFL à des courtes longueurs d’onde. Le nombre CFL étant définit
comme suit :

CFL =
(U + c)∆t

∆x
(4.48)

Pour examiner la sensibilité du schéma CDG au terme de dissipation, ω , Hicks et Steffler
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FIGURE 4.1 – Variation des éléments de la matrice de décentrage D du schéma CDG en fonction
du nombre de Froude.

(1990) ont réalisé des expériences numériques correspondant aux trois valeurs de ω : 0.25 ; 0.50
et 1. Ils ont conclu qu’une bonne précision associée à un atténuation élevée des oscillations,
pour le cas des écoulements permanent, est obtenue avec une valeur de ω = 0.50. Tandis que
pour le cas des écoulements non permanent, la valeur optimale de ω correspond à 0.25. Un
CFL=0.5 est considéré comme étant le mieux indiqué afin d’équilibrer les erreurs en espace et
en temps.

4.4 Conditions initiales et aux limites

Dans l’analyse d’écoulement dans les canaux découverts, nous commençons habituellement
nos calculs à un moment précis. Les conditions d’écoulement à ce moment de départ sont ap-
pelés les conditions initiales. Étant donné que les limites de tous les systèmes physiques sont
situées à des distances finies, nous devons spécifier dans nos calculs certaines conditions par-
ticulières aux limites ou aux bords de ce système physique (Chaudhry, 2008). Ces conditions
sont appelées les conditions aux limites. L’importance de la spécifité des conditions aux limites
est capitale pour garantir que le problème est bien posé (Graf et Altinakar, 2009).

La figure 4.2 montre le domaine de calcul d’un système unidimensionnel. Les calculs com-
mencent à l’instant t = t0. L’extrémité amont du système est à x = x0, et l’extrémité aval est à
x = xL. Les courbes caractéristiques d’écoulements fluvial et torrentiel aux limites du domaine
d’écoulement 1D sont présentées sur la même figure. Pour tout point à l’intérieur du domaine,
la solution de la profondeur d’eau h et le débit q nécessite des informations concernant les
directions caractéristiques, C+ et C−. Les directions caractéristiques sont mathématiquement
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représentés par les valeurs propres (λ1,2 = u± c) (Cunge et al., 1980). Donc les variables de
l’écoulement en chaque nœud du canal sont influencées par les variables des points voisins.
Pour la solution des équations 1D d’écoulement d’eau peu profonde, deux conditions initiales
sont nécessaires, à savoir la profondeur d’eau h et le débit q, ou la profondeur d’eau h et la
vitesse d’écoulement u à tous les points dans le canal au temps t = 0.

t

x

C−

C+

C+

C+C−

C−

x0 xL

t0

t

x

C−
C+

C+
C+

C−

C−

x0 xL

t0

(a) (b)

FIGURE 4.2 – Courbes caractéristiques aux frontières d’un écoulement 1D : (a) Écoulement
fluvial ; (b) Écoulement torrentiel.

TABLE 4.1 – Conditions aux limites requises pour les équations 1D de Saint–Venant.

Régime d’écoulement Conditions en
amont

Conditions en
aval

Conditions
initiales

Fluvial 1 1 2
Torrentiel 2 0 2
Critique 1 0 2

Dans les limites du domaine d’écoulement, les informations sur les caractéristiques peuvent
être manquantes, ainsi des conditions aux limites sont indispensables pour la solution des équa-
tions régissant. Les conditions aux limites dépendent de la profondeur d’eau, de la vitesse
moyenne ou du débit à l’amont et à l’aval du canal à tous les temps, t > 0. Selon la nature
de l’écoulement, des conditions doivent être imposées à l’amont ou/et à l’aval. Les conditions
en amont et en aval nécessaires aux limites pour les écoulements fluvial, critiques et torrentiel
sont répertoriées dans le tableau 4.1. Dans un écoulement fluvial, les deux caractéristiques sont
de signes contraires puisque c > |u|, donc en chaque point du canal, il y a une onde qui voyage
vers l’aval et une autre vers l’amont (Figure 4.2(a)). Dans un écoulement torrentiel, les deux
caractéristiques sont de même signe puisque c < |u|, donc en chaque point du canal, les deux
ondes se propagent vers l’aval (Figure 4.2(b)). Pour un écoulement fluvial, deux conditions sont
nécessaires, l’une à l’amont et l’autre à l’aval. Pour un écoulement torrentiel, deux conditions
sont nécessaires en amont. Pour un écoulement critique, une condition à la limite est nécessaire
en amont, et l’autre est déterminée à partir de la relation de nombre de Froude. Par exemple,
dans le cas d’un écoulement fluvial dans tout le canal, on peut imposer le débit à l’amont et une
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hauteur d’eau à l’aval ou une relation de type hauteur débit. Dans le cas de l’application d’une
hauteur imposée, celle-ci peut être de plusieurs types. Elle peut être constante et représentera
une hauteur d’eau invariable comme dans le cas d’un bassin ou d’un plan d’eau. Elle peut éga-
lement représenter une hauteur de seuil ou la hauteur d’ouverture d’une vanne. Dans le cas de
l’application d’un débit imposé, celui-ci peut être de plusieurs types. Il peut être constant et
représentera un débit d’eau invariable, et peut être variable en donnant une relation du débit en
fonction du temps. Dans le cas de l’application d’une relation débit hauteur, cette relation peut
être la relation d’un seuil placé à l’aval d’un canal (Abdallah, 2005).

4.5 Tests numériques

La mise en œuvre de techniques numériques pour calculer une solution du modèle mathé-
matique, à l’aide d’ordinateurs, introduit généralement une approximation dans la simulation, et
les erreurs résultantes doivent être interprétées et éventuellement quantifiées. Ainsi, la méthode
numérique doit être validée. Cette validation nécessite l’accord des résultats obtenus en utilisant
une telle technique avec des données expérimentales indépendantes, des solutions analytiques,
ou avec des résultats obtenus par d’autres méthodes numériques précédemment validées (Jau-
regui et Silva, 2011).

Trouver des solutions analytiques est très utile pour comprendre le modèle et la structure
des équations. Il est également utile de construire des problèmes d’essai pour les schémas nu-
mériques. En utilisant une certaine mesure de la différence entre la solution numérique et la
solution exacte, la performance d’un schéma numérique particulier peut être évaluée (Atallah
et Hazzab, 2013). Par conséquent, le principal objectif de cette section est d’illustrer les per-
formances numériques du schéma RKDG décrit ci-dessus et de vérifier numériquement leurs
capacités à résoudre les problèmes d’écoulement à surface libre dans des canaux rectangulaires.
La supériorité de la méthode RKDG par rapport au schéma CDG est aussi établie. Les tests
numériques comprennent la rupture idéalisée d’un barrage, ressaut hydraulique, écoulement au-
dessus d’une bosse, et l’écoulement sur un fond irrégulier. Les solutions numériques sont com-
parées avec les solutions analytiques pour les cas idéalisés et avec les données de laboratoire (si
disponible).

La vérification des schémas numériques se fait en comparant la solution simulée numéri-
quement et la solution analytique. Dans ce but, nous calculons les erreurs en norme L1 et L2

entre la solution analytique et la solution numérique. Ces normes sont calculés par les equations
suivantes :

L1 =
1
n

n

∑
i=1
|φ e

i −φ
c
i | (4.49)

L2 =

√
1
n

n

∑
i=1

(
φ e

i −φ c
i
)2 (4.50)

où φ
e = (φ e

1 ; φ
e
1 ; ...; φ

e
n) représente la solution analytique dans le canal aux différents nœuds

(1 ; 2 ; ... ; n) , et φ
c = (φ c

1 ; φ
c
1 ; ...; φ

c
n) la solution calculée.
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Parfois on calcul l’erreur relative définie par (Atallah et Hazzab, 2013) :

E (i) =
|φ e(i)−φ c(i)|
|φ e(i)| ×100 (4.51)

4.5.1 Rupture de barrage sur fond mouillé

La rupture de barrage idéale sur fond plat est un cas de test analytique classique proposé
notamment dans le workshop (Goutal et Marel, 1997), ainsi que dans Wu et al. (1999); Lai
et al. (2005); Benkhaldoun et Seaid (2010); Shi (2006); Duran et Marche (2014); Jha (2006);
Zoppou et Roberts (2000); Lin et al. (2003) et Lai (2012). Ce test nous permet d’évaluer la
capacité des méthodes à calculer le déplacement d’un choc. Ce cas test est personnalisable :
nous pouvons choisir la longueur du domaine (L), la position du barrage avant rupture (x0),
ainsi que les hauteurs d’eau de part et d’autre du barrage.

Nous considérons un canal prismatique rectangulaire horizontal de 100 m de large et 600 m
de long. Le lit du canal est lisse, donc il n’y a pas d’effet de frottement sur l’écoulement. Le
barrage se trouve au milieu du canal (Fig. 4.3). Les conditions initiales de l’écoulement sont
formées d’un débit partout nul dans le canal, et d’une hauteur d’eau discontinue au niveau du
barrage. La hauteur à l’amont du barrage est fixée à hamont = 10 m, et la hauteur à l’aval a été
choisie égale à haval=2 m.

10 m

100 m

300 m 600 m0 m
Fond

x

y

x

Z

2 m

Barrage

FIGURE 4.3 – Rupture de barrage sur fond mouillé : conditions initiales.

et à l’instant t=0 s , le barrage est totalement enlevée et l’eau se relâche sous forme de
deux vagues, l’une se dirige vers l’amont et l’autre vers l’aval L’intérêt de cet exemple est de
disposer :

— d’une solution analytique de Stoker (1957),

— de la vitesse et de la hauteur dans un canal en régime transitoire,

— des ondes de chocs et de raréfaction,

— de l’affranchissement des termes sources.
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Le domaine du problème est discrétisé en 120 éléments uniformes de 5 m de longueur. Le
schéma CDG est exécuter avec un coefficient de pondération θ = 1 et une valeur du coefficient
de décentrage ω = 0.25. Le schéma RKDG est exécuté en utilisant trois fonction de flux (LF,
HLL et Roe) et deux limiteurs de pente (LP-h et LP-Z). Pour les deux schéma RKDG et CDG
nous avons effectué tous les calculs en respectant un nombre CFL=0.5.

Les figures 4.4–4.6 illustrent, respectivement, les résultats de la simulation après 10, 15 et
20 s de la rupture. Pour le schéma RKDG, nous avons représenté seulement les résultats du
limiteur de pente LP-Z. Les différences entre les résultats de deux limiteurs de pente (LP-h
et LP-Z) ne sont pas significatives. Les solutions numériques de profondeur d’eau et de débit
sont en bon accord avec les solutions exactes. Les trois fonctions de flux numériques présentent
les mêmes résultats et sont capables de capturer le choc à l’intérieur du domaine. Les résultats
montrent aussi que le schéma RKDG est le plus précis et le moins diffusif par rapport au schéma
CDG, à la fois pour la surface libre et pour le débit unitaire. Cependant, des déviations ont été
observés pour le schéma CDG. Dans les résultats du schéma CDG, le choc lui-même a été
réparti sur plusieurs éléments. De petites oscillations ont été observées avant l’onde régressive.
Le tableau 4.2 donne, pour les deux schémas, les erreurs en norme L2 entre les solutions exactes
et les solutions simulées. Les erreurs dans le schéma CDG sont plus grande que celle obtenue
par le schéma RKDG.
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FIGURE 4.4 – Rupture de barrage sur fond mouillé dans un canal rectangulaire au temps t = 10 s
(a) Niveau d’eau (Z) et (b) débit unitaire (q).

4.5.2 Ressaut hydraulique dans un canal à fond horizontal

Dans un canal à surface libre, l’écoulement peut changer du régime fluvial au régime torren-
tiel, et vice versa en raison de changements dans les caractéristiques du canal ou des conditions
aux limites, ou en présence de structures hydrauliques. Les changements du régime fluvial au
régime torrentiel se produisent habituellement par l’intermédiaire de la profondeur critique. Ce-
pendant, le changement de régime torrentiel au régime fluvial se produit brusquement à travers
un ressaut hydraulique (Atallah et Hazzab, 2013).
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FIGURE 4.5 – Rupture de barrage sur fond mouillé dans un canal rectangulaire au temps t = 15 s
(a) Niveau d’eau (Z) et (b) débit unitaire (q).
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FIGURE 4.6 – Rupture de barrage sur fond mouillé dans un canal rectangulaire au temps t = 20 s
(a) Niveau d’eau (Z) et (b) débit unitaire (q).

Les deux schémas numériques sont appliqués ici pour reproduire quatre différents essais
expérimentaux sur le ressaut hydraulique. Ces essais sont menés par Gharangik et Chaudhry
(1991) sur un canal de section rectangulaire et de lit horizontal de 14 m de long, 0.915 m de
haut et 0.46 m de large. La valeur du coefficient Manning est égale à 0.014 s/m1/3, la même
valeur utilisée dans la simulation numérique effectuée par Ying et al. (2004) et Catella et al.
(2008). L’intérêt de ce test est de disposer :

— des mesures expérimentales,

— d’un ressaut hydraulique,

— de conditions de bord torrentielle en amont et fluviale en aval.

Le canal est discrétisé en 100 éléments (∆x = 0.14 m). Le schéma CDG est exécuter avec
un coefficient de pondération θ = 1 et une valeur du coefficient de décentrage ω = 0.25. Pour
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TABLE 4.2 – Les erreurs en norme L2 du problème de rupture de barrage sur fond mouillé dans
un canal rectangulaire.

Schémas t = 10 s t = 15 s t = 20 s
numériques L2(h) L2(q) L2(h) L2(q) L2(h) L2(q)

(m) (m2/s) (m) (m2/s) (m) (m2/s)

RKDG (LF) 5.2083 14.0162 4.9918 17.3028 4.6876 20.1105
RKDG (HLL) 5.2083 14.0162 4.9918 17.3028 4.6876 20.1105
RKDG (ROE) 5.2083 14.0162 4.9918 17.3028 4.6876 20.1105
CDG 5.2614 14.5749 5.0293 17.7143 4.7412 20.4296

les deux schéma RKDG et CDG nous avons effectué tous les calculs en respectant un nombre
CFL=0.1. La profondeur d’écoulement et le débit en amont et la profondeur d’écoulement en
aval sont imposées comme conditions aux limites. Le tirant d’eau et le débit initiaux dans l’en-
semble nœud du canal sont les mêmes que celles imposés à la limite amont, et ce pour les quatre
essais. Ces essais sont réalisés comme suit :

a) Dans le premier test, le nombre de Froude de l’écoulement entrant est fixé à 7. Nous
imposons un débit de 0.054 m3/s et un profondeur d’eau de 0.031 m à l’amont du canal,
et une hauteur de 0.265 m à l’aval.

b) Dans le deuxième test, le nombre de Froude de l’écoulement entrant est fixé à 6.65. Nous
imposons un débit de 0.036 m3/s et un profondeur d’eau de 0.024 m à l’amont du canal,
et une hauteur de 0.195 m à l’aval.

c) Dans le troixième test, le nombre de Froude de l’écoulement entrant est fixé à 5.74. Nous
imposons un débit de 0.066 m3/s et un profondeur d’eau de 0.04 m à l’amont du canal, et
une hauteur de 0.286 m à l’aval.

d) Dans le quatrième test, le nombre de Froude de l’écoulement entrant est fixé à 2.3. Nous
imposons un débit de 0.054 m3/s et un profondeur d’eau de 0.064 m à l’amont du canal,
et une hauteur de 0.168 m à l’aval.

La figure 4.7 montre la comparaison entre les données expérimentales et les résultats numé-
riques des deux méthodes (RKDG et CDG) pour le niveau d’eau à l’état d’équilibre. Le schéma
RKDG exécuté avec LP-Z est capable de capturer le choc. Le niveau d’eau simulé par le sol-
veur LF présente des oscillations numériques au voisinage du ressaut hydraulique, par contre la
simulation avec les solveurs HLL et Roe donnent des résultats sans oscillations. Pour le schéma
CDG, nous constatons des oscillations sur les courbes des tirants d’eau calculés au voisinage
du ressaut (dans la partie torrentielle) et à la limite aval du domaine, et ce pour les quatre essais
effectués.
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FIGURE 4.7 – Ressaut hydraulique dans un canal à fond horizontal, comparaison entre les don-
nées expérimentales de Gharangik et Chaudhry (1991) et les résultats numériques des méthodes
RKDG et CDG

4.5.3 Ressaut hydraulique dans un canal prismatique rectangulaire

Plusieurs études scientifique ont été récemment publiées concernant l’application des sché-
mas numériques pour la simulation uni ou bidimensionnelle de ressaut stagnant (par exemple : Gha-
rangik et Chaudhry (1991); Zhou et Stansby (1999)). Certains auteurs utilisent les solutions
analytiques de quelques cas test comportant un ressaut hydraulique proposées par MacDonald
et al. (1995) et MacDonald (1996).

Dans cet exemple de MacDonald et al. (1997), l’écoulement est stationnaire dans un canal
prismatique à section rectangulaire non horizontal en présence des frottements. Le régime de
l’écoulement dans le canal est transcritique puisqu’il passe du torrentiel au fluvial à travers un
ressaut hydraulique.

Le canal a une longueur de 1000 m et une largeur de 10 m (Fig. 4.8). Le coefficient de
rugosité de Manning est de 0.02 s/m1/3 et le débit est constant et égal à 20 m3/s . La pente du
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canal est une fonction de la hauteur d’eau h(x) et de sa dérivée h′(x) . La pente est donnée par :

S0(x) =
(

1− 4
gh(x)3

)
h′(x)+0.16

(2h(x)+10)4/3

(10h(x))10/3 (4.52)

La hauteur d’eau h(x) est donnée par :

h(x) =
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(4.53)

Avec a1 = −0.348427, a2 = 0.552264 et a3 = −0.555580. Pour les conditions aux limites, et
puisque l’écoulement est torrentiel à l’amont du canal, nous imposons une hauteur égale à h(0)
et un débit égal à 20 m3/s . À l’aval du canal, et puisque l’écoulement est fluvial nous imposons
donc une seule variable qui est la hauteur d’eau égale à h(1000).
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FIGURE 4.8 – Ressaut hydraulique dans un canal prismatique rectangulaire : Topographie du
canal.

L’intérêt de cet exemple est de disposer :

— d’une solution analytique exacte,

— de la hauteur dans un canal en régime permanent,

— d’un ressaut hydraulique,

— d’un canal à lit variable.

78



4.5. Tests numériques

La discrétisation se fait en partageant le canal en 100 éléments de calcul, ce qui correspond
à un pas d’espace de 10 m. Nous illustrons dans cette simulation la hauteur d’eau et le débit qui
correspondent à la solution stationnaire du ressaut, et par conséquent, la solution du problème est
la solution à laquelle la simulation numérique converge. Les conditions initiales de ce problème
sont un débit égal à 20 m3/s dans le canal et une hauteur d’eau constante égale à la hauteur
normale de l’écoulement.

La figure 4.9 montre la comparaison entre les résultats analytiques et numériques des deux
méthodes (RKDG et CDG) pour le niveau d’eau et le débit unitaire à l’état d’équilibre. Les
résultats de la méthode RKDG sont obtenus avec un limiteur de pente fondé sur la profondeur
d’eau. Le schéma CDG est exécuter avec un coefficient de pondération θ = 1 et une valeur du
coefficient de décentrage ω = 0.25. On peut noter que la hauteur d’eau simulée suit bien la
solution analytique et ceci quel que soit le solveur du flux dans le schéma RKDG, mais pour
le débit, une diffusion se trouve au voisinage du ressaut. Le tableau 4.3 donne les erreurs en
norme L2 entre les solutions exactes et les solutions simulées. On peut noter, que le solveur
HLL est très convenable pour ce type de problème hydraulique. La diffusion est plus prononcée
pour le solveur LF. On relève une solution numérique excellente par comparaison à la solution
analytique. Une nette amélioration, est obtenue, en utilisant le limiteur de pente fondé sur la
surface d’eau et ceci pour les trois solveurs de flux (Fig. 4.10).
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FIGURE 4.9 – Ressaut hydraulique dans un canal rectangulaire (a) Niveau d’eau et (b) débit
unitaire avec limiteur de pente fondé sur la profondeur d’eau.

4.5.4 Écoulements sur une bosse parabolique

Ce test de validation consiste à étudier le comportement de la formulation obtenue sur une
bathymétrie plate et en présence d’une bosse de forme parabolique.

L’écoulement 1D sur un lit irrégulier peut atteindre un état d’équilibre en contrôlant le débit
à l’entrée et le niveau de la surface d’eau à la sortie. À travers cette série de tests proposés par
Goutal et Marel (1997) et utilisée aussi dans la littérature (Zhou et al., 2001; Rogers et al., 2003;
Gallouet et al., 2003; Ying et al., 2004; Xing et Shu, 2006; Valiani et Begnudelli, 2006; Gallardo
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FIGURE 4.10 – Ressaut hydraulique dans un canal rectangulaire (a) Niveau d’eau et (b) débit
unitaire avec limiteur de pente fondé sur le niveau d’eau.

TABLE 4.3 – Les erreurs en norme L2 du problème de ressaut hydraulique dans un canal pris-
matique rectangulaire.

Erreurs RKDG (LF) RKDG (HLL) RKDG (ROE) CDG

LP-h LP-Z LP-h LP-Z LP-h LP-Z

L2(h) (m) 10.0E-04 2.1E-04 9.7E-04 2.0E-04 9.4E-04 1.9E-04 11.0E-04

L2(q) (m2/s) 4.2E-04 8.5E-05 4.0E-04 8.1E-05 3.8E-04 7.6E-05 5.8E-04

et al., 2007; Catella et al., 2008; Liang et Borthwick, 2009; Akoh et al., 2010; Benkhaldoun et
Seaid, 2010; Lai, 2010; Rosatti et al., 2011; Atallah et Hazzab, 2013) nous voulons évaluer la
capacité des méthodes numériques à converger vers un état d’équilibre puis à le maintenir pour
une topographie non-plane et différents types d’écoulements.

La longueur du canal est de 25 m, et sa largeur est de 1 m. Dans cet exemple, il n’y a pas
d’effets de frottements. L’expression algébrique du lit est donnée par :

zb(x) =

{
0.2−0.05(x−10.0)2 si 8≤ x≤ 12,
0.0 autrement.

(4.54)

La discrétisation se fait en partageant le canal en 101 nœuds de calcul, ce qui correspond
à un pas d’espace de 0.25 m. Pour tous les cas, nous allons utiliser Z = Cte m et q = 0 m2/s
comme conditions initiales.

En fonction des conditions initiales et des conditions aux bords, nous obtenons différents
écoulements : un équilibre au repos, un écoulement fluvial, un écoulement transcritique ou un
écoulement transcritique avec ressaut (Xing et Shu, 2006; Vázquez-Cendón, 1999). La solution
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de ces cas tests est donnée par (Delestre, 2010, p. 246–251). Les meilleurs résultats du schéma
CDG sont obtenus avec θ = 1 et ω = 0.5.

a) Équilibre au repos

Avec un niveau d’eau initial égal à 0.33 m et des débits nuls à l’entrée et à la sortie du canal,
nous obtenons un écoulement stagnant appelé équilibre au repos.

L’intérêt de ce test est de disposer :

— d’une solution analytique,

— d’une topographie variable,

— d’un écoulement à débit nul.

La durée de simulation est de 300 s afin d’établir un état permanent de l’écoulement. La
stabilité du schéma CDG exige un pas de temps de 1 s. Les résultats de simulation de la surface
d’eau et de débit par unité de largeur du schéma RKDG pour les trois fonctions de flux avec
le limiteur de pente LP-h sont présentés sur la figure 4.11. Ces résultats sont comparés avec
ceux du schéma CDG et la solution analytique. Les résultats numériques du schéma RKDG
montrent de petites oscillations dans la profondeur d’eau et l’erreur dans le débit peut atteindre
10−3 m2/s. Dans les résultats du schéma CDG, le niveau d’eau et le débit sont bien captés et
suit bien les solutions analytiques. Les résultats de trois soveurs de flux sont très proches et ne
présentent pas de différence remarquable (Tab. 4.4).

Lorsque le limiteur de pente LP-Z est utilisé (Fig. 4.12), il n’y a pas d’oscillations à la
surface de l’eau, et les erreurs dans le débit diminuent pour atteindre 10−7 m2/s. En outre, pour
chacun des limiteurs de pente, les trois différentes fonctions de flux donnent des résultats du
même ordre de précision.

Comme nous l’avons dit dans la section 3.2.2, le limiteur de pente des schémas TVD influe
sur la qualité de la solution dans les régions lisses. C’est pour cette raison que les résultats du
schéma CDG sont plus précis que ceux du schéma RKDG quelle que soit le solveur du flux ou
le limiteur de pente utilisé.

TABLE 4.4 – Les erreurs en norme L2 pour l’équilibre au repos d’un écoulement au-dessus
d’une bosse.

Erreurs RKDG (LF) RKDG (HLL) RKDG (ROE) CDG

LP-h LP-Z LP-h LP-Z LP-h LP-Z

L2(Z) (m) 1.58E-04 9.85E-06 1.58E-04 9.85E-06 1.58E-04 9.85E-06 0

L2(q) (m2/s) 3.12E-04 7.98E-08 3.08E-04 7.98E-08 3.11E-04 7.98E-08 1.35E-16
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FIGURE 4.11 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’équilibre au repos
au bout de 300 s d’un écoulement au-dessus d’une bosse avec limiteur de pente appliqué au
profondeur d’eau.
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FIGURE 4.12 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’équilibre au repos au
bout de 300 s d’un écoulement au-dessus d’une bosse avec limiteur de pente appliqué au niveau
d’eau.

b) Écoulement fluvial

Avec un niveau d’eau initial égal à 0.5 m, un débit q = 0.18 m2/s à l’amont du canal et un
niveau d’eau Z = 0.5 m à l’aval du canal, nous obtenons un écoulement partout stationnaire de
type fluvial dans le canal.

L’intérêt de ce test est de disposer :

— d’une solution analytique,

— d’une topographie variable,

— de la hauteur spatialisée en régime permanent,
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— d’un régime fluvial.

La durée de simulation est toujours 300 s afin d’établir un état permanent de l’écoulement.
La stabilité du schéma CDG exige un pas de temps de 1 s. Les résultats pour la surface d’eau et
le débit sont présentés sur les figures 4.13 et 4.14. Ces figures montrent la comparaison entre la
solution analytique et les résultats numériques obtenus par les deux schémas CDG et RKDG. Ce
dernier schéma est testé avec deux limiteurs de pente et trois solveurs de flux. Les résultats du
schéma CDG sont très satisfaisants et sont meilleurs par rapport au schéma RKDG. La surface
d’eau calculée par le schéma RKDG présente des oscillations au début et à la fin de la bosse
avec le limiteur de pente LP-h et ce pour les trois fonctions de flux (Fig. 4.13). Ces oscillations
se réduits considérablement en utilisant le limiteur de pente LP-Z et ceci avec les trois solveurs
de flux (Fig. 4.13). Les résultats pour le débit présentent aussi des oscillations importantes sur
la bosse en cas d’utilisation d’un limiteur de pente LP-h. Cependant, le limiteur de pente LP-Z
assure la conservation de débit. Les meilleurs résultats sont obtenus avec le solveur HLL et le
limiteur de pente LP-Z (Tab. 4.5).
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FIGURE 4.13 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’écoulement fluvial
au-dessus d’une bosse avec limiteur de pente appliqué au profondeur d’eau au bout de 300 s.

TABLE 4.5 – Les erreurs en norme L2 pour l’écoulement fluvial au-dessus d’une bosse.

Erreurs RKDG (LF) RKDG (HLL) RKDG (ROE) CDG

LP-h LP-Z LP-h LP-Z LP-h LP-Z

L2(Z) (m) 1.56E-05 1.04E-04 1.98E-04 1.04E-04 1.62E-04 1.04E-04 1.56E-05

L2(q) (m2/s) 5.44E-04 3.06E-05 5.42E-04 1.77E-05 5.66E-04 1.87E-05 6.41E-06
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FIGURE 4.14 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’écoulement fluvial
au-dessus d’une bosse avec limiteur de pente appliqué au niveau d’eau au bout de 300 s.

c) Écoulement transcritique

Avec un niveau d’eau initial égal à 0.66 m, un débit q = 1.53 m2/s à l’amont du canal et un
niveau d’eau Z = 0.66 m à l’aval du canal tant que l’écoulement est fluvial, nous obtenons un
écoulement transcritique. L’écoulement en amont du sommet de la bosse est fluvial. Au passage
de celui-ci, il devient torrentiel.

L’intérêt de ce test est de disposer :

— d’une solution analytique,

— d’une topographie variable,

— de la hauteur spatialisée en régime permanent,

— d’un régime transcritique.

La durée de simulation est toujours 300 s afin d’établir un état permanent de l’écoulement.
La stabilité du schéma CDG exige un pas de temps de 0.8 s. Les résultats pour la surface d’eau et
le débit sont présentés sur les figures 4.15 et 4.16. Ces figures montrent la comparaison entre la
solution analytique et les résultats numériques obtenus par les deux schémas CDG et RKDG. Ce
dernier schéma est testé avec deux limiteurs de pente et avec trois solveurs de flux. Encore une
fois, le schéma CDG résout avec précision ce problème de test avec de petites erreurs dans le
débit sur la bosse. Comme l’ont mentionné plusieurs auteurs, dont Benkhaldoun et Seaid (2010)
et Atallah et Hazzab (2013), la capture correcte du débit, dans ce test, est plus difficile que celle
du niveau d’eau. La surface d’eau calculée par le schéma RKDG est prédite avec précision
par les deux procédures de limitation de pente et avec les trois fonctions de flux. Ces résultats
sont plus précis que ceux du schéma CDG (Tab. 4.6). Les résultats pour le débit présentent des
oscillations importantes sur la bosse en cas d’utilisation d’un limiteur de pente LP-h. Cependant,
le limiteur de pente LP-Z assure la conservation de débit et améliore la solution numérique.
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FIGURE 4.15 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’écoulement transcri-
tique au-dessus d’une bosse avec limiteur de pente appliqué au profondeur d’eau au bout de 300
s.

0 5 10 15 20 25
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

RKDG (HLL)

RKDG (LF)

RKDG (ROE)

CDG

Exact

Fond

0 5 10 15 20 25
1.48

1.5

1.52

1.54

1.56

1.58

1.6

RKDG (HLL)

RKDG (LF)

RKDG (ROE)

CDG

Exact

7 8 9 10 11 12 13
1.525

1.5275

1.53

1.5325

1.535

(a) (b)

FIGURE 4.16 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’écoulement transcri-
tique au-dessus d’une bosse avec limiteur de pente appliqué au profondeur d’eau au bout de 300
s.

TABLE 4.6 – Les erreurs en norme L2 pour l’écoulement transcritique au-dessus d’une bosse.

Erreurs RKDG (LF) RKDG (HLL) RKDG (ROE) CDG

LP-h LP-Z LP-h LP-Z LP-h LP-Z

L2(Z) (m) 4.98E-04 1.30E-04 3.03E-04 1.30E-04 2.24E-04 1.30E-04 4.25E-04

L2(q) (m2/s) 0.0046 2.60E-04 0.0046 1.51E-04 0.0048 1.59E-04 5.05E-05
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d) Écoulement transcritique avec ressaut

Avec un niveau d’eau initial égal à 0.33 m, un débit q = 0.18 m2/s à l’amont du canal et
un niveau d’eau Z = 0.33 m à l’aval du canal, nous obtenons un écoulement transcritique avec
un ressaut. l’écoulement est fluvial en entrée, devient torrentiel au sommet de la bosse puis
redevient fluvial au passage du choc.

L’intérêt de ce test est de disposer :

— d’une solution analytique,

— d’une topographie variable,

— de la hauteur spatialisée en régime permanent,

— d’un ressaut hydraulique et d’un régime transcritique.

Les figures 4.17 et 4.18 montrent la comparaison entre les solutions numériques de deux
schémas, CDG et RKDG, concernant le niveau d’eau et le débit unitaire par rapport aux solu-
tions analytiques, dérivées en utilisant le théorème de Bernoulli et l’équilibre de la quantité de
mouvement à travers le choc (Valiani et Begnudelli, 2006). Les résultats analytiques indiquent
que la profondeur critique se produit au sommet de la bosse selon les conditions aux limites
imposées. L’emplacement du ressaut est au point de coordonnée x = 11.58 m et la profondeur à
cet endroit est h = 0.1540 m. Les figures montrent un bon accord entre les solutions numériques
et les solutions analytiques. En particulier, les niveaux d’eau simulés, en amont et en aval de la
bosse, sont très proche des valeurs analytiques. La résolution de choc est bonne et sa position
est capturée avec précision. Seulement quelques valeurs numériques du débit ne s’accordent pas
avec la solution analytique, mais ces points sont situés à la position du ressaut. Les comparai-
sons avec des résultats numériques similaires disponibles dans la littérature (Zhou et al., 2001;
Rogers et al., 2003; Gallouet et al., 2003; Ying et al., 2004; Xing et Shu, 2006; Valiani et Begnu-
delli, 2006; Gallardo et al., 2007; Catella et al., 2008; Liang et Borthwick, 2009; Akoh et al.,
2010; Benkhaldoun et Seaid, 2010; Lai, 2010; Rosatti et al., 2011; Atallah et Hazzab, 2013) sur
le même cas test sont également satisfaisantes. Pour le débit, il existe une différence maximale
d’environ 0.85% pour le schéma RKDG(ROE) avec un limiteur de pente LP-Z et 15% pour le
schéma CDG entre la prédiction numérique et la solution analytique à un point près du milieu
du domaine (Tab. 4.8). Des écarts plus élevés entre les solutions numériques et analytiques ont
été observés par d’autres chercheurs. Par exemple, l’erreur relative dans le débit est d’environ
23% suivant Valiani et Begnudelli (2006), 10% suivant Zhou et al. (2001), 15% suivant Rogers
et al. (2003) et 15% suivant Liang et Borthwick (2009). Comme précédemment, les résultats
de la simulation du schéma RKDG par un limiteur de pente LP-Z offrent de meilleures conser-
vations de débit que le limiteur de pente LP-h. Parmi les trois fonctions de flux, le solveur de
Roe conserve, plus précisément, le débit et lorsqu’il est utilisé avec le limiteur de pente LP-Z le
débit est constant dans tout le domaine.

4.5.5 Écoulement permanent dans un canal de topographie irrégulière

Dans les équations de Saint–Venant décrivant un écoulement sur un fond très irrégulier,
les termes source deviennent dominants et peuvent provoquer des instabilités numériques in-
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FIGURE 4.17 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’écoulement transcri-
tique avec ressaut au-dessus d’une bosse avec limiteur de pente appliqué au profondeur d’eau
au bout de 300 s.
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FIGURE 4.18 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’écoulement transcri-
tique avec ressaut au-dessus d’une bosse avec limiteur de pente appliqué au niveau d’eau au
bout de 300 s.

TABLE 4.7 – Les erreurs en norme L2 pour l’écoulement transcritique avec ressaut au-dessus
d’une bosse.

Erreurs RKDG (LF) RKDG (HLL) RKDG (ROE) CDG

LP-h LP-Z LP-h LP-Z LP-h LP-Z

L2(Z) (m) 0.0048 0.0047 0.0028 0.0028 0.0024 0.0027 0.0029

L2(q) (m2/s) 0.0019 0.0030 0.0014 0.0018 0.0011 2.05E-04 0.0025
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TABLE 4.8 – Les erreurs relatives maximales Emax pour l’écoulement transcritique avec ressaut
au-dessus d’une bosse.

Erreurs RKDG (LF) RKDG (HLL) RKDG (ROE) CDG

LP-h LP-Z LP-h LP-Z LP-h LP-Z

Emax(Z) (%) 24.41 22.61 9.40 7.62 7.85 6.12 11.09

Emax(q) (%) 5.91 12.59 9.70 8.29 11.09 0.85 11.70

désirables. Un traitement inadéquat des termes source peut mener à une perte importante de
la qualité des résultats. Par exemple, l’impossibilité de converger vers un état stationnaire réel
même avec un débit et une hauteur constants pour un écoulement initial au repos qui se dé-
place artificiellement. Ce cas-test,proposé par Goutal et Marel (1997) et utilisé par plusieurs
chercheurs Zhou et al. (2001); Shi (2006); Ma et al. (2007); Benkhaldoun et Seaid (2010); Ben-
khaldoun et al. (2010); Chaabelasri (2011); Wang (2011), nous permet donc de tester la fiabilité
et la robustesse du modèle proposé lorsque la variation du fond est rapide et irrégulière.

On considère un canal rectangulaire très large de 1500 m de long et 40 m de large, à fond
irrégulier. Le tableau 4.1 donne la définition du fond. La Figure 4.19 présente la topographie du
canal. Le frottement est négligé pour bien vérifier le comportement des schémas aux effets de
l’irrégularité du fond.

La discrétisation se fait en partageant le canal en 301 nœuds de calcul, ce qui correspond à
un pas d’espace de 5 m. En fonction des conditions initiales et des conditions aux bords, nous
obtenons différents écoulements : un équilibre au repos, un écoulement fluvial ou un écoulement
transcritique avec ressaut. Les meilleurs résultats du schéma CDG sont obtenus avec θ = 1 et
ω = 0.5.

TABLE 4.9 – Écoulement permanent dans un canal de topographie irrégulière : topographie du
lit.

x (m) 0 50 100 150 200 250 300 350 400 425
zb (m) 0 0 2.5 5 5 3 5 5 7.5 8
x (m) 435 450 470 475 500 505 530 550 565 575
zb (m) 9 9 9 9.1 9 9 6 5.5 5.5 5
x (m) 600 650 700 750 800 820 900 950 1000 1500
zb (m) 4 3 3 2.3 2 1.2 0.4 0 0 0

a) Test de stagnation

Il s’agit d’un test de stagnation. Une zone de repos doit rester au repos et ainsi le schéma ne
doit pas générer de mouvement artificiel dans le canal. La stabilité du schéma CDG exige un pas
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FIGURE 4.19 – Écoulement permanent dans un canal de topographie irrégulière : topographie
du lit

de temps de 1 s. Initialement, la dénivellation de la surface libre est de 16 m. Le débit unitaire
est nul à tout moment et partout dans le canal. À l’entrée, un débit nul est imposé et inchangé
au cours du calcul. À la sortie, la dénivellation de la surface libre Z = 16 m est imposée. La
solution exacte de ce problème est un débit nul et une hauteur d’eau constante. D’après Goutal
et Marel (1997), pour qu’un schéma numérique réussisse un test de stagnation, une simulation
de 200 s est suffisante. La figure 4.20 et 4.21 donne le résultat trouvé pour la surface libre à
t = 200 s.
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FIGURE 4.20 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’écoulement stagnant
dans un canal à lit fortement irrégulier avec limiteur de pente appliqué au profondeur d’eau.

Les résultats du schéma CDG sont plus précis que ceux du schéma RKDG quelle que soit
le solveur du flux ou le limiteur de pente utilisé. Cela est dû au fait du limiteur de pente qui
influe sur la qualité de la solution dans les régions lisses. Les résultats montrent la supériorité
du limiteur de pente LP-Z pour la préservation de l’état initial de la profondeur et d’un débit
d’écoulement nul pour les trois fonctions de flux. Dans le cas du limiteur de pente LP-h, le
solveur de Roe donne de meilleurs résultats pour maintenir la profondeur d’eau et le débit
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FIGURE 4.21 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’écoulement stagnant
dans un canal à lit fortement irrégulier avec limiteur de pente appliqué au niveau d’eau.

nul par rapport aux deux autres fonctions de flux (Tab. 4.10). La figure 4.21 montre que la
condition de stagnation est bien vérifiée et que le schéma est conservatif (ne génère pas de
masse artificielle) et stable.

TABLE 4.10 – Les erreurs en norme L2 pour pour l’équilibre au repos dans un canal de topogra-
phie irrégulière.

Erreurs RKDG (LF) RKDG (HLL) RKDG (ROE) CDG

LP-h LP-Z LP-h LP-Z LP-h LP-Z

L2(Z) (m) 0.0145 0 0.0145 0 0.0145 0 0

L2(q) (m2/s) 0.1379 0 0.1379 0 0.1379 0 1.5925E-11

b) Écoulement transcritique

Le canal avec un lit irrégulier, tel que décrit précédemment, a été utilisé dans ce test. Nous
imposons un débit unitaire égal à 50 m2/s à l’amont du canal et une hauteur aval égale à 16 m.
L’écoulement peut changer du régime fluvial au régime torrentiel, et vice versa en présence d’un
ressaut hydraulique. La stabilité du schéma CDG exige un pas de temps de 0.1 s.

Les résultats numériques sont présentés sur les figures 4.22 et 4.23 . La comparaison entre
les deux méthodes (RKDG et CDG) démontre la supériorité du schéma RKDG à capturer le res-
saut avec précision. L’erreur relative maximale sur les niveaux d’eau est de l’ordre de 25.17% et
0.45% (Tab. 4.12), respectivement pour le schéma CDG et RKDG(ROE)-Z (utilisant un solveur
de flux de type Roe et un limiteur de pente LP-Z). L’erreur relative maximale sur les débits uni-
taires est de l’ordre de 26.41% et 25.35%, respectivement pour le schéma CDG et RKDG(LF)-h.
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Les résultats du schéma RKDG montrent aussi que la profondeur d’eau est prévue avec préci-
sion par les deux procédures de limitation de pente alors que le débit d’écoulement est prévu
avec plus de précision par un limiteur de pente LP-Z. En outre, le solveur de Roe fournit de
meilleurs résultats pour le débit d’écoulement lorsqu’il est utilisé avec l’un des deux procédures
de limitation de pente.
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FIGURE 4.22 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’écoulement trans-
critique dans un canal à lit fortement irrégulier avec limiteur de pente appliqué au profondeur
d’eau.
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FIGURE 4.23 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits pour l’écoulement transcri-
tique dans un canal à lit fortement irrégulier avec limiteur de pente appliqué au niveau d’eau.

4.6 Conclusion

Un modèle numérique pour l’écoulement unidimensionnel d’eau peu profonde est déve-
loppé en utilisant la méthode de Galerkin discontinue de type Runge–Kutta TVD à la fois avec
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TABLE 4.11 – Les erreurs en norme L2 pour l’écoulement transcritique dans un canal de topo-
graphie irrégulière.

Erreurs RKDG (LF) RKDG (HLL) RKDG (ROE) CDG

LP-h LP-Z LP-h LP-Z LP-h LP-Z

L2(Z) (m) 1.0140 1.0058 0.5250 0.4211 1.1898 0.0472 1.9198

L2(q) (m2/s) 0.4823 0.4794 0.5298 0.5298 0.5294 0.5294 0.0025

TABLE 4.12 – Les erreurs relatives maximales Emax pour l’écoulement transcritique dans un
canal de topographie irrégulière.

Erreurs RKDG (LF) RKDG (HLL) RKDG (ROE) CDG

LP-h LP-Z LP-h LP-Z LP-h LP-Z

Emax(Z) (%) 17.86 17.21 7.45 5.85 1.66 0.45 25.17

Emax(q) (%) 25.48 25.35 29.94 29.92 30.29 29.94 26.41

un limiteur de pente fondé sur la surface d’eau et avec un limiteur de pente fondé sur la pro-
fondeur d’eau. Des tests numériques avec ou sans terme source due au frottement et à la pente
du lit sont effectuées. Pour les canaux avec variation de pente, des tests numériques avec les
deux procédures de limitation de pente sont menées. Différentes conditions d’écoulement sont
étudiées y compris l’écoulement stagnant, écoulement fluvial, écoulement torrentiel, et la tran-
sition entre les deux régimes d’écoulement. La comparaison entre les deux méthodes (RKDG
et CDG) démontre la supériorité du schéma RKDG à capturer la discontinuité dans la surface
d’eau avec précision.

Pour chaque type de limiteur de pente utilisé, les solveurs approximatifs de Riemann de type
HLL, LF, et Roe sont évalués. Les résultats prouvent que le meilleur limiteur de pente est celui
fondé sur la surface d’eau. Les tests montrent que le solveur de type Roe donne les résultats les
plus précis tandis que les résultats le moins précis est obtenus avec le solveur de type LF.

Pour un état d’équilibre stagnant même en utilisant un limiteur de pente fondé sur la pro-
fondeur d’eau la conservation du débit (nul) n’est toujours pas assurée. Les trois fonctions de
flux fournissent des résultats similaires. Les résultats montrent aussi que le débit non-physique
généré par la pente du lit augmente lorsque le fond est très irrégulier. Dans le cas du limiteur de
pente fondé sur le niveau d’eau, l’écoulement non physique est réduit au minimum en utilisant
les trois fonctions de flux.

Les résultats montrent que le limiteur de pente fondé sur la surface assure le mieux la conser-
vation de la masse. Dans le cas d’écoulement fluvial partout dans le domaine, les résultats de
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la profondeur d’eau avec les deux procédures de limitation de pente suivent la même tendance.
Cependant, les résultats pour le débit montrent qu’en général, le solveur LF donne les mauvais
résultats. Le solveur de Roe assure une bonne conservation de débit. En outre, des oscillations
dans profondeur de l’eau sont observés avec l’utilisation d’un limiteur de pente fondé sur la
profondeur d’eau où il y a un changement brutal dans la pente du lit.

Dans le cas où il existe des transitions du régime torrentiel au fluvial suivies d’un ressaut
hydraulique, comme dans les essais 5 et 9, les deux procédures de limitation de pente donnent
des résultats similaires. Cependant, les résultats oscillatoires sont observés dans le débit avec le
solveur LF. Pour les deux procédures de limitation de pente, le solveur de type Roe conserve le
débit avec plus de précision. Cependant, l’utilisation de limiteurs de pente fondé sur la surface
d’eau avec un solveur de type Roe fournit de meilleures solutions. Dans le cas d’un écoulement
torrentiel partout dans le domaine (Test 6), le solveur de LF est incapable de conserver le débit
initial.

En général, le limiteur de pente fondé sur la surface d’eau est le mieux adapté pour les
canaux découverts avec un fond irrégulier. Les tests effectués montrent que le solveur de type
Roe a la meilleure propriété de conservation parmi les fonctions de flux évalués.
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Chapitre 5

Simulation des écoulement
unidimensionnel dans les canaux naturels

Dans ce chapitre, la méthode GD est appliquée à la modélisation unidimensionnelle des
écoulements à surface libre dans les canaux non-prismatiques et non rectangulaires. On pré-
sente tout d’abord les équations régissant l’écoulement à surface libre dans les canaux naturels.
Nous détaillons par la suite la méthode GD utilisée pour résoudre ces équations. La méthode de
traitement des lits secs sera aussi présentée. Nous validons et comparons le schéma numérique
décrits et ceci sur différents problèmes hydrauliques transitoires et stationnaires : le premier test
est un problème transitoire concernant l’écoulement de l’eau dans un canal lors de la rupture
d’un barrage dans un canal horizontal de section variable. Le deuxième est un problème de re-
couvrement/découvrement dans un bassin en forme de parabole de révolution. Le troisième cas
est un problème de ressaut hydraulique dans un canal divergent. Enfin le quatrième essai est
un problème de rupture de barrage dans un canal convergent/divergent. Dans les deux premiers
tests les résultats numériques seront comparés avec les solution analytiques tandis que dans les
deux derniers tests les résultats numériques seront comparés avec mesures expérimentales.

5.1 Équations de Saint–Venant pour les canaux naturels

Le système d’équations de Saint–Venant unidimensionnelles pour les canaux naturels établi
dans la section 2.2.2 et écrit sous forme conservative comme suit :

∂U
∂ t

+
∂F
∂x

= S (2.36)

où le vecteur des variables conservatives, U, le vecteur de flux, F(U) et le vecteur des termes
sources S(U) sont, respectivement donnés par :

U =

[
A
Q

]
; F =

[
Q

Q2/A

]
; S =

 0

−gA
∂Z
∂x
−gAS f

 (2.37)
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5.2. Méthode de Galerkin discontinue pour les équations de Saint–Venant

Les valeurs et vecteurs propres indépendants de la matrice jacobienne sont donnés, respective-
ment, par les équations suivantes :

λ1 = u− c; λ2 = u+ c (2.31)

K1 = [1,u− c]T ; K2 = [1,u+ c]T (2.32)

5.2 Méthode de Galerkin discontinue pour les équations de
Saint–Venant

Le domaine de calcul unidimensionnel (x = [0,L]) est divisée en Ne éléments. Soit 0 = x1 <

x2 < x3 < ... < xNe+1 = L, une partition du domaine. Un élément caractéristique est défini par

Ie =
[
xe

d,x
e
f

]
, 1≤ e≤Ne dans lequel xd et x f sont respectivement les coordonnées de début et de

fin d’un élément. À l’intérieur d’un élément, les inconnues sont approximés par des fonctions
d’interpolation de Lagrange comme le montre l’équation suivante :

U' Û = ∑N j(x)U j(x, t) ; F(U)' F̂(U) = F(Û) ; S(U)' Ŝ(U) = S(Û) (5.1)

L’équation régissante est multipliée par la fonction teste ou de poids. Les équations qui en
résultent sont intégrés sur un élément. Le terme de flux est intégré par parties, et l’équation
finale devienne : ∫ xe

f

xe
d

NiN jdx
∂U j

∂ t
+Ni F̃

∣∣xe
f

xe
d
−
∫ xe

f

xe
d

∂Ni

∂x
F̂dx =

∫ xe
f

xe
d

NiŜdx (5.2)

Cette équation peut être réécrite sous une forme compacte comme suit :

M
∂U
∂ t

= R ou
∂U
∂ t

= M−1R = L (5.3)

La solution de la variable conservée, U, peut être obtenue avec un schéma d’intégration
temporelle convenable tel que le schéma de Runge–Kutta TVD. Le limiteur de pente TVD
(voir §4.2.3) est également nécessaire pour éviter les oscillations non physiques avec les sché-
mas d’ordre supérieur. Pour le flux numérique, les solveurs de Riemann approchés, comme le
solveur HLL ou de Roe, peuvent être utilisés. Dans les équations de Saint–Venant, le vecteur
des variables conservatives et le vecteur de flux sont respectivement donnés par U = [A,Q]T et
F = [Q,Q2/A]T . Le flux HLL est donné par :

FHLL =


FG si SG ≥ 0
SDFG−SGFD +SGSD (UD−UG)

SD−SG

si SG < 0 < SD

FD si SD ≤ 0

(5.4)
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5.2. Méthode de Galerkin discontinue pour les équations de Saint–Venant

Comme suggéré par Fraccarollo et Toro (1995), les vitesses d’onde gauche et droite (SG et
SD) sont, respectivement, données par :

SG = min(uG− cG, u∗− c∗) ; SD = max(uD + cD, u∗+ c∗) (5.5)

où
u∗ = 0.5(uG +uD)+ cG− cD (5.6)

c∗ = 0.5(cG + cD)+0.25(uG−uD) (5.7)

où la célérité de l’onde, c, pour les canaux naturels est défini par :

c =

√
g

A
T

(2.29)

D’après Garcia-Navarro et Vazquez-Cendon (2000), le solveur de Roe pour les canaux non
rectangulaires est donné par l’équation :

FRoe =
1
2
(FG−FD)−

1
2

2

∑
i=1

α̃i

∣∣∣λ̃i

∣∣∣K̃i (5.8)

où les variables de l’équation sont définis par les équations :

α̃1 =
(c̃+ ũ)∆A−∆Q

2c̃
; α̃2 =

(c̃− ũ)∆A+∆Q
2c̃

(5.9)

λ̃1 = ũ− c̃; λ̃2 = ũ+ c̃ (5.10)

K̃1 = [1, ũ− c̃]T ; K̃2 = [1, ũ+ c̃]T (5.11)

∆A = AD−AG; ∆Q = QD−QG (5.12)

ũ =
QD

√
AG +QG

√
AD√

AGAD

(√
AG +

√
AD

) ; c̃ =
√

g
2

[
(A/T )

G
+(A/T )

D

]
(5.13)

Comme souligné auparavant, l’écoulement d’eau peu profonde est régi par les valeurs propres
des équations de Saint–Venant donné par les équations (2.36) et (2.37), et représentent les carac-
téristiques physiques de l’écoulement. Le choix de l’équation modélisée ne devrait pas affecter
les valeurs propres. Ainsi, les vitesses des ondes dans les équations (5.5) et (5.10) sont estimées
avec les valeurs propres données par l’équation (2.31).

Étant donné que les termes de pression hydrostatique et de pression à la paroi sont combi-
nés dans l’équation (2.35), les termes sources doivent être discrétisées de manière appropriée.
Différentes méthodes de traitement du terme source peuvent être trouvées dans les littératures
telles que donnée par Garcia-Navarro et Vazquez-Cendon (2000); Perthame et Simeoni (2001);
Ying et al. (2004); Catella et al. (2008); Lai et Khan (2012a). Le traitement proposé par Lai et
Khan (2012a) est utilisée pour discrétiser le terme combiné de force de pression hydrostatique.
Pour les éléments linéaires, le terme source associée à la pente de la surface d’eau est discrétisé
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comme suit :

−gN1Â
∂ Ẑ
∂x

=−gN1

(
A

G

xd
+A

G

x f

)
2

(
Z

G

x2
−Z

G

x1

)
(
x f − xd

)
−gN2Â

∂ Ẑ
∂x

=−gN2

(
A

D

xd
+A

D

x f

)
2

(
Z

D

x2
−Z

D

x1

)
(
x f − xd

)
(5.14)

5.3 Traitement de lit sec

L’étude numérique des écoulements à surface libre impose des contraintes spécifiques comme
la prise en compte de topographies fortement irrégulières et la gestion du phénomène d’immer-
sion et d’émergence des bancs alternativement couverts puis découverts. Ceux-ci constituent un
phénomène très présent dans les écoulements d’eaux peu profondes tels que les écoulements
estuariens, lagunaires, fluviaux, les inondations et tout cours d’eau sujet à une oscillation de sa
surface libre. Les bancs couvrants et découvrants se traduisent par l’exondation ou l’inondation
d’une zone, ou encore par leur production alternée selon la vitesse et la hauteur d’eau à l’inté-
rieur du domaine et la variabilité de la bathymétrie. Le mouvement des frontières humide/sec
(H/S) en résultant constitue un aspect très important dans une étude préventive des inondations.
Si aucune attention particulière n’est portée, le schéma numérique peut provoquer des instabili-
tés numériques indésirables et peut produire une profondeur d’eau irréaliste (infini ou négatif)
et/ou la génération de vitesse parasite. La reproduction adéquate des bancs couvrants et décou-
vrants est restée longtemps un défi pour les modèles numériques. Les effets d’inondation étaient
en effet négligés dans les premières études, et des frontières solides étaient plutôt considérées.
Parmi les études pionnières de modélisation des écoulements à surface libre, figurent les tra-
vaux de Reid et Bodine (1968). Les approches proposées dans la littérature pour le traitement
des bancs couvrants et découvrants sont nombreuses. L’article de Medeiros et Hagen (2013)
offre une revue intéressante des recherches sur le sujet.

Les équations de Saint–Venant sont strictement hyperboliques pour h > 0. Vu que le calcul
de flux numérique avec des solveurs approximatifs de Riemann sont basés sur des lois de conser-
vation hyperboliques, le traitement pour le lit à sec (h = 0) est nécessaire. Le flux numérique
avec lit sec devrait être calculée avec précision, et la profondeur d’eau doit être physiquement
correcte, c’est-à-dire, h≥ 0.

Pour un lit sec à droite d’un nœud (hG > 0 et hD = 0), les vitesses d’onde du solveur HLL
sont donnés par (Toro, 1990) :

SG = uG− cG;SD = uG +2cG (5.15)

Pour un lit sec à gauche d’un nœud (hG = 0 et hD > 0), les vitesses d’onde sont données par :

SG = uD−2cD;SD = uD + cD (5.16)

Pour le solveur de Roe, les vitesses de de l’onde pour un lit sec à droit ou à gauche d’un nœud
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sont donnés, respectivement, par les équations suivantes :

λ̃1 = uG− cG; λ̃2 = uG +2cG (5.17)

λ̃1 = uD−2cD; λ̃2 = uD + cD (5.18)

Pour traiter le problème de lit sec, une faible profondeur hdry (par exemple, hdry = 10−16)
peut être utilisé pour vérifier l’interface mouillé/sec (Sanders, 2001). La profondeur d’eau au
niveau des nœuds sec est mise à zéro. Si la profondeur d’eau à un côté d’un élément est plus
grande que hdry et l’autre côté est inférieur ou égal à hdry, le flux numérique à travers cet face
est calculé en fonction de l’emplacement du lit sec. Si les profondeurs d’eau aux deux côtés
sont inférieures ou égales à hdry, le flux numérique est mis à zéro. Dans le cas où la profondeur
d’eau calculée est inférieure ou égale à hdry, la vitesse au nœud considéré est mise à zéro. Si
la profondeur d’eau calculée est inférieure à zéro, la profondeur et la vitesse en ce nœud sont
subséquemment misent à zéro.

Dans la deuxième méthode, une profondeur suffisamment faible hdry (par exemple, 10−16)
et une vitesse nulle sont définies au niveau des nœuds secs (Ying et al., 2004). À la limite de
l’élément, si la profondeur d’eau d’un côté est plus grande que hdry et à l’autre côté est inférieure
ou égale à hdry, le flux numérique est alors calculé en fonction de l’emplacement du lit sec. Si la
profondeur d’eau aux deux côtés de l’élément sont inférieure ou égale à hdry, le flux numérique
calculé avec le solveur HLL ou Roe sont mis à zéro. Après chaque pas de temps, la profondeur
d’eau à chaque nœud est vérifié. Si la profondeur d’eau à un nœud est inférieure à hdry, la
profondeur d’eau est prise égale à hdry et la vitesse est fixé à zéro.

Pour les lits horizontaux, ces deux méthodes donnent les mêmes résultats. Dans le cas d’un
canal à fond variable, même une profondeur prédéfinie suffisamment faible hdry peut générer un
flux non physique. En conséquence, la première méthode est recommandée pour le traitement
des interfaces M/S avec variation de lit. Cependant, dans la première méthode, puisque la pro-
fondeur est égale à zéro au niveau des nœuds secs, une attention particulière doit être prise avec
des termes divisé par h, par exemple, Q2/h et le terme de frottement.

5.4 Tests numériques

Dans cette section, des solutions numériques pour les équations d’eau peu profonde avec la
méthode GD sont présentés dans les canaux non rectangulaires et non prismatiques. Les tests
numériques comprennent une rupture idéalisée de barrage dans un canal horizontal de section
variable, un problème de recouvrement/découvrement dans un bassin en forme de parabole de
révolution, un ressaut hydraulique dans un canal divergent, et un rupture de barrage dans un ca-
nal convergent/divergent. Les résultats numériques sont comparés avec les solutions analytiques
ou avec les mesures en laboratoire.
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5.4.1 Rupture de barrage dans un canal horizontal de section variable

Le schéma GD pour les équations d’eau peu profonde est utilisé pour simuler les problèmes
idéalisées de rupture de barrage, dans des canaux horizontaux et sans frottement avec différentes
formes de sections transversales. Les formes testées comprennent un canal triangulaire, un canal
parabolique, un canal trapézoïdal et un canal rectangulaire. Le canal est de 100 m de long
avec un barrage situé à 50 m. Les solutions exactes peuvent être trouvées dans l’ouvrage de
Henderson (1966).

a) Canal triangulaire

La pente latérale de canal de 1H : 1V (Sanders, 2001; Ying et al., 2004). Nous avons étudié
deux cas test : la rupture d’un barrage sur fond sec et la rupture sur un fond mouillé. 400
éléments sont utilisés avec ∆x = 2.5 m et ∆t = 0.125 s pour le cas d’un fond mouillé. Pour le
test d’un fond sec, 1000 éléments sont utilisés avec ∆x = 1 m, ∆t = 0.05 s, et hdry = 10−16 m.

Les résultats des tests sur un fond mouillé, pour l’élévation de la surface d’eau et le débit
après 80 s de l’enlèvement du barrage, sont présentés sur la figure 5.1. Les résultats sur un fond
sec, pour l’élévation de la surface d’eau et la vitesse après 45.16 s de l’enlèvement du barrage
sont présentés sur la figure 5.2.

Au cours de ce travail, "HLL-Z", signifie que le solveur HLL avec le limiteur de pente fondé
sur la surface d’eau sont appliqués. De même, "-A" et "-h" signifient que le limiteur de pente
est fondé, respectivement sur la surface d’écoulement et sur la profondeur d’eau. Pour un canal
horizontal, les limiteurs de pente LP-A et LP-h vont produire des résultats identiques.

Les résultats de la figure 5.1 montrent que les solutions numériques avec un limiteur de pente
LP-A sont en bon accord avec la solution exacte pour les deux fonctions de flux. Les résultats
montrent aussi que ce schéma est capable de capturer le choc avec précision. Le limiteur de
pente LP-Z produit des erreurs dans la vitesse d’onde, l’amplitude de l’onde, et le débit avec
les deux fonctions de flux. Les fonctions de flux de type Roe et HLL fournissent des résultats
similaires pour tous les autres tests. Ainsi dorénavant, seuls les résultats du solveur HLL sont
présentés pour faciliter l’interprétation.

Pour le test sur un fond sec, le limiteur de pente LP-Z n’a pas fourni des résultats pour la
taille d’élément et le pas du temps mentionnés précédemment. Il est constaté qu’une profondeur
d’eau minimale de 0.007 m à fixer, comme condition initiale, en aval du barrage et une réduction
du pas de temps de 0.00025 s doivent être utilisés pour le limiteur de pente LP-Z pour exécuter
la simulation. Les résultats pour la profondeur d’eau 5.2(a) montrent que la faible profondeur
initiale en aval modifie la solution à la pointe de l’onde. Dans le cas du limiteur de pente LP-Z
une discontinuité est observée au pied du front d’onde. La procédure de limitation de pente
fondée sur la surface d’eau est capable de capturer la pointe de front d’onde. La dépendance des
résultats sur le maillage est illustrée à la figure 5.3 avec le schéma HLL-A. Comme prévu, une
résolution plus élevée fournit des résultats plus précis.
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FIGURE 5.1 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits du problème de rupture de
barrage sur fond mouillé dans un canal triangulaire.
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FIGURE 5.2 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits du problème de rupture de
barrage sur fond sec dans un canal triangulaire.

b) Canal parabolique

Dans cet essai, le canal a une forme parabolique dont la largeur au miroir b = h0.5. Le
test est exécuté en utilisant 400 éléments (∆x = 2.5 m) et un pas de temps ∆t = 0.125 s. Les
solutions numériques pour la surface d’eau et le débit après 100 s de l’enlèvement du barrage
sont présentés sur la figure 5.4.

Les résultats numériques dans le canal parabolique présentent des performances similaires
à celui dans un canal triangulaire avec le limiteur de pente LP-A. En appliquant ce limiteur les
résultats sont plus précis. Comme on peut l’observer à partir des résultats, le limiteur de pente
LP-Z entraîne moins d’erreurs pour un canal parabolique que pour un canal triangulaire.
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FIGURE 5.3 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits du problème de rupture de
barrage sur fond sec dans un canal triangulaire dans différents maillages.
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FIGURE 5.4 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits du problème de rupture de
barrage sur fond mouillé dans un canal parabolique.

c) Canal trapézoïdal

Dans ce test, le problème de rupture de barrage classique est simulé dans un canal trapézoï-
dal horizontal et sans frottement. Le canal a une pente latérale de 2H : 1V (pente des berges,
β = 2) et la largeur au fond est de 1 m. Initialement, la profondeur d’eau en amont est de 1 m,
et la profondeur d’eau en aval est de 0.1 m (Sanders, 2001). Le test est exécuté en utilisant
400 éléments (∆x = 2.5 m) et un pas de temps ∆t = 0.125 s. Les solutions numériques pour la
surface d’eau et le débit après 103.1 s de l’enlèvement du barrage sont présentés sur la figure
5.5.

Les résultats montrent une tendance similaire à celle des canaux triangulaires et parabo-
liques. Comme auparavant, le limiteur de pente LP-A donne des résultats numériques qui sont
en accord avec la solution exacte, tandis que le limiteur de pente LP-Z génère des erreurs plus
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FIGURE 5.5 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits du problème de rupture de
barrage sur fond mouillé dans un canal trapézoidal.

importantes. Toutefois, les erreurs dans la surface d’eau et le débit sont moins importantes que
dans les deux tests précédents.

d) Canal rectangulaire

Le canal est considéré maintenant rectangulaire horizontal et sans frottement. Le canal a une
longueur de 1000 m et une largeur de 1 m. Initialement, la profondeur d’eau en amont est de
1 m, et la profondeur d’eau en aval est de 0.1 m. Le test est exécuté en utilisant 400 éléments
(∆x = 2.5 m) et un pas de temps ∆t = 0.125 s. Les solutions numériques pour la surface d’eau
et le débit après 90 s de l’enlèvement du barrage sont présentés sur la figure 5.6.

Comme évoqué précédemment (cf. § 4.5.1), les résultats obtenus à partir des deux limiteurs
de pente, LP-A et LP-Z, produisent les mêmes résultats pour un canal prismatique rectangulaire
horizontal et sans frottement. D’autres investigations montrent que lorsque la pente latérale (β )
diminue, les différences entre les résultats basés sur les deux limiteurs de pente diminuent.
Autrement dit, lorsque la forme de la section transversale du canal s’éloigne de canal rectangu-
laire les différences dans les résultats en fonction des deux limiteurs de pente augmente. Il est
évidents et comme indiqué dans cet essai, les deux limiteurs de pente sont mathématiquement
identiques et fournissent exactement les mêmes résultats pour un canal prismatique rectangu-
laire.

La précision des résultats obtenus en utilisant les deux limiteurs de pente pour les quatre
canaux prismatiques précédents sont présentés dans le tableau 5.1 . L’erreur moyenne est fondée
sur la différence entre les niveaux de surface d’eau prédits et analytiques sur tout le domaine.
La section transversale d’écoulement est représentée en fonction de la profondeur d’eau. Quand
l’exposant de la profondeur diminue, la précision des résultats obtenus en utilisant le limiteur
de pente LP-Z améliore.
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FIGURE 5.6 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits du problème de rupture de
barrage sur fond mouillé dans un canal rectangulaire.

TABLE 5.1 – Précision de limiteurs de pente dans les canaux prismatiques.

Type de canal Surface
d’écoulement (A)

L’ordre du h Erreur moyenne
de LP-Z

Erreur moyenne
de LP-A

Triangulaire h2 2 12.24% 1.22%
Parabolique 2h(3/2)/3 1.5 6.94% 1.12%
Trapézoïdal bh+βh2 1∼ 2 6.12% 1.22%
Rectangulaire bh 1 1.02% 1.02%

5.4.2 Parabole de révolution

Plus complexe, on considère maintenant un bassin en forme de parabole de révolution, sans
frottement, dont la surface libre oscille librement et infiniment autour d’une position d’équilibre.
Ce cas test est un cas particulier 1D d’un cas test 2D introduit dans Thacker (1981) et repris
dans Sampson (2008) et Delestre (2010). Il s’agit d’un problème de recouvrement/ découvre-
ment un peu comme sur une plage, c’est pourquoi ce test et ses variantes sont souvent utilisés
pour la validation des méthodes numériques pour l’océanographie (Delestre, 2010). Nous avons
choisi ce cas test car il permet de tester la capacité des méthodes numériques à traiter les transi-
tions sec/mouillé. De plus, la solution étant périodique, elle nous permet aussi de tester le degré
de diffusion numérique des différentes méthodes de traitement du flux.

La cuvette parabolique est de largeur unitaire et de 8000 m et la topographie (Fig. 5.7) est
une parabole définie par :

zb(x) = h0

(
x2

a2 −1
)

pour −4000 m≤ x≤ 4000 m (5.19)

Nous obtenons une solution explicite périodique (Delestre, 2010, p. 251–254) dont la surface
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libre reste plane et oscille entre les points :

x1(t) =−
B
ω

cos(ωt)−a et x2(t) =−
B
ω

cos(ωt)+a (5.20)

avec la pulsation ω =
√

2gh0
/

a2 et la période T = 2π
/

ω

zb

a

Fond
x

h0

FIGURE 5.7 – Profil de lit de la cuvette parabolique.

La hauteur d’eau est décrite par :

h(t,x) =

 −
h0

a2

((
x+

B
ω

cos(ωt)
)2

−a2

)
pour x1(t)< x < x2(t)

0 sinon

(5.21)

et la vitesse par :

u(t,x) =
{

Bsin(ωt) pour x1(t)< x < x2(t)
0 sinon

(5.22)

Pour les paramètres, nous prenons h0 = 10 m, a = 2500 m, et B = 5 m/s, qui donnent une
période d’oscillation T = 1121 s.

L’intérêt de ce test est de disposer :

— d’une solution analytique explicite,

— d’une topographie variable,

— de transitions sec/mouillé en mouvement,

— d’une solution périodique.

Le domaine de calcul s’étend de -4000 m à 4000 m. Nous avons utilisé une discrétisation
numérique de 100 éléments (∆x = 80 m), un pas de temps ∆t = 1.121 s et un critère de lit sec
(hdry) de 10−2 m. La surface d’eau et la vitesses initiales sont données par les équations 5.21
et 5.22 pour t = 0 s. Ces conditions sont représentées sur la figure 5.8. Pour la fonction de flux
HLL, les vitesses d’onde sont estimées sur la base des équations :

S
G
= min

(
u

G
− c

G
,u

D
− c

D

)
; S

D
= max

(
u

G
+ c

G
,u

D
+ c

D

)
(5.23)
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La simulation est réalisée sur la période complète (t = T ). Les solutions simulées et exactes
de la surface d’eau et du débit aux différents moments sont comparés dans les figures 5.9 à
5.12. Les résultats montrent que le limiteur de pente LP-A donne de meilleures solutions que
le limiteur de pente LP-Z. Le schéma avec le limiteur de pente LP-A est capable de conserver
la masse et la quantité de mouvement au cours des épisodes de couvrement/découvrement. En
utilisant le limiteur de pente LP-A, le volume d’eau calculé aux différents moments est le même
que le volume initial.
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FIGURE 5.8 – Conditions initiales (a) niveau d’eau, (b) débit, dans une cuvette parabolique.
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FIGURE 5.9 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits dans une cuvette parabolique
au bout d’un temps t = T/4.

5.4.3 Ressaut hydraulique dans un canal divergent

Dans ce test, un ressaut hydraulique dans un canal divergent est simulé. Les résultats numé-
riques sont comparés avec le profil de la surface d’eau mesurée par Khalifa (1980). Ces données
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FIGURE 5.10 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits dans une cuvette parabolique
au bout d’un temps t = 2T/4.
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FIGURE 5.11 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits dans une cuvette parabolique
au bout d’un temps t = 3T/4.

sont aussi utilisées par Catella et al. (2008) et Rosatti et al. (2011). Le canal divergent horizon-
tal a une section transversale rectangulaire et une longueur de 2.5 m. La largeur de section
transversale (en mètres) le long du canal est donnée par l’équation suivante (voir aussi la figure
5.13) :

b(x) =


0.155 si 0≤ x≤ 0.65
0.155+0.236(x−0.65) si 0.65≤ x≤ 0.65
0.46 si 1.94≤ x≤ 2.5

(5.24)

La largeur du canal varie de 0.155 m à 0.46 m linéairement sur une longueur de 1.3 m. La
profondeur d’eau initiale est de 0.088 m partout dans le canal. Le débit d’entrée en amont est
fixé à 0.0263 m3/s et la profondeur d’eau en amont est maintenu à 0.088 m. Ces conditions
établissent une condition d’écoulement torrentiel à l’extrémité amont. La profondeur de l’eau à
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FIGURE 5.12 – Comparaison (a) des hauteurs d’eau, (b) des débits dans une cuvette parabolique
au bout d’un temps t = T .
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FIGURE 5.13 – Ressaut hydraulique dans un canal divergent, variation du largeur du canal.

la limite aval était de 0.195 m, assurant la formation d’un ressaut hydraulique dans la section
divergente du canal. Les conditions ci-dessus sont utilisées dans modèle physique. Le coeffi-
cient de rugosité de Manning est inconnue, de sorte que les simulations sont effectuées avec
différentes valeurs du coefficient de rugosité. Nous avons utilisé une discrétisation numérique
de 100 éléments (∆x = 0.025 m) et un pas de temps ∆t = 1.121 s.

Les solutions d’écoulements permanents, pour la surface d’eau et le débit, sont présentées
sur la figure 5.14 avec un coefficient de rugosité de Manning de 0.009 s/m1/3. Les profils de la
surface d’eau calculés sont comparés avec les données de mesure le long de la ligne centrale.
L’emplacement du ressaut et le profil de la surface libre sont ainsi prévues avec précision en
utilisant le modèle unidimensionnel. Le débit est conservé en utilisant les deux limiteurs de
pente. On observe une petite déviation dans le débit dans la région du passage du régime fluvial
au régime torrentiel.
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FIGURE 5.14 – Ressaut hydraulique dans un canal divergent, (a) comparaison des hauteurs
d’eau, (b) débit simulé.

5.4.4 Rupture de barrage dans un canal convergent /divergent

Une série d’expériences ont été menées dans un canal rectangulaire convergent/divergent
par Bellos et al. (1992) pour examiner le mouvement d’une onde de crue bidimensionnelle
après une rupture de barrage instantanée. La géométrie du canal utilisé dans les expériences est
donnée dans le tableau 5.2 et est représentée sur la figure 5.15. Pour modéliser le barrage, une
vanne a été installée à l’emplacement où la largeur dans le canal est minimale (x = 8.5 m) .
Les auteurs ont mené diverses expériences avec des pentes de lit différentes dans des conditions
à fond mouillé et sec. Dans ce test, les débits de rupture de barrage, pour les deux cas (fond
mouillé et sec), en aval du barrage, sur un lit horizontal, sont simulés. Dans les deux tests,
la profondeur d’eau en amont du barrage est fixée à 0.3 m. La profondeur d’eau est 0.101 m
en aval du barrage pour un fond mouillé pour imiter le dispositif expérimental. Le barrage est
enlevé instantanément. Le coefficient de rugosité de Manning de 0.012 s/m1/3 est utilisé dans
le test. Pour les deux cas, 212 éléments de 0.1 m sont utilisés. Les pas de temps de 0.003 s et
0.0002 s sont utilisés, respectivement, pour le cas d’un fond mouillé et un fond sec. Les solutions
numériques sont comparées avec les données de mesure aux points de jauge P1 (x = 0 m), P2

(x = 4.5 m), P3 (x = 8.5 m), P4 (x = 13.5 m), et P5 (x = 18.5 m).

P1
b b

b
b

bP2

P3

P4

P5

1.
4
m

4.7 m

21.20 m

5.0 m

FIGURE 5.15 – Géométrie du canal divergent / convergent.

Pour le cas de rupture de barrage sur un fond initialement sec, les hydrogrammes simulées et
mesurées aux points de jauge P1 et P5 sont présentés sur la figure 5.16. Les résultats numériques
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TABLE 5.2 – Variation du largeur du canal convergent /divergent.

x (m) 0.0 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0 8.5
b (m) 1.40 1.40 1.22 1.05 0.90 0.77 0.67 0.62 0.60
x (m) 9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 11.5 12.0 12.5 13.0
b (m) 0.61 0.62 0.64 0.68 0.75 0.82 0.91 0.99 1.08
x (m) 13.5 14.0 14.5 15.0 15.5 16.0 16.5 18.0 21.2
b (m) 1.15 1.24 1.28 1.33 1.37 1.39 1.40 1.40 1.40

concordent très bien avec les données de mesure. L’hydrogramme simulé au point P5 est plus
élevé que les données de mesure. Cela est peut être due au fait que la rupture est supposée
instantanée, alors que dans la réalité, l’élimination de la vanne prend un certain temps.
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FIGURE 5.16 – Rupture de barrage dans un canal convergent /divergent sur un fond sec : Com-
paraison entre le niveau d’eau simulé et mesuré aux stations P1 et P5.

Pour le cas de rupture de barrage sur un fond mouillé, un déversoir a été installé à l’extrémité
aval du canal. La configuration du déversoir à l’extrémité aval n’est pas disponible. Comme la
condition à la limite aval est indispensable à la simulation numérique, ce qui peut influe sur
l’exactitude de la solution numérique. Cependant, on a supposé l’existence, à l’extrémité aval
du canal, d’un déversoir rectangulaire à paroi mince. La relation de débit (la formule de Bazin)
est donnée par l’équation :

Q =
2
3

Cdb(2g)2/3(Z−0.101)1.5 (5.25)

où le coefficient de débit (Cd) est pris égale à 0.62, et la longueur du déversoir est égale à la
largeur de canal (b = 1.4 m).

Les résultats simulées et mesurées pour les cinq points de jauge sont présentés sur la fi-
gure 5.17. Les hydrogrammes simulés concordent bien avec les hydrogrammes mesurés. Les
différences proviennent principalement de l’effet de la structure de déversoir inconnu.
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FIGURE 5.17 – Rupture de barrage dans un canal convergent /divergent sur un fond mouillé :
Comparaison entre le niveau d’eau simulé et mesuré aux stations P1, P2, P3, P4 et P5.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode GD est appliquée à la modélisation unidimensionnelle des
écoulements à surface libre dans les canaux naturels. Nous avons détaillé la méthode GD uti-
lisée pour résoudre ces équations. La méthode de traitement des lits secs est aussi présentée.
Nous avons validé et comparé le schéma numérique décrits et ceci sur quatre problèmes hy-
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drauliques transitoires et stationnaires. Dans les deux premiers tests les résultats numériques ont
été comparés avec les solution analytiques tandis que dans les deux derniers tests les résultats
numériques ont été comparés avec des mesures expérimentales. Les solutions numériques de
profondeur d’eau et de débit sont en bon accord avec les solutions exactes ou avec les solutions
expérimentales.
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Chapitre 6

Simulation des écoulements
bidimensionnels

Dans ce chapitre, la méthode de Galerkin discontinue (GD) est appliquée à la simulation
des écoulements à surface libre en deux dimensions dans les canaux naturels. On donne dans un
premier temps, les équations de Saint–Venant en deux dimensions. Différents traitements des
termes de flux numériques sont discutés. On décrit, aussi, la méthode de traitement du terme
source et le limiteur de pente utilisé pour stabiliser le schéma numérique. Ce schéma numérique
est appliqué aux divers problèmes d’écoulements à surface libre. Les solutions numériques sont
comparées avec des solutions analytiques ou avec des mesures en laboratoire.

6.1 Équations d’écoulements bidimensionnels en eaux peu pro-
fondes

Les équations d’écoulements bidimensionnels de Saint–Venant présentées au chapitre 2
écrites sous une formulation "débit-dénivellation" sont données par les équations ci-dessous.

∂U
∂ t

+∇ ·F(U) =
∂U
∂ t

+
∂E(U)

∂x
+

∂G(U)

∂x
= S(U) (2.93)

avec
U = (h, qx, qy)

T (2.96a)

E(U) =
(
qx, q2

x/h, qxqy/h
)T

(2.96b)

G(U) =
(
qy, qxqy/h, q2

y/h
)T

(2.96c)

S =

(
0, −gh

∂Z
∂x
−ghS f x, −gh

∂Z
∂y
−ghS f y

)T

(2.96d)
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6.2 Flux numérique

La formulation GD est appliquée à chaque équation du système. Pour les équations d’écou-
lement en eaux peu profondes, le flux numérique peut être calculée avec le solveur HLL, le
solveur HLLC ou le solveur de Roe. Le solveur HLL (Fraccarollo et Toro, 1995) et HLLC
(Eskilsson et Sherwin, 2004) sont respectivement donnés par les équations ci-dessous :

FHLL =


FG ·n si SG ≥ 0
(SDFG−SGFD) ·n+SGSD (UD−UG)

SD−SG

si SG < 0 < SD

FD ·n si SD ≤ 0

(6.2)

FHLLC =


F(UG) ·n si SG ≥ 0
F(UG) ·n+SG (U∗G−UG) si SG < 0 < S∗
F(UD) ·n+SD (U∗D−UD) si S∗ < 0 < SD

F(UD) ·n si SD ≤ 0

(6.3)

où n = (nx,ny)
T est la normale extérieure unitaire à la limite d’un élément

Introduisons la matrice de rotation T et sa matrice inverse comme le montre l’équation :

T =

 1 0 0
0 nx ny

0 −ny nx

 ; T−1 =

 1 0 0
0 nx −ny

0 ny nx

 (6.4)

Le flux peut être écrit sous la forme donnée par l’équation :

F ·n = Enx +Gny = T−1E(TU) (6.5)

En définissons :
V = TU = (h, hun, hut)

T (6.6)

où un = unx+vny and ut = vnx−uny sont respectivement la vitesse normale et tangentielle à l’in-
terface de l’élément, le flux numérique F̂ peut être obtenue par l’évaluation des flux numérique
Ê en utilisant :

F̃ ·n = T−1Ẽ(V) (6.7)

Les vecteurs V et E(V) sont donnés par l’équation :

V = TU =

 h
qxnx +qyny

−qxny +qynx

 ; E(V) =


qxnx +qyny

(qxnx +qyny)
2

h
(qxnx +qyny)(−qxny +qynx)

h

 (6.8)
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Les solveurs HLL et HLLC seront évalués par les équations ci-dessous :

ẼHLL =


E(VG) si 0≤ SG
SDE(VG)−SGE(VD)+SGSD(VD−VG)

SD−SG

si SG ≤ 0≤ SD

E(VD) si 0≥ SD

(6.9)

ẼHLLC=


E(VG) si SG ≥ 0
E(VG)+SG (V∗G−VG) si SG ≤ 0≤ S∗
E(VD)+SD (V∗D−VD) si S∗ ≤ 0≤ SD

E(VD) si SD ≤ 0

(6.10)

Les vitesses d’ondes et les variables intermédiaires sont donnés par les équations ci-dessous :

SG = min
(

unG−
√

ghG , u∗n−
√

gh∗
)

(6.11)

SD = max
(

unD−
√

ghD, u∗n +
√

gh∗
)

(6.12)

S∗ =
SGhD (unD−SD)−SDhG (unG−SG)

hD (unD−SD)−hG (unG−SG)
(6.13)

u∗n =
1
2
(unG +unD)+

√
ghG−

√
ghD (6.14)√

gh∗ =
1
2

(√
ghG +

√
ghD

)
+

1
4
(unG−unD) (6.15)

V∗(G,D)
= h

(G,D)

(
S
(G,D)
−un(G,D)

S
(G,D)
−S∗

) 1
S∗

ut(G,D)

 (6.16)

Les quantités E(VG) et E(VD) représentent des valeurs à gauche et à droite de la limite de
l’élément se déplaçant dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Les valeurs E(VG) et
E(VD) aux limites sont calculées sur la base des valeurs moyennes de h, qx et qy aux nœuds
limites correspondantes. Une seul fois est évalué, le flux numérique peut alors être calculé en
utilisant l’équation 6.7. L’équation 6.2 peut être utilisée directement pour évaluer le flux numé-
rique en utilisant le solveur HLL, où les vitesses d’ondes sont données par les équations 6.11 et
6.12.

Le solveur de Roe pour les équations 2D d’écoulement en eaux peu profondes (Wang et Liu,
2000) est donné par l’équation :

F̃Roe =
1
2
(FG +FD) ·n−

1
2

3

∑
i=1

α̃i

∣∣∣λ̃i

∣∣∣K̃i (6.17)
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Les paramètres du solveur de Roe sont donnés par les équations suivantes :

α̃1 =
∆h
2
− 1

2c̃
[∆qxnx +∆qyny− (ũnx + ṽny)∆h]

α̃2 =
1
c̃
[(∆qy− ṽ∆h)nx− (∆qx− ũ∆h)ny]

α̃3 =
∆h
2

+
1
2c̃

[∆qxnx +∆qyny− (ũnx + ṽny)∆h]

(6.18)

λ̃1 = ũnx + ṽny− c̃
λ̃2 = ũnx + ṽny

λ̃3 = ũnx + ṽny + c̃
(6.19)

K̃1 =

 1
ũ− c̃nx

ṽ− c̃nx

 ; K̃2 =

 0
−c̃ny

c̃nx

 ; K̃3 =

 1
ũ+ c̃nx

ṽ+ c̃nx

 (6.20)

ũ =
uG

√
hG +uD

√
hD(√

hG +
√

hD

) ; ṽ =
vG

√
hG + vD

√
hD(√

hG +
√

hD

) ; c̃ =
√

g
2
(hG +hD) (6.21)

Le flux numérique HLLC est adopté dans les tests suivants, sauf indication contraire.

6.3 Traitement du fond sec

Pour les problèmes de fonds secs, le flux numérique est évalué par le biais du solveur HLL
à deux ondes. Les vitesses d’onde pour les frontières droite ou gauche sèches sont données,
respectivement, par les équations suivantes :

SG = unG−
√

ghG; SD = unD +2
√

ghD (6.22)

SG = unD−2
√

ghD;SD = unD +
√

ghD (6.23)

On adopte ici un traitement du fond sec similaire au cas unidimensionnel. Pour un lit initiale-
ment sec, une profondeur suffisamment faible, hdry, (par exemple, 10−8) et une vitesse nulle
sont imposées au niveau des nœuds secs (Lai, 2012; Lai et Khan, 2012c; Ying et al., 2004).
Après chaque pas de temps, l’ensemble du domaine est testé pour la profondeur d’eau. Si la
profondeur d’eau à un nœud est inférieure à hdry, elle prend la valeur de hdry et le débit d’écou-
lement est fixé à zéro. Pour le flux à la frontière d’un élément, si la profondeur d’eau à un côté
est plus grande que hdry et la profondeur d’eau à l’autre côté est inférieure ou égale à hdry, le
flux numérique est calculé avec les équations 6.9, 6.22 et 6.23. Si la profondeur d’eau aux deux
côtés est inférieure ou égale à hdry, le flux numérique de l’équation 6.9 sera nul parce que le dé-
bit d’écoulement est nul. Le flux de masse et de quantité de mouvement seront conservés. Cette
approche assure que la profondeur d’eau reste toujours positive et peut évaluer avec précision
les éléments secs.

115



6.4. Traitement du terme source

6.4 Traitement du terme source

Pour utiliser le solveur HLLC avec le système d’équations 2.96, les vitesses d’onde donnée
par les équations 6.11 à 6.13 doivent être utilisées. En utilisant la notation pour les éléments
présentés sur la figure 6.1, le calcul des pentes de la surface libre du vecteur source peut être
déterminée avec le théorème de Green (Ying et al., 2009) comme indiqué par les équations :

Ω0
∂Z
∂x

=
∮
Γ0

Zdy =
3

∑
k=1

Z0k∆yk = Z01 (yc− yb)+Z02 (ya− yc)+Z03 (yb− ya) (6.24)

−Ω0
∂Z
∂y

=
∮
Γ0

Zdx =
3

∑
k=1

Z0k∆xk = Z01 (xc− xb)+Z02 (xa− xc)+Z03 (xb− xa) (6.25)

Les termes de la pente de la surface d’eau donnés par les équations (6.24) et (6.25) sont
traités comme des constantes dans l’évaluation des intégrales.

Dans ces équations, Z0k est le niveau d’eau aux limites des éléments 0 et k, et Ω0 est l’aire
de l’élément 0. Le niveau d’eau, Z0k, peut être déterminé en utilisant les élévations de la surface
d’eau des éléments 0 et k. On calcul, tout d’abord, les élévations moyennes de surface d’eau au
centre de tous les éléments. Les élévations de la surface d’eau aux frontières sont interpolées en
utilisant une pondération inverse à la distance. Cette discrétisation évite de générer des courants
non-physiques de topographie du lit si la surface d’eau dans l’élément principal et l’élément
entourant est la même. Les résultats numériques montrent que ce traitement du terme source est
précis.

La propriété «bien équilibré» dans le domaine mouillé est assurée avec le système d’équa-
tions 2.96. L’eau stagnant aux zones partiellement mouillées peut être facilement réalisée en
fixant le terme source S à zéro dans les éléments secs et les éléments partiellement mouillés. En
outre, le limiteur de pente n’est pas applicable aux éléments dont les vitesses, aux trois nœuds,
sont nulles. Bien que le terme source dans des éléments partiellement mouillés soit forcément
pris égal à zéro, les tests numériques pour les problèmes de rupture de barrage montrent que les
ondes de crue sont, tout de même, modélisées avec précision.

6.5 Méthode de limiteur de pente

Le limiteur de pente et l’intégration temporelle TVD de type Runge–Kutta sont utilisés ici
pour éliminer les oscillations numériques parasites générées à proximité de discontinuités et de
gradients élevé et pour préserver la propriété TVD. Jawahar et Kamath (2000) présentent une
procédure de limitation de pente pour leur solveur de volumes finis. Il est en fait de type van Al-
bada et est différentiable. Leurs résultats numériques montrent d’excellentes performances pour
éliminer les oscillations sans influencer la convergence. Tu et Aliabadi (2005) ont légèrement
modifié le limiteur de Jawahar et Kamath pour répondre aux besoins du solveur GD pour les
écoulements compressibles. Cette procédure adoptée dans ce travail a été également utilisée par
plusieurs chercheurs (par exemple Lai (2012); Lai et Khan (2012c); Lee (2014); Yoon et Kang
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(2004); Li (2008); Gokpi (2013)) dans leurs modèles bidimensionnels. Le processus de limita-
tion de pente est très approprié pour les maillages triangulaires. Les points suivants résument
les étapes de la procédure d’application de ce limiteur de pente.

Considérons par exemple l’élément triangulaire abc dont le centre est noté 0 et les sommets
sont notés a b et c (figure 6.1).

b

c

a

0

1

2

3 b

Sommet
Centre
Nœud

b

b

b

b

b

b

FIGURE 6.1 – Discrétisation en utilisant des éléments triangulaires dans la méthode GD.

Dans la première étape, les gradients de toute variable, U ∈ U, dans un élément 0, noté(
∂U
/

∂x
)

a−b et
(
∂U
/

∂x
)

a−b à travers l’interface a-b de l’élément 0 sont calculés en résolvant
le système linéaire suivant :[

x3− x0 y3− y0

xa− xb ya− yb

]{ (
∂U
/

∂x
)

a−b(
∂U
/

∂y
)

a−b

}
=

{
U3−U0

Ua−Ub

}
(6.26)

où U0(U ∈ U) est la valeur moyenne de la solution sur l’élément abc associé au centre de
l’élément. Cette valeur est obtenue en calculant la moyenne arithmétique des valeurs nodales.
Les valeurs de Ua et Ub sont obtenus en faisant la moyenne arithmétique des valeurs nodales
des éléments partageant ces nœuds. (x0,y0), (x1,y1), (x2,y2) et (x3,y3) sont, respectivement, les
coordonnées des centres de gravité des éléments 0, 1, 2 et 3. Les gradients à travers l’interface
b-c et c-a sont calculés de la même manière. Des éléments imaginaires ont été utilisés pour
évaluer les gradients à travers les interfaces frontalières.

Dans la deuxième étape, le gradient non limité sur l’élément 0 est construit à partir des
gradients de ses interfaces pondérés par l’aire correspondante telle que :

(∇U)0 =
A0a3b(∇U)a−b +A0b1c(∇U)b−c +A0c2a(∇U)c−a

A0a3b +A0b1c +A0c2a
(6.27)

où ∇U est le gradient de U et A0a3b, A0b1c et A0c2a sont, respectivement, les aires des quadrila-
tères 0a3b, 0b1c et 0c2a.

Une fois le gradient non limité calculé sur chaque élément (l’élément courant 0 et ses voi-
sins), on calcule, dans la troisième étape, le gradient limité (∇U)l

0 sur l’élément 0 par l’expres-
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sion suivante :
(∇U)l

0 = w1(∇U)1 +w2(∇U)2 +w3(∇U)3 (6.28)

où les poids w1, w2, w3 sont donnés par :

w1 =
g2g3 + ε

g2
1 +g2

2 +g2
3 +3ε

; w2 =
g1g3 + ε

g2
1 +g2

2 +g2
3 +3ε

; w3 =
g1g2 + ε

g2
1 +g2

2 +g2
3 +3ε

(6.29)

où g1, g2, et g3 sont choisis étant les carrés en norme L2 des gradients non limités sur les
éléments voisins 1, 2 et 3 :

g1 = ‖(∇U)1‖2,g2 = ‖(∇U)2‖2,g3 = ‖(∇U)3‖2 (6.30)

ε est une petite valeur introduite pour éviter l’obtention de valeur indéterminée et prise égale à
10−10 (Tu et Aliabadi, 2005).

Finalement, la variable conservative limitée (h, uh, vh) aux sommets de chaque élément est
évaluée. Les gradients numériquement limité dans un chaque élément de l’équation 6.28 sont
utilisés pour reconstruire la solution locale aux sommets de chaque élément. La reconstruction
doit satisfaire deux conditions :

1. Les gradients limités, dans chaque direction (pour un élément triangulaire, dans la direc-
tion x et y) devraient être les mêmes avec les gradients obtenus par les fonctions de forme
(l’équation 6.31).

2. Les valeurs aux centres de gravité obtenues par la moyenne des valeurs aux sommets
doivent être les mêmes (équation 6.32).

Autrement dit, étant donné que la reconstruction est unique pour les éléments triangulaires li-
néaires, le système de trois équations suivant doit être résolu pour chaque élément pour déter-
miner les valeurs aux sommets.

3

∑
j=1

U l
j
∂N j

∂x
=

(
∂U
∂x

)l

;
3

∑
j=1

U l
j
∂N j

∂y
=

(
∂U
∂y

)l

(6.31)

3

∑
j=1

U l
j = 3U (6.32)

où U l
j représente la solution reconstituée au jème sommet d’un élément (Autrement dit, U l

1, U2
1

et U3
1 ).
Ces quatre étapes sont répétées dans chaque étape de l’application des limiteurs de pente.

6.6 Tests numériques

Dans cette section, plusieurs tests sur des canaux avec des lits horizontaux et irréguliers,
sont effectués afin de vérifier le schéma numérique. Les termes de l’élévation de lit et de la
force de pression sont combinés pour obtenir le terme d’élévation de la surface d’eau. Le terme
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d’élévation de la surface d’eau fait partie du terme source.

6.6.1 Ressaut hydraulique oblique

Lorsqu’un écoulement torrentiel passe dans un canal de largeur décroissante, la paroi du ca-
nal dévié génère une onde stationnaire oblique avec un angle β accompagnant une augmentation
brusque de la profondeur d’eau. Ce phénomène est appelé "ressaut hydraulique oblique" (Chow,
1959), pour lequel une solution analytique est disponible. Ce problème est utilisé ici pour vé-
rifier la stabilité et la capacité des différents schémas numériques à gérer les flux discontinus à
grandes vitesses.

(0,30) (40,30)

(0,0) (10,0)

(30,4.67)

Ch
oc

fro
nta

l

8.95◦

30◦

Écoulement

FIGURE 6.2 – Définition du problème du ressaut hydraulique oblique.

Ici, nous utilisons les mêmes conditions de simulation que ceux donnés par Alcrudo et
García-Navarro (1993); Anastasiou et Chan (1997); Lai et al. (2005); Wang et Liu (2000); Ben-
khaldoun et al. (2010); Ghostine et al. (2009). Le domaine d’écoulement est de 40 m x 30 m
dans le plan avec un lit horizontale et sans frottement. Le flux amont torrentiel est dirigé de
gauche vers la droite et présente une profondeur uniforme de 1 m et une vitesse de 8.57 m/s
correspondant à un nombre de Froude d’environ 2.74. À une distance de 10 m de la limite d’en-
trée, le mur sud du canal est incliné vers l’intérieur à un angle de 8.95◦ par rapport à l’axe des
x provoquant la formation d’un ressaut hydraulique (voir Fig. 6.2). Ce problème a une solution
analytique (voir Hager et al. (1994)), au moyen duquel le ressaut est orientée dans le domaine
à un angle de 30◦ par rapport à l’axe des x. La profondeur de l’eau augmente brutalement de 1
à 1.5 m à travers le ressaut et |−→u |=7.9556 m/s correspondant à un nombre de Froude d’environ
2.074.

Les conditions d’écoulement torrentiel amont mentionnées ci-dessus sont imposées à la li-
mite amont du canal. Une sortie libre est imposée à l’aval et une vitesse normale égale à 0 est
imposée sur les murs du canal. La simulation est réalisée sur un grille triangulaire de Delaunay
avec un nombre de Courant de 0.5.

Afin d’exposer la performance de la procédure d’adaptation de maillages, nous affichons sur
la figure 6.3 les résultats obtenus en utilisant un maillage adaptatif, un maillage fixe plus fin et un
maillage fixe grossier. Les statistiques de ces maillages sont répertoriées dans le tableau 6.1. On
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FIGURE 6.3 – Ressaut hydraulique oblique : Maillages (premier ligne), vues 3D de la surface
d’eau (deuxième rangée), et les tracés de contours des profondeurs d’eau (troisième ligne). De
gauche à droite maillage grossier, maillage adaptatif et maillage fin.

remarque que les résultats calculés sur un maillage adaptatif se comparent bien qualitativement
avec ceux obtenus sur un maillage fixe fin. À noter que dans le cas d’un maillage adaptatif, le
nombre d’éléments est inférieure à un sixième du nombre d’éléments dans le cas de maillage
fixe plus fin. Cela se traduit par une réduction significative des coûts de calcul. Comme le montre
la figure 6.3, le front de choc induit est bien capturé dans toutes les procédures d’adaptation de
maillage. Il est clair que la diffusion numérique est plus prononcée dans les résultats sur un
maillage grossier que dans les autres résultats. Pour quantifier davantage les résultats de ce test,
nous présentons dans le tableau 6.1, les profondeurs d’eau et les vitesses exactes et calculées.

Les comparaisons entre les résultats calculés et la solution analytique du profil de la surface
d’eau et de la vitesse le long de la ligne de coupe y = 10 m en utilisant différentes procédures
d’adaptation de maillage est présenté sur la figure 6.4. Dans les conditions d’écoulement ac-
tuelles, il est clair que le maillage fin et le maillage adaptatif produisent de meilleurs résultats
en comparaison avec la solution exacte. Les résultats sur un maillage grossier sont plus dissipa-
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TABLE 6.1 – Performance de la méthode GD en utilisant un maillage grossier, un maillage
adaptatif et un maillage fin pour le test de ressaut hydraulique oblique.

Solution Nombre des
éléments

Nombre des
nœuds

Profondeur h
(m)

Vitesse |−→u |
(m/s)

Avec un maillage grossier 2567 1352 1.5105 7.9616
Avec un maillage adaptatif 6034 3102 1.5077 7.9588
Avec un maillage fin 39517 20083 1.5042 7.9570
Exact - - 1.5000 7.9556

tive.
Les comparaisons entre les résultats simulés avec différentes fonctions de flux et les so-

lutions analytiques le long de la ligne de la ligne de coupe y = 10 m sont présentées sur la
figure 6.5. Les solutions calculées sont en bon accord avec les solutions analytiques. Les résul-
tats obtenus avec les flux HLL, Roe et HLLC sont identiques.
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FIGURE 6.4 – Ressaut hydraulique oblique : Comparaison des profils de la surface d’eau (a)
et les profils de vitesse (b) le long de la ligne de coupe longitudinale (y = 10 m) en utilisant
différentes procédures d’adaptation de maillage.

6.6.2 Onde de choc dans une contraction de canal

Le schéma GD est utilisé pour simuler l’onde de choc supercritique stable dans une contrac-
tion de canal. La solution analytique de ce problème est donnée par Ippen et Dawson (1951).
Dans la figure 6.6 on a présenté la vue en plan de l’onde de choc dans la contraction du canal.
Dans cette figure, Lab est la longueur de la contraction, α2 est l’angle de déviation de la paroi
du canal, β2 et β3 sont les angles du front du choc. b1 et b3 sont, respectivement, la largeur à
l’entrée et à la sortie du canal. Les vitesses d’écoulement dans les régions 1, 2 et 3 sont, res-
pectivement V1, V2, et V3. Ippen et Dawson (1951) ont montré qu’un rapport approprié de b1/b3
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FIGURE 6.5 – Ressaut hydraulique oblique : Comparaison des profils de la surface d’eau (a)
et les profils de vitesse (b) le long de la ligne de coupe longitudinale (y = 10 m) en utilisant
différents flux numériques.

pourrait minimiser les perturbations dans la région 3 et limiter les ondes de choc stagnantes au
sein de la partie contractée.

Lab

α2
a1

β2

d1
β3

C

(2)
(1) (3)

d2

a2

Choc frontal

b1

V1
V2

V3

b3

FIGURE 6.6 – Vue en plan de la construction dans un canal rectangulaire.

Dans ce qui suit, on adopte la contraction du canal proposé par Lin et al. (2005). La géo-
métrie et le maillage du calcul de canal sont présentés à la figure 6.7. La largeur du canal à
l’extrémité amont est b1 = 20 m et la largeur à l’extrémité aval est b3 = 10.548 m. L’angle
de déviation de la paroi est α2=12◦, et la longueur de la contraction est Lab = 22.234 m. Pour
les conditions aux limites, nous imposons une profondeur d’eau de 1 m, une vitesse longitu-
dinale de 8.4566 m/s, et une vitesse transversale nulle à l’amont du canal ce qui correspond à
un nombre de Froude égal à 2.7. Aucune condition aux limites n’est appliquée à l’extrémité
aval du canal. La solution exacte est de telle sorte que les angles des fronts de choc sont β2 =
33.69◦ et β3 = 48.10◦, tandis que les profondeurs d’eau dans la région 2 et la région 3 sont,
respectivement, 1.868 m et 2.562 m.
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FIGURE 6.7 – Onde de choc dans une contraction de canal : Maillages (premier ligne), vues 3D
de la surface d’eau (deuxième ligne), et les tracés de contours des profondeurs d’eau (troisième
ligne). De gauche à droite maillage grossier et maillage fin.

Les solutions d’écoulement permanent pour la profondeur d’eau sont présentées sur les fi-
gures 6.7 avec un maillage grossier (4094 éléments) et un maillage rafiné (16188 éléments). La
figures 6.8 montrent une comparaison entre la solution exacte et la profondeur d’eau simulée le
long de la ligne pointillée et la ligne continue (voir figure 6.7). La comparaison montre que le
schéma numérique donne des résultats satisfaisants même avec un maillage grossier. En utili-
sant un maillage raffiné on obtient une meilleure résolution au choc et les oscillations sont plus
faibles après le choc. La figure 6.9 compare la solution analytique et les solutions numériques le
long de deux droites en trait plein et en pointillé en utilisant différents flux numériques. Les ré-
sultats montrent que les différentes fonctions de flux numériques offrent une précision similaire.
Les ondes de choc sont capturées avec précision par le schéma numérique.

123



6.6. Tests numériques

0 5 10 15 20 25 30
0.5

1

1.5

2

2.5

3

x (m)

Z
(m

)

 

 

Maillage grossier

Maillage rafiné

Exact

0 5 10 15 20 25 30
0.5

1

1.5

2

2.5

3

x (m)

Z
(m

)

 

 

Maillage grossier

Maillage rafiné

Exact

(a) (b)

FIGURE 6.8 – Onde de choc dans une contraction de canal : Comparaison des profils de la
surface d’eau (a) le long de la ligne continue (b) le long de la ligne pointillé.
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FIGURE 6.9 – Onde de choc dans une contraction de canal : Comparaison des profils de la
surface d’eau le long de la ligne de coupe longitudinale (y = 10 m) en utilisant différents flux
numériques, (a) maillage grossier, (b) maillage fin.

6.6.3 Rupture de barrage circulaire

Dans ce test, nous étudions la rupture d’un barrage circulaire sur un fond plat et sans frotte-
ment. Il est un test canonique pour les modèles informatiques d’écoulement à surface libre, en
raison de la coexistence de différents régimes d’écoulement et la discontinuité dans la profon-
deur de l’eau (choc) au cours de l’évolution d’écoulement. La simulation de ce test intéressant
fournit une évolution temporaire spectaculaire de la forme d’onde. D’autre part, il donne la
possibilité de vérifier la conservation de la symétrie dans la solution numérique. Le problème a
été étudié d’abord par Alcrudo et García-Navarro (1993) puis par de nombreux auteurs (Delis
et Katsaounis, 2005; Lai, 2012; Anastasiou et Chan, 1997; Li et Liu, 2001; Lin et al., 2003;
Gottardi et Venutelli, 2004; Lai et al., 2005; Pilotti et al., 2010; Aricò et al., 2013; Amiri et al.,
2013).
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Initialement, le domaine physique consiste en deux régions d’eau calme séparées par une
paroi cylindrique (avec un rayon de 11 m) centrée dans un domaine carré de 50 m x 50 m. La
profondeur de l’eau à l’intérieur du barrage est de 10 m et à l’extérieur du barrage est de 1 m et
0 m, respectivement, pour un fond mouillé et un fond sec. On suppose aussi que u = v = 0 m/s
dans tout le domaine. À t = 0 s, la paroi est alors complètement supprimé et nous assistons à
une onde de crue qui se propage radialement et symétriquement dans le domaine à partir du
centre du cylindre. Un maillage de 3558 éléments triangulaires, représenté sur la figure 6.10 et
un nombre de Courant C = 0.3 sont utilisées pour la simulation.
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FIGURE 6.10 – Rupture de barrage circulaire : présentation du maillage.
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FIGURE 6.11 – Rupture de barrage circulaire sur un fond mouillé : (a) présentation 3D, (b)
courbe de niveau à l’instant t = 0.69 s.

La figure 6.11 présente la vue en 3D et les courbes de niveaux de la hauteur d’eau sur un
fond mouillé à l’instant t = 0.69 s. Dans ce cas on voit clairement le passage d’un écoulement de
type fluvial à un écoulement torrentiel. On peut voir aussi que les ondes se propagent de façon
uniforme et symétrique. La symétrie radiale est légèrement déformée à cause de l’incapacité de
représenter un cercle sur un maillage triangulaire. La figure 6.12 représente une coupe pour les
hauteurs effectuée en y = 25 m à des instants différents. On observe clairement la propagation
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FIGURE 6.12 – Rupture du barrage circulaire : (a) Profil de la surface libre (b) les valeurs
absolues correspondantes du nombre de Froude à des instants différents (demi-coupe en y =
25 m).

de l’onde du choc à partir du centre. Il existe aussi une onde de raréfaction qui se déplace
radialement vers le centre et a tendance à atteindre le point central d’origine. Ces résultats sont
en très bon accord avec ceux obtenus récemment par (Delis et Katsaounis, 2005; Lai, 2012;
Anastasiou et Chan, 1997; Li et Liu, 2001; Lin et al., 2003; Gottardi et Venutelli, 2004; Lai
et al., 2005; Pilotti et al., 2010; Aricò et al., 2013; Amiri et al., 2013).

Le cas d’un fond sec à l’extérieur du cylindre est également considéré ici et présenté sur les
figures 6.13 et 6.14. On peut voir seulement une onde de raréfaction qui se prolonge dans la
région sèche. Aucune onde secondaire n’est formée comme dans le cas d’un fond mouillé. Le
schéma est capable de traiter le problème de lit sec.
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FIGURE 6.13 – Rupture de barrage circulaire sur un fond sec : (a) présentation 3D, (b) courbe
de niveau.
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FIGURE 6.14 – Rupture de barrage circulaire sur un fond sec : Profil de la surface libre à des
instants différents (demi-coupe en y = 25 m).

6.6.4 Rupture partielle de barrage

Dans la réalité, les écoulements torrentiels dus à une rupture de barrage et de segments de
digues sont souvent de nature bidimensionnelle. Par conséquent, l’objectif de ce cas-test est de
vérifier la capacité du modèle proposé à reproduire la propagation bidimensionnelle de crues en
la présence d’un front discontinu de la hauteur d’eau et de la vitesse sur un fond mouillé.

Ce cas-test consiste à étudier l’écoulement torrentiel dû à une rupture partielle et asymé-
trique de barrage. Ce cas-test, qui a été proposé par Fennema et Chaudhry (1990), est largement
utilisé par de nombreux modélisateurs (Delis et Katsaounis, 2005; Loukili et Soulaïmani, 2007;
Ma et al., 2007; Akoh et al., 2010; Kuiry et al., 2010; Wood, 2010; Zhang et Wu, 2011; Lai,
2012; Duran et Marche, 2014) pour valider leurs modèles de rupture de barrage.

L’intérêt particulier de ce problème est que sa solution est caractérisée par :

— une onde de choc qui se propage vers l’aval en y augmentant brusquement la hauteur
d’eau et se modifie par une onde de réflexion (lorsqu’elle se heurte à la paroi) ;

— une onde de raréfaction (de dépression), qui se déplace vers l’amont en y diminuant la
hauteur d’eau, souvent décrite comme choc de raréfaction.

Étudions un bassin de 200 m de large, 200 m de long et de fond plat, sans frottement. L’eau
est retenue dans la partie gauche du bassin. On suppose qu’à t = 0 s, brusquement le barrage
du réservoir est en rupture partielle et non symétrique sur une longueur de 75 m. L’épaisseur
du barrage est de 10 m sur la direction des écoulements. La figure 6.15 donne une description
géométrique de ce problème. La profondeur d’eau dans le réservoir est de 10 m et en aval du
réservoir est de 5 m et 0 m, respectivement, pour un fond mouillé et un fond sec. L’eau dans
le bassin est en repos à t = 0 s, c’est-à-dire u = v = 0 m/s partout. Le bassin est fermé sur les
quatre côtés. Une condition dite de "non glissement" est imposée à toutes les parois.
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FIGURE 6.15 – Rupture partielle de barrage : présentation du maillage.

Le domaine étudié a été discrétisé en 3558 triangles (figure 6.15). Le pas de temps ∆t =
0.01 s pour toutes les simulations. La durée de simulation est de 10.2 s comptée à partir de la
rupture de barrage.

Les figure 6.16, 6.17, 6.18, 6.19, 6.20 et 6.21 représentent les résultats obtenus par le mo-
dèle proposé sur un fond mouillé à t = 2.2 s, 4.2 s, 6.2 s, 7 s, 8.2 s et 10.2 s, respectivement.
Les résultats sont visualisés en deux types de figures : surface libre en trois dimensions (section
a) et contour de dénivellation (section b). À t = 7 s, le front d’onde est parvenu jusqu’à la pa-
roi gauche du bassin ; le front est bien développé dans la partie centrale en aval. Ces résultats
semblent très similaires à ceux présentés par les études existantes et précédemment mention-
nées. Nous remarquons un haussement très léger de la surface libre au niveau du front d’onde.
On observe également ce haussement dans les études existantes et précédemment mentionnées.
Bien que notre modèle soit basé sur la méthode GD, les résultats de ce cas-test prouvent indénia-
blement la capacité de notre modèle à capturer l’onde choc dans un problème bidimensionnel.
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FIGURE 6.16 – Rupture partielle de barrage sur un fond mouillé : (a) présentation 3D, (b) courbe
de niveau à t = 2.2 s.
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FIGURE 6.17 – Rupture partielle de barrage sur un fond mouillé : (a) présentation 3D, (b) courbe
de niveau à t = 4.2 s.
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FIGURE 6.18 – Rupture partielle de barrage sur un fond mouillé : (a) présentation 3D, (b) courbe
de niveau à t = 6.2 s.
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FIGURE 6.19 – Rupture partielle de barrage sur un fond mouillé : (a) présentation 3D, (b) courbe
de niveau à t = 7 s.
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FIGURE 6.20 – Rupture partielle de barrage sur un fond mouillé : (a) présentation 3D, (b) courbe
de niveau à t = 8.2 s.
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FIGURE 6.21 – Rupture partielle de barrage sur un fond mouillé : (a) présentation 3D, (b) courbe
de niveau à t = 10.2 s.

Les figure 6.22, 6.23, 6.24, 6.25 et 6.26 représentent les résultats obtenus par le modèle
proposé sur un fond sec à t = 2 s, 4 s, 5.5 s, 8 s et 10 s, respectivement. Les résultats sont
visualisés en deux types de figures : surface libre en trois dimensions (section a) et contour
de dénivellation (section b). À t = 5.5 s, le front d’onde est parvenu jusqu’à la paroi gauche
du bassin ; le front est bien développé dans la partie centrale en aval. Ces résultats semblent
très similaires à ceux présentés par les études existantes et précédemment mentionnées. Nous
remarquons un haussement très léger de la surface libre au niveau du front d’onde. On observe
également ce haussement dans les études existantes et précédemment mentionnées. Bien que
notre modèle soit basé sur la méthode GD, les résultats de ce cas-test prouvent indéniablement
la capacité de notre modèle à capturer l’onde choc dans un problème bidimensionnel et sur un
fond sec.
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FIGURE 6.22 – Rupture partielle de barrage sur un fond sec : (a) présentation 3D, (b) courbe de
niveau à t = 2 s.
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FIGURE 6.23 – Rupture partielle de barrage sur un fond sec : (a) présentation 3D, (b) courbe de
niveau à t = 4 s.
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FIGURE 6.24 – Rupture partielle de barrage sur un fond sec : (a) présentation 3D, (b) courbe de
niveau à t = 5.5 s.

131



6.6. Tests numériques

0

50

100

150

200 0

50

100

150

2000

2

4

6

8

10

 

y (m)
x (m) 

Z
(m

)

5

6

7

8

9

10

9.99

9

9

8

7

6

5

4

3

2

1

1

0.01

0.01

x (m)

y
(m

)

0 50 100 150 200
0

50

100

150

200

(a) (b)

FIGURE 6.25 – Rupture partielle de barrage sur un fond sec : (a) présentation 3D, (b) courbe de
niveau à t = 8 s.
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FIGURE 6.26 – Rupture partielle de barrage sur un fond mouillé : (a) présentation 3D, (b) courbe
de niveau à t = 10 s.

6.6.5 Rupture partielle de barrage (résultats expérimentaux)

Afin d’enregistrer les résultats expérimentaux pour le problème d’une rupture partielle de
barrage, Fraccarollo et Toro (1995) ont réalisé un modèle réduit. Il s’agit d’un domaine qui
comporte un réservoir et un bassin d’inondation (Fig. 6.27) dont il est installé conventionnel-
lement des stations d’observation (points de jaugeages) (Tab. 6.2). Le réservoir est de 1 m de
longueur et de 2 m de largeur, alors que le bassin d’inondation est de 3 m de longueur et de
2 m de largeur. Les frontières du bassin d’inondation sont toutes ouvertes. La rupture partielle
de 0.4 m est localisée au milieu du barrage. Le lit du canal est horizontal. La hauteur initiale
dans le réservoir à l’amont du barrage est de 0.6 m. Le bassin d’inondation est initialement sec.
Les valeurs de profondeur ont été obtenues en convertissant les valeurs de mesure de pression.
En outre, certaines stations ont également été équipées d’un dispositif de mesure directe de la
profondeur. On trouvera dans le travail de Fraccarollo et Toro (1995) tous les détails sur les
données expérimentales.

Le domaine étudié a été discrétisé en 1663 triangles et le pas de temps ∆t = 0.01 s. La
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TABLE 6.2 – Disposition expérimentale du réservoir et du bassin d’inondation (Fraccarollo et
Toro, 1995).

Location Stations
-5A -4B C O 4 4A 8A 10A 5B 9B

x (m) 0.18 0.155 0.48 1 1.00 1.322 1.722 2.02 1.454 1.802
y (m) 1.00 0.500 0.40 1 1.16 1.000 1.000 1.00 1.250 1.450

b

b

bbbb
b

b
b

b
-5A O

4

5B

4A 8A 10A

9B

-4B
C

3m

x

1 m

2 m

Réservoir Bassin d’inondation

FIGURE 6.27 – Disposition expérimentale du réservoir et du bassin d’inondation (Fraccarollo
et Toro, 1995).

Figure 6.28 confrontent les valeurs numériques et expérimentales de la hauteur d’eau pendant
10 s aux sondes indiquées au tableau 6.2. Ces figures montrent que la variation de la profondeur
est très bien décrite dans tous les points par le modèle numérique. À l’intérieur du réservoir
et aux stations -4B, -5A et C, la profondeur calculée s’accorde parfaitement avec les données
observées. La variation de la profondeur au centre de la brèche (emplacement O) est également
bien prédite par les modèles. Peu après la rupture de barrage, le niveau d’eau à la brèche tombe
brusquement et ensuite augmente pour se corriger. La chute initiale est dû au fait qu’à l’instant
de la rupture pendant que l’eau au voisinage du barrage est relâchée instantanément, il existe
un certain décalage dans le temps avant que les zones latérales commencent à contribuer à
l’écoulement. Le modèle capturer correctement ce phénomène. Un phénomène similaire est
remarqué à un autre point dans la section de rupture (emplacement 4). Fraccarollo et Toro
(1995) ont notés que ce point se caractérise par une forte déviation par rapport à la distribution
supposée de la pression hydrostatique. Les résultats en 3D à ce point est très important en
raison de l’impact du coin et de la courbure des lignes de courant dans la verticale. Malgré le
fait que les équations ne sont pas capables de traiter ces effets, les profondeurs calculées ne
diffèrent pas significativement de la surface de l’eau observée. En aval de la brèche, on observe,
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FIGURE 6.28 – Rupture partielle de barrage (résultats expérimentaux) : Hauteurs d’eau calculées
et observées sur les différentes stations.
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à tous les points, au début, une augmentation brusque de la profondeur suivie d’une forte baisse.
Par la suite, la profondeur d’eau continue à baisser. L’augmentation brusque de la profondeur
indique l’arrivée du front d’onde dont le temps d’arrivé est correctement prédit par le modèle.
Le manomètre indique, au niveau de trois stations plus près de la section de rupture, 4A, 5B et
8A, une profondeur beaucoup plus grande que celui calculée pendant l’arrivée du front d’onde.
Cela concorde avec les conclusions de Fraccarollo et Toro (1995). L’écart est expliqué par le
fait qu’au voisinage de la brèche en aval du réservoir, la courbure des lignes de courant ainsi que
l’impact de l’eau arrivant du réservoir donne une pression supérieure à la pression hydrostatique.
À la station 8A, les mesures de pressions ont été vérifiées expérimentalement en comparant ces
mesures avec les valeurs des profondeurs mesurées directement (Fraccarollo et Toro, 1995).
Une fois que le front d’onde passe, la pression hydrostatique règne et les résultats de calcul sont
conformes aux observations. Dans les stations plus éloignées de la section de rupture, 9B et
10A, l’effet de courbure des lignes de courant est diminué et le modèle prédire avec précision
les hydrogrammes de profondeurs observées.

6.6.6 Rupture d’un barrage dans un canal venturi

Un modèle physique a été établi au sein du LNEC (Laboratório Nacional de Engenharia
Civil, Lisbonne, Portugal) en collaboration avec IST (Instituto Superior Técnico) par Bento
(1996) afin d’étudier les écoulements dus à une rupture de barrage dans un canal convergent
divergent sur un fond sec et rugueux (avec frottement). Une configuration simple du canal est
présentée dans la Figure 6.29.

Le canal est rectangulaire de 19.3 m de long avec un fond plat. La section transversale
est rectangulaire de 0.50 m de large. Une écluse démontable est posée dans le canal à 6.1 m de
l’extrémité gauche pour créer un réservoir qui maintient l’eau initialement au repos. Un segment
de canal rétréci est situé à 7.70 m en aval de l’écluse. Ce segment se compose de :

— une partie de rétrécissement de 0.2 m de long qui ramène la largeur du canal de 0.50 m à
0.20 m. Les deux parois latérales de cette partie sont symétriques par rapport à l’axe du
canal avec lequel elles font donc un angle de 45 degré ;

— une partie rectangulaire de 1.00 m de long et de 0.20 m de large ; et

— une partie d’élargissement de 0.20 m de long qui augmente la largeur de 0.20 m à 0.50 m.

En aval de l’écluse, le fond est sec. On enlève l’écluse en 0.2 s approximativement pour simuler
la rupture du barrage.

Cette configuration provoque : i) une onde de choc qui se propage depuis la brèche vers
l’aval et une onde de raréfaction qui se propage vers l’amont ; ii) une onde de réflexion due au
rétrécissement du canal. En effet, lorsque l’onde de choc arrive au niveau du rétrécissement, elle
se réfléchit partiellement et crée l’onde de réflexion qui fait monter le niveau d’eau et y dresse,
à nouveau, un front d’onde se propageant vers l’amont. Dans ce contexte, l’écoulement peut
passer, à plusieurs reprises, d’un régime à l’autre : de fluvial à torrentiel avec la propagation
de l’onde de choc, de super critique à sous critique (ressaut hydraulique) avec la propagation
vers l’amont du front de réflexion et ensuite l’élargissement brusque après le rétrécissement
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FIGURE 6.29 – Rupture d’un barrage dans un canal venturi : Géométrie du canal et positions
des points de mesure.

fait changer encore le régime d’écoulement. Ce phénomène physiquement compliqué rend la
modélisation plus complexe et crée probablement des oscillations numériques inattendues.

Ce cas-test, qui a été également étudié par nombreux auteurs (Brufau et García-Navarro,
2003; Murillo et al., 2005; Shi, 2006; Ghostine et al., 2009; Korichi, 2013) nous permet donc
de vérifier la capacité du présent modèle à reproduire un tel phénomène bidimensionnel et com-
plexe : changement du régime de l’écoulement, et capture des fronts discontinus dans une géo-
métrie arbitraire.

La hauteur d’eau initiale est de 0.3 m dans le réservoir, et de 0.003 m en aval de l’écluse.
L’eau est initialement au repos, la vitesse est donc imposée zéro partout dans le canal (Figure
6.29). Dans la partie en aval du segment rétréci, l’écoulement est en régime torrentiel. En consé-
quence, à la frontière ouverte à l’extrémité droite du canal, x=19.3 m , aucune contrainte ni sur
la hauteur d’eau ni sur la vitesse n’est imposée. La dénivellation de la surface libre et la vitesse
sont calculées par la méthode des caractéristiques. Une condition de glissement a été imposée
sur toutes les parois du canal.
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FIGURE 6.30 – Raffinement du maillage dans le segment rétréci du canal venturi : (a) entrée et
(b) sortie.

Le domaine de calcul est discrétisé par une grille non structurée de 28855 triangles de tailles
différentes et de 15155 nœuds. La grille est plus raffinée à l’entrée et à la sortie du segment
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rétréci (voir Fig. 6.30). Murillo et al. (2005) ont utilisés une grille de 42621 triangles et Shi
(2006) a utilisé 39067 triangles. La durée de simulation est de 10 s. Le pas de temps est de
0.001 s.

Afin de maintenir une solution stable, une valeur de tolérance de profondeur d’eau h =

0.003 m est définie. La zone sera déclarée sèche lorsque la profondeur d’eau h < 0.0001 m.
Le même coefficient de Manning nm=0.01 s/m1/3 est utilisé par Murillo et al. (2005) pour le
frottement sur fond.

L’évolution de la hauteur d’eau a été mesurée par quatre sondes dont les positions sont
données dans la Figure 6.29 : La sonde S1 se trouve à l’intérieur du réservoir à 1.0 m en amont
de l’écluse ; la sonde S2 se situe à 6.10 m en aval de l’écluse, avant le rétrécissement ; la sonde
S3 est à 8.8 m en aval de l’écluse, à l’intérieur même du segment rétréci ; la sonde S4 se trouve
dans la partie d’élargissement à 10.50 m en aval de l’écluse.
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FIGURE 6.31 – Comparaison entre les données expérimentales et les résultats numériques de la
profondeur d’eau aux points de jaugeage S1 (a), S2 (b), S3 (c) et S4 (d) du problème de rupture
d’un barrage dans un canal venturi.

La Figure 6.31 confrontent les valeurs numériques et expérimentales de la hauteur d’eau
pendant 10 s aux sondes S1 à S4. La Figure 6.31 (a) présente l’évolution de la hauteur d’eau dans
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le réservoir à la sonde S1. Jusqu’à la 6ème seconde, les valeurs numérique et expérimentale se
rapprochent bien. Elles se décalent après avec une descente nette de la surface libre calculée par
rapport à celle de mesures. À la sonde S1, les résultats de Brufau et García-Navarro (2003); Shi
(2006) et Korichi (2013) affichent le même phénomène. La Figure 6.31 (b) montre clairement
l’arrivée à S2 de l’onde de choc due au l’enlèvement de l’écluse, qui crée à 3 secondes plus tard,
une onde de réflexion marquée par une montée d’eau (front de choc). On remarque que l’arrivée
de l’onde de choc à S2 calculée par le modèle est en accord avec celle de mesures. À t = 4 s,
le front de l’onde atteint la constriction. Une onde de réflexion est ainsi créée. Elle commence
à se propager en amont, tandis que l’onde de choc poursuit sa propagation en aval. L’onde de
réflexion passe par la sonde S2 au temps t = 8.80 s. On remarque que l’arrivée de l’onde de
réflexion à S2 calculée par le modèle est en avance de 1.5 seconde par rapport aux mesures.
On constate également un léger décalage entre les deux profils calculés et mesurés après 9 s.
La Figure 6.31 montre l’arrivée du front de choc aux sondes S3 et S4. Le temps d’arrivée est
correctement estimé. Cependant, de légers décalages entre les deux profils calculés et mesurés
ont été constatés aux sondes S3 et S4. Ce décalage est également présent dans les résultats de
Brufau et García-Navarro (2003) et Korichi (2013).

6.6.7 Rupture d’un barrage sur un canal en forme L

Quand un écoulement permanent se déplace autour d’une courbe, le niveau de l’eau monte
auprès de la rive extérieure et un abaissement correspondant se produit auprès de la rive interne.
Pour un écoulement rapidement varié autour d’un coude brusque, un onde peut former et en-
traîner d’importantes pertes de charge locales qui affecteront la progression de l’eau en aval du
coude. La forme de la vallée à une grande influence sur la vitesse de propagation. Les coudes
peuvent ralentir le front mais provoquer aussi une augmentation du niveau d’eau en amont ou
même conduire à la formation d’ondes se déplaçant vers l’amont (Frazão et al., 1998).

Cette expérience a été réalisée par une équipe de recherche dans le département du génie
civil à l’Université Catholique de Louvain en Belgique (Morris, 2000). Il s’agit d’un dispositif
composé par un réservoir semi-enterré dont les dimensions sont 2.44 m x 2.39 m lié à un canal
rectangulaire en forme L d’une longueur de 4 m et une largeur de 0.494 m (cf. Figure 6.32).
La deuxième tranche du canal forme un angle de 90◦ avec la première, elle mesure 0.33 m.
Le fond du canal est surélevé à 0.33 m par rapport au fond du réservoir. L’extrémité aval du
canal est ouverte. Le niveau d’eau initial dans le réservoir est de 0.20 m au-dessus du fond du
canal. On considère pour ce test deux configurations : dans la première configuration, le canal
est mouillé avec une lame d’eau initiale égale à 0.01 m. Dans la deuxième configuration, le
canal est à sec. Le coefficient de rugosité Manning de 0.0095 s/m1/3 est utilisé pour le lit du
canal et 0.0195 s/m1/3 pour les parois du canal. La vanne à la sortie du réservoir représente le
barrage. Nous supposons une rupture instantanée. Ce test est largement utilisé par de nombreux
modélisateurs (Lai, 2012; Jha, 2006; Zhou et al., 2004; Gottardi et Venutelli, 2004; Liang et al.,
2004; Erpicum et al., 2010). Les observations expérimentales ont été effectué au niveau de six
points de mesures réparties conventionnellement sur le domaine. Les positions des stations de
mesure sont données dans le tableau 6.3 et la figure 6.32.
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FIGURE 6.32 – Rupture d’un barrage sur un canal en forme de L : Vues en plan et transversale.

TABLE 6.3 – Rupture d’un barrage sur un canal en forme de L : localisation des points de
jaugeage.

points de jaugeage G1 G2 G3 G4 G5 G6

x (m) 1.19 2.74 4.24 5.74 6.56 6.56
y (m) 1.20 0.69 0.69 0.69 1.51 3.01

Le domaine étudié a été discrétisé en 8471 triangles. Le pas de temps ∆t = 0.001 s pour
toutes les simulations. La durée de simulation est de 40 s comptée à partir de la rupture de
barrage.

Figures 6.33 et 6.34 confrontent les valeurs numériques et expérimentales du niveau d’eau
en fonction du temps aux différents points de mesures, respectivement pour un fond mouillé et
sec. En conséquence de la position non centrée de la vanne le front circulaire de vidange ne par-
vient pas à toutes les parois en même temps, en produisant des réflexions et des oscillations non
symétriques. Toutefois, cela ne semble pas avoir une grande influence sur l’écoulement dans
le canal, en particulier pendant les premières secondes lorsque le phénomène le plus fort est
constitué de l’onde de rupture de barrage. Après la rupture instantané l’onde de rupture se pro-
page dans le canal et frappe le coude à environ 2.9 s ce qui provoque une onde de réflexion qui
se propage dans le sens inverse vers le réservoir. C’est pourquoi qu’on voit dans les stations G2,
G3 et G4 deux pic. Le premier représente l’onde de rupture et l’autre l’onde de réflexion. Pour
les deux stations G4 et G5 situé en aval du code on voit un seul pic qui représente l’onde déviée
par le code. Après 16 s, l’onde réfléchie par le coude atteint le réservoir et disparaît. L’écoule-
ment devient alors quasi permanent. La forme générale de la surface d’eau est préservée, mais
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le niveau d’eau diminue progressivement.
Dans les deux cas d’écoulements sur fond mouillé et sec, les résultats à la station G1 re-

présente la courbe de vidange du réservoir. La courbe présente une chute brusque de la surface
libre dans le réservoir de 0 à 15 s après la rupture du barrage, suivie d’une diminution plus
progressive de la surface libre de 20 à 40 s. L’évolution du niveau d’eau est bien prédite, ce qui
signifie que le modèle numérique calcule le vrai débit entrant dans le canal. Après le passage de
l’onde aux stations G2, G3 et G4, l’évolution temporelle du niveau d’eau est semblable à celle
dans le réservoir, et représente la vidange progressive du système. Une des différences entre les
résultats des modèles numériques et les mesures sont dans les temps d’arrivée de l’onde. Un re-
tard approximatif de 2 s est remarqué aux stations G2, G3 et G4. La principale différence entre
les résultats numériques et expérimentaux est à la station G5, où le niveau d’eau numérique est
plus élevé que le niveau d’eau expérimentale. Cette différence est probablement due à la perte
de charge locale supplémentaire causée par le coude de 90◦, pas pris en compte dans le modèle
numérique. Ces écarts sont également évidentes dans les résultats présentés par Lai (2012); Jha
(2006); Zhou et al. (2004); Gottardi et Venutelli (2004); Liang et al. (2004); Erpicum et al.
(2010)

6.6.8 Rupture de barrage dans un canal WES

Le présent cas-test sert à évaluer la capacité du modèle proposé à calculer les écoulements
torrentiels bidimensionnels sur un fond sec en grande pente ainsi que le traitement du passage
d’une zone sèche à une zone mouillée. Il s’agit ici des expériences physiques conduites au
Waterways Experiment Station (WES) (1960), de l’U. S. Army Corps of Engineers, pour lesquels
on possède un certain nombre de mesures de vitesses et de hauteurs d’eau dans un canal de
laboratoire.

Le canal étudié est de 121.914 m de long, 1.219 m de large. Le fond en pente de 0.005 est
relativement lisse avec un coefficient de frottement de Manning n=0.009 s/m1/3 (Khan, 2000).
Un barrage d’épaisseur infiniment petite, de 0.305 m de hauteur est situé à mi-longueur du
canal. Sur les deux côtés latéraux du canal, une condition de non glissement est imposée. On
considère les deux cas de destruction partielle et totale du barrage. Dans le cas d’une rupture
partielle, la largeur de la brèche est de 0.366 m.

Ce test est également utilisé par Bellos et al. (1991); Lai (2012); Khan (2000); Lin et al.
(2003); Ying et al. (2004); Liao et al. (2007); Shi (2006); Catella et al. (2008); Chang et al.
(2011). Initialement la surface d’eau en amont du barrage est aussi haute que le barrage (0.305 m)
et le fond en aval est sec. On suppose que, à t=0 s s’ouvre brusquement une brèche dont la po-
sition et la dimension ont été citées en dessus. La figure 6.35 présente le canal et les conditions
initiales.

À l’extrémité amont x= 0 m , le niveau de la surface libre Z = 0.61 m est imposé et inchangé
en cours de calcul. Comme l’écoulement est supercritique dans toute la partie aval du barrage,
à l’extrémité aval x = 122 m, la dénivellation de la surface libre et la vitesse sont déterminées
par une méthode de caractéristiques. Sur les deux côtés latéraux du canal, une condition de non
glissement est imposée.
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FIGURE 6.33 – Rupture d’un barrage sur un canal en forme L sur un fond mouillé : Comparaison
entre les données expérimentales et les résultats numériques de la profondeur d’eau aux points
de jaugeage G1 (a), G2 (b), G3 (c), G4 (d), G5 (e) et G6 (f).
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FIGURE 6.34 – Rupture d’un barrage sur un canal en forme L sur un fond sec : Comparaison
entre les données expérimentales et les résultats numériques de la profondeur d’eau aux points
de jaugeage G1 (a), G2 (b), G3 (c), G4 (d), G5 (e) et G6 (f).
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FIGURE 6.35 – Rupture de barrage dans un canal WES, Configuration du canal.

Le domaine est discrétisé en 5000 éléments pour une rupture totale et 6000 éléments pour
une rupture partielle. Le pas de temps utilisé est ∆t = 0.0125 s et le critère du lit sec est fixé à
hdry = 10−4 m. La durée de simulation est de 200 s.

Les niveaux d’eau ont été mesurés aux stations P1 jusqu’au P6. Les positions des stations de
mesure sont données dans la Figure 6.35. Les distances entre ces stations et l’extrémité gauche
du bassin sont 30.48, 45.72, 59.44, 68.58, 85.34 et 106.68 m, respectivement.

La Figure 6.36 nous permet de comparer la hauteur d’eau h obtenue par notre modèle avec
les mesures pour une rupture totale du barrage. Le modèle numérique donne des valeurs de
h presque identiques aux valeurs mesurées. Sur la Figure 6.36 nous pouvons constater que le
modèle numérique prévient exactement l’arrivée de l’onde de dépression aux stations P1, P2

et P3 et donc simule parfaitement la vidange progressive du système. Nous pouvons constater
aussi que la hauteur d’eau soit légèrement supérieure aux valeurs de mesures à la station P2.
En aval de la brèche, on observe, aux trois stations (P4, P5 et P6), au début, une augmentation
brusque de la profondeur suivie d’une baisse légère. L’augmentation brusque de la profondeur
indique l’arrivée du front d’onde dont le temps d’arrivé est correctement prédit par le modèle.
La Figure 6.37 nous permet de comparer la hauteur d’eau h obtenue par notre modèle avec les
mesures pour une rupture partielle du barrage. Les mêmes remarques peuvent être faites sauf
que dans ce cas la vidange du réservoir est plus progressive et nécessite plus de temps puisque
la largeur de la brèche représente 30% de la largeur totale du barrage.

Dans cette section, nous avons étudié un écoulement dû à une rupture de barrage sur un fond
rugueux et en grande pente. À la sortie du bassin, l’écoulement reste torrentiel. La frontière
ouverte est donc supposée libre de toute contrainte, ni sur la hauteur d’eau ni sur la vitesse ou
débit sortant. Un accord global entre les valeurs calculées et mesurées est obtenu. Le cas-test
confirme la capacité du modèle à reproduire les écoulements bidimensionnels en présence d’un
front discontinu sur un fond incliné avec frottement. Les domaines découvrants et recouvrants
sont bien traités par le modèle.

143



6.6. Tests numériques

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
1
)

Mesuré (P
1
)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.04

0.08

0.12

0.16

0.2

0.24

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
2
)

Mesuré (P
2
)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
3
)

Mesuré (P
3
)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
4
)

Mesuré (P
4
)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
5
)

Mesuré (P
5
)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.02

0.04

0.06

0.08

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
6
)

Mesuré (P
6
)

FIGURE 6.36 – Rupture totale de barrage dans un canal WES : Comparaison des hauteurs d’eau
calculées et observées aux différentes stations.

6.6.9 Rupture de barrage sur une bosse triangulaire

Un cas de test en laboratoire d’une onde de rupture de barrage en interaction avec un obstacle
triangulaire est considéré pour vérifier la capacité du schéma numérique à simuler l’écoulement
sur un lit non uniforme et des phénomènes de couvrement/découvrement. L’expérience a été
menée à l’Université de Bruxelles en Belgique (Hiver, 2000) et recommandé par la commission
européenne du projet CADAM (Morris, 2000) comme un test de référence. Le modèle physique
comprenait la simulation des phénomènes hydrauliques complexes tels que les chocs, transitions

144



6.6. Tests numériques

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
1
)

Mesuré (P
1
)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.04

0.08

0.12

0.16

0.2

0.24

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
2
)

Mesuré (P
2
)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.1

0.2

0.3

0.4

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
3
)

Mesuré (P
3
)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
4
)

Mesuré (P
4
)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.02

0.04

0.06

0.08

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
5
)

Mesuré (P
5
)

0 25 50 75 100 125 150 175 200
0

0.02

0.04

0.06

0.08

t (s)

h
(m

)

 

 

Simulé (P
6
)

Mesuré (P
6
)

FIGURE 6.37 – Rupture partielle de barrage dans un canal WES : Comparaison des hauteurs
d’eau calculées et observées aux différentes stations.

entre des zones humides et sèches et l’écoulement sur un obstacle. Le dispositif expérimental,
dont le dessin est représenté dans la figure (6.38), se compose d’un canal rectangulaire fermé
de 38 m de long et 1.75 m de large. Une vanne sépare le réservoir d’un canal droit de 22.5 m
de longueur. Cette vanne peut être tirée rapidement vers le haut afin de simuler une rupture de
barrage instantanée. Une bosse triangulaire symétrique de 0.4 m de haut et de 6 m de longueur
se situe à 13 m en aval de la vanne. Six points de jaugeage (G2, G8, G10, G11, G13 et G20),
situés sur le lit du canal à distances différentes du barrage, sont utilisés pour mesurer l’élévation
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de l’eau à chaque 0.1 s pour une période de 90 s. Les numéros des points de jaugeage indiquent
la distance de la vanne, par exemple, G2 est situé à 2 m en aval de la vanne. Le coefficient de
rugosité de Manning pour le lit du canal est de 0.0125 s/m1/3.

b b b
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FIGURE 6.38 – Rupture d’un barrage sur une bosse triangulaire : Profil en long du canal.

Comme il concerne la comparaison des résultats numériques et les données expérimentales,
ce cas de test a été souvent considéré par de nombreux chercheurs (Loukili et Soulaïmani, 2007;
Kuiry et al., 2010; Wood, 2010; Lai, 2012; Aricò et al., 2013; Kesserwani et Liang, 2010; Wang,
2011; Singh et al., 2011; Zhou et al., 2004; Chang et al., 2011; C̆rnjarić-Z̆ic et al., 2004; Erpi-
cum et al., 2010; Liao et al., 2007; Lai et Khan, 2012b; Prestininzi et al., 2014).

L’extrémité amont est considérée comme une paroi solide. Les conditions aux limites aval
sont étudiés expérimentalement selon trois cas :

— le premier cas est une sortie libre à l’aval ;

— le second cas consiste en un écoulement au-dessus d’un seuil à l’aval ;

— le troisième cas consiste en un écoulement de l’eau dans le canal avec un obstacle à l’aval
empêchant l’eau de s’écouler à l’aval du canal.

La vanne est brusquement retiré à t=0 s et l’écoulement résultant est simulé pendant 90 s sur un
maillage uniforme avec 22 800 éléments triangulaires réguliers et 12 176 nœuds. La simulation
est effectuée avec C = 0.8.

L’intérêt de cet exemple est de disposer :

— d’un résultat expérimental,

— de plusieurs conditions aux limites externes,

— d’une condition aux limites internes,

— d’un débit négatif en transitoire.

Après la rupture, l’eau emprisonnée dans le réservoir se propage en aval sur la plaine d’inonda-
tion. Après environ 3 s, le front d’onde atteint l’obstacle triangulaire et passe au-dessus de ceci.
Il se forme une onde de choc due à l’interaction entre le flux entrant et la topographie du lit et
commence à se propager dans une direction opposée vers la limite amont. Pendant que l’onde
de choc se déplace en amont, une onde de raréfaction se développe et se déplace vers aval, ce
qui diminue la profondeur d’eau au-dessus de la bosse. Plusieurs ondes de choc et de raréfaction
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se déplacent dans des directions opposées le long du canal se réfléchies soit par la paroi amont,
soit par la bosse. Ces interactions et processus de couvrement/découvrement continuent jusqu’à
ce que l’écoulement soit amorti par des effets de frottement.
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FIGURE 6.39 – Rupture de barrage sur une bosse triangulaire pour le cas d’un fond sec : Com-
paraison des hauteurs d’eau calculées et observées sur les différentes stations.

La figure 6.39 compare les profondeurs d’eau simulées avec celles mesurées aux points de
jaugeage pour le cas d’un fond sec. Les résultats simulés sont en bon accord avec les données de
mesures. Le temps d’arrivée de l’onde et la profondeur d’eau sont bien prédits à tous les points
de mesure. Au point G2 situé en aval de la vanne, le temps d’arriver et la profondeur d’eau
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sont précisément prédites. L’effet de couvrement/découvrement au point critique de mesure
G13 situé au sommet de la bosse est modélisé correctement. Les profondeurs d’eau maximales
prévue aux points G8, G10 et G11 sont plus élevées que les mesures expérimentales. Cela
peut être dû à l’effet de la turbulence, l’entraînement d’air, ou la différence de rugosité à la
transition au niveau de la bosse. Un petit écart est observé au point G20 (après la bosse) entre
les valeurs numériques et mesurées en termes de profondeur d’eau. Ceci est également observé
par d’autres chercheurs utilisant schémas numériques. La raison est peut-être liée au fait que la
forme d’onde en aval de l’obstacle devient très complexe et instable, de sorte que l’hypothèse de
la distribution hydrostatique de développent des équations de Saint–Venant n’est plus valable.
Cependant, le temps d’arriver est précisément modélisé et cela est le facteur le plus important
dans la simulation du problème de rupture de barrage.
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FIGURE 6.40 – Rupture de barrage sur une bosse triangulaire pour le cas d’un fond mouillé
avec frontière fermée en aval : Comparaison des hauteurs d’eau calculées et observées sur les
différentes stations.

Les figure 6.40 et 6.41 comparent les profondeurs d’eau simulées avec celles mesurées aux
points de jaugeage pour le cas d’un fond mouillé. On enregistre alors un très bon accord entre
les valeurs numériques et expérimentales en termes de temps d’arrivée de l’onde de rupture
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FIGURE 6.41 – Rupture de barrage sur une bosse triangulaire pour le cas d’un fond mouillé avec
déversoir en aval : Comparaison des hauteurs d’eau calculées et observées sur les différentes
stations.
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et l’ampleur de cette onde, notamment au niveau de points de jaugeage (G2 jusqu’à ’à G13).
Puisque le niveau d’eau dans le réservoir et le fond (sec) dans les trois configurations sont les
mêmes on observe les mêmes allures dans les stations G2 jusqu’à G11 que pour le cas d’un
fond sec.

Pour le cas d’un fond mouillé avec frontière fermée en aval on observe des perturbations et
une augmentation de niveau d’eau en aval du point de jauge G14. Ceci est dû à l’interaction de
l’onde de rupture avec la frontière fermée en aval. Malgré ces perturbations on observe un très
bon accord entre les valeurs numériques et expérimentales. Pour le cas d’un fond mouillé avec
déversoir en aval, le désaccord est très bien remarqué surtout au niveau des deux points de jauge
G15 et G20.

6.6.10 Rupture d’un barrage sur un fond à trois bosses

Ceci est un cas de test plus réaliste. Il est considéré ici pour donner une vision sur la perfor-
mance globale du schéma RKDG dans la modélisation des inondations. Il concerne la simula-
tion d’une onde de rupture de barrage sur une plaine initialement sèche contenant trois bosses.
Ce test a été proposé dans Kawahara et Umetsu (1986) et a été reconsidérée par d’autres cher-
cheurs (Kesserwani et Liang, 2012; Lai et Khan, 2012b; Benkhaldoun et al., 2010; Nikolos et
Delis, 2009). Le domaine fermé rectangulaire s’étend sur une superficie de 75 mx30 m où la
topographie du lit est définie par :

zb(x,y) = max
[

0,1− 1
8

√
(x−30)2 +(y−6)2,

1− 1
8

√
(x−30)2 +(y−24)2,

3− 3
10

√
(x−47.5)2 +(y−15)2

] (6.33)

Le barrage se situe à une distance x = 16 m, la hauteur initiale de l’eau égale à h = 1.875 m
tandis que le reste de canal est considéré comme sec (hdry = 0.001 m). La topographie du
fond est constituée de deux petits bosses symétriques et une grande qui se situe à l’aval. Le
coefficient de rugosité de Manning est fixé à n = 0.01. Les conditions aux limites transmissives
sont appliquées dans les parois latérales. En amont et en aval on fixe une limite fermé. Un pas
de temps de 0.01 s et un maillage de 5015 éléments triangulaires sont utilisés dans la simulation
(voir figure 6.42).

La Figure 6.43 montre l’évolution temporelle de la propagation de l’onde de la rupture à
différents temps après la rupture du barrage. Juste après l’effondrement du barrage, une onde
conduite par l’interface mouillée-sèche commence à inonder le bassin. À t = 2 s, le front de
l’onde atteint les deux premiers bosses. Une onde de réflexion est ainsi créée. Elle commence à
se propager en amont, tandis que le front mouillé/sec poursuit sa propagation en aval. A t = 6 s,
les petites collines sont entièrement submergées, et le front de l’onde atteint la grande bosse.
Une autre onde de réflexion est aussi créée juste après. Elle se déplace en amont et interfère
les ondes de rupture en sens inverse. A t = 12 s, l’onde entoure totalement la grande bosse.
Les réflexions créées par les deux petites collines sont unifiées pour former un front droit. Le
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FIGURE 6.42 – Rupture d’un barrage sur un fond à trois bosses : maillage.

niveau d’eau autour la grande colline diminue à mesure que l’onde de réflexion s’éloigne. On
montre sur la même figure et à t = 30 s, l’interaction de l’onde avec la paroi aval où une onde de
réflexion est créée et se propage vers l’amont. Les interactions compliquées entre les différentes
ondes, le mur et le fond ainsi que la dissipation d’énergie due au frottement avec le lit, mènent
l’écoulement vers l’équilibre. A t = 300 s, l’état d’équilibre est atteint. Les crêtes de petites
collines ne sont pas complètement submergées. Le modèle numérique simule avec précision
les processus compliqués de mouillage et de séchage et produit des résultats qui sont très sem-
blables à d’autres chercheurs (Kesserwani et Liang, 2012; Lai et Khan, 2012b; Benkhaldoun
et al., 2010; Nikolos et Delis, 2009).

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode RKDG est appliquée à la simulation des écoulements à sur-
face libre en deux dimensions dans les canaux naturels. Différents traitements des termes de
flux numériques ont été discutés. On a décrit, aussi, la méthode de traitement du terme source et
le limiteur de pente utilisé pour stabiliser le schéma numérique. Dix problèmes d’écoulements
à surface libre ont été utilisés pour valider ce schéma. Les solutions numériques sont comparées
avec des solutions analytiques ou avec des mesures en laboratoire. La méthode RKDG a été
confrontée dans le cadre de différentes applications, qu’il s’agisse aussi bien du calcul des hau-
teurs d’eau que des débits, notamment dans des problèmes présentant des discontinuités dues
à des ressauts hydrauliques ou des ruptures de barrages. Des comparaisons à la fois d’ordre
quantitatives et qualitatives montrent que la méthode donne des résultats de bonne qualité. La
méthode RKDG permet de considérer plus naturellement des phénomènes incluant des chocs et
des ressauts hydrauliques.
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FIGURE 6.43 – Rupture d’un barrage sur un fond à trois bosses : Évolution de l’onde de rupture.
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Chapitre 7

Application aux cas réels des problèmes de
rupture de barrages

7.1 Introduction

Au cours du siècle dernier, il y avait plus de 200 ruptures de barrages de plus de 15 m de
haut (Singh, 1996; Zoppou et Roberts, 2000). Ils ont causé une perte de plus de 8000 victimes
et des millions de dollars de dommages (Dutykh et Mitsotakis, 2010). L’analyse de 534 ruptures
de barrages dans 43 pays avant 1974 a indiqué que les ruptures de barrage en terre-enrochement
représentaient la plus grande proportion. Dans ce type de barrages, 49% de ruptures sont causés
par submersion, 28% est due aux infiltrations dans le corps du barrage et 29% aux infiltrations
dans les fondations (You et al., 2012). Les écoulements dus aux crues produites par la rupture
d’un barrage, de segments de digues, ou d’autres structures sont de nature torrentielle avec
la présence d’un front discontinu qui se propage vers l’aval et une onde de raréfaction (de
dépression) qui se propage vers l’amont. Les caractéristiques de ces écoulements tels que la
vitesse, le niveau d’eau ainsi que le temps d’arrivée de crues doivent être déterminés en avance
pour une gestion des crues et une réduction de leur impact sur l’environnement et l’infrastructure
économique.

L’accident de Malpasset est un rare exemple de rupture totale et instantanée d’un barrage-
voûte. À cause de la complexité de sa topographie et la disponibilité des données observées, le
problème de la rupture du barrage de Malpasset est proposé par CADAM (Concerted Action
on Dam Break Modelling) comme un cas-test typique de grandeur nature pour les modèles
numériques qui ont pour but de simuler les écoulements dus à une rupture de barrage (Goutal,
1999). Ce chapitre présente les résultats de l’application du modèle proposé au cas du barrage
de Malpasset.

L’accident de Malpasset a donné lieu à une enquête très approfondie qui fournit encore au-
jourd’hui de nombreuses données de bonne qualité portant sur l’inondation maximale engendrée
et la propagation de l’onde et issues de relevés effectués sur le terrain par les forces de police,
d’informations en provenance du réseau électrique et de mesures faites sur un modèle réduit non
distordu à l’échelle 1/400, réalisé en laboratoire pour reconstituer et documenter l’inondation
de rupture. Ces données permettront une validation du présent modèle. Cette validation pourrait
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7.2. Histoire du barrage de Malpasset

prouver la robustesse du modèle mais aussi le bon fonctionnement de la technique traitant les
zones sèches et mouillées.

Les modèles numériques qui ont déjà été à appliqués au cas de Malpasset dévoilent une
grande variété de techniques numériques. La plupart de ces modèles sont basés sur la méthode
des volumes finis (Hervouet, 2003; Kesserwani et Liang, 2012; Zhang et Wu, 2011; Lai, 2012;
Singh et al., 2011; Valiani et al., 2002; Yoon et Kang, 2004; Shi, 2006; Khan, 2010; Wang, 2011;
Lai et Khan, 2012b; Ying et al., 2009).

7.2 Histoire du barrage de Malpasset

Le barrage de Malpasset, d’une capacité de 55x106 m3 a été construit pour l’irrigation et
pour approvisionner la réserve d’eau potable. La conception et la construction de ce barrage
remonte aux années 1950, sur le cours du Reyran, dans le département du Var dans le sud-
est de la France. Le site du barrage se situait à environ 12 km en amont de la ville côtière de
Fréjus sur la Côte d’Azur, dans un rétrécissement marqué de la vallée. Ce site avait permis
le développement d’un barrage techniquement très audacieux, constitué d’une voûte mince à
double courbure de 66.5 m de hauteur et de 223 m de longueur en crête. L’épaisseur variait
de1.55 m à 6.77 m.

La retenue se remplissait progressivement vers la fin de l’année 1959 lorsque de fortes pluies
enregistrées durant les derniers jours de novembre ont achevé le premier remplissage des quatre
de derniers mètres en trois jours. Le 2 décembre à 18 h, on décidait d’ouvrir la vanne de fond
pour freiner la montée des eaux mais, à 21 h 14, le barrage explosait littéralement. À 1.5 km,
on nota de fortes vibrations du sol et on entendit un bref grondement, suivi d’un fort courant
d’air. Puis une première vague descendant vers la vallée de Reyran, suivie d’un véritable mur
d’eau. La crue de rupture, dont on évalue le débit maximal à la brèche à plus de 30 000 m3/s,
descendait la vallée du Reyran en transportant des blocs de béton énormes issus du barrage sur
plusieurs centaines de mètres. La marque de trace d’élévation d’inondation a monté à un niveau
jusqu’à 20 m au-dessus du niveau original de lit. La vague se répandit sur des zones habitées et
l’on dénombra 433 victimes, modifiant la morphologie des lieux et détruisit des constructions
civiles. Un kilomètre et demi en aval, l’autoroute de l’Esterel fut détruite sur 800 m et un pont
fut emporté (Hervouet, 2003; Shi, 2006; Marche, 2008).

Après le drame, une faible portion de la voûte restait en place en rive droite, comme le
montre la figure 7.1. Les investigations ont montré que la principale cause de l’accident est une
faille dans le sous-sol à l’aval du barrage. Sous le poids de l’eau, la voûte s’est séparée de ses
fondations et a pivoté en bloc sur sa partie droite, tandis que la partie gauche s’effondrait, puis
la partie centrale (Hervouet, 2003; Shi, 2006).

Après cet accident, une enquête de terrains a été faite par la police locale. En outre, un
modèle physique a été réalisé par LNHE/EDF pour étudier l’écoulement de rupture de barrage
en 1964.
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7.3. Topographie de Malpasset

FIGURE 7.1 – État du site après la rupture du barrage de Malpasset (Marche, 2008).

7.3 Topographie de Malpasset

Les changements drastiques de morphologie dans la vallée de Reyran, ont rendu nécessaire
l’utilisation d’une carte antérieure à l’accident. En conséquence, l’élévation de fond est dérivée
la carte IGN (Institut Géographique National) à l’échelle de 1 :20000 de Saint-Tropez n◦3, 1931,
et numérisée par LNHE (Alcrudo et Gil, 1999) (Figure 7.2).

La vallée est très encaissée en aval du barrage, avec deux courbes à angle droit. Elle s’élar-
git ensuite en recevant quelques petits affluents, puis se rétrécit à nouveau avant d’atteindre
finalement la plaine côtière.

La dimension du domaine étudié est de 17500 mx9000 m . La cote du fond va de -20 m
(fond de la mer) à 100 m. La dernière valeur est estimée de la cote de la surface libre initiale
dans le réservoir, sur la quelle il existe une incertitude de ±50 cm, mais des tests ont cependant
montré que cette erreur n’avait qu’une incidence de 1% sur le temps de propagation de l’onde
(Hervouet, 2003). La Figure 7.2 présente la topographie de Malpasset.

7.4 Données de calcul et points de comparaison

La Figure 7.2 présente une carte des points où les données sont disponibles : les positions
des transformateurs (A, B et C), des points d’observations par la police (P1-P17) et des points
de mesures issues du modèle physique (G6- G14).

Après l’accident, des données d’observations ont été rendues disponibles par l’Électricité
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FIGURE 7.2 – Rupture du barrage de Malpasset : topographie et positions des transformateurs
(A, B et C), des points examinés par la police (P1-P17) et des points de mesures issues du
modèle physique (G6- G14).

De France (EDF). Parmi elles, la propagation de l’onde de crue a pu être repérée à l’aide des
positions de trois transformateurs électriques. En effet, l’onde a successivement détruit sur son
passage trois transformateurs, A, B et C, et l’instant de la coupure électrique de chacun de ses
trois transformateurs a été précisément enregistré.

Le Tableau 7.1 donne les coordonnées des trois transformateurs électriques. Le transforma-
teur A, qui se trouvait dans la vallée près du barrage, a été frappé environ 100 s après la rupture.
L’instant de la frappe peut représenter le temps d’arrive de l’onde de crue. Ce chiffre est cepen-
dant entaché d’erreurs sur l’heure de la rupture à 21h14. Les transformateurs B et C étaient en
aval de vallée. Les instants des frappes sont probablement entre le temps d’arrivée de l’onde
et le temps auquel l’onde a atteint son sommet. Le temps de transit entre A et B est beaucoup
mieux connu : 1140 s, et servira pour la validation. L’onde de crue a atteint la mer à 21h50
environ.

TABLE 7.1 – Coordonnées des trois transformateurs électriques (Hervouet, 2003; Shi, 2006;
Khan, 2010).

Transformateurs
électriques

Coordonnées x
(m)

Coordonnées y
(m)

A 5550 4400
B 11900 3250
C 13000 2700
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7.5. Application

Après l’accident, une enquête a été effectuée par la police locale. Les cotes maximales de
la surface libre atteintes en rives gauche et droite de la vallée ont été recueillies. Les points
examinés les plus significatifs sont notés comme P1-P17. Le Tableau 7.2 donne les coordonnées
de 17 points examinés par la police.

TABLE 7.2 – Coordonnées de points examinés par la police (Hervouet, 2003; Shi, 2006; Khan,
2010).

Points Examinés
par la Police

Coordonnées x
(m)

Coordonnées y
(m)

R
iv

e
D

ro
ite

P1 4913.1 4244.0
P3 5790.6 4177.7
P5 6763.0 3429.6
P7 7326.0 2948.7
P9 8735.9 3264.6
P12 9832.9 2414.7
P13 10957.2 2651.9
P15 11689.0 2592.3
P17 12333.7 2269.7

R
iv

e
G

au
ch

e

P2 5159.7 4369.6
P4 5886.5 4503.9
P6 6929.9 3591.8
P8 7451.0 3232.1
P10 8628.6 3604.6
P11 9761.1 3480.3
P14 1115.7 3800.7
P16 11626.0 3406.8

En outre, un modèle physique à l’échelle 1/400 a été réalisé par le Laboratoire National
d’Hydraulique et Environnement (LNHE) de l’EDF en 1964 et calibré avec les données d’ob-
servations. On dispose donc des mesures effectuées sur ce modèle, dont la calibration a amené
à estimer que le coefficient de Manning dans la vallée était dans l’intervalle de 0.025–0.033.
Dans le modèle, ont été recueillis 14 points de mesure des cotes de la surface libre, dont 5 dans
le réservoir. Les coordonnées de 9 points de mesure en aval du barrage sont données dans le
Tableau 7.3. La cote maximum de la surface libre sur chaque point de mesure a été relevée.

7.5 Application

Initialement, une masse d’eau à la cote de 100 m est retenue dans le réservoir. Le niveau de
la mer est égal à zéro. Excepté dans le réservoir et en mer, le fond est sec bien que la porte de
sortie ait été ouverte au départ du calcul. Au temps t=0 s, il y a ainsi un mur d’eau de 55 m de
haut à l’emplacement du barrage. Les vitesses sont nulles partout dans le domaine.
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TABLE 7.3 – Coordonnées de 9 points de mesure en aval du barrage par le modèle physique
(Hervouet, 2003; Shi, 2006; Khan, 2010).

Points de mesure par le
modèle physique

Coordonnées x
(m)

Coordonnées y
(m)

G6 4947.4 4289.7
G7 5717.3 4407.6
G8 6775.1 3869.2
G9 7128.2 3162.0

G10 8585.3 3443.1
G11 9675.0 3085.9
G12 10939.1 3044.8
G13 11724.4 2810.4
G14 12723.7 2485.1

Le débit propre du fleuve de Reyran de 20–40 m3/s est négligeable en comparaison du
débit d’inondation de 45 000 m3/s provoquée par la rupture de barrage. La rupture fut totale et
instantanée. En conséquence, en amont du réservoir, un débit constant égal à zéro est imposé.

À la mer, les frontières sont libres et donc "transparentes". Une condition de radiation est
utilisée pour déterminer les dénivellations de la surface libre sur ces frontières ouvertes à l’entrée
ou à la sortie vers la mer.

Les deux côtés de la vallée sont considérés comme des parois imperméables. Une condition
de non glissement est imposée.

Le domaine est discrétisé par un maillage de 26000 triangles et de 13541 points, utilisé par
le LNHE (Hervouet, 2003) et par d’autres auteurs (Hervouet, 2003; Shi, 2006; Khan, 2010). La
taille des mailles varie de 5 m à 300 m (Figure 7.3). La figure 7.4 montre les conditions initiales
utilisées dans la simulation.

Comme le suggère Goutal (1999), la brèche du barrage est modélisée par une ligne droite
entre les points de coordonnées (4701.18 m, 4143.41 m) et (4655.5 m, 4392.10 m) et les restes
du barrage après la rupture ne sont pas prises en compte.

La durée de simulation est de 4000 s, après la rupture du barrage. Les différentes valeurs du
coefficient de frottement sont utilisées pour étudier la sensibilité de ce paramètre à la propaga-
tion du front de choc et le temps de transit entre les transformateurs. Nous les présenterons plus
tard.

7.6 Résultats et discussions

7.6.1 Résultats numériques aux différents instants

Les Figure 7.5 à Figure 7.10 présentent les résultats calculés par le modèle proposé à t=60
s, 5 min, 10 min, 20 min, 40 min et 4000 s, respectivement.
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FIGURE 7.3 – Rupture du barrage de Malpasset : maillage du domaine.

FIGURE 7.4 – Rupture du barrage de Malpasset : Profondeur d’eau initiale.

La Figure 7.5 donne le champ de vitesse à l’aval du barrage, une minute après la rupture.
L’effet du virage est déjà notable, avec un début d’une recirculation en rive droite. La vitesse
maximum est de 34 m/s, ce qui comparé à une rupture unidimensionnelle sur le fond plat don-
nerait une vitesse de 23.2 m/s (Hervouet, 2003), montre un effet d’accélération due à la pente et
au rétrécissement de la vallée. Les vitesses à t=20 min sont représentées dans la Figure 7.8. Sur
cette figure, nous observons que, au niveau de deux virages en rive droite, l’écoulement n’oc-
cupe pas toute la section transversale. Au premier virage, il se concentre en rive droite, et en
rive gauche au deuxième virage. Ceci est dû aux importantes pentes transversales (4 m entre les
deux rives). Ces phénomènes sont aussi notés par le modèle physique et par Hervouet (2003).
Les Figures 7.9 représentent la profondeur d’eau et les contours de vitesses à t = 40 min, quand
l’onde commence à atteindre la mer.
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FIGURE 7.5 – Rupture du barrage de Malpasset à t = 60 s : (a) Profondeur d’eau en 2D et (b)
Champ de vitesses tracé sur les contours de la profondeur d’eau.

7.6.2 Temps de propagation

La prévision de temps d’arrivée de l’onde sur les trois transformateurs électriques n’est pas
une tâche facile car le moment auquel la profondeur d’eau à ces endroits devient non nulle ne
peut pas être considéré comme un critère rigoureux. Il est nécessaire de proposer un critère clair
concernant le temps d’arrivée de l’onde. Le temps d’arrivée de l’onde à un endroit est marqué
quand la profondeur d’eau h atteint à une hauteur préalablement définie. Elle est de 0.5 m dans
Alcrudo et Gil (1999) et 0.20 m dans cette application.

Le Tableau 7.4 présente l’influence du coefficient de frottement Manning sur les temps de
transit entre les transformateurs électriques. Nous observons que les résultats du temps d’arrivée
au transformateur A s’écartent légèrement de celui d’observation. Ces écarts peuvent être dus à
l’incertitude sur l’instant exact de la rupture du barrage (Alcrudo et Gil, 1999). C’est pour cela
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FIGURE 7.6 – Rupture du barrage de Malpasset à t = 300 s : Profondeur d’eau en 2D.

FIGURE 7.7 – Rupture du barrage de Malpasset à t = 600 s : Profondeur d’eau en 2D.

que non seulement les temps d’arrivée de l’onde de crue aux transformateurs électriques, mais
aussi les temps de parcours de l’onde de crue entre deux points sont des critères importants
pour juger si le modèle reproduit les phénomènes d’écoulement avec précision ou non. Quand
le coefficient de Manning est égal à 0.033 s/m1/3, l’erreur de calculs sur le temps de transit de
A à B est seulement de -0.44% et de -0.45% de A à C. L’accordance entre les résultats calculés
et les observations est très satisfaisante lorsque nm=0.033 s/m1/3.

Le Tableau 7.5 compare les temps de coupure des transformateurs électriques avec les temps
d’arrivée de l’onde jusqu’aux transformateurs obtenus par le présent modèle et par les autres
travaux tels que de :

— Hervouet (2003) qui a utilisé un logiciel de type élément finis, Telemac-2D développé par
électricité de France (EDF). Le nombre des éléments utilisé est 26000 éléments.

— Valiani et al. (2002) qui ont utilisé la méthode des volumes finis et le solveur de Riemann
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(a)

(b)

FIGURE 7.8 – Rupture du barrage de Malpasset à t = 1200 s : (a) Profondeur d’eau en 2D et (b)
Champ de vitesses tracé sur les contours de la profondeur d’eau.

approché de type HLL sur une grille de calcul de 10696 éléments.

— Yoon et Kang (2004) qui ont également utilisé la méthode des volumes finis et le solveur
de Riemann approché de type HLL mais sur un maillage triangulaire non structuré. Le
nombre des éléments utilisé est de 70000 éléments.

— Li (2008) qui a utilisé le modèle de simulation PIHM-Hydro basé sur la méthode des
volumes finis décentrée. Ce modèle utilise les solveurs de Riemann approchés de type
Roe et HLL sur une grille triangulaire non structurée de 38208 éléments.

— Gonzalez-Ramirez (2010) qui a utilisé le logiciel RiverFLO-2D basé sur la méthode des
éléments finis sur maillages triangulaires non structurés. Le nombre des éléments utilisé
est de 30935 éléments.

— Huang et al. (2013) qui ont utilisé la méthode des volumes finis pour résoudre le système
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(a)

(b)

FIGURE 7.9 – Rupture du barrage de Malpasset à t = 2400 s : (a) Profondeur d’eau en 2D et (b)
Champ de vitesses tracé sur les contours de la profondeur d’eau.

des équations de Saint–Venant. Les flux numériques sont calculés par un solveur de Rie-
mann de type HLLC. Les auteurs ont utilisé un maillage hybride non structuré constitué
de 2553 de quadrangles pour le cours d’eau et de 19412 triangles ailleurs.

Les temps d’arrivée aux transformateurs fournis par ces travaux sont obtenues en utilisant un
coefficient de Strickler Ks = 30 m1/3/s , qui correspond à un coefficient de Manning nm =

0.033 m−1/3/s. Les temps d’arrivée de l’onde obtenus par notre modèle est plus tôt que ceux
obtenus par Hervouet (2003) et Yoon et Kang (2004). Clairement, l’accord entre nos résultats
calculés et les observations est très satisfaisant lorsque nm = 0.033 m−1/3/s.

Le Tableau 7.6 compare les temps d’arrivée de l’onde calculés par le présent modèle à ceux
obtenus à partir du modèle physique (points S6–S14). Une série de 5 valeurs du coefficient de
Manning a été utilisée, afin d’étudier la sensibilité du modèle à la variation du coefficient de
frottement. Dans le Tableau 7.6 on note que plus la valeur de Manning est petite, plus tardive
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FIGURE 7.10 – Rupture du barrage de Malpasset à t = 4000 s : Profondeur d’eau en 2D.

TABLE 7.4 – Influence du coefficient de Manning sur les temps de transit (en secondes) entre
les transformateurs électriques.

Coefficient de Manning
nm (s/m1/3)

A B C B–A C–A

Observations 100.0 1240.0 1420.0 1140.0 1320.0
0.025 113.0 1080.0 1239.0 967.0 (-15.18%) 1126.0 (-14.70%)
0.029 104.0 1146.0 1312.0 1042.0 (-8.60%) 1208.0 (-8.48%)
0.031 103.0 1186.0 1358.0 1083.0 (-5.00%) 1255.0 (-4.92%)
0.033 97.0 1332.0 1411.0 1135.0 (-0.44%) 1314.0 (-0.45%)
0.040 95.0 1349.0 1543.0 1254.0 (+10.00%) 1448.0 (+9.70%)

TABLE 7.5 – Comparaison du temps d’arrivée de l’onde aux transformateurs électriques.

Modèle A B–A C–A

Observations 100.0 1140.0 1320.0
Valiani et al. (2002) 98.0 (-2.0%) 1207.0 (+5.88%) 1303.0 (-1.29%)
Hervouet (2003) 110.5 (+10.5%) 1176.5 (+3.20%) 1325.0 (+0.38%)
Yoon et Kang (2004) 103.0 (+3.0%) 1170.0 (+2.63%) 1333.0 (+0.98%)
Li (2008) 130.0 (+30.0%) 1095.0 (-3.95%) 1270.0 (-3.79%)
Gonzalez-Ramirez (2010) 108.0 (+8.0%) 1152.0 (+1.05%) 1192.0 (-9.70%)
Huang et al. (2013) 98.0 (-2.0%) 1167.0 (+2.37%) 1304.0 (-1.21%)
Notre Modèle 97.0 (-3.0%) 1135.0 (-0.44%) 1314.0 (-0.45%)

sera l’arrivée de l’onde. La valeur de nm = 0.033 m−1/3/s donne une meilleure estimation entre
le temps d’arrivée calculé et celui observé.
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TABLE 7.6 – Temps d’arrivée de l’onde aux points de mesure.

Points S6 S7 S8 S9 S10 S11 S12 S13 S14

Observations 10.2 102.0 182.0 263.0 404.0 600.0 845.0 972.0 1139.0
0.025 10.0 92.0 171.0 259.0 412.5 573.0 771.0 882.5 1054.5
0.029 10.0 92.0 186.5 282.5 440.0 618.0 843.5 966.5 1214.5
0.031 10.0 92.5 195.0 287.5 451.5 633.0 868.0 995.5 1255.0
0.033 10.0 92.5 203.5 292.5 462.5 648.0 892.5 1024.5 1295.0
0.040 10.0 94.0 232.5 310.5 501.5 701.0 979.0 1126.6 1436.0

La Figure 7.11 compare l’évolution du temps d’arrivée de l’onde obtenue par notre modèle
(avec différents valeurs de coefficient de Manning nm) aux données mesurées à partir du modèle
physique. La valeur de nm = 0.033 m−1/3/s donne une bonne concordance.
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FIGURE 7.11 – Rupture du barrage de Malpasset : Temps d’arrivée de l’onde aux points de
mesure.

7.6.3 Niveau d’eau maximum

Le profil des cotes maximales de la surface libre, passé par les points observés, représente
une enveloppe du front de l’onde qui se propage pendant l’accident (Tableau 7.7). Ces profils
en rive droite et gauche obtenus par les modèles numériques comparés avec les observations
données par la police sont tracés dans les Figure 7.12 et Figure 7.13, respectivement. Nous
observons que la plupart de nos résultats numériques aux deux rives droite et gauche sont plus
près des observations de la police.

La Figure 7.14 présente la même comparaison mais confrontés, cette fois, aux points de me-
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TABLE 7.7 – Comparaison de la cote maximale de la surface libre aux points observés par la
police.

Cote maximale de la surface libre (m)

Rive Droite

Points P1 P3 P5 P7 P9 P12 P13 P15 P17
Observations 79.15 54.90 51.10 44.35 31.90 24.90 17.25 18.60 14.00
Valiani et al. (2002) 75.96 53.77 45.56 42.86 32.44 27.35 23.58 19.37 14.23
Yoon et Kang (2004) 75.13 55.09 47.11 40.47 33.16 25.96 24.41 19.08 16.00
Li (2008) 88.09 52.92 47.61 42.49 33.10 28.23 21.82 19.36 15.87
Gonzalez-Ramirez (2010) 84.69 57.18 50.47 38.81 31.91 26.69 25.55 18.94 16.44
Huang et al. (2013) 91.46 52.05 48.39 39.64 32.87 26.01 23.22 18.85 13.89
Notre modèle 90.81 52.92 46.46 41.15 32.39 26.08 23.06 19.33 15.79

Rive Gauche

Points P2 P4 P6 P8 P10 P11 P14 P16
Observations 87.20 64.70 43.75 38.60 40.75 24.15 20.70 17.25
Valiani et al. (2002) 89.34 59.64 44.85 34.61 38.12 25.37 23.19 20.39
Yoon et Kang (2004) 87.38 57.41 45.74 32.58 38.29 25.16 20.58 17.04
Li (2008) 84.99 56.98 45.67 31.73 37.70 23.77 21.28 20.20
Gonzalez-Ramirez (2010) 87.38 60.60 47.88 36.80 37.73 25.41 21.03 19.78
Huang et al. (2013) 91.15 63.70 47.06 36.63 38.93 25.62 20.90 18.63
Notre modèle 90.10 57.80 43.59 32.82 38.13 24.07 21.48 20.38

TABLE 7.8 – Comparaison de la cote maximale de la surface libre aux points de mesures sur le
modèle physique.

Points S6 S7 S8 S9 S10 S11 S12 S13 S14

Observations 84.20 49.10 54.00 40.20 34.90 27.40 21.50 16.10 12.90
Valiani et al. (2002) 81.98 53.86 53.80 48.39 36.88 25.54 18.48 17.43 12.60
Hervouet (2003) 87.97 54.43 53.25 47.91 36.51 25.37 19.13 17.65 12.76
Yoon et Kang (2004) 80.85 55.80 53.54 48.68 37.00 25.70 19.23 17.12 12.86
Li (2008) 88.89 52.76 53.51 48.52 37.68 25.54 18.07 18.35 12.66
Gonzalez-Ramirez (2010) 86.16 56.65 54.79 48.20 36.82 26.49 20.08 18.15 13.48
Huang et al. (2013) 88.68 54.57 55.42 47.94 37.08 26.26 19.63 18.11 13.22
Notre modèle 88.68 54.57 55.42 47.94 37.08 26.26 19.63 18.11 13.22

sure obtenus par le modèle physique. L’écart entre les résultats numériques et ceux du modèle
physique est maximal au point S9. Les auteurs précités font la même remarque dans leurs ré-
sultats. On remarque qu’aux stations de mesures, nos résultats sont similaires à ceux de Huang
et al. (2013). Il semble aussi qu’aux points S10, S11 et S12, c-à-d plus vers l’aval les résul-
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FIGURE 7.12 – Rupture du barrage de Malpasset : Cote maximum de la surface libre aux points
d’observation en rive droite.
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FIGURE 7.13 – Rupture du barrage de Malpasset : Cote maximum de la surface libre aux points
d’observation en rive gauche.

tats de notre modèle approchent mieux les mesures physiques qu’aux points situés plus vers
l’amont. De façon générale, une bonne concordance entre les résultats des mesures effectuées
et les observations, et les résultats calculés par le schéma GD est obtenue sauf aux points S6 et
S9.

Les cotes maximales de la surface libre calculées par le présent modèle, utilisant le coef-
ficient de Manning dont la variation est importante de 0.025 à 0.040, sont comparées aux ob-
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FIGURE 7.14 – Rupture du barrage de Malpasset : Cote maximum de la surface libre aux points
de mesure sur le modèle physique.

servations par la police (Figures 7.15 et 7.16) et aux mesures obtenues par le modèle physique
(Figure 7.17). Nous observons que les courbes des cotes maximales de la surface libre calculées
avec les coefficients de Manning se concordent bien. Un décalage léger est observé entre les ré-
sultats calculés et les autres résultats. En générale, l’influence du coefficient de frottement reste
faible.
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FIGURE 7.15 – Rupture du barrage de Malpasset : Influence du coefficient de Manning sur la
cote maximum de la surface libre aux points d’observation en rive droite.

Les comparaisons précédentes nous indiquent que le coefficient de frottement peut modifier
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FIGURE 7.16 – Rupture du barrage de Malpasset : Influence du coefficient de Manning sur la
cote maximum de la surface libre aux points d’observation en rive gauche.

 S6 S7 S8 S9 S10 S11 S12 S13 S14  
0

20

40

60

80

100

Points de mesures

C
o

te
 m

a
x

im
u

m
 d

e
 l

a
 s

u
rf

a
c
e
 l

ib
re

 (
m

)

 

 
n=0.025
n=0.029
n=0.031
n=0.033
n=0.040
Observations

FIGURE 7.17 – Rupture du barrage de Malpasset : Influence du coefficient de Manning sur la
cote maximum de la surface libre aux points de mesure sur le modèle physique.

le temps d’arrivée de l’onde (Tableaux 7.4 et 7.6) mais n’affecte que peu la cote maximale de
la surface libre. La même remarque est également donnée par Alcrudo et Gil (1999) et Valiani
et al. (2002). (Hervouet, 2003) note qu’un étalonnage plus précis nécessiterait de faire varier en
espace le coefficient de frottement dans les études d’ondes de rupture. Ce coefficient est en fait
fixé par le CTPB, selon un barème qui tient compte de la nature des terrains sur lesquels l’onde
se propage (villes, forêts, etc.).
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7.7 Conclusion

La précision et la robustesse du présent modèle sont prouvées par le cas-test de la rupture
du barrage de Malpasset. Globalement, une bonne concordance entre les résultats numériques
du présent modèle, les mesures et les résultats obtenus par les autres modèles, est obtenue. Le
temps d’arrivée de l’onde aux transformateurs électriques et aux points de mesure du modèle
physique ainsi que les cotes maximales de la surface libre sont correctement reproduits. Par
ailleurs, l’expérience numérique prouve que le coefficient de frottement a une forte influence
sur le temps d’arrivée de l’onde mais n’affecte pratiquement guère les niveaux d’eau maximum.

On remarque cependant que les positions réelles des points d’observation et de mesure ne
coïncident pas exactement avec les centres des mailles de calcul. Les valeurs numériques sont
donc déterminées par une interpolation entre les centres des mailles non structurées dans le
présent modèle. Valiani et al. (2002) utilisent les valeurs au centre de la maille la plus proche
du point de mesure étudié. Cette simplification peut être une des causes des écarts entre les
résultats numériques et les données observées. Ceci comprend l’interpolation du niveau de la
surface libre mais également de la bathymétrie du fond de vallée, qui peut être très grande. Ce
dernier effet est accentué par l’interpolation du fond sur les nœuds du maillage de calcul qui
n’est pas exempte d’erreurs d’approximations.

Ce cas-test prouve que le modèle est bien capable de reproduire avec précision un évènement
réel. Le traitement du terrain découvrant et recouvrant, qui est un problème délicat, a bien
fonctionné.
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Chapitre 8

Applications aux crues de l’Oued Mekerra

8.1 Introduction

La ville de Sidi Bel Abbès et l’ensemble des localités de la plaine du bassin versant de
Mekerra sont confrontés de manière récurrente aux problèmes des inondations générées par les
crues cycliques de l’Oued Mekerra. Ces débordements dévastateurs font suite aux événements
pluvieux de fortes intensités enregistrés entre les mois d’octobre et d’avril comme ce fut le
cas lors de la crue du 18 avril 2007 où la hauteur pluviométrique atteinte était de 40 mm en
une heure (ce qui est relativement très important comparé à la moyenne de la wilaya qui est
de 39 mm pour l’ensemble du mois d’avril) (Hallouche et al., 2010). Pour remédier à cette
situation de nombreuses actions ont été engagées, dont une étude d’avant-projet détaillé de la
protection de la ville de Sidi Bel Abbès contre les inondations réalisée en 2001 (SPI Infra,
2001). Cette étude a permis de préciser le régime des crues de l’Oued Mekerra, et de modéliser
la propagation de l’onde de la crue centennale (estimée à 950 m3/s) dans la plaine. Le schéma
d’aménagement résultant de cette étude a porté sur les endiguements, le re-calibrage des cours
d’eau et la création de canaux de dérivations.

8.2 Présentation de la zone d’étude

8.2.1 Situation géographique

Le bassin versant de l’oued Mekerra fait partie du bassin versant de la Macta qui est situé
au Nord–Ouest d’Algérie. Ce bassin est limité au nord par les marais de la Macta, au sud par le
Chott Chergui, à l’est par le sous-bassin de Oued El Hammam (Macta) et à l’ouest par le bassin
côtier Oranais Central (Cherif et al., 2009). Le bassin versant de l’oued Mekerra occupe une
surface d’environ 3000 km2 et de périmètre d’environ 391.3 km. Le bassin est orienté du Sud
au Nord sa cote en amont est de 1500 m au Sud-Ouest de la ville de Ras El Maä, en aval est
de 450 m dans la ville de Sidi Bel Abbes au Nord. Ce bassin est drainé par l’oued Mekerra qui
développe un thalweg d’une longueur de 134 Km et prend sa source aux pieds des monts des
Djebel Teniet El Baroud (1136 m), Djouazène (1356 m), Beghra (1414 m), Rokbet En Naama
(1140 m) (Meddi et Sadeuk Ben Abbes, 2014).
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FIGURE 8.1 – Situation du bassin versant de l’oued Mekerra.

8.2.2 Description topographique

Le bassin versant, a une forme allongée du Sud au Nord (Figure 8.1). La superficie du bassin
est à 50% située à une côte dépassant les 1000 m. L’oued Mekerra traverse deux zones de reliefs
bien distinctes (Hallouche, 2007) :

— Le massif montagneux du Daya au Sud avec une altitude qui varie entre 1500 m et 800 m.
La pente moyenne de l’oued jusqu’à Sidi Ali Ben Youb est d’environ 1 à 1.5%.

— L’oued débouche en aval de Boukhanafis dans la plaine alluviale avec une pente de 0.3 à
0.8% engendrant des vitesses d’écoulement relativement faibles. De Boukhanafis jusqu’à
Sidi Bel Abbes, l’oued Mekerra reçoit une série d’affluents comme Oued Tissaf, Oued
Negadi, Oued Nadjen et autres qui sont à sec durant presque toute l’année.

Globalement, le bassin versant peut-être subdiviser en trois sous-bassins selon les stations d’ob-
servations hydrométriques que sont : Haçaïba, Sidi Ali Benyoub et Sidi Bel Abbès (Korichi
et al., 2016). L’utilisation des différents types de paramètres morphométriques (Tableau 8.1) a
pour but la quantification des facteurs caractéristiques du milieu physique du bassin versant. La
valeur de l’indice de compacité de Gravelius indique que le bassin a une forme assez allongée,
elle implique par conséquent un temps de concentration lent. Les altitudes caractéristiques et
la dénivelée sont déduites de la courbe hypsométrique du bassin versant. L’objet de l’indice de
pente de Roche est de caractériser la pente moyenne avec les données réelles du bassin versant.
La densité de drainage renseigne sur l’importance du drainage du bassin et son aptitude au ruis-
sellement superficiel. Au vu de la valeur de ce paramètre, on conçoit que le bassin draine bien
sa superficie.
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TABLE 8.1 – Caractéristiques des sous bassins de l’oued mekerra.

Caractéristiques Unité Station de Station de Station de
Haçaïba Sidi Ali Benyoub Sidi Bel Abbes

Surface Km2 957 1890 3000
Indice de compacité - 1.15 1.29 1.43
Altitude maximale m 1440 1715 1714
Altitude minimale m 925 635 437
Indice de pente de Roche % 0.099 0.0936 0.0913
Longueur de l’oued Km 54 92 144
Densité de drainage Km/Km2 0.06 0.050 0.02
Coefficient de torrentialité - 0.20 31.25 6.86
Temps de concentration h 6.369 10.560 13.448

8.2.3 Climat

Le bassin versant de l’oued Mekerra se situe sous l’influence d’un climat méditerranéen
semi-aride qui se caractérise par un été chaud et sec, et un hiver relativement doux et humide
(Yahiaoui, 2012). Le diagramme ombrothermique qui présente conjointement les données rela-
tives aux précipitations et à la température pour la station de Sidi Bel Abbes est représenté sur la
figure 8.2. Il permet d’identifier la période sèche et celle humide durant l’année hydrologique.
Ce diagramme montre que la période humide s’étend depuis le début d’Octobre jusqu’à la fin
d’Avril et le reste de l’année représente la période sèche.
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FIGURE 8.2 – Diagramme ombrothermique de l’oued Mekerra.

Du point de vue pluviométrique, la quantité moyenne interannuelle des précipitations est de
l’ordre de 390 à 400 mm, mais elle peut diminuer jusqu’à 110 mm/an pour les années parti-
culièrement sèches, d’où la variation annuelle des apports liquides de l’oued Mekerra. À titre
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indicatif, ce cours d’eau a véhiculé 13 millions de mètres cubes durant l’année hydrologique
1960-1961 et 92 millions de mètres cubes durant l’année 1950-1951, ce qui constitue un apport
exceptionnel par rapport à la moyenne interannuelle estimée à 57 millions de mètres cubes (SPI
Infra, 2001; Hallouche et al., 2010). L’essentiel des précipitations se répartit entre l’hiver et
le printemps (70% de la pluviométrie annuelle). Durant les années pluvieuses, la somme des
précipitations peut atteindre les 800 mm (le poste de Sidi Ali Benyoub durant la journée du 25
mai 1929, a enregistré 104 mm), et durant les années sèches, elle peut diminuer jusqu’à 110 mm
(Yahiaoui, 2012).

La température annuelle moyenne de l’air est de l’ordre de 15◦C, et le nombre moyen in-
terannuel de jour de gelée est de l’ordre de 35 jours (Yahiaoui, 2012). En terme saisonnier, les
températures varient entre 7.8◦C au mois de Janvier, généralement accentuées, par la proximité
des effets continentaux et 26.2◦C aux mois de Juillet et Août, dont les entrées sahariennes en-
vahissent pratiquement l’ensemble de la région en été. L’évaporation est importante aux mois
de Juin, Juillet et Août et elle est faible aux mois de Novembre, Décembre, Janvier et Février.
Dans notre région l’humidité relative décroît du Nord au Sud, pendant l’hiver. Elle atteint des
valeurs relativement élevées surtout dans les zones montagneuses. La valeur moyenne annuelle
est de 69.5% à Sidi Bel Abbes (Hallouche, 2007). Les vents dominants sont de Nord-Ouest et
Ouest. La vitesse maximale moyenne interannuelle est de l’ordre de 20 m/s (Yahiaoui, 2012).
Ils soufflent durant toute la saison pendant 10 à 15 jours par mois. Le sirocco (vent du Sud,
chaud et chargé de sable) souffle environ 15 jours par an lors des mois de juillet et août.

8.2.4 Géologie

Dans le bassin versant de l’oued Mekerra il existe des formations quaternaires et du plio–
quaternaires caractérisées essentiellement par des alluvions et des conglomérats. Les sols cal-
caires humifères sont prédominants (Figure 8.3). Cette croûte calcaire est perméable et joue
un rôle important lors de la montée des crues. La partie Nord du bassin est beaucoup plus
perméable que la partie Sud. Il y a un contact de surface avec le chenal conglomératique qui
contient la nappe phréatique. Nous trouvons en plus des sols calcaires humifères qui occupent
la plus part du bassin versant, des sols calcaires, des sols calciques et des sols alluviaux. L’écou-
lement torrentiel laisse apparaître dans quelques endroits la roche mère à nue (Cherif et al.,
2009).

Dans la coupe géologique effectuée suivant la direction Sud–Nord qui traverse l’oued Me-
kerra sur sa longueur apparaît trois failles du Sud vers le centre jouant ainsi un rôle important
dans l’atténuation des crues, par la diminution du débit maximum qui s’infiltre.

8.2.5 Couvert végétal

A l’instar de la plus part des régions de l’Ouest algérien, le couvert végétal du bassin versant
de l’oued Mekerra a été largement dégradé et défriché par les incendies et par une petite agricul-
ture extensive et un surpâturage endémique. Ce qui a entraîné une perte d’eau par évaporation
et une accélération de l’érosion (SPI Infra, 2001).
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FIGURE 8.3 – Carte pédologique du bassin versant de l’oued Mekerra.

Dans le bassin de la Mekerra, les aires d’irrigation sont localisées principalement dans la
plaine de Sidi Bel Abbes et celle de Sfisef. Les cultures pratiquées sont dominées par des
cultures maraîchères et quelques vergers d’arbres fruitiers. Les forêts, les maquis et les brous-
sailles occupent pratiquement toute la bande des monts situés dans la zone de la haute Mekerra.

Seule une partie du bassin versant (20%) est couvert de forêts, principalement au niveau des
massifs montagneux de la région comprise entre Haçaïba et Mouley Slissen et peut s’étendre
jusqu’à Sidi Ali Benyoub, ainsi qu’en périphérique du bassin, dans les zones collinaires non
cultivables. Elles sont constituées essentiellement de pins d’Alep, et de chênes verts. Cette cou-
verture forestière n’assure qu’une très faible protection des sols vis-à-vis d’érosion

Entre Ras El Ma et El Haçaïba, où l’alfa couvrait par le passé des surfaces importantes, a été
remplacé ces dernières décennies par des cultures céréalières. Entre Sidi Ali Benyoub et Sidi
Bel Abbés, dans la plaine de la Mekerra, où les cultures céréalières sont en général associées
à des cultures secondaires types vergers ou oliveraies, parfois irriguées (vignes) (Hallouche,
2007).

8.2.6 Réseau hydrographique

Il est très développé et représenté fréquemment par des cours d’eau temporaires. Les oueds
sont alimentés par des précipitations et par des sources dont la plus importante est localisée à
Sidi Ali Benyoub. Tous ces oueds rejoignent l’Oued Mekerra, qui est saisonnier et constitue le
plus important de la wilaya, d’un chenal long de 113 km et prenant ses sources avant Ras El
Ma, (d’où l’origine de son nom (Ma : eau, Kerra : steppe saharienne, signifiant ainsi l’eau se
déversant du Sahara), et traverse la ville de Sidi Bel Abbes en aval, où il conflue avec oued
Sarno et devient oued Mebtouh (barrage des Cheurfas, wilaya de Mascara), devenant ensuite
oued Sig, en aval du barrage de cette commune, avant d’aboutir dans les marais de la Macta,
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près de la Méditerranée (Benyahia et al., 2011).
Plusieurs Oueds drainent le bassin de Mekerra. Les plus importants sont classés du Sud au

Nord (cf. Figure IV .4). Ils sont classés comme suit :

Oued Touifza C’est l’affluent du rive gauche de l’Oued Mekerra avec une longueur de 37 km.
Il prend sa source dans Djebel El Beya (1337 m), Djebel Ouargla (1714 m) et Djebel Sidi
Oussef (1493 m). Il représente la conjonction de six Oueds, à savoir . Oued El Atatiche
Oued Tadjemout, Oued Guelt El Baïda, Oued Faïd El Taga, Oued El Oustate et Oued
Hamida.

Oued El Madene C’est l’affluent du rive droite de l’Oued Mekerra avec une longueur de 18.4
km. Il prend sa source à Aïn Tindamine et Argoub El Mansour (1155 m) au pied de Djebel
Bou Lehaf au Sud-Est du bassin versant de Mekerra.

Oued Mkitla C’est l’affluent du rive gauche de l’Oued Mekerra avec une longueur estimée
à 8.8 km. Il prend sa source dans la région de Djorf El Agab (1152 m), auprès de Sidi
Mohammed.

Oued Tissaf C’est l’affluent du rive gauche de l’Oued Mekerra avec une longueur estimée à
11.2 km Il représente la conjonction de trois Oueds, qui sont Oued Bon Khannam Oued
Lamtar et Oued Ane Fress au pied de Djbel El Touil à une altitude d’environ de (791 m)
auprès de Sidi Abd Er Rahmane (cimetière) au Sud-Ouest du bassin de Mekerra.

8.2.7 Organisation et fonctionnement du bassin versant de Mekerra

Du point de vue hydrogéomorphologique, le bassin versant constitue l’unité morphologique
principale qui structure et cloisonne les paysages et fournit le cadre privilégié de l’analyse hy-
drogéomorphologique. Son organisation conditionne le déroulement des crues. Schématique-
ment le bassin versant de Mekerra (cf. Figure 8.4) peut être subdivisé en trois grandes zones en
fonction de leurs rôles (Hallouche, 2007; Hallouche et al., 2010; Benyahia et al., 2011; Korichi,
2013; Korichi et al., 2016) :

— Zone de production appelée aussi de réception

— Zone de transfert

— Zone d’expansion

a) Zone de réception ou de production des crues

Cette zone est comprise entre l’origine de l’Oued Mekerra au sud de Ras El Ma et Mouley
Slissen. Elle correspond à la partie supérieure montagneuse du bassin versant où se forment gé-
néralement les crues en réponse à des précipitations intenses. C’est une zone de forme allongée
(sud-nord) liée à l’organisation du réseau hydrographique. Celui ci est particulièrement dense
et composé d’Oueds intermittents et de ravins drainant des vallons encaissés, qui confluent vers
la vallée principale plus large. Les versants et les talwegs présentent des pentes fortes (donc
un coefficient de ruissellement important) et une couverture pédologique peu épaisse. Soumise
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FIGURE 8.4 – Organisation hydrogéomorphologique du bassin versant de Mekerra (Hallouche
et al., 2010).

à une érosion intense, la zone de production des crues fournit l’essentiel de la charge solide
transportée par le cours d eau. Cette zone peut être divisée en deux tronçons :

le tronçon 1 qui s’étend du sud de Ras El Ma jusqu’à la station de Titen Yahia. Il est constitué
par les vastes surfaces des hauts plateaux où les pentes moyennes à faibles ne compensent
pas la fragilité du sol et sa sensibilité à l’érosion. Les Oueds qui forment des torrents
incisent ces surfaces régulières de talwegs profondément marqués, aux zones inondables
bien délimitées ;

le tronçon 2 en aval de Titen Yahia, la vallée de la Mekerra pénètre dans des massifs monta
gneux. Ce sous-tronçon assure la transition avec la zone de transfert qui débute à Mouley
Slissen. La densité du réseau hydrographique diminue légèrement et la Mekerra reçoit
moins d’affluents, tandis que sa vallée s’encaisse dans les massifs calcaires.

b) Zone de transfert des crues

Le bassin de réception est relayé par une section de gorges qui assure le transfert des débits
liquides et solides vers l’aval du bassin versant. Sur ce tronçon, la plaine s’organise et les dif-
férents lits s’individualisent et l’Oued principal présente un chenal unique qui méandre au fond
de la vallée au sein d’une petite plaine alluviale étroite et encaissée dominée par les versants
rocheux. La diminution de pente permet le dépôt d’une partie de la charge solide, dépôts qui
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peuvent être repris lors des crues. Lors des ruptures de pentes fortes l’Oued Mekerra décrit des
sinuosités en cherchant à dissiper son excès d’énergie.

C’est sur ces tronçons, on peut rencontrer les dynamismes érosifs les plus intenses (les
berges de l’Oued sont particulièrement instables, et soumises à des érosions latérales impor-
tantes au niveau des méandres). L’incision verticale est limitée, puisque les formations les plus
résistantes affleurent dans le lit mineur.

Au niveau de Sidi Ali Benyoub, l’Oued quitte les massifs montagneux et poursuit son che-
minement jusqu’à Boukhanéfis qui fait partie de la zone de transfert puisque la Mekerra est très
encaissée dans d’anciens sédiments. Ainsi la vallée conserve son profil en gorges.

c) Zone d’expansion des crues

C’est la zone la plus exposée aux effets des inondations périodiques dont les conséquences
sont catastrophiques. Ce secteur est situé à l’aval de Boukhanéfis où la vallée change brutale-
ment de forme. La vallée encaissée et étroite s’ouvre très rapidement. Un lit majeur se met en
place. En aval de la localité de Boukhanéfis commence la plaine alluviale de la Mekerra. Elle
constitue une vaste zone d’expansion des crues de l’Oued Mekerra très ancienne, puisqu’on y
trouve plusieurs niveaux alluviaux étagés. Sa largeur atteint généralement plusieurs centaines
de mètres et peut atteindre 3 kilomètres par endroits. Elle s’étend jusqu’à Sidi Bel Abbès où elle
est fermée par des collines de marnes et de grès du Miocène (lieu-dit le Rocher). La dynamique
générale de cette zone est caractérisée par l’accumulation des sédiments, d’où un exhaussement
du plancher alluvial. Ce plancher est parfois non négligeable notamment dans le lit majeur.
Cette large plaine concentre les enjeux du bassin versant, avec plusieurs localités concernées
par la problématique des inondations à savoir ; Boukhanéfis, Sidi Khaled Sidi Lahcen et Sidi
Bel Abbès. Mise en valeur depuis plusieurs siècles, elle est traversée par des aménagements
anthropiques, (routes, canaux, voie ferrée), qui constituent autant d’obstacles derrière lesquels
l’eau peut s’accumuler. L influence des infrastructures ferroviaires et routières sur l’écoulement
des crues, rares et exceptionnelles, est particulièrement sensible en aval de Sidi Lahcen. Dans
cette zone, la voie ferrée, qui longe la Mekerra à l’amont, s’en écarte pour contourner Sidi Bel
Abbès par le sud. Lors des inondations de la ville en 1986 et 1994 cette voie ferrée a joué un
rôle fondamental, puisqu’elle a guidé les eaux de crues vers les quartiers sud de la ville.

En termes d’inondabilité, la plaine de la Mekerra n’est pas inondée uniformément sur toute
sa largeur. Pour chaque crue, les eaux débordant du lit mineur s’écoulent dans le lit majeur en
faveur des chenaux plus ou moins marqués et de faibles profondeurs (inférieures à 1 mètre).

8.3 Régime d’écoulement de l’Oued Mekerra

En se référant à la littérature pour la caractérisation des régimes d’écoulements des Oueds
pour les régions arides et semi-arides, on note l’existence de plusieurs classifications pour ca-
ractériser les régimes d’écoulement. Certains d’entre eux couvrent le monde entier d’autres sont
continentales. Davies et al. (1994) ont fait remarqué que les cours d’eau dans les zones arides et
semi-arides peuvent être soit : éternels (permanant) "perennial", intermittents "intermittent" ou
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éphémère (occasionnel) "ephemeral". Un cours d’eau éphémère se caractérise généralement par
des périodes d’écoulement courtes, générée par des pluies intenses qui tombent brusquement
sur le bassin versant (Day, 1990). Par contre, le cours d’eau intermittent est défini par son écou-
lement relativement régulier et intermittent suivant la variation saisonnière où la phase sèche à
une durée variable. Les cours d’eaux dont le nombre des jours à écoulement constituent moins
de 20% de l’année peuvent être considérés comme éphémères. Cependant, celles qui s’écoulent
entre (20 à 80%) de l’année sont intermittents (Matthews, 1988).

Durant la période qui s’étale de 1942–2001 le taux moyen de l’écoulement journalier de
l’Oued Mekerra- qui est le rapport des jours où l’Oued est en écoulement aux jours de l’année
hydrologique- est relativement faible. Il est de l’ordre de 10%, ce qui correspond environ de 37
jours où l’Oued est en écoulement et 328 jours pendant lesquelles il est à sec. L’Oued Mekerra
peut être donc considéré comme étant éphémère. Toutefois, durant la période qui s’étale entre
1997 jusqu’à 1999 il est devenu intermittent avec un taux d’écoulement journalier atteignant la
valeur de 73% en 1999 (Maref , 2010; Korichi, 2013).

Au niveau du bassin de Mekerra, les crues sont plus fréquentes et plus fortes en automne
qu’au printemps. Elles se caractérisent par une montée rapide des eaux en phase de crue et
une descente plus lente et régularisée, en phase de décrue. Cette régularisation est justifiée
par les étendues d’épandage situées en aval. Dans la phase de décrue, les eaux des étendues
d’épandage ainsi que les eaux emmagasinées dans les alluvions (des berges et du lit) retournent
par un trop plein dans le cours d’eau. La réalimentation est relativement lente, ce qui favorise
le remplissage de la nappe phréatique et la décantation des éléments naturels fertilisants. Les
débits de pointe sont plus grands dans la haute Mekerra (Sidi Ali Benyoub) que dans sa partie
basse (Sidi Bel Abbes ville), où l’on enregistre un aplatissement (laminage ou régularisation
naturelle) de l’onde de crue (Sadeg, 2003).

La Figure 8.5 donne la variation interannuelle des débits dans le bassin étudié. Une forte
fluctuation des débits d’une année à l’autre est observée. Durant la période de 1942 à 2001
l’Oued Mekerra a passé par deux longues périodes sèches. La première s’étend sur neuf (9)
ans ; de 1952 à 1962 où le débit moyen annuel pour cette période est de 0.221 m3/s avec, comme
année sèche caractérisante celle de 1956 (0.039 m3/s). La deuxième a duré dix sept (17) ans de
1968 à 1985 avec des débits moyens qui sont de l’ordre de (0.141 m3/s). L’année la plus sèche
était 1978 (0.022 m3/s) (Maref , 2010; Korichi, 2013).

Il est intéressant de souligner que la sécheresse survenue avant 1945 coïncide avec la pé-
riode de sécheresse qu’a connue le globe terrestre entre 1932 et 1945 (481 et correspond au pic
thermique annuel mondial enregistré en 1940 (Tardy et Probst, 1992). Le manque des apports
pluviométriques observé à partir du milieu des années soixante-dix, confirme la sécheresse qui
sévit sur le Nord de l’Afrique ces quatre dernières décennies (Mitchell et Murray, 1963). Il s’est
manifesté notamment par une baisse dramatique des apports en eau drainés par les Oueds Magh-
rébins. Meddi et al. (1998), évaluent une baisse de 67% par rapport aux écoulement normaux
dans le Nord-Ouest de l’Algérie.

La variation des débits moyens mensuels dans l’Oued Mekerra, montre que l’écoulement
est souvent constaté aux mois Septembre à Octobre et parfois au mois Mai (cf. Figure 8.6).
Ces périodes correspondent aux périodes de crues de l’Oued durant lesquelles les débits sont
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FIGURE 8.5 – Variation interannuelle des débits dans le bassin de l’Oued Mekerra.

considérables. Ils peuvent atteindre la valeur de 0.721 m3/s au mois de Septembre et 0.789 m3/s
au mois d’Octobre. Pour cette période le coefficient mensuel du débit est de l’ordre de 2.44 en
Septembre, 2.67 en Octobre et 1.14 en Mai. Ceci explique le fait que les débits dans ces mois
sont supérieurs à la moyenne annuelle.
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FIGURE 8.6 – Variation interannuelle des débits dans le bassin de l’Oued Mekerra.

La variation saisonnière des débits moyens mensuels, est présentée dans la Figure 8.6. Elle
indique que l’Oued Mekerra s’écoule avec un débit moyen mensuel assez important en automne
(0.6 m3/s) où les pluies dans cette saison sont orageuses et intenses. Le printemps est aussi ca-
ractérisé par un débit relativement important. Ceci est lié vraisemblablement à la fois à l’inter-
vention des pluies qui tombent dans cette saison et au fait que le sol du bassin se caractérise par
une saturation dû aux pluies de l’hiver.

Bien que l’hiver soit la saison la plus pluvieuse (cf. Figure 8.6), elle représente la saison de
faible hydraulicité de l’Oued Mekerra. Tandis que l’automne est la saison de la période sèche
mais elle donne une hydraulicité importante pour l’Oued Mekerra. Cette hydraulicité est le
résultat des crues qui caractérisent cette saison. La réponse hydrologique de l’Oued semble dé-
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pendre fortement de l’intensité des pluies. À l’instar de la majorité des crues méditerranéennes,
les crues observées dans notre bassin, en particulier les crues automnales se caractérisent par un
temps de montée des eaux assez bref. Ce constat caractérise les crues de la région méditerra-
néenne (Bontron et Obled, 2003).

8.4 Aperçu des crues de l’Oued Mekerra

La conjonction des facteurs naturels (vaste plaine inondable) et humains (infrastructures),
avec un développement exponentiel de l’urbanisation, a favorisé ces dernières décennies la
multiplication des inondations catastrophiques dans les localités longeant l’oued Mekerra. À
quelques exceptions près, les crues principales se produisent au début de l’automne, à cause
de la fréquence des orages accompagnés de pluies torrentielles, ce qui nous mène à parler des
inondations ravageuses de la Mekerra, qui est le théâtre d’une crue régulière au mois d’Octobre
de chaque année.

TABLE 8.2 – Statistiques des inondations de la wilaya de Sidi Bel Abbes entre 1986 et 2007
(Yahiaoui, 2012; Benyahia et al., 2011).

Date Lieu Nombre de sinistre
Morts familles sans abris

04 Octobre 1986 Sidi Bel Abbes 1 200
30 Avril 1990 Sidi Bel Abbes 2 130

29 Septembre 1994
Sidi Bel Abbes 2 22
Sidi Bel Benyoub 1 -

5 Décembre 1995 Sidi Bel Abbes - 3
17 Août 1997 Moulay Slissen 1 34
27 Septembre 1997 Sidi Bel Abbes 1 -
13 Décembre 1997 Sidi Bel Abbes 1 5
27 Juillet 2000 Ras El Ma - 100

23 Octobre 2000

Sidi Bel Abbes 1 7
Sidi Lahcen - 50
Boukhanefis - 31
Sidi Khaled - 50

Août 2002 Toute la wilaya - 200
08 Juin 2003 Moulay Slissen - 10

27 Mai 2006
Ras El Ma - 23
Sidi Khaled - 9
Boukhanefis - 5

Avril 2007 Moulay Slissen - 50

Le Tableau 8.2 résume les principaux dégâts, en pertes humaines, des blessés et sans abris,
causés par les crues de l’Oued de Mekerra entre 1986 et 2007. À l’examen de ce tableau, on
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remarque qu’aucun endroit du bassin versant n’est à l’abri de ce du phénomène de crue. Que ce
soit en amont ou en aval, les crues ont ravagé plusieurs localités de la wilaya de Sidi Bel Abbes
dont les plus importantes sont celles de 1986 qui ont envahis le chef lieu de la wilaya, de 2002
où toute la wilaya été sinistré et celles de 2007 à Moulay Slissen avec un débit de 800 m3/s
(Benyahia et al., 2011).

Le problème des inondations générées par les crues cyclique de l’Oued Mekerra a consti-
tué depuis toujours l’une des principales préoccupations des responsables de la Wilaya de Sidi
Bel Abbès. Suite aux observations faites lors des différentes crues enregistrées, on peut lier ces
inondations aux plusieurs causes, à savoir : (1) Averses intenses et irrégulières au niveau de la
haute Mekerra peut atteindre 200 mm/h. (2) Morphologie du bassin versant de Mekerra, parti-
culièrement allongée d’où un temps de concentration très réduit (9 heures). (3) Rétrécissement
de la section de l’Oued au niveau de certains tronçons et ouvrages (Ponts). (4) Obstruction quasi
totale de la section de l’Oued par des sédiments charriés et déposés par les crues antérieures.
(5) Les affluents en aval ont une très faible pente voir négatives. (6) Urbanisation anarchique
au niveau des berges de l’Oued. Ce dernier facteur influe sérieusement sur l’ampleur des crues
(Korichi, 2013).

TABLE 8.3 – Répartition en % du nombre des crues de l’Oued Mekerra entre 1942 et 2001
(Maref , 2010).

Classes de débits (m3/s) >200 200-100 100-50 50-10 <10

Fréquence (%) 0.01 0.50 1.44 5.29 92.77

La Figure (8.7) présente les principales crues de l’Oued Mekerra. On observe notamment
que l’ampleur des crues a remarquablement augmenté durant la décennie (1990-2001). Dans son
étude statistique, Maref (2010) et en tenant compte de 34577 observations des débits instantanés
pour la période de (1942-2001), réparties sur les trois stations hydrométriques (Haçaïba, Sidi Ali
Benyoub et Sidi Bel Abbes) a montré que la classe des débits prépondérante est celle de moins
de 10 m3/s. Tandis que les forts débits (plus de 200 m3/s) ne représente que 0.01% (Korichi
et al., 2016) (cf. Tableau 8.3).

8.5 Simulations unidimensionnelles

Le tronçon utilisé dans cette étude est situé dans la basse Mekerra entre les stations hydro-
métriques de Sidi Ali Benyoub et Sidi Bel Abbes. La longueur du tronçon étudié est de 52 km.
Les données de base comprennent les détails du profil du lit, des sections transversales et des
caractéristiques de résistance hydraulique de l’oued.

La figure 8.8 montre le profil du lit obtenu à partir de la carte topographique en identifiant les
points d’intersection du chenal principal avec les courbes de niveau. Certaines sections trans-
versales mesurées, représentées par des lignes droites à travers l’oued, sont présentées sur la
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FIGURE 8.7 – Historique des crues de l’Oued Mekerra au niveau de la station hydrométrique de
Sidi Bel Abbes(1942-2001).

figure 8.9. La figure 8.10 montre les sections transversales mesurées à la station hydrométrique
de Sidi Ali Banyoub et dans le centre de la ville de Sidi Bel Abbes. Les sections transversales
utilisées dans le calcul sont interpolées à partir des données disponibles.
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FIGURE 8.8 – Profile au long de l’Oued Mekerra entre la station de Sidi Ali Benyoub et celle
de Sidi Bel Abbes.

La résistance du canal, représentée par le coefficient de Manning (nm), représentent la ru-
gosité composite du canal et des plaines inondables, y compris les effets du stockage associés
à l’inondation des plaines inondables (Atallah et Hazzab, 2013). Le tableau 8.4 présente les
valeurs du coefficient de Manning utilisées dans les différents sous-tronçons. Ces valeurs sont
établies en tenant compte des résultats d’études de Atallah et Hazzab (2013); Atallah et al.
(2016) et selon les indications rapportées dans la littérature scientifique (voir par exemple Chow
(1959)) sur la base des caractéristiques physiques de l’oued.
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FIGURE 8.9 – Vue en plan du tronçon étudié et la localisation de certaines sections transversales
de l’oued.
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FIGURE 8.10 – Sections transversales (a) à la station de Sidi Ali Benyoub et (b) à la station de
Sidi Bel Abbes.

Les événements utilisés dans cette analyse sont les inondations d’été de 1983 et celle de
l’automne de 1995. Les entrées latérales le long du tronçon étudié ont été négligées. Un lit sec a
été supposé comme une condition initiale dans cette simulation. En amont du tronçon étudié on
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TABLE 8.4 – Valeurs du coefficient de Manning utilisées dans les différents sous-tronçons (Atal-
lah et Hazzab, 2013).

Tronçons (km) 0-13 13-22 22-32 32-41 41-52

Coefficient de Manning nm 0.040 0.100 0.035 0.030 0.010

utilise l’hydrogramme de la crue observée au niveau de la station de Sidi Ali Benyoub comme
condition de bord amont. L’hydrogramme observé au niveau de la station de Sidi Bel Abbes sert
à évaluer la performance du modèle en comparant ceci avec les résultats de simulation.

La figure 8.11(a) présente la condition à la limite amont utilisée pour l’inondation survenue
le 24 juin 1983. Le débit maximal enregistré lors de cet événement était de 100 m3/s. Les
résultats de simulation sont présentés sur la même figure pour t=47 h. Le pic de la crue prédite
par le modèle était de 7.36 m3/s plus élevé que le débit de pointe mesuré (53.8 m3/s). Les
valeurs maximales du débit pour l’hydrogramme mesuré et calculé arrivent simultanément au
temps t=6 h à la station de Sidi Bel Abbes après le pic observé à Sidi Ali Benyoub.

La figure 8.12(a) présente la condition à la limite amont utilisée pour l’inondation survenue
le 11 Octobre 1995. Le débit maximal enregistré lors de cet événement était de 155 m3/s. Les
résultats de simulation sont présentés sur la même figure pour t=47 h. Les résultats de la simu-
lation ont été comparés ensuite avec l’hydrogramme observé au niveau de la station de Sidi Bel
Abbes (sortie) où le débit de pointe mesurée était de 116 m3/s. Les résultats montrent que l’hy-
drogramme simulé est très proche de celui observé au niveau de la station de Sidi Bel Abbes.
Les mêmes résultats révèlent une diminution d’environ 37.64 m3/s dans la valeur maximale de
débit d’écoulement entre les nœuds d’extrémité. Le temps nécessaire, pour que l’onde atteigne
la station de Sidi Bel Abbes, est estimé à 7 heures. La différence entre les deux hydrogrammes
(simulée et mesurée) est d’environ 1.17%.

Pour les deux évènements, on remarque que les valeurs des débits simulés sont plus grandes
que celles du débit mesuré au niveau de la station de Sidi Bel Abbes (Tableau 8.5). Ceci peut
être dû à la régularisation naturelle (laminage) des eaux en phase de décrue par la formation
d’une multitude d’étendues d’épandage caractéristiques à la topographie particulière de la ré-
gion. Les caractères géomorphologiques, géologiques et lithologiques de la partie du bassin
versant située entre Sidi Ali Benyoub et Sidi Bel Abbès aident à la régularisation naturelle très
nette de l’écoulement de crue. Les eaux superficielles contribuent aussi à la réalimentation des
eaux souterraines par infiltration. À noter que dans la simulation nous avons supposé qu’il n’y
ait pas d’entrée ou sortie d’écoulements pendant la simulation (Atallah et Hazzab, 2013).

8.6 Simulations bidimensionnelles

L’objectif principal de cette partie est d’exposer les capacités du modèle numériques dans
la cartographie des résultats présentant ainsi un outil très ambitieux en matière de l’aide à la
décision dans un contexte de gestion de risque. La démarche est appliquée comme exemple
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FIGURE 8.11 – La crue de l’été de 1983 : (a) l’hydrogramme mesuré au niveau de la station
de Sidi Ali Benyoub et (b) Comparaison entre les valeurs des débits mesurées et simulées au
niveau de la station de Sidi Bel Abbes.
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FIGURE 8.12 – La crue de l’automne de 1995 : (a) l’hydrogramme mesuré au niveau de la station
de Sidi Ali Benyoub et (b) Comparaison entre les valeurs des débits mesurées et simulées au
niveau de la station de Sidi Bel Abbes.

TABLE 8.5 – Comparaison de la précision de débit de pointe pour les deux événements -cas 1 :
crue de l’été de 1983 ; cas 2 : crue de l’automne de 1995.

Hydrogramme Cas 1 Cas 2

Observé à la station de Sidi Ali Benyoub 100.00 155.00
Simulé à la station de Sidi Bel Abbes 61.16 117.36
Observé à la station de Sidi Bel Abbes 53.80 116.00

sur l’agglomération de Sidi Bel Abbes et effectuée à l’aide du modèle bidimensionnel de type
RKDG comme instrument de modélisation hydraulique et du système d’information géogra-
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phique comme outil de cartographie des zones exposées. Ce choix est bien argumenté puisque
la ville de Sidi Bel Abbés est confrontée continuellement aux inondations générées par les crues
d’oued Mekerra. Le modèle (2D) RKDG montrera bien sa capacité en matière de représenta-
tion de l’étendue de l’inondation et le système d’information géographique permettras de bien
spatialiser les éléments exposés à ce risque et par conséquence aboutir à une meilleure décision
pour leur gestion.

Le modèle mis en œuvre permet d’obtenir une description précise du champ des vitesses
et des axes d’écoulement. Autrement dit, il est possible de simuler les crues en temps réel,
les vitesses, les directions d’écoulement et les hauteurs d’eau étant connues en tout point et à
chaque instant et ensuite la cartographie des résultats de la modélisation hydraulique en vue de
réaliser le zonage des aléas (Atallah et al., 2018). Notons que, par hypothèse, les calculs sont
réalisés à fond fixe. Aucune modélisation du transport sédimentaire ni aucune variation du fond
du lit n’est modélisée dans la présente étude.
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FIGURE 8.13 – Simulations bidimensionnelles de l’inondation de la ville de Sidi Bel Abbes :
Délimitation de la zone d’étude (Atallah et al., 2018).

La figure 8.13 représente la délimitation de la zone d’étude sur une photo de Google Earth.
On a représenté, aussi, sur la même figure, les limites de la zone de maillage utilisée dans le cal-
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cul. Cette figure a été géoréférencées dans le logiciel QGIS 2.14 (gratuit ; http ://www.qgis.org),
en utilisant le système géodésique mondial 1984 (WGS84), le même système de coordonnées
utilisé dans Google Earth. La longueur de la partie étudiée de l’oued est d’environ 5380 m.
Cette partie contient plusieurs méandres, la largeur variant de 13 à 142 m avec une faible pente
de 0.3%.

Des levés topographiques récents ont été couplées avec les données des cartes topogra-
phiques afin d’obtenir le modèle numérique du terrain (MNT) avec une résolution de 10x10 m
en utilisant un logiciel de cartographie (Figure 8.14). Le maillage horizontal est composé d’élé-
ments triangulaires non structurés qui ont été préparés à l’aide du logiciel de préparation, d’ana-
lyse et de visualisation des données Blue Kenue (gratuit, http ://www.nrc-cnrc.gc.ca). Les don-
nées bathymétriques ont été chargées dans Blue Kenue (sous forme de fichier ASCII où les co-
ordonnées x, y et z sont représentées en mètres) et mappées (via un interpolateur) sur le maillage
de sorte qu’une seule valeur d’altitude est attribuée à chaque nœud. Le maillage représenté sur
la figure 8.15 est composé de 8960 nœuds et de 17434 éléments triangulaires. Sur cette figure,
les coordonnées x et y sont transformées en degrés décimaux pour normaliser la présentation
de toutes les figures. La zone d’étude comprend deux parties : le chenal principal et la plaine
inondable. Le pas du maillage est pris égale à 12 m pour le chenal principal et 24 m pour la
plein inondable. Le chenal et la plaine d’inondation sont initialement secs et le débit de l’oued
est considéré comme être nul. Les conditions aux limites sont créées en fonction du maillage
généré. Les conditions aux limites comportent un hydrogramme du débit à l’entrée amont et de
la courbe du tarage à l’aval (figure 8.16).
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FIGURE 8.14 – Simulations bidimensionnelles de l’inondation de la ville de Sidi Bel Abbes :
Topographie de la zone d’étude (Atallah et al., 2018).
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FIGURE 8.15 – Simulations bidimensionnelles de l’inondation de la ville de Sidi Bel Abbes :
Maillage de la zone d’étude (Atallah et al., 2018).
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FIGURE 8.16 – Simulations bidimensionnelles de l’inondation de la ville de Sidi Bel Abbes :
Courbe de tarage (Atallah et al., 2018).

a) Calage du modèle

En général, le coefficient de rugosité est une mesure de l’effet du matériau du lit, de la
géométrie du canal, du type et de la densité de la végétation et d’autres facteurs sur la résistance
à l’écoulement. Pour le développement de modèles hydrauliques, les coefficients de rugosité
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de Manning sont ajustés en utilisant les niveaux d’eau et les débits enregistrés au niveau des
stations de jaugeage (Wang et al., 2010). Plusieurs chercheurs ont simulé les crues en utilisant
les valeurs de Manning nm ajustées pour reproduire les paramètres mesurés à l’aide de différents
modèles hydrauliques calés tels que HEC-RAS (Berghout et Meddi, 2016; Boulomytis et al.,
2017), MIKE FLOOD (Ballesteros et al., 2011), et SWAT (Yesuf et al., 2016).

Les débits et les profondeurs d’eau sont mesurés à la station de jaugeage de Sidi Bel Abbes
située à 4.9 km en aval de la zone d’étude. Cependant, la station de jaugeage amont la plus
proche est située à Sidi Ali Benyoub (42 km en amont de la zone d’étude). Par conséquent, le
calage du coefficient de Manning a été effectué en utilisant une méthodologie hybride. En parti-
culier, nous avons utilisé une approche 1D pour simuler les écoulements dans l’oued, entre Sidi
Ali Benyoub et l’entrée de Sidi Bel Abbes. L’hydrogramme obtenu à l’entrée de Sidi Bel Abbes
est ensuite adopté comme condition à la limite d’entrée pour le modèle 2D de la zone exposée
aux inondations. L’approche 1D-2D présente l’avantage de prédire l’inondation en évitant la
description onéreuse de la géométrie du lit de l’oued en 2D et, par conséquent, de réduire le
temps de calcul (Aureli et al., 2006).

L’inondation survenue le 11 octobre 1995 a été utilisée pour le calage du modèle. L’hydro-
gramme de cet événement de crue est présenté à la figure 8.12(a). Le débit maximal enregistré
lors de cet événement était de 155 m3/s. La simulation s’effectue en utilisant la même procé-
dure décrite dans la section 8.5. La longueur du tronçon simulé, dans ce cas, est 42 Km. Pour les
conditions aux limites, nous avons utilisé l’hydrogramme de la crue du 11 octobre 1995 observé
à l’extrémité amont du tronçon (Sidi Ali Benyoub) et la courbe de tarage dérivée à l’extrémité
aval du tronçon (Sidi Bel Abbes). Les valeurs du coefficient de Manning sont les même décrite
dans le tableau 8.4. L’hydrogramme obtenu à l’entrée d’une zone inondable est illustré à la
figure 8.17.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

Mesuré à Sidi Ali Benyoub

Calculé par RKDG (1D)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

20

40

60

80

100

120

140

Mesuré à Sidi Bel Abbes

Calculé par RKDG (2D)

(a) (b)

FIGURE 8.17 – Calage du modèle : (a) l’hydrogramme calculé par RKDG 1D (b) Comparaison
entre les valeurs des débits mesurées et simulées par RKDG 2D au niveau de la station de Sidi
Bel Abbes.

Le modèle 2D a ensuite été utilisé pour simuler le débit dans la zone exposé d’inondations.
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Le maillage a été prolongé jusqu’à la station de jaugeage de Sidi Bel Abbes. Dans le but de
calage, on a utilisé les valeurs des niveaux d’eau et les débit liquides calculés par le modèle 1D
et les valeurs des niveaux d’eau et les débit liquides mesurés à la station de Sidi Bel Abbes lors
de l’événement de la crue automnale de 1995. Différentes valeurs du coefficient de rugosité de
Manning non homogène ont été testées dans le processus du calage du modèle 2D : 0.025 à
0.035 m1/3/s pour le chenal principal et 0.06 à 0.1 m1/3/s pour la plaine inondable.

Après simulation et calcul des erreurs (entre les variables simulées et mesurées), les coef-
ficients de Manning ont été choisis pour minimiser les erreurs. Les valeurs optimales obtenues
pour le coefficient de rugosité de Manning étaient de 0.028 m1/3/s pour le chenal principal et de
0,071 m1/3/s pour les zones d’habitation. Les hydrogrammes calculé et mesuré au niveau de la
station de jaugeage de Sidi Bel Abbes sont présentés à la figure 8.17(b). Les résultats montrent
que l’hydrogramme simulé était très proche de celui enregistré à la station de jaugeage de Sidi
Bel Abbes. L’erreur maximale avec ces coefficients est inférieure à 1%.

8.6.1 Résultats et discussion

Après le calage du modèle pour le premier événement du 11 octobre 1995 (par ajustement
des coefficients de Manning), le modèle a été utilisé pour analyser le comportement d’inon-
dation de la ville de Sidi Bel Abbes lors de la deuxième crue survenue entre le 27 et le 30
septembre 1994. Le débit de pointe enregistré lors de cette inondation au niveau de la station de
jaugeage de Sidi Ali Benyoub était 236.6 m3/s (figure 8.18(a)). Pour la même période, le débit
maximal enregistré au niveau de la station de Sidi Bel Abbes était 215 m3/s. C’est la plus grande
valeur enregistrée au niveau de cette station entre 1942 et 2006 (figure 8.7). La simulation a été
effectuée en utilisant la même méthodologie hybride décrite dans le processus de calage du mo-
dèle. Nous avons utilisé l’approche 1D pour simuler l’écoulement dans l’oued, entre Sidi Ali
Benyoub et l’entrée de Sidi Bel Abbes. L’hydrogramme obtenu (figure 8.18(b)) à l’entrée de
Sidi Bel Abbes a été adopté comme condition au limite amont pour le modèle 2D de la zone
exposée aux inondations.

La simulation est exécutée jusqu’à ce que les ondes sortent du domaine. Les profondeurs
d’eau maximales obtenues par la simulation ont été transformés en cartes d’inondation à l’aide
d’un logiciel de cartographie. À travers la superposition des cartes d’inondation sur la carte
de la ville de Sidi Bel Abbes, on peut voir les maisons susceptibles d’être inondées. Ce résul-
tat est très utile pour les autorités locales afin de tracer les cartes des risques d’inondation et
d’informer la population. La figure 8.19 montrent les zones susceptibles d’être inondées sous
l’effet d’une crue similaire à celle survenue entre le 27 et le 30 septembre 1994. La partie amont
du tronçon étudié a une pente d’environ 0.45%, plus raide que la pente de la partie aval, qui
est d’environ 0.15%. Par conséquent, la profondeur de l’écoulement en amont est relativement
plus faible que celle de la partie aval. Les zones les plus touchées sont El-Houria, Sidi Djllali,
Houari Boumediene et Boumelik (Figure 8.13). L’inondation des cités El-Houria, Sidi Djllali
et Houari Boumediene est causée par les écoulements à haute vitesse, le rétrécissement de la
section d’écoulement et la courbure du chenal principal. Évidemment, lorsque l’eau s’écoule
dans une courbure, en raison de la force centrifuge, le niveau d’eau augmente près de la berge
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FIGURE 8.18 – Hydrogrammes : (a) mesuré au niveau de la station de Sidi Ali Benyoub (b)
Calculé à l’entrée de la zone exposée aux inondations par RKDG (1D).

extérieure que de la berge interne. La vitesse d’écoulement est également plus élevée sur la rive
extérieure de l’oued que sur la rive intérieure. Cela conduit à une augmentation plus importante
du niveau d’eau vers la rive extérieure. La carte de distribution des vitesses (figure 8.20) montre
que l’événement est caractérisé par des vitesses très élevées, en particulier dans les 2 premiers
kilomètres. L’inondation de la région de Boumelik est due à l’augmentation du niveau d’eau qui
est lui-même dû au rétrécissement de la section d’écoulement. Le rétrécissement de la section
transversale d’écoulement de 142 m à 21 m provoquerait également une augmentation de la
vitesse de l’eau. La profondeur d’eau dans l’oued, juste en amont de Boumelik, peut atteindre
12.3 m, ce qui peut causer de sérieux dommages.

Les menaces pour la sécurité des personnes et des dommages structurels bruts causés par
les inondations dépend largement de la vitesse et de la profondeur des eaux de crue. Plus ces
facteurs deviennent importants, plus le danger pour les personnes et les biens devient grand. Afin
de tracer les cartes des risques d’inondation pour la zone étudiée nous avons utilisé la procédure
décrite par New South Wales (NSW) Government (2005). Cette procédure combine entre la
profondeur et la vitesse de la crue pour élaborer les cartes de risques d’inondation. Comme le
montre la figure 8.21, l’indice de risque d’inondation est réparti en trois groupes (élevé, moyen
et faible). La figure 8.22 présente la carte des risques résultant de l’inondation de 1994. Cette
carte a été produite dans un logiciel de cartographie en combinant des cartes de profondeur et de
vitesse selon le diagramme présenté à la Figure 8.21. Le risque d’inondation généré par l’oued
Mekerra reflète les effets de la profondeur et de la vitesse d’écoulement. La figure 8.22 montre
que la plus grande zone est liée à la classe à risque élevé alors que la classe à faible risque a
la plus petite superficie. Le schéma des cartes des aléas d’inondation de la figure 8.22 prouve
que la topographie de l’oued et de la plaine inondable est un facteur important. Dans la partie
aval de la zone d’étude où la plaine d’inondation est relativement basse, le risque d’inondation
de l’oued est plus élevé que dans les autres parties. En cas d’inondation, le débit d’inondation
dépasse les berges et déborde dans la plaine d’inondation.
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FIGURE 8.19 – Distributions des profondeurs d’eau maximales atteintes pour l’inondation de
1994.
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FIGURE 8.20 – Distributions des vitesses d’eau maximales atteintes pour l’inondation de 1994.

8.7 Conclusion

L’oued Mekerra, situé dans le nord-ouest de l’Algérie dans une zone semi-aride, est un
cours d’eau éphémère. Les inondations soudaines et catastrophiques qui se produisent dans
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FIGURE 8.21 – Classification des risques d’inondation selon New South Wales (NSW) Govern-
ment (2005).
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FIGURE 8.22 – Carte de risque d’inondation pour l’inondation de 1994.

l’oued constituent une menace pour plusieurs agglomérations. L’inondation, dans cette région,
est causée par des précipitations intenses ou extrêmes sur une courte période, en particulier au
début de l’automne.

La première partie, dans ce chapitre été consacré à la modélisation unidimensionnelle. Une
comparaison entre les résultats mesurés et simulés a montré que le modèle utilisé est approprié
pour déterminer l’hydrogramme de crue à la sortie du cours d’eau.
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Dans la deuxième partie, on a étudié une section de l’oued Mekerra à travers la ville de
Sidi Bel Abbes en exploitant des levés bathymétriques et les données de mesure des écoule-
ments lors de deux événements du 11 octobre 1995 et 27-30 septembre 1994 enregistrés aux
stations de jaugeage de Sidi Ali Benyoub et Sidi Bel Abbes. En utilisant les données du pre-
mier événement (inondation du 11 octobre 1995), on a pu faire le calage du modèle à travers
la détermination du coefficient de Manning approprié. Ce calage a été effectué en utilisant une
méthodologie hybride ; l’approche 1D est utilisée pour simuler l’écoulement dans l’oued, entre
Sidi Ali Benyoub et l’entrée de Sidi Bel Abbes. L’hydrogramme obtenu à l’entrée de Sidi Bel
Abbes a été adopté comme condition au limite amont pour le modèle 2D de la zone exposée
aux inondations. La simulation du deuxième événement (inondation du 27-30 septembre 1994)
a été réalisée en utilisant la même méthodologie hybride. Les valeurs de paramètres hydrody-
namiques calculées (profondeurs et vitesses d’eau maximales) sont utilisées pour dessiner des
cartes des risques d’inondation. L’analyse de ces cartes a conduit aux conclusions suivantes :

— L’inondation de certaines zones est causée par les écoulements à grande vitesse, le rétré-
cissement de la section transversale de l’écoulement et la courbure du l’oued.

— La topographie de l’oued et de la plaine d’inondation est un facteur important dans la
cartographie des risques d’inondation. Dans la partie aval de la zone d’étude où la plaine
d’inondation est relativement plate, le risque d’inondation est plus élevé que dans les
autres localités. En cas d’inondation, le débit d’inondation dépasse les berges et déborde
dans la plaine d’inondation.

— La distribution de risque d’inondation généré par l’oued est plus influencée par la profon-
deur d’eau et la vitesse d’écoulement.

— Les autorités locales peuvent utiliser un tel modèle comme outil de pronostic dans l’éla-
boration de plans d’urgence en cas d’inondation et prendre les mesures de défense appro-
priées.
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Conclusions générales et perspectives

Nous nous sommes intéressés dans cette thèse à la simulation numérique des écoulements
à surface libre en général (des inondations en particulier). Le modèle résout les équations de
Saint–Venant en utilisant la formulation de Galerkin discontinue. Cette formulation présente
des avantages aux méthodes traditionnelles d’éléments finis en facilitant l’implémentation de
l’ordre élevé et donne des souplesses par rapport à l’adaptation de maillage. En simulations
numériques, un des challenges est de disposer d’un code robuste et précis en calcul capable
de simuler des écoulements uni et bidimensionnels à surface libre en prenant en compte la
complexité de la topographie et la présence des épisodes de couvrement/découvrement. Une
des applications est la simulation de la propagation des ondes de crues et le phénomène réel de
rupture de barrage. Une partie de notre recherche s’articule sur l’application de cette méthode à
la simulation des ondes de crue de l’Oued Mekerra. C’est un Oued à écoulement temporel dans
une région semi-aride. Les schémas de Galerkin discontinue, que nous avons considérés, ont
prouvé leurs capacités à capturer le choc aux frontières des discontinuités.

Nous avons tous d’abord établi le modèle mathématique de Saint–Venant qui représente un
système des lois de conservation régissant les écoulements à surface libre. Ces lois de conser-
vation sont celles de la masse et de la quantité de mouvement dont elles combinent entre les
effets des forces d’inertie, de gravité, de pressions et de frottement sous certaines hypothèses et
approximations fondamentales. Les équations de Saint–Venant donnent une solution aux écou-
lements non permanent et non uniforme à surface libre. Toutefois, ces approximations sont
souvent très restrictives et ne permettent pas de prendre en considération certains problèmes
pratiques notamment lorsqu’il s’agit d’un domaine vaste.

Nous avons adapté une méthode de type éléments finis Galerkin discontinus (RKDG) as-
sociée à une limitation de pente. Notre schéma est ainsi basé sur une discrétisation de type
éléments finis discontinus de Galerkin en espace et une intégration temporelle de type Runge-
Kutta. Cette méthode permet également d’obtenir des schémas d’ordre élevé basés sur le choix
d’une base locale et des formules de quadrature. Différents schémas d’approximation des flux
numériques ont été présentés, à savoir celui de Lax-Friedrichs (LF), celui de Harten, Lax, et
van Leer (HLL), celui de Harten-Lax-van Leer Contact (HLLC) et celui de de Roe. La méthode
RKDG est conçue avec une procédure de limitation de pente qui permet d’éviter la génération
de fausses oscillations aux voisinages des forts gradients. Trois limiteurs de pente unidimen-
sionnels, ceux de Godunov, minmod, et le limiteur de pente MC (Monotonized Central) sont
aussi présentés et détaillés. Nous avons opté pour l’utilisation du dernier limiteur de pente. La
procédure de limiteur de pente, dans le cas 1D, est appliquée à la profondeur d’eau et noté
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(LP-h), au niveau d’eau et noté (LP-Z) ou à la section d’écoulement et noté (LP-A). Les limi-
teurs ainsi choisis améliorent l’exactitude de la solution, réduisent au maximum les oscillations
non-physiques au sein des discontinuités et préserve l’ordre supérieur du schéma numérique.

Nous avons par ailleurs comparé le schéma RKDG avec la méthode CDG (Characteristic
Dissipative Galerkin), une méthode de type éléments finis continue dans le cadre de plusieurs
problèmes hydrauliques stationnaires et transitoires admettant des solutions analytiques ou des
résultats expérimentaux. Nous avons constaté que dans les régions « lisses », les deux méthodes
donnent des résultats similaires. Cependant on peut remarquer que la formulation éléments finis
discontinus de Galerkin est plus précise dans les régions où il y a des discontinuités. Pour chaque
type de limiteur de pente utilisé, les solveurs approximatifs de Riemann de type HLL, LF, et
Roe sont évalués. Les résultats prouvent que le meilleur limiteur de pente est LP-Z. Les tests
montrent que le solveur de type Roe donne les résultats les plus précis tandis que les résultats le
moins précis est obtenus avec le solveur de type LF. Dans le cas où il existe des transitions du
régime torrentiel au fluvial suivies d’un ressaut hydraulique les deux procédures de limitation
de pente donnent des résultats similaires. Cependant, les résultats oscillatoires sont observés
dans le débit avec le solveur LF. Pour les deux procédures de limitation de pente, le solveur de
type Roe conserve le débit avec plus de précision. Cependant, l’utilisation de limiteur de pente
LP-Z avec un solveur de type Roe fournit de meilleures solutions. Nous avons aussi appliqué
la méthode GD à la modélisation unidimensionnelle des écoulements à surface libre dans les
canaux naturels. Nous avons détaillé la méthode GD utilisée pour résoudre ces équations. La
méthode de traitement des lits secs est aussi présentée. Nous avons validé et comparé le schéma
numérique décrits et ceci sur différents problèmes hydrauliques transitoires et stationnaires.

Nous nous sommes ensuite intéressés à la simulation numérique des écoulements à surface
libre en deux dimensions dans les canaux naturels. Différents traitements des termes de flux
numériques ont été discutés. On a décrit, aussi, la méthode de traitement du terme source et
le limiteur de pente bidimensionnel de Tu et Aliabadi (2005) pour des discrétisations triangu-
laires utilisé pour stabiliser le schéma numérique. Ce schéma numérique est appliqué aux divers
problèmes d’écoulements à surface libre. Les solutions numériques sont comparées avec des
solutions analytiques ou avec des mesures en laboratoire. La méthode RKDG a été confrontée
dans le cadre de différentes applications, qu’il s’agisse aussi bien du calcul des hauteurs d’eau
que des débits, notamment dans des problèmes présentant des discontinuités dues à des ressauts
hydrauliques ou des ruptures de barrages. Des comparaisons à la fois d’ordre quantitatives et
qualitatives montrent que la méthode donne des résultats de bonne qualité. La méthode RKDG
permet de considérer plus naturellement des phénomènes incluant des chocs et des ressauts hy-
drauliques. Les fonctions de flux HLL et Roe donnent, pour les problèmes étudiés, des résultats
avec précisions de même ordre de grandeur. Les résultats obtenus à partir des deux limiteurs de
pente, LP-A et LP-Z, produisent les mêmes résultats pour les essais effectués dans des canaux
prismatiques et non prismatiques rectangulaires sur des lits mouillés et secs. Pour les canaux
naturels avec lit sec, le limiteur de pente LP-A donne de meilleures solutions que le limiteur
de pente LP-Z. Dans l’ensemble, le limiteur de pente LP-A est capable de fournir des résultats
précis pour les canaux rectangulaires, non rectangulaires et naturels sur des lits mouillés et secs.

Les résultats des cas-tests sont satisfaisants et nous permettent d’envisager avec confiance
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le passage à des applications grandeur nature : la rupture du barrage de Malpasset (France).
Dans cette application, les comparaisons très complètes donnent une bonne cohérence entre les
résultats numériques et ceux issus du modèle physique ou observé. Elles confirment la fiabilité
et le bon fonctionnement du code même pour un cas grandeur nature. Dans le but d’appliquer
ces méthodes numériques pour des cas réels tel que l’onde de crue, une étude générale du bassin
versant de Mekerra, nous a fourni un aperçu général sur les différents paramètres hydrologiques,
climatologiques et hydrologiques de ce bassin. Ce dernier est caractérisé par un relief variant
entre fort et très fort et une forme allongée. Le réseau hydrographique montre que notre bassin
est relativement drain. Ce bassin se caractérise par un climat semi-aride. L’oued Mekerra est un
oued éphémère avec un taux moyen d’écoulement journalier de l’ordre de (10%). L’oued Me-
kerra se caractérise par des crues violentes et ravageuses qui se manifestent de façon périodique
à l’automne, généralement de Septembre à Octobre et accompagnées par des pluies torrentielles
dont l’intensité peut atteindre jusqu’à (120 à 190 mm/h).

On a, aussi, étudié une section de l’oued Mekerra à travers la ville de Sidi Bel Abbes en
exploitant des levés bathymétriques et les données de mesure des écoulements. Les valeurs de
paramètres hydrodynamiques calculées (profondeurs et vitesses d’eau maximales) sont utili-
sées pour dessiner des cartes des risques d’inondation. L’analyse de ces cartes a conduit aux
conclusions suivantes : (a) L’inondation de certaines zones est causée par les écoulements à
grande vitesse, le rétrécissement de la section transversale de l’écoulement et la courbure du
l’oued, (b) La topographie de l’oued et de la plaine d’inondation est un facteur important dans
la cartographie des risques d’inondation. Dans la partie aval de la zone d’étude où la plaine
d’inondation est relativement plate, le risque d’inondation est plus élevé que dans les autres lo-
calités. En cas d’inondation, le débit d’inondation dépasse les berges et déborde dans la plaine
d’inondation, (c) La distribution de risque d’inondation généré par l’oued est plus influencée
par la profondeur d’eau et la vitesse d’écoulement. Les autorités locales peuvent utiliser un tel
modèle comme outil de pronostic dans l’élaboration de plans d’urgence en cas d’inondation
et prendre les mesures de défense appropriées. Dans cette étude, nous avons seulement consi-
déré les termes source dus à la topographie du fond et aux pertes par frottement. Cependant,
le système de Saint–Venant sont soumis à une grande variété de forces externes telles que la
force de Coriolis, la contrainte de vent de surface et le gradient de pression atmosphérique. Par
conséquent, ces termes peuvent être ajoutés aux équations de quantité de mouvement pour pré-
senter une gamme plus large de processus physiques qui peuvent contribuer aux écoulements
de la plaine inondable. Dans de nombreuses situations, ce modèle sera résolu sur des domaines
complexes et sur des bathymétries irrégulières telles que les zones côtières. La méthode des
éléments finis est particulièrement avantageuse pour ces types d’applications. Le modèle peut
également être combiné avec quelques équations supplémentaires (par exemple, transport, ré-
action) pour la simulation de la propagation des contaminants, du transport de la température
et de la salinité et d’autres problèmes d’ingénierie. une autre perspective de ce travail est de
poursuivre le développement de l’approche RKDG, notamment au niveau du temps de calcul
(en utilisant par exemple un pas de temps local (Local Time Stepping) pour réduire le temps de
calcul. Ces questions et d’autres feront l’objet de futures investigations.
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Résumé 
L’objectif principal de cette thèse est de proposer un modèle numérique de simulation des écoulements à 
surface libre en général (des inondations en particulier). Le modèle résout les équations de Saint-Venant 
en utilisant la formulation de Galerkin discontinue. Différents schémas d’approximation des flux 
numériques ont été étudiés. Différents limiteurs de pente ont été testés et leurs effets étaient comparés. Un 
banc d’essai numérique des différents problèmes hydrauliques stationnaires, transitoires, uni et 
bidimensionnels, est effectué. La comparaison du schéma numérique avec les mesures expérimentales ou 
les solutions analytiques montre une très bonne corrélation. On a, aussi, étudié une section de l’oued 
Mekerra à travers la ville de Sidi Bel Abbes en exploitant des levés bathymétriques et les données de 
mesure des écoulements. Les valeurs de paramètres hydrodynamiques calculées (profondeurs et vitesses 
d’eau maximales) sont utilisées pour dessiner des cartes des risques d’inondation. Les résultats obtenus 
confirment la capacité du schéma numérique à simuler les événements réels. Ils permettent non seulement 
de fournir des informations sur la prévision de la crue et le suivi de l’évolution de l’ampleur de 
l’écoulement dans l’Oued mais aussi la délimitation des zones à risques et la quantification des pertes. 

Mots clés : Équation de Saint-Venant, Méthode des éléments finis, Méthode de Galerkin discontinue de 
type Runge–Kutta, Inondation, Oued Mekerra. 

 

Abstract 
The main objective of this thesis is to propose a numerical simulation model of free-surface flows in 
general (floods in particular). The model solves the Saint-Venant equations using the discontinuous 
Galerkin formulation. Different numerical flow approximation schemes have been studied. Different 
slope limiters were tested and their effects were compared. A variety of tests for shallow water flows in 
different flow regimes including steady and transient of one and two-dimensional hydraulic problems is 
carried out. The comparison of the numerical scheme with the experimental measurements or the 
analytical solutions shows a very good agreement. A section of wadi Mekerra was also studied through 
Sidi Bel Abbes city using bathymetric surveys and flow measurement data. Calculated hydrodynamic 
parameter values (maximum depths and water velocities) are used to draw flood hazard maps. The results 
obtained confirm the ability of the numerical scheme to simulate real events. They allow not only provide 
information on flood forecasting and monitoring the evolution of the extent of flow in the Wadi but also 
the delimitation of risk areas and the quantification of losses. 

Keywords: Saint-Venant equations, Finite element method, Runge–Kutta discontinuous Galerkin 
method, flood, inundation, Wadi Mekerra. 

 ملخص
السطحية بشكل عام (الفيضا�ت على وجه  للسر�ن الحر للمياهدف الرئيسي من هذه الأطروحة هو اقتراح نموذج محاكاة عددية اله

مختلف طرق دراسة ب في هذا الصدد قمنا .ةتقطعالم غاليركين طريقةباستخدام  و�نسان فعادلات منموذج يحل هذا الالخصوص). 
 ةالعددي اتختبار الا و قد أجرينا مجموعة من ها.المختلفة ومقارنة آثاره الميلان اختبار محددات  للتدفق العددي وتقريبيال الحساب

القياسات التجريبية أو الحلول التحليلية  و النتائج الرقمية. المقارنة بين ة و ثنائية البعدأحاديلدراسة الجر�ن الدائم و المتغير للمياه 
معطيات مسح سيدي بلعباس باستخدام  المار بمدينةكرا المتمت دراسة جزء من وادي  اكم  .النتائجالتقارب الشديد بين  أظهرت
) لرسم خرائط القصوى سرعات المياهو الهيدروديناميكية (أعماق  للعواملقيم المحسوبة الوبيا�ت قياس التدفق. يتم استخدام  الأراضي

المخطط العددي على محاكاة الأحداث الحقيقية. وهي لا تسمح فقط  مخاطر الفيضا�ت. النتائج التي تم الحصول عليها تؤكد قدرة
 .لتنبؤ بالفيضا�ت ورصد تطور مدى التدفق في الوادي، بل تسمح أيضا بتعيين مناطق الخطر وتحديد حجم الخسائربا

وادي ، الفياضا�ت، كوتا-رانجة من نوع تقطعالم غاليركين ، طريقة العناصر المنتهية، طريقةو�نسان فمعادلات  الكلمات المفتاحية:
 .كراالم
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