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Chapitre 1

Introduction

Dans de nombreux domaines ( sciences et techniques ) les données se presentent
comme des réalisations de de courbes fonctionnelles. En terme de statistiques
cela s’interprete par un vecteur de grande dimension. Ces données peuvent tout
a fait étre décrites par des courbes aléatoires et considérées comme des échan-
tillons d’une variable aléatoire a valeurs dans un espace fonctionnel. Parmi les
modeles fonctionnels utulisés nous citons la classe de processus Autorégressive
fonctionnels. Cette classe a été largement étudié¢ dans le monographe de Bosq
[7]). elle a été utilisé par la suite par de nombreux auteurs dans la modélisation et
la prévision de processus aléatoires a temps continu. Diverses applications ont été
réalisées avec succes dans plusieurs domaines : la prévision de la consommation
d’électricité, le trafic routier, la température d’El-Nifio, I’électrocardiogramme, la
prévision du nombre annuel de passagers dans les Chemins de Fer Francgais et la
prédiction des niveaux de pollution atmosphérique (voir Bosq [7]]). Pour les don-
nées environnementales on peut citer Omatu et al. [33]] : la prédiction des niveaux
de concentration de polluants dans la pollution atmosphérique avec le filtre de
Bucy-Kalman. Nous rappelons la définition d’un processus Autorégressif Hilber-
tien réel d’ordre 1 ARH(1). Soit (H, H) un espace de Hilbert séparable réel muni
de sa tribu borélienne H.<, > et || . || sont le produit scalaire et sa norme. On note
par L (H ) I’espace des operateurs linéaires bornés définis sur H a valeurs dans H,
muni de la norme usuelle ||.|| ;. Une suite de variables aléatoires ¢ = (g,,,n € Z)
a valeurs dans I’espace de Hilbert [/ (H-variables) indépendentes et identique-
ment distribuées (i.i.d.) et telles que : 0 < E||go||? = 0% < 00 ,Fey = 0 est dite
un H-bruit blanc fort. Une suite X = (X,,n € Z) de H-variables aléatoires est
un Processus Autorégressif Hilbertien d’ordre 1 (ARH(1)) d’opérateur p, de bruit
blanc fort € s’il vérifie :

Xn=p(Xp1)+en,neZ (1.1)
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ol ¢ = (g,,n € Z) est un H—bruit blanc fort, et p € L. Si il existe un entier
Jo > ltel que ||p?||z < 1, alors cette derniére équation admet une unique solution
stationnaire donnée par :

Xo=> pleny)n€l
j=0

ol la série converge dans L?(2, A, IP) et presque surement.

Dans cette thése nous nous intéressons a la prédiction de la v.a. X,, 1 quand on a
observé un échantillon X, X5, ..., X, du processus (I.1). Bosq et Mourid (2013)
ont étudié la détermination de la meilleure approximation linéaire A(X) d’une
variable aléeatoire Y, sachant X, lorsque X et Y sont a valeurs dans un espace de
Hilbert réel séparable /1. Cela revient a la la minimisation suivante :

min E||Y — 1(X)]?

ol le minimum porte sur [ un opérateur linéaire agissant sur H. La difficulté vient
du fait que la solution est, en général, un opérateur linéaire non continu et non
défini partout. Le probleme peut alors se traiter de la facon suivante : on se place
dans I’espace de Hilbert L?( H) des variables aléatoires Hilbertiennes de norme de
carré intégrable et on cherche a déterminer la projection orthogonale de Y sur le
sous espace clos G(X) engendré par X introduit par Fortet (1995). La solution est
alors une transformation linéaire mesurable (TLM ) introduite par Mandelbaum
(1984). Bosq et Mourid (2013) ont obtenu ainsi une forme explicite de \(X),
sous forme directe, ou en utilisant une base orthonormale de G(X). Des formes
explicites de A\(X) sont données dans le cas o (X, Y") est un vecteur Gaussien.
Les éléments primordiaux dans cette détermination sont les sous espaces clos
G(X) engendré par X introduit par Fortet (1995) et les transformations linéaires
mesurables (TLM ) de Mandelbaum ( 1984).

Rappellons que si L%, = L% (Q, A P) = {Z : Q - H |/ E||Z||* < oo} est
I’espace de Hilbert des v.a. de second ordre muni du produit scalaire (77, Z;) =
E{(Z\,7Z5), Z1, Z5 € L% alors pour une va Y € L? a valeurs dans H, le sous sous
espace clos G(Y') engendré par Y est défini par G(Y') = sp{l(Y')/l € L(H)}. De
plussi Z € G(Y), alors il existe une transformation linéaire mesurable (TLM) A,
telle que Z = Az(Y'). Dans le cas guaussien, la TLM A est la projection ortho-
gonale ( noté par [[(Y")) sur le sous espace clos. D autre part, si le processus est
un ARH(1) défini par (I.T)), alors la projection orthogonale de X, ;1 sur le sous
espace clos G(X,,) est donnée par

[TX0) = B (X /X0) = p(X) = 3° (X )Coryi o) (12



ol (A\;,v;) sont les éléments propres de C'x. Notre but dans ce travail est de
construire des prédicteurs de p(X,,) par des approximations de pour des
processus AR fonctionnels a valeurs dans Cg ) (qui est 'espace des fonctions
continues définies sur [0, 1]) puis a valeurs dans un espace de Hilbert séparable H.
Pour construire des approximations de (I.2) nous considérons que le processus
(Xn,n € 2) est a valeurs dans C|o ;). Par la suite on considere le plonge-
ment continu de I’espace (o) dans I’espace H = L%OJ} des fonctions de carré
intégrables définies sur [0, 1] muni du produit scalaire usuel et de la norme ||. 2.
Nous décrivons les premiers résultats obtenus sur les prédicteurs (notés BLP)
construits en utilisant (1.2). Nous utilisons la formule du prédicteur BLP
( établie dans le cas des processus AR a valeurs dans un espace de Hilbert H)
pour des processus AR a valeurs dans C/g ;). La théorie des prédicteurs BLP pour
des processus AR a valeurs dans un espace de Banach reste a étudier.

Soit (\;, v;);>1 les éléments propres de Cx, (\i,)i>1 les valeurs propres de 1’opé-
rateur Cy,(z) = £ 31" | (X;, ) X;. L’ opérateur empirique D,, de C'x, x, est défini
par D, (v) = 22 S MY, ) X, @ € H.

Dans cette étude nous séparons deux cas :

ler Cas. Vecteurs propres de C'y connus

Dans ce cas le prédicteur BLP de X, ; est donné :

—_

/\ kn n— 1

PXn) = Ao

=1 1

Xnavl><Xj7vi>Xj+17 (13)

<.
Il

ou k, — oo. Nous imposons les conditions suivantes :
A (i) M>X>an> > > 0,
(17) Ain > Ao > oo > Agon D-S-

Ce premier résultat donne la convergence presque sure du prédicteur BLP de X, 4

@3).

Théoreme 1. Soit (X,,,n € Z) un processus a valeurs dans Ci . Suppo-
1
sons que Ay, || Xolloo < M, M > 0 et 8352 = o ( i )2 p.s. oi Ny, = || X, cor

kn logn

(Xn) = p(Xp)lloo —*ns400 0 p.5.

Pour le deuxieme cas nous avons :

2eme Cas. Vecteurs propres de C'x inconnus

On note (\j,, v;,);>1 les éléments propres de I’opérateur C),. On définit le pré-
dicteur BLP de X, par:

kn n—1

1 1
,O(Xn) = ﬁ Z Z )\_'<Xn7 Um><Xj, Uin>Xj+17 (1.4)

i=1 j=1
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D’abord nous establissons une borne exponentielle pour les vesteurs propres (v;, ) :

Sous certaines conditions nous avons pour toutn > 0 etn > ng :

kn kn —2
P (Z [Vin = Villoo > 77) <) exp | —r(n)nA, (Z ai) (1.5)

i=1 =1

oL v, = sgn < Vi, v; > v, 11(n) >0, %2(1) >0, a; = 2v2(A; — \g) !
eta; = 2v/2max[(Aj_1 — \) 7L (A — A1) 7Y, pour § > 2.

2
nkkn

(S, as) Togn
Ce résultat nous permettra par la suite d’obtenir la borne exponentielle et la conver-
gence presque sure du prédicteur (1.4).

Théoréme 2. Soit (X,,,n € Z) un processus a valeurs dans Cg . Sous

certaines conditions nous avons pour tout > 0 etn > ny

P(|p(X) — p(X)lloe = 1) < di () exp (—dz(n)min (Zfilaj)_2> :

De plus, si 00 00, alors S8 vi — Voo — 0 pus.

L. . A2
oudy(n) >0, dy(n) > 0eta;j sont donnés ci dessus. De plus, si # T
n ogn

j=19%5

0o, alors ||p(X,) — p(Xpn)|leo = 0 p.s.

Par la suite nous étendons ces résultas aux processus ARH(1) a valeurs dans un
espace de Hilbert et puis nous traitons de nouveau la prédiction d’un processus
ARC(1) a valeurs dans I'espace Cjo,;) par plongement dans 1’ espace de Hilbert
2,
La these comporte 4 chapitres.

Dans le Chapitre 2 nous introduisons la classe des processus autorégressifs ARH
en suivant la monographie de Bosq. Nous présentons les résultats d’estimation des
éléments propres de 1’opérateur de covariance et les théoremes de convergence
connus sur les processus AR Hilbertiens. Par la suite nous rappellons les résultats
de Pumo de Bosq et de Mokhtari et Mourid sur la prédiction des processus ARC(1)
quand I’opérateur p de (I.1I) est un opérateur a noyau.

Dans le Chapitre 3, nous présentons nos résultas obtenus sur la prédiction des
processus ARC(1). Nous étudions la prévision d’un processus autorégressif a va-
leurs dans Cg ;) vérifiant ou I’opérateur p n’est pas nécessairement a noyau.
Nous généralisons ainsi les résultats obtenus par (Pumo 1998 [35]]) et (Mokhtari
et Mourid 2008 [30]) en donnant des bornes exponentielles et des convergences
presque sures.

Dans le Chapitre 4 nous présentons les simulations numériques. Nous illustrons le
comportement du prédicteur BLP par des simulations numériques. Nous présen-
tons plusieurs cas en variant les parametres du prédicteur BLP. Les simulations



concordent avec les résultats de convergence presque siire. Par la suite nous ap-
pliquons le prédicteur BLP étudié au cas de la serie El-Nifiio et nous comparons
avec les autres méthodes de prédiction qui existent dans la litérature statistique.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Publication

1. M. Kada Kloucha and T. Mourid. Best linear predictor of a Cy ;j—valued func-
tional autoregressive process. Statistics and Probability Letters 150 (2019) 114 —
120.

2. M. Kada Kloucha and T. Mourid. Best linear Prediction of a Functional Auto-
regressive Processes.

Soumis 2018.



Chapitre 2
Généralités

On observe la trajectoire d’un processus X = (X (¢);t € R™) a temps continu, sur
des intervalles successifs d’une longueur donnée §, non nécessairement disjoints
et on s’interesse a prévoir 1I’évolution globale future du processus sur un intervalle
de méme longueur. Ceci est le probleme de prédiction classique d’un élément
fonctionnel X,, 1, a partir des éléments X, Xo, ..., X,,(morceaux de trajectoire).
Ce type de modéle est utilisé dans des études statistiques ou des relations linéaires
sont envisagées entre des observations considérées comme des éléments aléatoires
a valeurs dans un espace de Hilbert (consommation d’électricité, nombre de voya-
geurs,...). Nous présentons la définition d’un autorégressif d’ordre 1 a valeur dans
un espace de Hilbert ARH(1) qui fournit un modele mathématique décrivant des
relations entre des observations et ouvrant un champ tres vaste pour les applica-
tions.

2.1 Processus Autorégressifs Hilbertiens d’ordre un

2.1.1 Définition d’un ARH(1)

Soit (H, B ) un espace de Hilbert séparable muni de sa tribu Borélienne.
Le produit scalaire et 1a norme de H sont notés respectivement par ., .); |||
On considere une suite (¢;,7 € Z) de variables aléatoires a valeurs dans H, dé-
finies sur I’espace probabilisé (€2, A, IP), indépendantes et de méme loi et telle
que :

0 = Ellgi|* < +ooet E(g;) = 0.

(;); est dit H—bruit blanc.
Soit d’autre part, p un opérateur linéaire borné de H dans H tel que Jjp > 1

1P < 1.

On dira que (X;,i € 7Z) est un processus autorégressif d’ordre(1) a valeurs dans

9
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H (noté par ARH (1)), associé a p et (g;); si :
Xi = pXi—l +&; 1= 0, j:]_, j:?, (21)

Pour les variables aléatoires Hilbertiennes, les opérateurs de covariance et de co-
variance croisée sur /1 sont définis par :

CX0X1 (l’) = F ((Xo, fL‘>X1) . (23)
Pour un ARH (1) ona
Cxox, = PCx,

Proposition 2.1.1 [[7] Si (X;) est un ARH (1) associé a p et (¢;) ona :

E(X,) = 0 (2.4)
CX() = pCX()p + CE (25)
= D rCyf (2.6)

=0
Cxox_, = Oxop" k=1,2,... (2.7)
Cx . xo = pPCxpk=1,2,.... (2.8)

Pour la preuve de cette proposition voir [7]]
Dans la suite on note
C=Cyx,, D=C0Cx,x,

2.1.2 Estimation des opérateurs de covariance Cx et Dy, x,

Rappelons d’abord qu’un opérateur linéaire 7" sur un espace de Hilbert séparable
(H,||.||) est de Hilbert Schmidt si :

2 = = 2
ITI3 = S Tedl = 3 (Tev, )y < o0,
= 1,]=
ou (e;, i€ N) est une base Hilbertienne dans H. L’espace S des opérateurs aléa-
toires de Hilbert Schmidt sur H est un espace de Hilbert pour le produit (., .)
suivant : si 177,15 € S

o0

(T, To)g = > (Th,ei)y (To, i)y

2,j=1
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Les opérateurs C' () = E ((Xo,z)Xo) et D (z) = E ((Xo, z)X;) sont des opé-
rateurs de Hilbert-Schmidt. En fait si X et Y sont des variables aléatoires Hilber-
tiennes du second ordre, alors C'xy est un opérateur de Hilbert Schmidt car

ZHCXY(UJ')H2 = ZZ(CXY(UJ')>UZ>2
= ZZ X’U] YUl>>
< ZZEXUJ (Y, )2

< EHXH E|Y|* < oo

ol (v;) est une base orthonormale de H. Leurs normes de Hilbert Schmidt sont
respectivement :

D=

1€l

(Z |E ((Xo,v;) {Xo, vz>)l2>

jl

NI

1Dl = (ZIE(<Xo,vj><X17vz>)l2>

jl

Un estimateur naturel de D est I’opérateur de la covariance empirique, noté D,,

—_

1 —
D, (z) = — (X;,2)X;11, x € H. (2.9)
=1

Cet opérateur est de rang fini et donc de Hilbert Schmidt. De fagon analogue on
définit un estimateur de C par :

Cp(x) = %ZQ{“ r)X;, v € H (2.10)

i=1

On 'appelle opérateur de la covariance croisée empirique de X, X;. Il est de
Hilbert Schmidt. On montre que C), est un estimateur symétrique sans biais de C'.
On introduit les hypothéses suivantes :

Hy: o PA\y, >N >.o> N, >0)=1 (2.11)
e N> > ... >\, >0. (2.12)

Les résultats suivants sont donnés dans [7]] :
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Proposition 2.1.2 [|7]] Sous I’hypothese H; :
A
E|C, —C|% < = (2.13)
n

oit A= E || X,* [1 + 40|17 (1- Hp||2)_1} .De plusona:

|Cn —Cllg — 0 p.s.

Proposition 2.1.3 /7] Pour n > 2

* * B
E|Dy=Dlg=E|D; - D'llg < — (2.14)

ot B = 2E || Xo||> E ||eo]|” 4 2A et A est défini dans la proposition De plus
ona:
|1Dn = Dljg = Dy = D¥|lg — 0 p.s.

Proposition 2.1.4 [[7] Sous I’hypothése Hy et si || Xo|| est bornée alors, pour tout
n>0

P(|C,, — Clls > n) < 4e ( il )
n -_ — X - 5
s=1 P ay + fin

avec o, 31 des constantes positives dépendent de p et de IP.,

] 3
|IC — Clls = o (( Oin) ) p.s

Proposition 2.1.5 [[7] Sous I’hypothése Hy et si || Xo|| est bornée alors, pour tout
n>0

Corollaire 2.1.1 [7)]

avec v, 0 des constante positives dépendent de p et de IP., par conséquent

1
logn\ 2
HDn—DHS:o(( ng ) )p.s

Proposition 2.1.6 [7] Sous [’hypothése Hy , V3 > %, pourn assez grand on a

n%(logn)’ﬂﬂ(?n —Clls — 0p.s (2.15)
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Corollaire 2.1.2 [/] Soit X un ARH(1) associé a un opérateur p de Hilbert-
shmidt et un H—bruit-blanc ¢ , tel que E||Xy||* < oo. Alors

|Cr = Cllxyr — Op.s
et par conséquent

1 n
- DX — ElLXlP.
i=1

2.1.3 Estimation des éléments propres
Soit (A, Vi) les éléments propres de C,, tels que
CoVin = A\inUin 1 =1,2, ...
Alors des estimateurs naturels de \; et v; sont respectivement \;, et v, [7]].
Proposition 2.1.7 [7)] Pour tout entier positif © nous avons.
Ain — N < |G — Clg (2.16)

et si Ay > Mg

SCLl ||Cn—C

’

oita; = 2v/2 (A, — )\2)_1 yet sipouruni > 1,\;i_1 > \; > i1 alors

. (2.17)

/

< a;[|[Cn = Cllg, (2.18)

oit a; = 2¢/2 [min (A\i—1 — Aiy Ai — Aig1)] 7 Tei v) = (sgn{vim, vi)) v, i > 1,
Proposition 2.1.8 [7] Soit I’hypothése Hy et || Xo|| borné, nous avons :
Sup [Ain — Aif < [|Cn = Clle < [[Cn = Clls

i>1

1 2
sup | A, — Ai| = o (( Ogn) ) p-s
i>1 n

Lemme 2.1.1 [[7] Soit X un ARH (1) tel que E|| X,||* < oo et p est un opérateur
de Hilbert-Schmidt. Sous I’hypothése H; et la condition

kn
S 0= O (mileen ™),
=1

et

pour certains 3 > 0, alors

> lpwm) > — 0p.s.

i>kn
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Lemme 2.1.2 [[7] X un ARH (1), nous avons

D, (vm>|<2A”2< leXH) n>2,7> 1. (2.19)
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2.2 Processus autorégressif AR(1) dans ()

2.2.1 Introduction

Dans cette partie on définit le processus autorégressif d’ordre un ARC/(1) dans
I’espace Cjg 1) des fonctions continues sur [0, 1]. Les opérateurs C' et Cy,, du pro-
cessus ARC/(1) sont définis comme des opérateurs sur L2. Ainsi on utilise leurs
éléments propres pour construire les estimateurs de p. Dans cette partie nous rap-
pelons les résultats de Pumo, Bosq et Mokhtari.

Notations et Conditions

Soient r une fonction noyau a deux variables définie sur [0, 1]2, continue et symé-
trique et p I’opérateur intégral de noyau r. Ainsi il s’écrit de la fagon suivante :

() = / r(z, ) f(@)d (2.20)

et on suppose que
sup |r(x,y)| < 1.
x,y€(0,1]
Cette condition est notée G .
On appelle un processus ARC(1) la suite de v.a. (X;,4 € Z) a valeurs dans Clg y,
telle que
Xi = p(Xz—l) + & € 7.

ol p est un opérateur défini par (2.20) et (¢;) est un C-bruit blanc.

Supposons que nous avons les observations (X1, Xs, ..., X,,) d’un processus ARC(1).

Nous posons le probleme de la prévision de X, ;. Un prédicteur naturel de X, ;;
est
Kt = E(Xui1/X,) = p(X,).

Soient ¢, ¢, d, d,,, d*, d; définis par :

o.0) = BG&Xo(0)  calsst) = = Y (No)Xe0) @221
s, 1) = BN 0) 5 da(s,1) = 2 S (X() Ko (1)) 222
Flo,0) = BOGEX0)  difo0) =~ (X (5)Xil1) .29

o s,telo1]. (2.24)
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Qui sont définis car E|| X;|* < +oc.
Maintenant, nous rappelons la condition(L,,) ([7] Chap.6. page 169)

| X, (t) — Xo(s)| < M|t —s|%; ste0,1],n € Z, (2.25)
ol « €)0, 1] et M,, une variable aléatoire réelle de carré intégrable définie par :

X,(t) — X,
ansup| (t) a(5)|
st |t — 5]

(2.26)

Par la suite, nous supposerons que la suite (//,,) associée au processus ARC(1)
est équidistribuée et que V = E(MZ) < oo.

2.2.2 Résultats de Bosq [7]

Nous rappelons des résultats de Bosq [7]]

Proposition 2.2.1 [7] Si on considére un processus centré (Y;,i € 7.) géométri-
quement a—mélangeant, de coefficients de mélangeance a(n) < bq", vérifiant les
deux hypotheses suivantes :

Im, Mtqg0<m < E(Y?)<M,icZ (2.27)
E|Y;|" < M*2K\E(Y?), k > 3,i € Z. (2.28)
Alors :
S g2 1 1
P(|—| >¢) < (2\/_ + ?71) exp | —n2 Vi l4ns [ 14+ = | nexp [ —log —v/n
n 5+¢ € q

(2229)
oS, =301, Y, m=3+5, =M, =11 (\/QM%(l + #m))g :

Si le processus est stationnaire les conditions se réduisent a

0< E(Y*) <M< +oco E|YF<MF2EIE(XY?), k>3

Proposition 2.2.2 [7] Soit X un ARC(1) borné, alors

2
nn

IP(|cn(s,t) —c(s,t)| >n) <2e — ,m >0,

(len(s,t) (s,t) =) XP( 7+5n>77

avec v > 0 et 0 > 0 ne dépendent que de p et Px.
Si de plus la condition (L) (2.25)) est vérifiée avec My bornée, alors

2 nn?
P(|[ca(s,t) —c(s,t)]| >n) <dp eexp | ——7— ],

4y + 20m
ot d = 4[| Xo|oc [ Mol -
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Estimation d’un ARC(1)

On considere un processus ARC(1) (X,,n € Z), et on suppose que 1’opérateur
pestanoyaur(.,.) quisatisfait [[r(.,.)[|cz < 1. Sous les conditions H; (2.11), on
définit I’estimateur p,, de p par

pn(x) = %k"Dnéglﬁk" (x),z € Cpoy (2.30)

ot k, — oo ,C,=I"C,, (2.31)
kn

et ﬁk"(x) = Z(x, Vjn)Vjn, T € Clo ) (2.32)
j=1

On a le résultat suivant :
Lemme 2.2.1 /7]
-1

[vin = villeo < Aiilllen = ellez + lellogAan v = villzz + A5 [Ain = Mil [0l

(2.33)

Nous notons la condition G suivante :

(a) v=-supl|vj|le < 00 (2.34)
j=>1

p(x) = (p(x),v;)0;

(b) sup S hoe 0 (2.35)
2€Cp, 13|zl 0 <1 j=1 .
Nous avons les résultats suivants [7]] :
Lemme 2.2.2 [7)] Sous I’hypothése G et si
kn,
Z ijn - U;Hoo —7k—s00 0 p-S,
j=1
alors
kn
sup p(x) =Y (@), 0jn)Ujn||  —ka—so0 O o5,
z€C0,1][|zl[00 <1 j=1

o0

Théoreme 2.2.1 [7] Soit X un processus ARC(1), sous les hypothéses H; (2.11]),
G (2.20) et L, (2.25), on a

kn -2
P (IIpn = pllecp.y) = 77) < dy(n)exp | —da(n)nA;, (Z aj) :

1
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ou dy(n) et dy(n) sont des constantes positives.

Donc, si
2
nA; .

logn (Zlf” aj>

5 — 00,

on a
lon = plleccroayy — 0 p.s.

2.2.3 Résultats de Pumo [35]

Dans cette section nous rappelons une partie de la theése de Pumo qui traite la
convergence en probabilité du prédicteur X, 1(.).

Introduction et notations

Soit un processus autorégressif d’ordre un ARC(1) dans I’espace des fonctions
continues sur [0, 1].

Les opérateurs C' et C,,, du processus ARC(1) sont définis comme des opérateurs
de L2. On utilise les éléments propres des opérateurs empiriques pour construire
un estimateur de p

Sous certaines conditions, un opérateur lin€aire compact de Clg ;) est de la forme
intégrale :

En supposant que les vecteurs propres de 1’opérateur C'x sont connus, on peut
construire un estimateur 7, 5, basé sur ces vecteurs propres qui converge en pro-
babilité vers r, sous des conditions analogues de la Section 2.4.1 [35] avec une
hypothese sur la majoration de la norme sup des vecteurs propres de C. Ceci don-
nera la convergence en probabilité du prédicteur X, 11(.) = [, 7k, (7, .) Xy (2)d
vers X,41(.) = fol r(z,.) X, (x)dz pour la norme sup.

Pour le probleme général de I’estimation de r, on considere cette fois le sous-
espace des fonctions Lipschitziennes d’ordre o, 0 < a < 1. Sous I’hypothese
que le processus soit géométriquement - mélangeant on montre que le prédic-
teur converge presque srment vers X, 2 la vitesse exp (—nl/ 6).

En utilisant ce dernier résultat on montre avec un estimateur 7, , de r que le pré-
dicteur X, 1(.) = Jo Tk (2, ) X (2)dz. converge presque sirement vers X
a la vitesse exp (—nl/ 7). Par la suite Pumo considere la norme Lipschitzienne des
fonctions et montre que le prédicteur )A(nH converge en probabilité vers Xn+1.

Nous présentons les résultats de Pumo [35].
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Supposons maintenant que les (X;; 7 € Z) sont Lipschitziennes d’ordre « i.e :
[ Xi(2) = Xi(y)| < Lw)|z —y|" a>0,i € Z
Avec cette hypothése on a Vz € [0,1] :

| Xi(2)] | Xi(z) = Xi(0)] + | X3(0)] (2.36)

<
< L{w) + [X:(0)]- (2.37)

On suppose aussi que le processus (X;,i € Z) est géométriquement a- mélan-
geant et que les coefficients de mélangence vérifient 1’inégalité :

a(n) <bg" ot b>0,0<qg<1.

Nous nous intéresserons a deux processus réels, (|.X;(0)]) et (X;(z)X;(y), =,y € [0,1]).
Faisons les hypotheses suivantes :

H: 3Im(0),M(0) > 0and m(s,t), M(s,t) deux constantes dependent de s et t
tel que

— 0 <m(0) < E(X2(0)) < M(0) < +00

— BIXE(0)] < MFA(ORE (X2), k>3

— Vs,t €10,1];0 < mf(s,t) <E(X2( )X3(t) < M(s,t) < +o0

— Vs, t €0 ,1] E|Xo(s)Xo(®)|" < MF2(s,)KIE (X2(2)X2(t)), k>3

Remarquons que la premiere relation est vérifiée automatiquement parceque X
est du second ordre, d’autre par on a || X;||* < +oo et donc

F (X2(z)X2(y)) < +oo pour tout z et y fixe. D’ol les deux conditions a vérifier
sont la deuxieéme et la quatrieme appelées conditions de Cramer.

Pour les deux types de suites centrées on est sous les conditions du résultat an-
noncé. Ajoutons enfin que pour € < 1, I'inégalité (2.29) devient

Sh,
P>

> 8) (2\/_ + 771) exp ( 77252\/5) + ngén exp (— log é\/ﬁ) .

ourn =L, nz=2n;.

Nous avons I’inégalité exponentielle suivante :

Proposition 2.2.3 [35] Si les fonctions aléatoires (X ;) sont Lipschitziennes d’ordre
«, sile processus (X;,1 € 7.) est géométriquement a— mélangeant, et si les condi-
tions H (2.2.3)) sont vérifiées, alors pour € < 1, pour toutn > 0et 0 < f < i

P (llex = cllow > 2) < 2V 4 1) exp (~moe> /) + exp (—nac?16-2n757 ) +
132(1+n”)nexp (— log %ﬁ) + naexp(—n”).
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ouny = E (exp(L(w))). Un tel résultat est vrai aussi pour ||d}; —d*||c. On suppose
donc que E(exp(L(w))) < 400.

Concernant les vecteurs propres de 1’opérateur C;, nous donnons les résultats sui-
vants :

Soient (Aip, Vin, i € IN*) les éléments propres de 1’opérateur C,, . Supposons que
le processus est géométriquement - mélangeant, Lipschitzien d’ordre o avec
E(exp(L(w))) < 400 et borné. Supposons de plus que les conditions H (2.2.3)
sont satisfaites.

On rappelle les hypotheses suivantes :

Hy: o PA\y > >.o> A >0)=1 (2.38)
o M > >...> )\, >0. (2.39)
Hy: N=a';a>00<r<1,jeN, (2.40)

Nous avons :

Proposition 2.2.4 [35]] Sous Hy et H) est si k,, = o(logn) et pour n > n,, ona

sup ||vin — Vi]lo = O p.s,
1<i<kn

et

D=

P ([[vin — Vi|lo > ) < Ajexp(—Aan")+ Azexp <—A4g2n

g

1
+ As—exp <—A6n%”7>
3

ou A;,v = 1,6, sont des constantes positives et n > O,% <m < i qui peuvent
étre choisies convenablement.

Théoreme 2.2.2 [35] Soit (X;,i € 7Z) un processus ARC(1) géométriquement
- mélangeant et borné vérifiant les hypothéses H, et H,. Supposons que les
trajectoires X; sont Lipchitziennes d’ordre « et vérifient les hypotheses H. De plus
on suppose que la série de Fourier de r converge uniformément et absolument. Si

M (k,) = O(logn); M'(k,) = O(logn) et si k,, = o(logn) alors pour n > n.,
P <H)?n+1 — Xr|leo > g) < By exp(—Ban'/7)

d’oul R y
| Xns1 — Xnt1l| = 0 p.s.



2.2. PROCESSUS AUTOREGRESSIF AR(1) DANS Cl 1 21

2.2.4 Résultats de Mokhtari [29]

Soit (Y (¢),t € R) un processus a temps continu admettant une représentation au-
torégressive dans 1’espace des fonctions continues sur [0, 1], (ARC'). En posant
Xpt1(t) =Y (n+1t),t € [0,1]. Les auteurs considerent la prévision d’un proces-
sus ARC' dans ’espace C|g ) , en appliquant la méthode de Parzen qui utilise la
projection sur des espaces a noyau autoreproduisant pour déterminer le meilleur
prédicteur linéaire sans biais BLUP X, (t) de X,11(t) pour t € [0, 1]. Pour
I’existence du prédicteur BLU P voir [29].

Prédicteur BLUP continu

Soit (X,,) un processus autorégressif ARC(1). En disposant de n observations
X1, Xo, ..., X,,, on considere les quantités c, c,, d, d,,d", d; définies par (2.21).
Dans cette partie les auteurs utilisent 1’observation complete de la trajectoire X,,.
On note la fonction de covariance

K% (s,t) = E(Xi(5)X,(t)), Vi,j > 1, ¥s,t € [0,1]

et par ¢(s,t) = F (Xo(s)Xo(t)) .
Le prédicteur BLU P continu X%  (s) basé sur la trajectoire X,, est donné par :
([29] chap IT')

+oo 1 1
Xl =35 [ aoun [ Xouwn  ean
i=1 "

ol (A;, v;) sont les éléments propres de 1’opérateur C' et donc de ¢(s, t).
Par la suite ils construisent des estimations de X" ;(s),s € [0, 1] suivant deux
cas.

Vecteurs propres de I’opérateur de covariance C'y connus

Soient (\;, v;);>1 les éléments propres de C, (\;,);>1 les valeurs propres de C,,.
On suppose que les (v;) sont connus et les (\;) sont estimées a partir des \;,,. On
définit le prédicteur :

En 1 1
T =21 [ eeouoi [ Xouoe e
i=1 "in JO 0
et

R, — ;11<.)—ZA—i/O d*(.,t)vl-(t)dt/o X, (#)on (1) dt

2
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Vecteurs propres de I’opérateur de covariance C'y inconnus

Soient (Ain, vin)i>1 les éléments propres de C,,. Supposons que le processus est
géométriquement o- mélangeant borné, Lipschitzien d’ordre o avec £ (eL(‘”)) <
00. Supposons de plus que

||Um||oo S Mz'*v M,(kn) = max Mz/7

1<i<kn,
M*(k,) = max M; etM (k) = max (M*(k,), M'(ky)) .
Supposons enfin que la condition H (2.2.3)) est satisfaite.

AN kk
~

Le prédicteur BLUP continu X, (s) , dans ce cas, est donné par :

kK

~ 00 1 1
Xl =35 [ aomoi [ X0uon 4

i=1

Nous avons les résultats suivants :
Théoreme 2.2.3 [29] Sous I’hypothése Hy (2.11)), kyy, —> 500 00,

3 n72 —1y—4
ann—ln )‘kn ?n—s00 0

et
3 n72 —1y-2
ann—ln )‘kn ?n—s00 0

ou N; = || X;|l2ona:

ko *x
HXTL+1 - X7L+1

— 0o 0 en probabilité (2.44)
2

Théoréme 2.2.4 [29] Supposons que le processus (X,,n € 7Z) vérifie les hypo-
theses H, Hy, H, ((2.2.3)), (2.11) ez (2.40), et que || X;llcc < M;, ou M; > 0,
k, = o(logn) et M'(k,) = O(logn), alors :

X — X =, a0 O en probabilité (2.45)

2

2.3 Sous espace clos et transformations linéaires me-
surables
Dans cette section nous rappelons les résultats de Bosq et Mourid [10] et Bosq

[L1]], donnant la forme explicite du prédicteur B L P obtenu par la projection or-
thogonale de X, sur le sous—espace clos engendré par X,.
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2.3.1 Noations et Définitions

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et H un espace de Hilbert réel séparable muni
de sa norme ||.||, de son produit scalaire (., .) et de sa tribu borélienne By, on pose
Ly =1%(Q,AP)={Z:Q— H;E||Z|]> < co} muni du produit scalaire

(Z1,Z9) = E(Zy,Zy) ; Zy,Zy € L%

On supposera que L2 est séparable.

Définition 2.3.1 Le sous—espace clos engendré par une variable aléatoire Y
Q) — H est défini par
G(Y) =sp{i(Y);l € L}
ouY € L%; E(Y)=0etL = L(H, H) est’ensemble des opérateurs linéaires
bornés sur H.
Proposition 2.3.1 [11JVZ € G(Y); 3(l,)n une suite d’éléments de L tq
E|Z-1L,(Y)|? — st Oet 1(Y) —nsiee Z p.s.

Par conséquent, il existe une transformation linéaire mesurable (TLM) au sens de
Mandelbaum [28] Ny tq Z = \z(Y).
Pour déterminer la projection orthogonale dans le cas Gaussien, on considere le
développement spectral de 1’opérateur de covariance de X

“+oo

Cx = Z Aiv; @ v

i=1

ou )\ >0 > N\ <ooet (v;), estun systetme orthonormal dansH.

La proposition suivante explicite la projection orthogonale de Y sur G(X) dans
le cas Gaussien :

Proposition 2.3.2 [[/])] Soit (X,,,n € Z)un AR (1) standard a valeurs dans H
alors

I (Xn1) = E(Xu1/X,) = M(X,) avec
+oo
1
Ao(Xn) = T (X, v3) D(v;).
o(X) = 305 (o D)
Dans le cas général Bosq [11] donne Le meilleur prédicteur linéaire de X,,,; par
projection orthogonale sur G(X,) :

p(Xa) =X(Xn) = Y 7y (i ®v)) (X,)
el jed
E({(Xn,vi)(Xn,v5))

avec (v;,7 € I) sont les vecteurs propres de C, et y;; = Ko
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Chapitre 3

Prévision d’un processus
autoregressif d’ordre un via les sous
espace clos

3.1 Prévision d’un processus AR a valeurs dans Cj

Dans cette partie, nous étudions la prévision d’un processus autorégressif a va-
leurs dans C|p ;) vérifiant la condition 2.1), ou Clo,1 est 'espace des fonctions
continues définies sur [0, 1| muni de la norme sup ||. ||, et I’opérateur p n’est pas
nécessairement a noyau ce qu’il améliore les résultats obtenus par (Pumo 1998
[35]]) et (Mokhtari et Mourid 2008 [30]).

Nous considérons des prédicteurs de p(X,,) par des approximations de pour
des processus AR fonctionnels a valeurs dans Clg ;) puis a valeurs dans un espace
de Hilbert séparable H. Par la suite on considere le plongement continu de I’es-
pace Cjp ) dans I’espace H = L[QOJ] des fonctions de carré intégrables définies
sur [0, 1] muni du produit scalaire usuel et de la norme ||.||o. Nous décrivons les
premiers résultats obtenus sur les prédicteurs (notés BLP) construits en utilisant
(I.2). Nous utilisons la formule du prédicteur BLP (I.2)) ( établie dans le cas des
processus AR a valeurs dans un espace de Hilbert /') pour des processus AR a va-
leurs dans C'p ;). La théorie des prédicteurs BLP pour des processus AR a valeurs
dans un espace de Banach reste a étudier. Soient (A, v;), j > 1 les éléments
propres de C'x tel que v = sup ||vi||oc < +00, (Ajn,Vjn), 7 > 1 les éléments
propres de C,,.

25
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3.1.1 Vecteurs propres de C'y connus

Soient (A;, v;);, les éléments propres de Cx et (A;,);, les valeurs propres de
C,.. On suppose que les (v;) sont connus et les (\;) sont estimées a partir des
(Ajn)-

A partir des résultats de la proposition de Bosq et Mourid [[10] nous pouvons
donner la forme explicite du prédicteur de X, :

kn, n—1

— 1 1
p(Xyn) = DD X o) (X5, 01 X (3.1)

n—1

in

i=1 j=1

avec k,, — oo quand n — oco.

—

Le théoréme suivant montre la convergence presque siire du prédicteur p(X,,)

Théoréme 3.1.1 Soit (X,,,n € Z) un autorégressif a valeurs dans Cfg 1.
Sous I’hypothése Hq (2.11), || Xol|loo < M, (M >0) et

Nk, n :
=o 5.
A logn P

avec N, = || Xylloo € kn —n—o0 0.
Ona .
Hp(Xn) - p(Xn)”oo —?n—+4oo 0 p-S..

Preuve
Rappelons que

=1

p(Xn) = (X, i) D (i),

i=1 "

et
p(Xn): \ <Xnavi>Dn<Uz)

i=1 'n

donc
— © 1
Ip(Xn) = p(Xo)llee = | D +(Xu,v:) D(w:)
i=kn+1 "
k
D e I A

i=1 1 m

k

~  D(v;)  Dp(v;) %

< SNEE - 2 (X v e + B
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ou le reste de la série précédente

o0

. 1
Ry, = || Z __<Xn7vi>D(Ui)||oo —notoc 0 PS.
i=kn+1 "
On note par
k
~ D)) Dp(v;)
an =Y _|( ) X i) lee
’L:1 3 m
Ona
n 11
ap, < ZH;(D(M)—Dn(w)H(;— 5y ) D (Vi) [l oo [| Xl oo [|vi | 0
lzl 1 ¥ m
b 1 11
< ZNnM(;HD = Dullcllvilloo + (= = 5=)lI Dallcvillc)
1:1 1 A mn
i 1 Ain — Al
< DNMHLID = Dille + (D = Dalle + D))
’L=1 T 7\
k
i 1 |Ain — i |Ain — i
< N, M?*((—+ 22 _2HI\D - D, —||D
< Z ((A Do il e+ Do 1D]|z)
NnMan 1 d
< —((+ sup [Ain — Ai) || D — Dyl + sup [Ain — Ai)
N, M3k

En utilisant les propositions 2.1.2] [2.1.3], nous avons presque sirement pour n
assez grand

1
N,k, (logn logn logn\ 2
< o

Et sous la condition du théoréme, les dernieres limites tendent presque slirement
vers zéro. D’ou, le résultat souhaité. B

3.1.2 Vecteurs propres de C'x inconnus

Soient (A, vin)i>1 les éléments propres de 1’opérateur de la covariance empirique

C,,. Dans cette partie , on définit le prédicteur p(X,,) de X, par:

kn n—1

ZZ Nin (Xons Vin) (X, Vin) Xja (3.2)

zljl

s)-
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avec k,, — oo quand n — oo.

Nous introduisons la condition de Holder (Bosq, 2000 p.169) :
A2 .

| X (t) — Xo(s)] < M,|t—s|",0<s,t<1,a€01] (3.3)

ol M, estune v.a. bornée. (3.4)

La proposition suivante établit une borne exponentielle pour les vecteurs propres

("Um)izl-

Proposition 3.1.1 Sous les hypothéses H, , A1(3.3) et [| Xolloo < M,
(M > 0). Pour toutn > 0etn >ng, ona

k?n kn —2
P (Z [[vin — Vil > n) < yi(n)exp | —y2(n)nA;, (Z az-)

i=1 i=1

avec v = sgn{vVin, v;)v;, ¥1(n) > 0,7%(n) > 0,a; = 2\/5()\1 —A=2)"ler

a; = 2\/§max(()\i_1 — )\Z), ()\1 — )\H—l)) ,VZ Z 2.

. ni2
De plus, si ———%— —, . 00, alors
(3imy) logn

kn
Z |vin — Vi|l .. —n—s00 0 p.s
i=1

Preuve
Par le lemme [2.2.1] on obtient

kn kn, kn
Yol =ville < Y- Xt llen —cllez + Y llellocAi lvim — vl
i=1 i=1 i=1

ko
+ 2 N P = Al [l
=1

IN

Fon
Newknllen = ellos + Agalleloo D llvin —vill2
=1

+ A lkav sup [Ain — A
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avec c(s,t) = E(Xo(s)Xo(t)) et ¢, (s,8) = £ 370 | X;(s) Xi(t).
Ensuite, pour tout 77 > 0, nous avons

kn kn
PQY_ v —villoe > 1) < P(len — clloc > 1) + PY_ [lvin — vll2 > 112)
i=1 i=1
(2
. Ty ,\kn
oun = 3N = 3HcH etz = o
Maintenant, nous appliquons Proposition[2.2.2], Proposition[2.1.4]et Lemme[2.1.7]
pour fournir la borne suivante :

K 21y2
. X
P n ; 00 > < d :
(2 [vin = villoo >m) < P <9l<:2 4a1+251m))

—2
n772)\2 o az>
+ 4dexp (a2 + Bamp)
9||C||Co
+ 4dexp ( (a3 + 53773)) :
Puisque \; L Oet > \; < coona,
knAk, < 1pourn assez grand, et ——5 < A7 .

(Z i)
Finalement on en déduit

kn

-2
P(Z [vin = Villoo > 1) < m(n)exp | —72(n n)‘k (Z az)

i=1

ol y1(n) > 0 et y2(n) > 0. Ainsi, nous avons la borne désirée.ll

Cette proposition nous a aidés dans ce qui suit a démontrer la convergence presque
stre du prédicteur p(X,) 1)

Théoréme 3.1.2 Soit (X,,,n € Z) un processus autoregressif d ordre 1, borné,
a valeurs dans Clq). Sous les hypothéses H, , Ay , nous avoms, pour
toutn > 0etn > ny

-2
P(|p(X) = p(Xa) oo = 1) < da(n) exp (—do(mn}, (Sh2,05) 7).
oit dy(n) >0, d2(n) > 0 et (a;) sont définis dans Proposition[3.1.1}

_ nA2
De plus, si on a +
(EJQ ) logn

— oo 00, alors

1p(X0) = p(Xn)|loo — O p.s.



30CHAPITRE 3. PREVISION D’UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF D’ORDRE UN

Preuve Nous avons
En

P (Xn) =p (ﬁkn (Xn)> kzn <Xn7 Um> /0 Um Z

=1 i=1

in) Dn(Vin).

ny

Nous introduisons les quantités suivantes (similaire a la preuve de Théoreme8.7
dans [7]) :

—_—

kn P kn
P (Xy) == Z: (Xns Vin) Dy (vin), p(Xn) == ; )\% (X, v§) D (i),
p(Xa) = z” (X, 0f) Da(v]), 01 ] = sgn(vjn, )5,
En —= kn

Pren (X)) = p (I (X)) = D2 (X 0] p(0]), p(Xa) = 30 (Xoy03,) p(s,).

i=1 =1

De plus, nous notons par a,(X,) = 37, ani(X,), avec

amaw-—§§§—gggx%xxn—§gp—&}5
s(Xa) = p(Xn) = p(Xn) s ana(X) = p(Xn) — pi(X).
bu(X) = pr (Xo) — (X0 et ea(Xo) = p(K0) — p(X0).
On obtient

—~——

[o(xX0) = p(X0)| < llan (Xl + n(Xa) o + en(Xa) - B:5)

1. Pour le premier terme a,,(X,,), on écrit

|)\7/I’L
(X ||2_Z by M X ) 1Dl (3.6)

En utilisant Lemme , Prposition 2.1.5], Corollaire et | X,|l, < M, on
a

1
1 n 2 1
lany (X )H2<2)\kn1)\knnHC Cll (gZHXi!V) ka M. (3.7)
i=1

Donc,

P(llan(Xn)llo 2 n) < P <||an1(Xn)||2 20, |G = Clle =

A
; POMMXMmeM%—CM< by
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. Mew & eon a1 A : s
Puisque ||C,, — C||; < == implique A, > =5*, nous arrivons a

P(lan(X)lo 2 m) < P (2V2kMA2 (|G, = Cll > 1)

A
+ P (ch —Cle > 5) .

Selon la proposition et k,\;, < 1, on obtient, pour n assez grand, la borne
suivante :

P (||an1 (X0)|lo = 1) < 8exp (—cln)\én) ou ¢; > 0. (3.8)

Pour le terme a,,2(X,,), on écrit

kn
lan2(Xn)lloe < HDnHL;)‘I;:MZ [Vin = Vi|oo-
i=1

D’ou, par Proposition [3.1.1], on obtient pour ¢ > O et ¢ > 0

b -2
P ([|an(X,)]lo = 1) < caexp [ —esnAf, (Z ai> . 3.9

=1

Ensuite pour le terme a,,3(X,,), similaire a ci-dessus, nous obtenons pour ¢; > 0
etcs >0

kn -2
P (||ans(Xn)||oo > 1) < caexp | —csnA;, (Z al) . (3.10)
i=1

Maintenant, pour le dernier terme a,,4(X,,), nous avons

kn
lana(Xa)lloo = || D (Dn = D) ()N (X, v2) (3.11)
=1 o0
< koA, M ||D, - D|,. (3.12)
En utilisant la proposition 2.1.5], on obtient pour ¢ > 0 et ¢z > 0
P (||ana(X0)|loo = 1) < cgexp (—cm)\in) . (3.13)

Regroupant les résultats (3.8), (3.9), (3.10)et (3.12)), on en déduit pour ~;(n) > 0

et y2(n) > 0 la borne suivante

kn, -2
P ([lan(Xn) o = 1) < m(n) exp | —72(n)nAg, (Z ai> SN ERE)
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2. Pour le terme b,,(X,,), on écrit

kn
1bn(Xa)lloe = Z<va; Vin) P(V;) — (X, Vin) p(Vin — 0})
i=1 oo
kn
< M@+1)) [1v) = vinll,
i=1
Utilisant Poposition [3.1.1], on obtient pour 3 > 0 et 74 > 0
kn -2
P ([[bn(X0)lloo > ) < y3(n) exp [ —va(m)nA, (Z az-) N ER )
i=1
3. Finalement , pour le terme ¢, (X,,), on a
kn
len Xlle < | (oK), 000) (00 — 1) + Z ) v — !
=1 00
e} kn
+ || D () ol < M(v+1)) o — vill + Ry,
i=kn+1 i=1

(e 9]

1
3
ou le reste R, satisfait R < M ( > ||p(v§)||io> .
>kn
2

D’autre part 3n > O tel que sin > n,, > .o, oy Ip(v))|)* < o,
donc Proposition donne

2
P ([lea(Xn)llo = m) < 7s5(n)exp [ —76(n n)\2 (Z%) (3.16)

ol v5(n) > 0 et y6(n) > 0.
Regroupant les bornes (3.14) , (3.13) , (3.16)) , on obtient le résultat désiré.l

Example 1. Les valeurs propres \; = ar’, j > 1,a > 0, 0 < r < 1, satisfont aux
conditions du théoréme avec k, = o(logn).

3.2 Prediction d’un processus Autoregressive Hilber-
tien

Soient (€2, 2L, IP), un espace de probabilité complet, (H, B ) ’espace de Hilbert
séparable muni de la norme ||.|| et du produit scalaire (.,.). Notons par £(H)
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I’éspace des opérateurs linéaires bornés définis de H dans H, et ||.||e la norme
usuelle des opérateurs linéaires bornnés.

Considérons une suite (¢,,,n € Z) de v.a. a valeurs dans H , définies sur I’espace
probabilisé (2,2, IP) indépendantes et de méme loi telles que E(e,) = 0et 0 <
0% = |len||? < +00, nous dirons qu’une telle suite est un H —bruit blanc.

Soit (X, t € Z) un processus autoréegressif hilbertien d’ordre 1 ARH (1) satisfait
la condition (2.1)), avec p un opérateur de Hilbert Schmidt tel que :

Fjo > 1/[p"le < 1.

3.2.1 Vecteurs propres de C'xy connus

On suppose que les (v;) sont connus et les ()\;) sont estimées a partir des (A;,).

Nous rappelons I’hypothese Hj :

o P(A\p1>...> N\ >0)=1, (3.17)
e M\ >...>)\,>0. (3.18)

o —

Le résultat suivant fournit la convergence presque siire du prédicteur p(X,,) (3.1) :

Théoreme 3.2.1 Soit X = (X,;;n € Z) un processus ARH(1) vérifie I'hypothése

Hl’ Xo” < o0 et
Nk, 2
T — o < - ) (3.19)
AL, logn
avec N, := || X,,|| et k, — oo p.s quand n — oo. Alors
Hp(Xn) - p<Xn)H —?n—4o0 0 p-S..
Preuve

Avec les notations du Chapitre I, on a D = pC' et on peut écrire

P (Xn) = Z )\L <Xn,Ui> D(UZ) € H, avec D = F ((Xo, > Xl)
i=1""

donc le terme du reste [2 de la derniere série convergente satisfait :

o0

> & (Xou) Dl)

7::k'n“!‘l

R = —0 ps.

Soit .




34CHAPITRE 3. PREVISION D’UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF D’ORDRE UN

—

Utilisant maintenant les définitions du prédicteur p (X,,) et D,, données par les
formules (3.1) et (2.9)), nous obtenons :

+00 kn
1 1
Rn = Z )\— <Xn7 'Ui) D (Uz) - Z )\ <)(n7 U’i> Dn (”U,L)
i=1 " i—1 ~vin
< Z 3 || 00 D (1) = 5= (X v0) Do (w0)| + R,

kn
< N Xalllluill + R,
=1

1 1
—D(v;) ——D ,
X\, (’U,) 2\ n (V3)

in

puisque N,, = || X,,|| et ||v;]| = 1, nous obtenons :

kn

Ry < Nu)y_

=1

+ R,

n

C0=D) @+ (5 - 1) Daw)

d’autre part, en utilisant Propositions [2.1.8] et Proposition [2.1.5] (Théorem 4.4 et
Théorem 4.8. [7]) avec ||.|| 4 est la norme de Hilbert-Schmidt , nous avons :

1
logn\ 2
1D, = Dlly = o( ) ps
n
1 3
supl)\m - >\i| = Q ( ogn> p.s
i n
Donc
| Dn(vi) = D(i)|| < || Dy — Dl [lvill < [|Dn — Dllg
et

[1Dn ()|l < [[Dn(vi) = Dwi)ll + [D(i)l| < [lvill (I[P = Dlls + D1l )
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Alors nous pouvons déduire presque stirement que pour C; > 0,7 =1,2,3:

k
R, < Nn{z—nD Dulle + 510 o = M (5 )nDnnﬁ}mn

1
logn 1 logn 2 .

<
- {ZAQ( ) (M) 02( n ) ”D””‘:}%"

CsN,k, (logn “
< = 2 {AkqunugHRH

)\k:n>\k:nn

C5N,.k,, logn .
< 2 {Aknn+||Dn—D||£+||D||£}+Rn

)\kn)\knn

CsN,k, (1 2 ] 3
< =2 BENV I+ G (22E) 4db 4 Ry
A kn A knn n n
En appliquant Proposition [2.1.6|et condition (3.19)), nous avons presque slirement
|IC, — Clz < /\’“" pour 7 assez grand

Par conséquent
Meyn = A, — [|Cr — Cllz > ’“" . Presque stirment pour n assez grand.

Par suite
1 1
CsNyuk, (1 2 1 2
R, < =55 ( Og”) {Akn +Cy ( Og”) +d} + R
AL n n

Sous la condition du théoreme, la derniere borne tend vers zéro presque slirement.
|
Example 2.

Les valeurs propres \; = ai "%, i > 1,aveca > 0,0 > 1, N, = N > 0 (ou
N, < alogn ou bien N,, < bn?, 0 < v < 1/4), satisfaire les conditions du
théoréme avec k,, = [n*], v < ;.

3.2.2 Vecteurs propres de C'y inconnus

Maintenant supposons que les (v;);>1 sont inconnus, et qu’ils sont estimé par les
(vjn)j>1 On note par H, I’hypothese suivante :

Hy: A Za] 10g4) ) ps. (3.20)

ol ay = 2\/_(>\1 — )7 (3.21)
aj = 2V2max [N\ — X)L (O = N) L >20 (322)



36CHAPITRE 3. PREVISION D’UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF D’ORDRE UN

—_——

Le théoreme suivant démontre la convergence presque stire du prédicteur p(X,)

B2

Théoreme 3.2.2 Sous les hypothéses Hy (2.11), Hy (3.20), pour tout M > 0, on
a

—_—

sSup ||:0<Xn) - IO<Xn)|I —nsoo 0 p-s..
(| X || <M
Preuve
La preuve suit les étapes de la preuve du Théoreme 8.7 [7] dont nous avons omis
certains détails. nous avons

—_—

p(Xn) =p (ﬁkn (Xn)> = Zfil (Xons Vin) p(Vip) = Zz 1 )\m (Xos Vin) D (vin).

Nous introduisons les quantités suivantes

() = 35 (i) Dt () = 353 (Xa ) Dan)
7 (X0 = 35 (X)) Dalel), o) = sy )05
P () = p (1T () 3= 3 () o). POG) = 35 (X oo,
On note aussi par : a, () = S5, ani(z) ot
an(@) = |o@ =5 @) an@) = ||o" @ -5 @),
an(e) = |[p(@) =p(@)| anl@) = |[p @) = o, @)

et

bo(@) = ||, @) =5 @), enla) = [P @)~ p (@)

an = sup |lan(z)||, Bn= sup [|ba(2)[], = sup [lea()]].
Jall<1 Jall<1 Jall<1

Y

Nous obtenons
p@) = p@) || < lan@)ll + llew(@) + lew(@)]

1. Montrons que au,; 1= sup|,<; [|@ni(2)|| —n-00 0 p.s. pouri =1,.. 4.
Ona

|/\zn
Jan (2 Z e LI LXCA]
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En utilisant Lemme , Prposition et Corollaire 2.1.1], on a

[ .
am < 2V2X? |C, — O, (EZHXZ»HQ) sup > [{, vin)|
=1 ]

d’olt oy —n—eo 0 p.5.
Pour o, utilisant les mémes arguments que ci-dessus et du Lemme [7] on
obtient pour n assez grand :

n % k
1 Lo =

@2 < V0 <aZ HXAF) APA! (Z ) 10 = Cll,
i=1 i=1

donc a0 — 00 0 p.s.
Pour «,,5 on obtient

kn
Qpg < HDnHL)‘I;nlkTEL (Zaj) 1Cn = Cl,

Jj=1
Corollaire[2.1.2] et Proposition [2.1.6/nous donnent cv,,3 — 5,500 0 p.S.
Pour «,,4 nous avons comme ci-dessus

kn

1
Z )\_ <£13,UZ/~> U;

i=1 "

Qpg < HDn_D”c SHDn_DHﬁ)‘l;nl

d’olt g — 500 0 p.s. donc a, () — 0 p.s.
2. Pour 3, nous pouvons écrire

By < 2[2 lo(w) I+ ||p(vz)||2]

i=kn+1 i=kn+1

et du Lemme [2.1.1][7] la derniere borne tend vers zero p.s.
3. Pour ~,, on a

o
DD ICI
i=kn+1
et la derniere borne tend vers zero p.s.
donc si || X, || < M nous obtenons

—_——

Ry i= |l (X0) = p (X

ce qui donne le résultat final . l

Example 3.

Les valeurs propres \; = az'*‘s, 1> 1,0ua > 0,0 > 1, satisfaire les conditions du
théoréme avec k,, = logn.

— oo 0 p.S.
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3.2.3 Borne Exponentielle du Prédicteur

Proposition 3.2.1 Sous les méme conditions du Théorém et | X,|| < M,Vn.
Alors ¥n > 0, Ing(n, p, Cx, (k) € Z tel que si n > ny, nous avons

P(|p(X0) = p(X)]| = ) < c1 exp(—cand2, )

2
nAp

logn

o ¢y > 0 et cg > 0 dépendent seulement de 1 et Px . De plus, si — 00,

alors -

Preuve
La preuve suit les étapes de la preuve du Théoreme 8.6 [7]]. Pour tout > 0, on a

P(lp(X0) = p(X)l = m) = P ([[p(X0) = T (X )T 4 T (X, )T — p(X,,)

P (H@ — % p(X,,) 1M || > g)

+ P (| (X = o) = 7))

Nous considérons le second terme ci—dessus. Du Théoreme [3.2.1] pour n assez
grand, nous avons

IN

HHknP(Xn)Hkn - p(Xn)H <

N3

Reste a étudier le premier terme :

WALE k k k - <Xn7vj>vj
(]| p(Xn) — I p(X) I | = 2) = P(|I"D.(} T)

= P(II*D,(V,) — I* D, (V,)
+ 1D, (V) = I D(V,)| = )

ou V, = Z X, f’J et V,, = Z (X, ?J % Donc

>Q> <P< >Q>
=3) = =1

Ui
+ P (1D = Dll IVall = 7)

P (||o(x0) — 1 p( X1t

> )
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En suite on peut déduire que

P (H@ — p(Xy)

c,—-C
>q) < P (u 1Du] = Aknﬁ)&%)

inf >\jn
)
— > I )
+ P(IDa=Dlo = M) 324
= P+ e (3.25)

En utilisant la Proposition [2.1.5], nous avons la borne suivante pour le terme p,

B nA; 1’
16 M2 (Oél -+ 51>‘k‘nﬁ

7
P (HDn ~ D, > )\knm> < Sexp ( )) = 8exp(—nAj, K1)

avec o et 3, deux constante positives dépendent seulement de p et de IP.,. Pour
le premier terme p; on obtient par Proposition [2.1.4] pour n assez grand , la borne
suivante

X 2
N A
p1 < 4eXp _% +4 exXp _nﬁ < 4eXp (_nAan2)
OZ2+/B28M2 (a1+612)

avec oy et 3o deux constantes positives dépendent seulement de p et de P, .
En regroupant les deux résultats [3.2.3], [3.2.3], nous obtenons la borne exponen-
tielle, et par suite, nous avons la convergence p.s. Bl

Proposition 3.2.2 Sous les méme conditions du Théoreme et si || X,] <
M, Vn.
Alors V1 > 0, dn,, tel que sin > n,, ona

P kn

P(llp(Xn) = p(Xa)| > 1) < 1 (n) exp(—ca(m)nA;, (O a;) )

j=1

avec c1(n) et ca(n) des constantes positives.

Si de plus
/\2
kn(n kn2) _> OO?
(3o, aj)?logn
Alors o
lp(Xn) — p(X0n)|| =nsoo 0 p.s.
Preuve

La preuve suit les étapes de la preuve du Théoreme 8.8 [7]], nous écrivons

—~—

p(Xn) = p(Xn) = An(Xn) + By (Xy)
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—~——

Au(X) = p (X)) —p(Xo)—p(TT (X)) +pIT* (X,,) et B, (X,,) = p(I)*(X,,)—pIT*" (X,)

P

Puisque p (X,,) — p(IT*"(X,,)) = 0, nous avons

[An(Xn)[| - < M(Z\!p(vjn)l\2>

J>kn

Utililison maintenant, les majorations (8.62) et (8.63) dans le livre de D.Bosq [[7]
p-219ona

S o)l < 3 o)l + 202 (3 a5) 160 = Il

§>kn j>kn
D’ou Vn > 0, il existe un entier n,, tel que
1
)\’ 2 kn n?
P Iownll?) =n| <P (H,ou,; (> @)l —cl, > z)
j>kn

qui donne par Proposition [2.1.4]et pour n assez grand et ¢ > 0 dépend de 1) :

kn —2
P([|[An(Xn)[ =2 m) < dexp | —cn (Z aj)

j=1

Maintenant
B, (Xy) = an (Xn) + b, (X5)

avec a,(z) et b,(x) sont définies dans la preuve du théoreme on obtient a
nouveau a partir de la Proposition [2.1.4]et Proposition [2.1.5]:

kn —2
P (| Bu(Xp)ll = n) = crexp | —canAf, (Z aj)
=1

avec cy, co sont des constantes positives. ll
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3.2.4 Prévision d’un ARC par plongement

Un autre point de vue pour prédire un processus autoregressive a valeurs dans
Clo,1) en utilisant les derniers résultats de prédiction sur I’espace de Hilbert qui
ont été évalué le processus (voir [7] Chap 8 ou [26] Chap. 2) :

nous avons plongé I’espace des fonctions continues Cg ;) dans L[20,1] I’espace des
fonctions des carrées intégrables munis de son produit scalaire usuel et de norme
||-||2, et considérant le processus (X ) a valeurs dans L%o,l] définie par :

X! = Z(Xn,ej)Hej, €, = Z<€”’ e;)pej,n € Z

Jj=1 Jj=1

Les variables aléatoires X, et e/, n € Z , représente les plongements de X,, and
€n, M € Z respectivement.

Nous avons besoin de la condition suivante pour déterminer la prédiction de X,
dans ce nouvel espace de fonction :

Condition H :
L’opérateur p est un opérateur linéaire borné, p’ est un opérateur défini dans L[Q(m
tel que

17|z < 1 pour tout jo € N*, (3.26)

I1 est clair que si p est a noyau la condition H est satisfaite et p’ est aussi un
opérateur a noyau avec le méme noyau.
Maintenant le processus (X, n € Z) satisfait

Xoo =X, + €y (3.27)

Nous pouvons appliquer les résultats précédents sur la prédiction d’un processus
AR a valeurs dans H. Premierement nous définissons le prédicteur de X, dans
le cas ou les vecteurs propres de 1’opérateur de covariance C'x sont connus par la
formule suivante :

n n—1
—_—

p(X}) =

1
Ao (X, vi) <Xg,'» Ui>X]/'+1

(3.28)

S|

i=1 j=1
Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.2.3 Soit (X,,,n € Z) un processus autorégressif a valeurs dans
Clo,1)- Sous la Condition H et les hypothéses du théoreme Ona:

o —

17/ (X5) = P (X)) ll2 = o0 O pos.
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Preuve Nous pouvons observer que les deux processus (X,,) et (X)) ont le méme
opérateur de covariance C'x qui est défini sur I’espace L[Q0 1j- Donc on peut appli-
quer le théoréme au processus (X)) et donc le résultat voulu suit. l

De méme lorsque les vecteurs propres de I’opérateur de covariance C'x sont in-
connus, nous définissons le prédicteur de X, ,, par :

Z Z /\ Ul" ]’ m>X]/+1 (329)

11]1

Proposition 3.2.4 Sous la Condition H[3.26|et les hypothéses du théorémd3.2.2}
VM >O0ona:

sup ||p/(X5) = P/ (X))ll2 =000 O posi.
X7l <M

Preuve De méme, nous pouvons appliquer le théoréme au processus (X).
|
Dans le cas d’un processus autorégressif a valeurs dans Clg j), pour le prédicteur

(3:28) nous avons
Corollaire 3.2.1 sous les hypotheses de la Proposition on a

P(|lp(X}) = p(X))ll2 > n) < dyexp(—danif)
avec d; > O et dy > 0 dépendent seulement de 1 et IPx .

Si de plus by 00, alors

10CX0) = (Xl =000 0 P
pour le prédicteur (3.29) nous avons :

Corollaire 3.2.2 sous les hypotheses de la Proposition on a

P(|p(X;) = p'(X})ll2 2 1) < di(n) exp(—da(n)n X}, (252,05) )
avec dy(n) et dy(n) deux constantes positives.

(nA2,)

— 3 00, alors
(X5m ) aj)2logn ’

Si de plus

1p'(X3) = P (Xo)ll2 —nso0 O s
Preuves
Les preuves des deux corollaires sont des conséquences des résultats de Proposi-

tion et Proposition sur le processus X/ . l
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3.3 Relation entre projection sur les sous—espaces
Clos et les espace autoreproduisants

A la lumiere des résultats précédents sur la prédiction via un sous-espace Clos,
nous pouvons interpréter les résultats de prédiction de Parzen [34] établis dans le
contexte d’un espace autoreproduisant. Effectivement, soient C, 5 1’espace des
fonctions continues sur [a,b] , Z = (Z;,t € [a,b]) une variable aléatoire a va-
leurs dans Cl, . Le but est de prédire le processus aléatoire Z sur la base des
observations Y = (Y}, s € [a, b]).

Nous donnons la forme explicite suivante du prédicteur BLUP du processus Z; en
fonction des observations Y [34] : (Vt € [a, b])

Z(t) = Zizl /\%(Y, i) 12Czyvi(t)

ol (\;,v;) sont les éléments propres de I’opérateur Cy. D’apres les résultats du
chapitre III, nous pouvons avoir directement pour tout ¢ € [a, b] :

Z(t) =TT (2)(1) = X1 £ (Vs 01) 12Cyvi(t)
Donc les formules données par Parzen dans ’espace Cl, ) coincident avec celles
obtenues par Bosq([[10], [11]) dans le cas d’un espace de Hilbert. D’autres formes
de prédicteurs apparaissent également dans un contexte fonctionnel (par exemple
Régression, etc..) et ont des formes tres proches de celles données par Bosq ([10],
[11]) ( voir Yao, Muller et Wang [41], Crambes et Mass [12] ).
Dans le cas général , Bosq [11] montre que pour deux processus Hilbertiens Y et

Z de L? et si Czy = 1,Cy avec ly € £(H, H), nous avons la méme formule du
BLP :

7' =11 (2) = Yoy 3 (Yo 0:) 12Cy (v3).
Dans le cas guassien
1 b b
7 = oY) =Y y/ o7 (B)vi (1) dt/ Y () v (£) dt
i>1 e a

— (oo = Yy Ve (B(2Y (1) o),
S Ai (Y0 2 Coyus(t) = T (Z0).

i>1 7t
Dans le cas général sous I’hypothese
Cyzy = 1oCy avec ly € £(H, H)
7* =T11"(Z,).

méme démonstration car sous cette hypothese I (Z) = 3~ -, % (Y, vi) 12 Czy (v;).
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Chapitre 4

Simulations Numériques et
Exemples

4.1 simulation

4.1.1 Introduction

Pour simuler des trajectoires d’un processus AR fonctionel et calculer le prédic-
teur BLP, nous utilisons le travail exécuté par [2]] en utilisant le logiciel R version
4.12.2. et la bibliotheque far développée par J.Damons et S.Guillas [14]. Nous
nous inspirons de I’exemple de simulation d’un processus ARH(1) [14] et [2] qui
permet de simuler un bruit blanc dans I’espace H en utilisant les fonctions propres

1—1

vi(t) = V2sin(

mt), i=1,2,...k

de I’opérateur de covariance du mouvement brownien. Pour simuler notre pro-
cessus et prédicteur nous spécifions le modele particulier. Plus précisément, nous
considérons un opérateur p a noyau de convolution K paire périodique de norme
L? inférieure a 1. Les exemples de fonction K considérés sont :

1 1 1
K(t) = 1—02(:05(15), K(t) = 1—03t2, K(t) = 1—02t2 cos(t).

Nous simulons n + 1 observations d’un processus ARH(1) qui seront nécessaires
pour calculer le prédicteur BLP et qui sont comparés a la n + 1 ieme observation.
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4.1.2 Simulation du bruit blanc

Nous utiliserons le développement de Karhunen- Logve sur [0, 7] du mouvement
Brownien suivant :
+o00 : . ™
sin|(2 — 5) %
i=1 L

(i — 1)

b= N

ou les variables aléatoires (Y;); sont i.i.d de loi N (0, 1) qui va nous permettre de
définir un bruit blanc (¢,,(t),n = 0,1, ...,t € [0, d]) par :

en(w) = Wiis(w) — Wy (w), s € [0, 6].

défini sur I’intervalle [0, 0]. Pour la simulation, on aura une approximation de la
somme infinie par une somme finie comme dans [36].

4.1.3 Simulation d’un ARH(1)

Pour la simulation d’un ARH(1) on prend comme valeur initiale la valeur Xy = 0
et (¢,,) est le bruit blanc dans la base de Karhunen Logve ensuite, nous effectuons
un changement de base pour ce bruit blanc en utilisant la fonction BaseK2BaseC
(du Package far) pour avoir I’écriture de (,,) dans la base canonique et nous po-
sons X; = €, Soient (Xf ) j =1,....,m (m étant le nombre de points de discréti-
sation ) les coordonnées de X; dans la base canonique ¢ = 1, ..., n.

Nous avons :

Xin = convolve(1072K, X7) + 5{+1, e=1..,m.

Cette formule nous permet de générer un échantillon d’observations de taille n du
processus.

Nous présentons ci-dessous les simulations d’un processus ARH (1) sur des inter-
valles successifs. La figure suivante (Fig. 4.1 présente la simulation de n = 100
(resp. 150) trajectoires successives d’un processus AR H (1), chaque trajectoire est
calculée en m = 25 (resp. 50) points de discrétisation de I’intervalle [0, 1].
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exemple d’un ARH(1) (m=25 ,n=100)
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exemple d’un ARH(1) (m=50,n=150)

time

50 100 150

time

FIGURE 4.1 —

4.1.4 Calcul du prédicteur BLP

Nous utilisons les 7 observations du processus pour prédire la (n + 1)™ trajec-
toire du processus.

A partir des observations Xi(t;) (¢ =1,2,...,n; j = 1,2,...,m), en utilisant
la formule dans le cas ou les vecteurs de 1’opérateur de covariance seraient
connus (respectivement la formule dans le cas ou ils sont inconnus), on peut
calculer le prédicteur BLP )?n:l(tj), J = 1,2,...,m, aux points ¢;, en fonction
des k premieres valeurs propres.

Nous allons calculer le prédicteur BLP pour différentes valeurs de k et nous vé-
rifions I’effet de ces dernieres sur les erreurs quadratiques M SFE et les erreurs
relatives RM AFE sur des exemples de simulation.

La qualité d’un prédicteur )?nrl calcul€ aux points ¢;, j = 1,...,m, pour prévoir
X,+1 est mesurée par les erreurs quadratiques M S E et relatives absolues RM AE
définies par :

1 m S
MSE = — X1 (ts) — Xoar (82
2 X8 = X (1)

1 & (X (B) = X ()
RMAE =03 "% )

=1
Les vecteurs propres de I’opérateur de covariance C'y, sont connus
Quand les vecteurs propres de 1’opérateur de covariance C'x, sont connus, le
—_—

prédicteur BLP )?n:l = p(X,) donnée par la formule (3.1) avec les vecteurs
propres de Cx, sont ceux du Mouvement Brownien. Les figures ( Fig. 4.2} Fig.
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Fig.[4.4] Fig.[4.5) représentent le prédicteur BLP (trait rouge) de la 50° (resp.
150°) trajectoire (trait noir) Pour chaque valeur de n, nous asso-
cions trois graphiques correspondant au nombre k,, de vecteurs propres connus

70¢, 100°,

kn =1,2,3.
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P

/

FIGURE 4.2 — (n=50)

FIGURE 4.3 — (n=70)
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\
S
FIGURE 4.4 — (n=100)
Wj

[=<¢

10 18 2 2
kn=1

1 W\//\;
: o ® » =
kn=2

FIGURE 4.5 — (n=150)
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Dans le Tableau {.1], nous donnons la moyenne des erreurs quadratiques et rela-

tives pour 30 réplications du processus pour différentes valeurs de n = 50, 70, 100, 150

our k,, = 1,2, 3. Nous remarquons que les erreurs croient avec k,,
) )

k,, | Erreurs n = 50 n="70 n = 100 n = 150
1 | MSE 2,64.1071° | 6,7.107' | 1.57.107%° | 2,62.10712
RMAE | 1,44.107® | 4,27.107% | 4,23.107% | 2,90.1076

2 | MSE 0, 5296 0,4163 0,4756 0, 6205
RMAE | 0,9999968 | 1,000009 | 1,000002 | 1,000002

3 | MSE 1,787227 | 2,299064 | 2,947584 1, 4802
RMAE | 1,999981 1,99992 2,00004 1,999999

TABLE 4.1 —



50 CHAPITRE 4. SIMULATIONS NUMERIQUES ET EXEMPLES

Nous pouvons observer des tres petites valeurs des deux erreurs. elles augmentent
avec le nombre k,, de vecteurs propres connus. Les deux erreurs se stabilisent a
partir de k,, = 3.

Les vecteurs propres de I’opérateur de covariance C'y, inconnus
Lorsque les vecteurs propres de I’opérateur de covariance C'y, sont inconnus, le

prédicteur BLP p(X,,) est calculé a partir de la formule (3.2), oil nous estimons
les vecteurs propres de C'y, par les vecteurs propres de 1’opérateur de covariance
empirique C,.

Les figures ( Fig. [4.6] Fig. Fig. 4.8] Fig. 4.9) repésentent le prédicteur BLP
(trait bleu) de la 50°¢ (resp. 70¢, 100°, 150°) trajectoire (trait noir) Pour chaque
valeur de n, nous associons trois graphiques correspondant au nombre k,, de vec-
teurs propres inconnus k,, = 1,2, 3.

3 3 5 0 15 3 s
kn=1 kn=2 kn=3.

FIGURE 4.6 — (n=50)
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0 ez 1

10 15
n=3

FIGURE 4.7 — (n=70)

FIGURE 4.8 — (n=100)
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ko=1 ke=2 ke=3

FIGURE 4.9 — (n=150)

k, | Erreurs n = 50 n="70 n =100 | n=150
1 | MSE 0,5518531 | 1,224839 | 5,71466 | 10,73617
RMAE | 0,9599968 | 1,759994 | 2,959982 | 4,959991
2 | MSE 0,6220678 | 1,293026 | 8,134934 | 12,88795
RMAE | 0,9990693 | 1,832623 | 3,082396 | 5, 165581
3 | MSE 0,6182169 | 1,798392 | 5,468652 | 15,99396
RMAE | 1,041696 | 1,911694 | 3,216333 | 5,390318
TABLE 4.2 —

Dans le tableau , nous pouvons observer de tres petites valeurs des deux er-
reurs. elles augmentent avec le nombre k,, de vecteurs propres estimés. Il y a un
minimum dans les valeurs des deux erreurs lorsque %,, = 1 (on peut expliquer cela

par les conditions sur k,, dans les théoremes (3.2.1|et[3.2.2).

Conclusion Nous pouvons conclure que pour un échantillon fini, le comportement
des prédicteurs BLP (dans les deux cas) fonctionne bien avec de tres petites erreurs
relatives RMAE.
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4.2 Exemples

4.2.1 Exemple de la température d’el Niiio

Nous considérons la série chronologique décrivant le phénomene climatologique
ENSO qui résulte des interactions entre 1’atmosphére et ’océan au dessus de
I’Océan Pacifique tropical. Le phénomene EL Nifio (EN) est la composante océan
dans ENSO tandis que Southern Oscillation (SO) est la composante atmosphere
. Un index mesurant la variabilité d’EL Nifio est fourni par les températures a la
surface de I’océan ramenées a une moyenne observée dans le domaine Nifio-1
(508 — 50N, 1500W — 900W/). Des valeurs moyennes mensuelles sont enregis-
trées depuis le mois de Janvier 1950 a Juin 2007 par des centres nationaux de
la prévision environnementale aux Etats-Unis. La série chronologique de cet in-
dex montre des variations inter-annuelles marquées et superposées a une compo-
sante saisonniere forte. Cette série a été analysée par beaucoup d’auteurs (voir par
exemple [3], [S], [29]).

Nous considérons les données historiques de la température d’el Nifio (site web
/lwww.cpc. ncep. noaa. gov / products / analysis_monitoring /sacoches

/ ensoyears.shtml). Pour comparer la performance de notre prédicteur BLP avec
les autres méthodes de prédiction existant dans la littérature (voir [2],[3]), on
considere la prédiction de 1’année de référence 2006.

Nous utilisons la formule avec k, = 1.

Fig. 4. 10| représente la variation de la température (EL Nifio )de 1950 a 2006.

Température d'el Nifio3 (1950-2006)

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Amnées

FIGURE 4.10 — Température d’el Nino (1950 — 2006)

—~—

La figure suivante Fig. 4.10/ montre le comportement du prédicteur BLP p(X56)
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(trait noir) calculé en fonction des 55 observations de la température d’el Nifio3
pendant la période 1950 — 2005 (ou la période est I’année) et la trajectoire X
(trait bleu) de la température d’el nifio au cours de 1’année 2006.

Nous obtenons pour les deux erreurs : M SE = 0.4848164 et RM AE = 0.02065329

26.5 27.0 275
1 1 1

Nino3 2006

26.0
1

FIGURE 4.11 — Prédicteur BLP année 2006

Le tableau 4.3l donne les valeurs de I’erreur RMAE associées aux différentes mé-
thodes de prévision [3]].

Méthodes de prévision RMAE
Climatologie 2,5%
Sarima 3, 7%
Kernel 2. 3%
Functional Kernel 2,2%
Smooth FAR(1) 2,3%
Smooth FAR(1) with q=p=12 | 2,4%
Local FAR(1) 2,2%
BLUP discret 1,4%
BLUP continu 2,25%
Predicteur sieves 2, 46%
Predicteur sieves 2017 2,07%
BLP predicteur 2,06%

TABLE 4.3 —
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Nous remarquons que le prédicteur BLP donne une erreur assez faible.

265 270
265 27.0

26.0

Nino2013
Nino2014

250 255
255 260

250

245

FIGURE 4.12 — Prédicteur BLP années 2013-2014

Nous obtenons pour les deux erreurs :

el Nino3 2013 : MSE = 0.1279 et RMAFE = 0.0122.
el Nino3 2014 : MSE = 0.5137et RMAE = 0.0237.

On peut également observer que le prédicteur BLP fonctionne tres bien avec tres
petites erreurs relatives RMAE.

4.2.2 Prévision de la température a Nottingham

Nous appliquons aussi la projection sur les sous éspaces clos sur la série historique
des relevés de la température a Nottingham (température moyenne mensuelle au
chateau de Nottingham de Janvier 1920 et arrétée en 1939) disponible dans la série
Nottem de la bibliotheque de MASSE de S-PLUS. Nous utilisons les observations
de la période 1920 — 1938 pour calculer le prédicteur BLP de la température de
I’année 1939 et nous présentons les erreurs RMAE des différentes méthodes de
prévision disponibles (voir [3]]).

Tableau d.4] : Erreur RMAE de prévision de différentes méthodes de la
température de I’année 1939 a Nottingham



56 CHAPITRE 4. SIMULATIONS NUMERIQUES ET EXEMPLES

Méthodes de prévision | RMAE
Wavelet-Kernel 30%
Sarima 31%
SS(Spline Smoothing) 28%

BLUP discret 2,95%

BLUP continu 2,96%

Predicteur sieves 2,95%

Predicteur sieves 2017 | 6,09%

BLP predicteur 3,20%

TABLE 4.4 —

Nous remarquons que le prédicteur BLP donne une RMAE comparable a celles
données par BLUP continu et le prédicteur sieve.

La figure 4.13| représente la température a Nottingham de 1920 au 1939, figure
M. T4 représente la température de I’année 1939 a Nottingham et sa prévision BLP.

5 50 55

1920 1925 1930 1935 1940
température a Nothingham(1920-1939)

FIGURE 4.13 — Température a Nottingham 1920-1939

FIGURE 4.14 — Prédicteur BLP année 1939
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4.2.3 Exemple de la température a Alger

57

Dans cette partie, nous présentons des résultats de prévision de la température
moyenne a Alger pour I’année 2004. Figure représente la variation de la
température a Alger durant la période 1970 — 2004.

20
I

température d'Alger
15

10

1970

1975 1980 1985 1990 1995

FIGURE 4.15 — Température d” Alger (1970 — 2004)

2000

2005

Figure représente la température moyenne de 1’année 2004 a Alger et le pré-

dicteur BLP.

température dAiger 2004

FIGURE 4.16 — Prédicteur BLP année 2004

Dans le Tableau 4.5 : nous donnons les erreurs RMAE des différentes méthodes
de prévision , disponibles, de la températue moyenne a Alger pour 1’année 2004
(voir [3]], [6] et [31]).
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Méthodes de prévision | RMAE

BLUP discret 0,140

BLUP continu 0,075

Predicteur sieves 0,073

Predicteur sieves 2017 0,184

BLP predicteur 0,103
TABLE 4.5 —

Nous remarquons dans cet exemple que le prédicteur BLP donne , aussi, des ré-
sultats comparables a celles obtenus par les autres méthodes.

4.2.4 Exemple de la concentration atmosphérique de CO2

Nous considérons les données de mesure de la concentration de CO2 (unité : ppm
= parties par millions) dans 1’atmosphere pendant la période de 1959 a 2015 dis-
ponible sur le site web :
http ://cdiac.esd.ornl.gov/pub/maunaloa-co2/maunaloa.co2.

La figure suivante montre une nette augmentation des émissions de CO2 dans
I’atmosphere et puis un signe de réchauffement climatique.
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FIGURE 4.17 — concentration atmosphérique de CO2 (1959 — 2015)

La figure suivante (Fig.[4.19) montre le prédicteur de BLP (trait noir) et la concen-
tration atmosphérique de CO2 de I’année 2015 (trait bleu).
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Atmospheric concentration of CO2 2015

g /’/ 7 /\\ \\\
0w \ \ /'/

-

|||||

FIGURE 4.18 — Prédicteur BLP année 2015

MSE=4.53846 ; RMAE=0.005383

Le prédicteur BLP de la concentration de CO2 dans I’atmosphere en 2015 donne
une petite erreur RMAE de 0, 53.10~2 et montre une bonne tendance de la trajec-
toire réelle en tant qu’affichages graphiques.

4.2.5 Consommation de I’énergie électrique de la Société des
Ciments de Benisaf

Nous considérons les données de mesure de la consommation de 1’énergie élec-
trique de la Société des Ciments de BeniSaf (S.CI1.BS) Wilaya de AIN TEMOUCHENT
(c’est un client alimenté en électricité haute tension 60000 Volts par la société
Gestionnaire Réseau de Transport d’électricité (G.R.T.E) filiale de SONELGAZ,

sa source d’alimentation est depuis un Poste 220000/60000 Volts qui se trouve a
AMIR ABELKADER sur la route National N35A.)

des données de puissance en mégua watt sont observés par un compteur d’élec-
tricité tout les 10 minute pendant la période de 11/02/2018(00h00) j’usqu’ au
30/06/2018 (23H50).
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data1

T T T
5000 10000 15000 20000

o -

consommation d'éléctricité (11/02/2018-30/06/2018)

FIGURE 4.19 — Consommation de I’énergie électrique de S.CL.BS (11/02/2018 —
30/06/2018)

La figure suivante (Fig.[4.20) montre le prédicteur de BLP (trait noir) et la consom-
mation de 1’énergie électrique de la journée de 30/06/2018 (trait bleu).

82

0

76

il

FIGURE 4.20 — Prédicteur BLP de la journée 30/06/2018

RMAE=0.34 et MSE=5.17.

Le prédicteur BLP de la consommation de I’énergie électrique de la journée donne
des petites erreurs RMAE=0.34 et MSE=5.17 .



4.2. EXEMPLES 61

4.2.6 Conclusion

Dans cette étude nous avons comparé notre méthode de prévision BLP avec plu-
sieurs méthodes de prévision disponibles dans la littérature (voir, par example [2],
[3], [31] ) sur la base de leurs erreurs relatives moyenne RMAE. Pour le prédicteur
BLP nous obtenons, en général, des erreurs RMAE assez faibles et comparables
a ceux des autres méthodes, ce qui donne dans certains cas un léger avantage de
cette méthode.
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Chapitre 5

Conclusion générale

Nous avons utilisé les prédicteurs BLP pour la prévision d’un ARC puis d’un
ARH(1). Dans les deux cas nous avons démonté la convergence presque stire des
prédicteurs et nous avons établi les bornes exponentielles pour chaque cas. Nous
avons utilisé le plongement de I'espace Cpo 1) dans L*(H) pour étudier la pré-
diction d’une nouvelle variable (plongement d’un processus ARC ). Nous avons
également traité la relation entre projections sur les sous espaces Clos et sur les
espaces autoreproduisants, oil nous avons remarqué que les deux formules coinci-
dent. Nous avons présenté des études de simulations d’un processus AR en utili-
sant le logiciel R version 2.12.2 et en suivant le tableau des erreurs des differentes
approches de prévisions donnée par Antoniadis et al. [2]. Les résultats obtenus
confirment les résultats théoriques ou les erreurs relatives RMAE de prédiction
sont tres faibles. Des applications réelles ont été considérées telles que la prévi-
sion du phénomene météorologique El Nifio, la température au chateau de Nottin-
gham, température a Alger, concentration atmosphérique de CO2 et consomma-
tion de I’énergie éléctrique de la Société des CIments de BeniSaf (S.CI.BS), avec
des erreurs relatives de prévision tres faibles comparativement a celles obtenues
par d’autres méthodes de prévision.

Les résultats de convergence des prédicteurs BLP ont été obtenus dans le cadre
d’un ARH(1) ou dans le cas Gaussien.

Ce travail ouvre la voie a differentes perspectives :

1. Le probleme des vitesses de convergences des prédicteurs n’a pas été abordé
dans ce travail.

2. L’etude des erreurs quadratiques des prédicteurs BLP.

3. Probleme d’optimalité concernant le nombre des valeurs propres k£, dans la
formule du prédicteur BLP.

4. La théorie des prédicteurs BLP pour des processus AR 4 valeurs dans un espace
de Banach est un probleme ouvert.
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Résumé : Nous considérons le meilleur prédicteur linéaire (BLP) d"un processus
autorégressif fonctionnel construit par la projection orthogonale sur des sous espaces clos
introduit par R. Fortet (1995). Cette approche est utilisée directement pour la prédiction de
cette classe de processus. Nous montrons des convergences presque sdre et nous établissons
des bornes exponentielles pour les prédicteurs BLP. Nous améliorons des résultats existant
dans la littérature. Nos conditions portent essentiellement sur le taux de décroissance des
valeurs propres de 1’opérateur de covariance du processus.

Nous illustrons la performance des prédicteurs BLP par une étude de simulations numériques
et par ,des exemples réels de climatologie et de consommation de 1’énergie éléctrique. Nous
comparons nos résultats avec ceux des autres méthodes de prédiction existant dans la
littérature statistique. Les résultats obtenus corroborent les résultats théoriques.

Mots clés: Processus autorégressif fonctionnel - Prédicteur BLP -Transformations linéaires
mesurables - Opérateur de covariance - Simulation.

Abstract : We consider the Best Linear Predictor (BLP) of Functional Autoregressive
Processes built with orthogonal projection on linearly closed subspaces introduced by R.
Fortet (1995). This approach directly focuses on the prediction of this class of processes and
we show almost sure convergence and exponential bounds for the predictors BLP. Then we
improve the existing results in the literature. We give the almost sure convergence of the
predictors BLP for C[0;1]-valued autoregressive process when it ruled by a bounded linear
operator. Our conditions essentially carry on the decay rate of the eigenvalues of the
covariance operator of the process. We illustrate the finite sample performance of the BLP
predictors by a simulation study and through real examples from climatology and
consumption of electrical energy. We compare with others prediction methods existing in the
literature and enlighten on the link between the convergence rates of BLP predictors and the
presence of the first eigenvalues of the covariance operator.

Keywords: Functional Autoregressive Processes - Best Linear Predictor — Measurable-linear
transformations - Covariance operator - Simulation.
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