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Résumeé

Résumé

Le travail de cette mémoire est consacré a |’ éude du comportement vibratoire de poutres
fissurées soumis a des sollicitations composé (traction-flexion) modélisé comme ressorts, une étude
théorique permettant |’ établissement des énergies cinétique et de déformation basé sur le modele
EULER BERNOULLI nécessaires a la détermination des égquations du mouvement a partir de
principe d’ Hamilton. Une version-p de la méthode des ééments finis est utilisé pour modéliser la
structure étudié. Un éément fini hiérarchique de type poutre avec 4 degré de liberté par nceud est
développé, par la suite nous avons introduire une méthode de calcul numérique des fréquences

propres, une étude de validation faite, les résultats trouvés sont comparés aux résultats obtenu dans
lalittérature.




Abstract

Abstract

The work of this thesis is concerned with the study of the vibratory behavior of the
cracked shafts made subject to stresses (traction - flexion) modeled as springs, A
Theoretical study to establish the strain and stress energy of the shaft is based on the
EULER Bernoulli beam model needed to determine the equations of motion from Hamilton
principle. A p- version of the finite element method is used to model the structure studied. A
héarchique finite element type beam with 4 degrees of freedom per node. Afterwards we
introduce a method of numerical calculation of natural frequencies, a validation study, found
the results are compared with results obtained in the literature.
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I ntroduction

| ntroduction

Le probleme de vibration d'une poutre fissurée attire |'attention de nombreux chercheurs au
cours des derniéres années. L'existence d' une fissure dans une structure aura une incidence sur ses
caractéristiques dynamiques telles que les fréguences naturelles et les formes des modes propres. En
conséquence, les fréquences naturelles et les formes de mode propres de la structure contiennent
des informations sur I'existence, I'emplacement et la taille de la fissure. Afin d'étudier la vibration
d'une poutre fissurée, le probleme consiste a établir la raideur locale de la fissure. Chondros [1] a
développé une théorie de vibration d'une poutre fissurée pour la vibration latérale d’une poutre
Euler-Bernoulli fissurée. La fissure a é&é modélisée comme étant un ressort continu en utilisant le
champ de déplacement au voisinage de la fissure trouvé a partir la mécanique de rupture. Les
résultats obtenus ont montré que la fréquence naturelle de la poutre ayant une fissure diminue
lorsgue la profondeur de la fissure augmente. Orhan [2] a étudié les fréquences propres d'une
poutre fissurée en faisant varier la position et la profondeur de la fissure. Dans cette éude, la
méthode des éléments finis (FEM) a été appliquée, la matrice de flexibilité de la fissure a été
calculée en utilisant les facteurs d'intensité de contrainte,

Gudmundson [3] a utilisé la combinaison de la méthode de perturbation et |la matrice de
transfert pour étudier l'influence des petites fissures sur les fréguences propres des structures
minces. Zhang et al [4] ont utilisé la matrice de transfert pour I’ analyse des fréguences et des modes
propres d'une poutre fissurée en porte a faux. Kisa et a [5] ont présenté une méthode d'analyse de
vibration des poutres fissurées a l'aide d’ une combinaison d'ééments finis et les méthodes de
synthese modale. La poutre est divisée en deux éléments liés par une matrice de flexibilité, qui
incorpore les forces dinteractions. Saez et a [6] ont présenté une méthode simplifiée pour
I'évaluation de la fréguence fondamentale pour les vibrations de flexion des poutres fissurées de
type Euler-Bernoulli. La plupart des modéles utilisent des éléments poutres 1D en utilisant la
version p de laméthode des é émentsfinis.

Dans ce méme contexte, le but de ce travail est d’analyser les vibrations libres des poutres
fissurées en utilisant 1a méthode des éléments finis hiérarchiques. Deux ééments poutres a quatre
degrés de liberté sont utilisés dans la modélisation. L'influence de I'accouplement entre flexion le
mouvement longitudinal sur les fréquences propres est considéré. Les résultats trouvés peuvent étre

appliquées pour la détection des fissures d’ une poutre.

Le mémoire est organise en cing chapitres :




I ntroduction

A prés|’introduction et larevue de littérature, le premier chapitre est consacré a lathéorie des
poutres d’ Euler-Bernoulli. Les énergies cinétiques et de déformation du systeme sont déterminées.

Dans le deuxiéme chapitre la modélisation des poutres fissurée est faite. La matrice de

flexibilité est déterminée dans le cas d’ une section rectangulaire et circulaire.

La méthode des éléments finis est développée dans le troisieme chapitre, les matrices de

rigidité et masse du systeme sont détermineées.

Le quatrieme chapitre est consacré al’ organisation de la programmation. Un schéma de calcul

est dével oppé.
Le cinquieme chapitre est consacré alavalidation et interprétations des résultats obtenu.

Le mémoire est cldturé par une conclusion et des perspectives.




Chapitre I Théorie des poutres EULER BERNOULLI

Chapitrel : Théorie des poutresd’Euler-Bernoulli

Les théories des poutres sont des model es mathématiques utilisés dans le calcul des structures
(statique et dynamique). Parmi les modeles les plus utiliséeson a:

« lathéorie d'Euler-Bernoulli, qui néglige I'influence du cisaillement ;
« lathéorie de Timoshenko qui prend en compte I'effet du cisaillement.

Cette étude concerne les poutres d’ Euler-Bernoulli.
|.1 Définition

On appelle « poutre » un solide engendré par des surfaces, appel ées « sections droites », telles

que:

e les centres de gravité des sections forment une courbe continue, appelée « courbe
moyenne » ; son rayon de courbure est grand devant salongueur ;

e les sections sont perpendiculaires a la courbe moyenne ; elles varient de maniere
continue et « lente » ;

« ladimension des sections est petite devant lalongueur de la courbe moyenne ;

Figurel.1l: Structure d’une poutre avant et apres déformation.
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|.2 Hypotheses

Pour mener les caculs avec le modele d Euler-Bernoulli on considéere les hypothéses

suivantes[7] :

» lasection droite est indéformable aprés déformation,
» lasection droite reste perpendiculaire alaligne moyenne apres déformation,

» le cisaillement est négligé due al’ effort tranchant.

L'hypothése de Bernoulli permet de négliger le cisaillement dans le cas de la flexion: le
risque de rupture est alors di a I'extension des fibres, et la fleche est due au moment fléchissant.
Cette hypothese n'est pas valable pour les poutres courtes car ces dernieres sont hors des limites de
validité du modele de poutre, a savoir que la dimension des sections doit étre petite devant la

longueur de la courbe moyenne.
| .3 Champ de déplacements

Le champ de déplacement est le suivant (Fig. 1):
U(x,zt) = Up(x,t) —zWpx (x, 1)
W(x,zt) = Wy(x,t)
Avec:
Uy: Déplacement longitudinal suivant x de la ligne moyenne .

W,: Déplacement transversale suivant z de la ligne moyenne.

AW,
ox

Wox (= ): Rotation de la section droite de la poutre.

| .4 Relation contrainte déformation

La déformation dans la poutre est donnée par

__0U(x,zt) _
XX dx -

UO,x - ZWO,xx (x; t) (I 1)
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La contrainte normale suivant x est donnée par laloi de Hooke
Oxx = E€xx = E[Uo,x - ZWO,xx] (1.2)
E : Module d’ éasticité longitudinal .
|.5 Energie de déformation dela poutre
L’ énergie de déformation est donnée par

1
Ed = EfV Oxx SXXdV (|3)

Qu’'on peut I’ écrire ainsi

2
Eq =30, E[(Uox)” + 22 Woux® = 22(Up.xy Wo )| dxdA (1.4)

Le moment statique est nul du moment que la ligne moyenne passe par |e centre de surface de

|a section droite, d’' ou

Eq =1, EA(Uyx) dx + 2 [] EL (W 10)?dx (15)
Avec:
A: aire de la section droite de la poutre
I, : Moment d'inertie de la section droite de la poutre

dV (= dxdA) : Elément de volume

|.6 Energiecinétique dela poutre

ngfvp(l]'2+ w2 )dm (1.6)

Qu’on peut I’ écrire ainsi
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. \2 . 2 . . .2
T:% pr[(UO) +Z2W0,x — ZZ(UO(WO,,C) + W, 1dv (1.7)

Dans le cas du modéle Euler Bernoulli I’ inertie de rotation est négligée, d' ou :
1 . N2 .
T== J, p-Al(Uy)" + (Wp)*]dx (1.8)
Avec:
dm = p.dV
|.7 Equations du mouvement de la poutre

|.7.1 Principed’ Hamilton

Appelé aussi principe de moindre action, elle permet de remplacer les équations d’ équilibre
de Newton pour des milieux éastiques par une formulation variationnelle.

L’ utilisation du principe d’Hamilton permet de donner les équations du mouvement ainsi que

les conditions aux limites associées ce qui N’ est pas le cas des équations d’ équilibre de Newton.
Dans le principe d' Hamilton, le systéme est caractérisé par les fonctions énergies :
1) Energie cinétique T
2) Energie potentielle V

Pour la détermination des équations différentielles du mouvement nous appliquons I’ action

d' Hamilton 1= [ Ldt (1.9)
Ou L est le lagrangien du systeme.
La moindre action de Hamilton est donnée par
6l =0
D’ou

81 = [ 6Ldt =0 (1.10)
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Pour un systeme conservatif on a

Avec

W : Travail desforces extérieurs (dans le cas des vibrations libres W est nul).

Le principe de moindre action est donné par :
t1
61 = fto (6T — 8Ez)dt =0
Apresintégration par partie les éguations de mouvement obtenues sont :
pAU,(x,t) —EAU, XD =0
pAW, (x,t) + EAW, oD =0
Eqg.9 représente I’ équation du mouvement de latraction.

Eqg.10 représente I’ équation du mouvement de la flexion.

Les conditions aux limites cinémati ques associées sont :

U0=0
WO:O
WO :0

(1.12)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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Chapitrell : Modédisation dynamique d'un arbrefissuré

1.1 Définition
La fissure est un « défaut » ou une discontinuité brutale qui apparait dans un structure sous

I'effet de contraintes internes ou externes, entrainant une grande concentration de contrainte a son
fond.

1.2 Modesdepropagation d’unefissure

Toute fissure témoigne de I'existence de concentration de contraintes sur les structures

fissureées.
Il existe trois fagcons d'appliquer une force pour permettre a une fissure de se propager :

o Le premier appelé Mode | ou d'ouverture : lacontrainte de traction est normale au plan de
la fissure. Le mode | est caractérisé par une grandeur que nous appellerons K.

 La deuxieme appelé Mode Il ou de cisaillement plan, la contrainte de cisaillement agis
paralélement au plan de lafissure et perpendiculaire au front de fissure. Le mode Il est caractérise
par Ky

« Enfin, le troisieme, appelé Mode |11 ou de cisaillement anti-plan ou encore de déchirure, la
contrainte de cisaillement agis paralléement au plan de la fissure et parallélement au front de

fissure. Lemode 11 est caractérise par K [8].

K;, K;; et K;;; sont appel és facteurs d' intensité de contrainte.

De maniere générale, une fissure se propage dans un matériau sous une combinaison de

contraintes dans les trois modes précédent.
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MODE | MODE I MODE I
Quverture Cisailloment Vissago

Figurell.l: Illustration des trois modes de propagation d’ une fissure.

1.3 Modédlisation d'une poutre fissur ée a section rectangulaire

Prenons une poutre uniforme avec section rectangulaire ayant une fissure située a une
distance L. de I'extrémité gauche. Afin de dériver la matrice de rigidité d'un éément fissurée,
d’abord on obtient |a matrice de flexibilité puis lamatrice de raideur par inversion de la matrice
deflexibilité.

LaFigurell.2 présentele modéle del'dément fissurée. L'éément est chargé avec des forces
de cisaillement P,, P;, Pg, Py ; les moments de flexion P, P, P;4, P;; les forces axiales P, P;; €t

moments de torsionP,, P;, [9].

Figurell.2: Modéle de poutre fissurée.
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En utilisant le théoreme de Castingliano, les composantes de la matrice de flexibilité sont
déterminées :

ow® .
ij — aPian y L,] = 1,2,...,6 (”1)

W™ Est I'énergie de déformation de lafissure, exprimée par [9] :

WO = [ 300K, + E9(Ku)? + (v + 1) T8(Ki)?1dA (12)

Ou v est le coefficient de Poisson du matériau.
K;, K;; et K;;; Sont les facteurs d'intensité de contrainte pour le type d'ouverture. Ils peuvent

étre calculés de lamaniere suivante[9] :

Model :
Kj-oyVmaF, (@)
Kis-osVmaF; (a)
Kig—og\VmaF,(a)
avec .
K, =Ki3=K;,=0
Modell :
Kjpp—oyVvmakFy (a)
Kjjy—oyNmakFy () ,
avec .
Kiin =Ky = Kjjis = Kjjg = 0
Modelll :

Kiz=o3vmakFy(a) ,

Kija=0aNmakF(a),

K1111=K1112=K1115=K1116=0 (”3)

10
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a=—

hy
Ou a est laprofondeur de lafissure, h, est I épaisseur de la poutre.

Leso; (i = 1,...6) sont les contraintes associees

Py

0-1 = Z
kP,
%=
kPs
iy
P,

0-4_ = X
P,
O4111 = Z
PSZ

Og = —

Iy

g = % = (11.4)

D’ou A est la section doite de la poutre, alors que I, et I, sont les moments d' inertie suivant y

et z, respectivement. Le coefficient k est appel é coefficient de cisaillement transversal.

Ou lesfonctionF;, F,, F; et F;;; sont données par

2 na0.752 +2.02(a) + 0.37(1 — sin(55))>
F,(a) = |—tan— —a
na 2 COS —
2
. 2 1a0.923+0.199(1 —sin(50)*
F,(a) = |[—tan—
: Ta 2 cosnz—a

1.222 — 0.561(a) + 0.085(a)? + 0.18(a)3

Fy(a) =

FIII (0{) = itanE (”5)




Chapitre I Modélisation dynamique d'une poutre fissurée

1.4 Matrice deflexibilité dans le cas d’ une section rectangulaire

En raison de la concentration de |'énergie de déformation ala zone périphérique ala pointe de
la fissure, I'existence de fissures dans les structures est une source d une flexibilité locale qui a
ensuite une influence sur la performance dynamique des structures. Ces coefficients de flexibilité
sont exprimeés par des facteurs dintensité de contraintes atravers |e théoreme de Castingliano dans
le domaine élastique linéaire. A partir du théoreme de Castingliano les composantes de la matrice

de flexibilité dans le cas d’ une section rectangulaire de cotés b et h sont données par [10] :

b/2
aF,*(a)da dz
Ci1 = Ebz-fb/zfo 1

241 (b/2
Cis =G5y = f

"aF “(@)da dz
Eb* fo !

b/2

12m (P/2 (o
Ci6 =Co1 = Ebzhfb/z fo aF;(a)F,(a)da dz

b/2
= aF % (@)da dz
cn=57 L.,

b/2
Cop =Cyy = Ebz j j aF(a)da dz
b/2/0

2k2(v + Dm (P2 o
—J- J- aFy“(a)dadz

C33 -
b/270
2k(v+1)T b/2 x
Caa = Cas == [y Jy " @Fin* (@)da dz (11.6)

Du moment gue la section de la poutre A est rectangulaire alors h,, = h et a,, = a.
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Chapitre I Modélisation dynamique d'une poutre fissurée

1.5 Matricedeflexibilité dans |e cas d’ une section circulaire

Considérons une section circulaire de rayon R avec ouverture ou a est le profondeur de la

fissure et h, latalle delabande située aune distance x, (Figure 11.4) et écrit comme suit :

h, = 24/R? — x?

b=R?— (R —a)?

axz\/m—(R—a)

En injectant h,.a,, et b dans les équations précédentes, on obtient les composantes de la matrice de

flexibilité dans le cas d’ une section circulaire.

Figurell.3. Géométrie de la poutre en porte-a-faux avec ouverture.

B T

Figurell.4: Géométrie d’ une section transversale circulaire fissuree.

13




Chapitre I Modélisation dynamique d'une poutre fissurée

lamatrice de flexibilité d0 alafissure est donnée par:

0
Cse

C66_

(I1.7)

L’'inverse delamatrice C est lamatrice derigidité du point nodal, elle est donnée par :

Ko = ct

14
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Chapitre Il Modélisation par la version- p dela méhode des|’élément finis

Chapitre I11. Modélisation par la version- p de la méthode des ééments
finis
[11.1 Introduction

Dans laversion- p de la méhode des éléments finis, I'erreur peut étre contrélée non seulement
par I'affinage du maillage mais aussi en augmentant le degré des fonctions de forme de tous les
éléments. Généralement |e degré des fonctions de forme est noté p. Cette version est plus simple et

sa convergence est plus rapide [10].

Cette version de la méthode des éléments finis peut étre apercue comme éant un cas spécial

de laméthode classique de Rayleigh Ritz.

Parmi les fonctions de formes utilisées dans |a méthode des éléments finis hiérarchiques, on a:
Les fonctions polynomiales, Les fonctions trigonométriques et Les fonctions polynomiales et

trigonomeétriques [11].
Ces dernieres fonctions de formes sont utilisées dans la suite de |’ éude.
[11.2 Séection des Fonctions de Forme et modélisation de |'éément poutre

Dans notre étude, la poutre est modélisé par des é éments poutres 1D hiérarchiques a 4 degrés
de liberté par neeud (Ug, Wy, Wy x €t ). L' élément a deux neeuds 1 et 2 est représenté sur la

figure 3.1. Dansle cas d'un arbre épaulé plusieurs é éments peuvent étre utilisés.

Figurelll.1 : éléments poutre 1D adeux neeuds.
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Chapitre 11 Modélisation par la version- p dela méhode des|’élément finis

L es coordonnées locales sont liées aux coordonnées adimensionnelles par larelation :

Avec (0 << 1) (111.2)

Nah|
Il
ol

Le groupe des fonctions de forme pour les déplacements U et W sont donné par :

[f), f5.0 frusl (111.2)

D’ou
fl = 1 - E
fz == E
f; = sin[(n — 2).m. ]
Lesfonctionsf sont utilisées pour U,
Et:

g =1-10.8 +15.8 - 6.E

g, =E-6E +8E8 -3
g2yt —5 8+ 0 E
g, =108 —15.8 +6.5

g = —4E +7.58 —3.8
go=7.8 -8 +3.8

gy =sin[(n—6).m.E + (n — 6). 7. [-§+ 6 + 4(—1)"~9].£% —
[8 4+ 7. (1)@ O]g* + 3.[1 4+ (-1)@O]e’ (1.3)

Lesfonctions g sont utilisées pour W,

16




Chapitre 11 Modélisation par la version- p dela méhode des|’élément finis

Les deux fonctions de forme du groupe (f1, f2) sont celles de la méthode des ééments finis

nécessaires ala description des déplacements aux neeuds de I'élément.

L es déplacements sont exprimeés en fonctions des matrices des fonctions de forme sont :

Up = [NuJ{X} (111.4)
W, = [Ny [{Z} (111.5)
(X1
| x, |
Ou [Ny]=1[fify, ..., fpu]l. ,Avec {X} = 4 ¥

)

(
|
Et [Nw]l =181 82, er 8pwl)- » AVeCc {z} = 4 .

Avec:
pu: Nombre de fonction de forme dans la direction longitudinale suivant x.

pw- Nombre de fonction de forme de la direction transversale suivant z.

Le vecteur déplacement (“AJ;; ) est donné par :

(ws) = [N]{a} (1.6)

Avec:

= ] e (@} = {a,9,)"

Ou [N] est lamatrice des fonctions de forme.
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Chapitre 11 Modélisation par la version- p dela méhode des|’élément finis

111.3 Détermination dela matrice derigidité éémentaire dela poutre

En introduisant les matrices des fonctions de forme [N, ], [N,,] dans I’ énergie de déformation

indiquée dans |’ expression (1.5) on trouve :

1 (! d[Ny]" d[N 1 (! d%[N,,]T 92%[N,,
Edzzf E.A{X}. [a;’] [aU] {X}dx +2f E.L{Z}T gxz] . 6[x2 ].{Z} dx
0 0
1 L [Ny]T A[Ny] Lo 07N, ]T 92N, ]
=§{X}Tf0 E.A. a;’ axU f E.L.— 5 — 5~ {Z} dx
(111.7)

L'expression de |'énergie de déformation en coordonnées adimensionnelles est donnée comme

suit :

1 (., OINy]T O[N] St 0%[N,]T 92N,
=7 (X} jOE.A. TR .{X}dE+Z(L)3{Z} fEl aEZ . a‘q'z {7} d€

1EA at

e ot

1 E.l

Fou(8) 55 o (B VG + 2" () 55 5 90, B) 32 9n,B)- (2

(X7

(111.8)

Donc on peut écrire la matrice de rigidité élémentaire k., de la poutre sousla forme suivante

kez[[k“] 0 ] (111.9)

Delaformule (111.7), on trouve laforme de lamatrice de rigidité élémentaire K, -

1EA
v = |%o — [Nyl [Ny gldg 0 1110
e — 1EI, T ( . )
0 fo 203 [NW,EE] [NW,EE]dE
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Chapitre Il Modélisation par la version- p dela méhode des|’élément finis

[11.4 Détermination dela matrice masse éémentaire dela poutre
D'apres|'équation de I'énergie cinétique de I’ é ément poutre donnée par I’ équation (1.6)
Sous forme simplifiée on &

.2 .2
T=%fvp(U0 + W, )dv (111.11)

L'expression de I'énergie cinétique de la poutre en coordonnées adimensionnelles est :

1

T =2pA [{{X}T[NJ"[NJ] (X}dx + 3 pA [ {Z)T[Ny]" [Ny] {Z}dx (11.12)

Donc on peut écrire lamatrice masse éémentaire M, de I’ arbre tournant sous laforme

suivante:

M, = [ 5 [Mw]] (111.13)
Laforme de la matrice masse élémentaire est donnée par :
l
~pA [,[Ny]7[Ny]dE 0
M, = . (111.14)
0 ~PA [ [NW]" [Ny, ]dE

[11.5 Détermination de la matrice rigidité d’ une poutre fissurée

Figure1l1.2 : composant d’ un systeme lié avec deux ressorts (flexion- traction).
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Chapitre Il Modélisation par la version- p dela méthode des|’ élément finis

Lamatrice derigidité de lafissure[Kc,] est donnée comme suit :

L 2 00 ....2 00 X
Ci1 Cqp C13 C11
-1 1 1 1
oo 00 00
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Kee=| . . . . .. (111.15)
= 200 ~ 0 0 =
C13(:13 C33 C33
0 0 0 0 .
-1 1

0 0 0 0 = =
1 1
C_13C_1300
0 0 0 0

0 0

Cy1: coefficient de flexibilité due ala traction
Cs3: coefficient de flexibilité due ala flexion

C13: coefficient de flexibilité due au couplage( traction flexion) .

[11.6 Détermination de la matrice masse et de la matrice rigidité globale

dela poutre

Les matrices globales du systeme sont exprimees par |e systeme d’ équations suivantes:
[Mgl{d} + [K¢l{q} = {0} (111.16)

Avec:
[M¢]: Matrice masse globale du systéme.
[K¢]: Matrice rigidité globale du systéme.

{q}: Vecteur de déplacement globale.
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Chapitre VI Organisation dela programmation

Chapitre VI : Organisation de la programmation
VI-1.Introduction

Le programme se fait par un logiciel MATHCAD v14 a pour but de déterminer les
fréquences propres d’ une poutre fissuré soumis a des sollicitations composees (traction flexion) .en
introduisant la méthode des éléments finis avec les conditions aux limites et différents parametres
physiques et géométriques.

Et pour I'exécution de notre programme en utilise un micro-ordinateur composé d'un
prosseceur Intel (R) core 13-3120M CPU @2.50GHZ avec une mémoire de capacité de 4.00 Go
(RAM).

Ce programme comporte :
> Un fichier de données.
> Le programme de calcul.
> Un fichier de sortie.

V1 -2. Schéma de calcul

La Figure VI.1 représente les différentes éapes de programmation, ces étapes sont les
suivantes :

1. Lecture des données concernant e nombre de fonction de forme, propriétés
mécaniques et les données géométriques avec les coefficients de flexibilité de la fissure
de lapoutre.

2. Calcul des matrices derigidité démentaires  [K,, ], [Kww][Kc], -

Calcul des matrices masse élémentaires  [M, |, [Myw],
Formation des matrices globales [M], [K]

Introduction des conditions aux limites

o g b~ W

calcul des fréquences propres.
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Chapitre VI Organisation dela programmation

[ Début }

A

L ecture des données concernant le nombre de fonction de forme, propriétés mécaniques et les données
géomeétriques avec les coefficients de flexibilité de lafissure de la poutre.

\ 4

Calcul des matrices derigidité élémentaires  [Kyy ], [Kwwl[Kc],

A 4
Calcul des matrices masse élémentaires  [M,, |, [Myw],

A 4
Formation des matrices globales [M], [K]

\ 4
Introduction des conditions aux limites

calcul des fréequences propres.

|

Figure V1.1 : schémade calcul
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Chapitre VI Organisation dela programmation

VI1-3. Description du programme

a-Fichier dedonnées

Toutes les données nécessaires pour le calcul des fréguences (paramétres éémentaires
physiques et géomeétriques de la poutre fissuré) sont introduites.
Ces données sont :

E: moduledYoung ou module d’ élasticité longitudinal
v . coefficients de poisson
Masse volumique

Longueur del’ arbre.

o -

o . Diameétre extérieur de la poutre

2

: Diamétre intérieur de la poutre

>

: section droite d’ élément poutre

[: moment d'inertie de la poutre

P, : Nombre de fonction de forme dans la direction longitudinale x.

P,,: Nombre de fonction de forme de la direction transversale z.

C11: coefficient de flexibilité due ala traction

Cs3: coefficient de flexibilité due ala flexion

C,3: coefficient de flexibilité due au couplage( traction flexion)

w: la pulsastion propre

b-programme de calcul

Le programme "poutre fissuré " permet de déterminer les fréquences propres d' une poutre
fissurée.

c-Sous programme pour le calcul des matrices masse et derigidité globale

Apres avoir introduit les données nécessaires, la premiére étape consiste a calculer les
ensuite en introduit la matrice de rigidité de la fissure. On les conditions aux limites aprés la

formation des matrices masse et rigidité globale du systeme.
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Chapitre VI Organisation dela programmation

d- calcul desfréquencespropres:
Dans notre cas on traite un probléme de vibrations sont libres :
Ce programme permet de calculer :

Les pulsations propres ® du systéme.

VI1-4.Calcul des paramétres de fréguence

Une fois les matrices masse et de rigidité formeée, les parametres de fréquence seront déterminées en
résolvant le probleme aux valeurs propres suivant :

[~w?[M] + [K]{q} =0 (VLI
Une transformation du probléeme généralisé en un probléme standard est effectuée.

[—w?[I]+[Bl{q} =0 (V1.2)
Avec

[B] = [M]7[K] (V1.3)

Lamatrice [M] est une matrice symétrique ce qui permet de la décomposer en utilisant la méthode
de Choleski.

[M] = [L]"[L] (V1.4)

[L] est une matrice triangulaire inferieure, en injectant (V1.4) dans (V1.1) il résulte:

[[L]"[L] ' [K] = —w?[1]}{q} = O (V1.5)
Lamatrice [B] est ainsi donnée par :
[B] = [L]T[L]*[K] (V1.6)
Lamatrice [B] est obtenue en deux étapes :
1. Résoudrelesystéme[L] [D]=[K] pour [D]=[L] K]
2. RésoudrelesystémeL'[D]=[B] pour [B] = [L] T[L][K]
Le systéme d’ équations (V1.5) ales mémes valeurs propres que le systéme d’ équations

(V1.1).le probleme est maintenant standard, du fait que la matrice [B] est symétrique, les
méthodes de Householder et QR peuvent étre appliqueées.
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ChapitreV : Validations, compar aisons et analyse de cas
V-1 Introduction

Nous présenterons dans ce chapitre une analyse dynamique d’ un poutre fissurée soumis a des
sollicitations composé (traction flexion) provoqué par les conditions de I’environnement. La
premiére partie de ce chapitre met en évidence la validité du programme développé, ainsi une étude
comparative est faite avec des travaux de différents auteurs. La deuxieme partie fait I’ objet d’une
étude d'une poutre fissurée soumis a des differentes parameétres qui sont influe sur sa structure.

V-2 Validations et comparaisons des résultats dans le cas d’une poutre sans
fissure :

Les résultats obtenus seront validés avec des résultats de la littérature. Différentes conditions aux
limites sont considérées.

V-2.1 poutre sans fissure a section circulaire.

Tableau 5.1 comparaison des Solution exacte avec |les résultats obtenu dansles cas suivant
(Encastré —encastré), (Encastré —ibre), (Appuyé-appuyé) [12].

Propriétés mécaniques:
E=1 p=1 L, = 1000
R=2 b=1

Données geométriques :

Lp
2
Longueur des ééments: L = k Lp )
10000

Lp
Py

7. R?
Section dalapoutre: A = | 7. R?
7. R?

_TL—. (2R)4_
64
(2.R)*
64
(2.R)*

Moment d'inertiede lapoutre: [ = |1t
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Validation, comparaison et analyse des cas

Poutre (mode 1) (mode 2) (mode3)
E-L Solution exacte 3,516 22,030 61,685
Reésultats 3.515 22.033 61.701
A-A Solution exacte 9,869 39,478 88,826
Reésultats 9.865 39.476 88.830
E-E Solution exacte 22,37 61,67 120.902
Reésultats 22.372 61.669 120.912
V-2.2 poutre fissurée a section circulaire.
A -Influence del’ouverturedelafissure sur lesfréquences propres.
Tableau 5.2 : comparaison dans |e cas d’ une poutre encastrée - libre
1. Danslecasdelaflexion
Position
del SOLLICITATION
ela Fréquences
fissure (a) Propres
1 2 3
a=0(Solution 3.515 22.033 61.701
exacte)
0.4 Flexion 3.424 19.884 61.693
0.8 Flexion 2.064 11.42 61.677
1 Flexion 1.336 10.422 61.675
1.2 Flexion 0.876 10.094 61.674
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Validation, comparaison et analyse des cas

2. Danslecasdela traction flexion

Position
del SOLLICITATION
_e a Fréquences
fissure Propres
1 2 3
a=0(Solution 3.515 22.033 61.701
exacte)
0.4 Traction 3.424 4.551 19.884
Flexion
Flexion
1 traction 1.068 1.336 10.422
flexion
flexion
Tableau 5.3 : comparaison dans le cas d’ une poutre encastrée- encastrée
1. Danslecasdelaflexion
Position
del SOLLICITATION
'e a Fréquences
fissure Propres
1 2 3
a=0(Solution 22,37 61,67 120.902
exacte)
04 20.806 61.674 110.795
Flexion
0.8 Flexion 15.051 61.674 90.179
1 Flexion 14.417 61.674 88.835
1.2 Flexion 14.207 61.674 88.418
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2. Danslecasdela traction flexion

Position
del SOLLICITATION
_e a Fréquences
fissure Propres
1 2 3
a=0(Solution 22,37 61,67 120.902
exacte)
0.4 Traction 20.806 61.674 110.795
Flexion
0.8 Traction 15.051 61.674 90.179
Flexion
1 traction 14.417 61.674 88.835
flexion
1.2 traction 14.207 64.674 88.418
flexion
Tableau 5.4 : comparaison dans le cas d’ une poutre appuyée — appuyeée.
1. Danslecasdelaflexion
Position
de| SOLLICITATION
'e a Fréquences
fissure Propres
1 2 3
a=0(Solution Solution exacte | 9,869 39,478 88,826
exacte)
0.4 Flexion 8.88 39.478 81.235
0.8 Flexion 3.336 39.478 63.621
1.2 Flexion 1.265 39.478 61.942




2. Danslecasdela traction flexion

Validation, comparaison et analyse des cas

Position
dela SOLLICITATION ]
Fréguences
fissure Propres
1 2 3
a=0(Solution 9,869 39,478 88,826
exacte)
0.4 Traction 4.551 8.88 39.478
Flexion
0.8 Traction 1.576 3.336 39.478
Flexion
1 traction 1.068 1.986 39.478
flexion
12 traction 0.749 1.265 39.478
flexion

Interprétations des résultats :

A partir des conditions aux limites associées (encastrée- libre, encastrée- encastrée, appuyée —
appuyée). Les tableaux suivant (5.1), (5.2), (5.3) donne les 3 premiers fréquences propres en
fonction des dimensions de la fissure. Les résultats obtenu montrent qu’il ya un changement des
fréquences en présence d' une fissure.les frégquences diminuent lorsque la dimension de la fissure

augmente.
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Conclusion général

Conclusion

L’ éude concerne I’analyse des vibrations d'une poutre fissurée, le but de ce
présent travail est de pouvoir détecter la présence d’'une fissure en utilisant analyse
modale.

La méthode des éléments finis hiérarchique est utilisé pour modéliser le systeme.

Un programme éléments finis a été développée pour résoudre le probleme, une
étude comparative montrent que les résultats trouvés sont identiques a ceux de la
littérature.

Les résultats trouvés montrent que la présence d'une fissure influe sur les

fréguences propres de la poutre.
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