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Introduction

Le convergence compléte a été introduite par Hsu et Robbins en 1947, elle est plus
forte que la convergence presque stire et la convergence en probabilité. L’étude de cette
propriété a connu un développement, surtout apres les travaux de Collomb pendant les
années 1980.

La convergence compleéte a été tres utilisé dans des travaux concernant la statistique
non-paramétrique des données fonctionnelles.
Plusieurs chercheurs ont considéré le probleme de la convergence complete des processus
moyenne mobile définis par la relation X, = ijo cjriYj, k> 1ou{Y), —oo < j < 400}

j=—00

est une suite de variables aléatoires réelles centrées et {cj, —0o < j < 400} est une suite
de nombres réels absolument sommable et sous différentes conditions de dépendance
sur la suite (Yj).
Li([16]) a étudié la convergence complete des moments de la suite {Xj, k > 1} si les
v.a. (Y;) sont indépendantes et identiquement distribuées. Li et Zhang [16] ont établi
la convergence complete des moments de la moyenne {ﬁ Yoo Xk,n > 1}, pour tout
1 < p < 2, dans le cas ol les v.a. (Y;) sont identiquement distribuées, négativement
associées et de variance finie. Chen et al ont étudié la limite complete du processus
moyenne mobile (Xj) dans les deux cas : Si la suite (Y;) est négativement associée
(2008) et si elle est p-mélangeante (2009). D’autre travaux dans ce sujet existent dans
la littérature ; sans étre exhaustif, on peut citer les travaux de Zhou ([16]), Back et al
(2006), Yun-Xia (2006), Kim et Ko ([9]) et Budsaba et al ([3])).

Les variables aléatoires sous-gaussiennes ont des propriétés importantes qui per-
mettent d’établir des résultats concernant les inégalités de grande déviation, la conver-
gence des séries des variables aléatoires dépendantes.

Dans ce mémoire, nous présentons essentiellement les travaux réalisés dans [1].

Ce mémoire, est composé de trois chapitres. Dans le premier, nous rappelons quelques
notions relative aux processus stochastique, en particulier la stationnarité. Nous intro-
duisons ensuite 'opérateur qui nous permettra de discuter 'inversion d’une moyenne
mobile et nous donnons quelques exemples. Nous terminons ce chapitre par le théoreme
de décomposition de Wold.

Le deuxieme chapitre, est consacré aux variables aléatoires sous-gaussiennes et variables
aléatoires négativement dépendantes. Nous introduisons ces deux classes et nous rap-
pelons leurs principales propriétés.
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Le troisiéme chapitre est consacré aux résultats obtenus dans [1]. Les auteurs ont étu-
dié la convergence complete d’un processus moyenne mobile d’une suite de variables
aléatoires centrées, sous-gaussiennes, négativement dépendantes et de variance finie. En
premiere étape, ils montrent que la suite moyenne mobile ainsi que sa somme partielle
sont sous-gaussiennes et ils estiment leurs taux de Gauss. Ensuite, et sous une condi-
tion sur les coefficients, les auteurs obtiennent la convergence complete et déterminent
la vitesse de convergence.



Chapitre 1
Préliminaires

Une série chronologique provient de la réalisation d’une famille de variables aléa-
toires (X;,t € T') ou I'ensemble T" est un intervalle de temps qui peut étre discret ou
continu.

Dans ce chapitre, on présente quelques notions de bases concernant les séries chro-
nologiques, puis on définit les moyennes mobiles et leurs propriétés fondamentales en
illustrant notre travail par des exemples.

Les résultats énoncés dans ce chapitre sont bien connus, nos principales références sont
les articles [10], [12], [7].

Dans tout ce qui suit (2, F,[P) désigne un espace de probabilité.

1.1 Fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation

Définition 1.1. La fonction d’autocovariance (v(t,h))nez mesure la covariance entre
une variable et cette méme variable a des dates différentes, pour un retard h

v(t, h) = cov(Xy, Xip) = E[(X; — E(X))(Xion — E(X-p))]
Ainsi, 7(0) = V(X,) = E[(X, - E(X,))?] = 0%

La fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire est une fonction :
paire :

v(h) =~(=h)
semi-définie positive :
Z ajapy(t; —ty) >0 VneN Va; €eR, Vi, €Z
j=1k=1

Définition 1.2. La fonction d’autocorrélation est définie a partir de la fonction d’au-
tocovariance par :

h
p(t,h) = cor( Xy, Xi—p) = ()
La fonction d’autocorrélation est aussi une fonction paire.

bt
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1.2 Processus Stationnaires

Soit (X;)ier un processus stochastique défini sur (2, F,P) avec T'= N ou Z. Dans
toute la suite £(X) désigne la loi de la variable aléatoire X.

On distingue généralement la stationnarité au sens strict et la stationnarité au sens
faible.

Définition 1.3. (1) {X;,t € N} est dit strictement stationnaire si pour tout p > 1,

L(X1,Xs,.... X)) = L( X2, X5, ..., Xp11).

(2) {Xi,t € Z} est dit strictement stationnaire si pour toute suite ti,ts,....,t, € Z
avec t; <ty < ...<t, eth e€Z

E(th_;,_h, Xt2+h7 ceey th+h) — E(th,th ceey th)

Ainsi, un processus aléatoire est strictement stationnaire si ses caractéristiques pro-
babilistes sont invariantes pour tout changement de l'origine du temps.
Dans le cas des processus indexés par N, pour k£ < p et [ > 0, comme

£<X1, XQ, ceey Xp) - £<X2, Xg, ceey Xp+1),

on obtient en particulier que £(Xj, Xo, ..., Xp—1) = L(Xkt1, X3, ..., X,). Ceci donne,
par translation,

L( X, Xpr1s o0 Xp) = L X gty Xttt s Xpta)-

Un processus stationnaire {X;,t € T'} a la méme loi que {X;11,t € T'}.
La stationnarité traduit donc la capacité d’un processus a ne pas dépendre de 'indice
temporel : Un décalage temporel n’affecte pas la loi.

Proposition 1.1. Soit {X;, t € N} un processus stationnaire et ¢ une application
mesurable, alors {Y;, t € N} défini par Y, = o(Xy, Xiy1,...), est aussi stationnaire.
De méme si { Xi, t € Z} est stationnaire et ® est une application mesurable, alors
{Y;, t € N} défini par Yy = ®(..., Xi—1, X¢, Xiy1, ... ), est stationnaire.

La stationnarité au sens strict est trop restrictive et on assouplit cette condition en
définissant la stationnarité du second ordre.

Définition 1.4. Un processus (X;,t € T) est dit stationnaire du second ordre ou
fatblement stationnaire si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Vt € T, E(X?) < 0.
(i) VteT, E(X,) =p.
(iii) V(t,h) € T?, Cov(Xy, Xiip) = v(h).



1.2. PROCESSUS STATIONNAIRES

En résumé, un processus (X;) est dit stationnaire du second ordre si sa variance est
finie et si sa moyenne, sa variance et sa covariance sont indépendantes du temps. Un
tel processus admet donc une loi, qui pour ses deux premiers moments, est invariante
par changement de 'origine des temps. En particulier, les variables (X;) ont une méme
variance égale a v(0).

Evidemment, tout processus strictement stationnaire et de carré intégrable est faible-
ment stationnaire. L’exemple le plus connu de processus stationnaire est le processus
bruit blanc (noté BB, ou White noise).

Définition 1.5. Un processus (g;) a temps discret est dit bruit blanc faible si E(g;) = 0,
Var(e;) = 0? et cov(e,eip) = 0 si h # 0.

On appelle bruit blanc fort tout bruit blanc faible tel que les variables (g;) sont indé-
pendantes et identiquement distribuées.

Remarque 1.1. On parle de bruit blanc gaussien lorsque les variables aléatoires (g;)
suivent une loi gaussienne N'(0, c?)

Dans la suite, nous utiliserons le terme “stationnaire” pour un processus station-
naire de second ordre et nous nous cantonnerons simplement a ce type de stationnarité.

Soit maintenant (X, ¢t € Z) un processus stochastique tel que E(X;) = 0 et
Var(X;) < oo pour tout t € Z. Pour tout t € Z , on pose

Fi = M(Xt—b Xt o, )

le sous espace vectoriel engendré par X;_ 1, X;_o,.... En théorie, la meilleure prévision
linéaire de X; & partir des variables X; 1, X;_o, ... est donnée par Px,(X;) la projection
linéaire de X; sur F;.

Définition 1.6. On appelle processus d’innovation le processus (g;,t € Z) formé des
erreurs de prévision, i.e
e = Xy — ,P]-"t<Xt)~

Notons que si le processus est stationnaire alors la suite des innovations est un
bruit blanc. Lorsque le processus d’innovation est nul (¢, = 0 pour tout ¢t € Z), on dit
que le processus (X;,t € Z) est déterministe. Tout processus déterministe est parfaite-
ment prévisible a ’aide de ses valeurs passées. C’est le cas par exemple, s’il existe une
variable aléatoire Y telle que pour tout ¢ € Z ou encore si X; = (—1)'Y pour tout ¢ € Z.

On introduit maintenant les notions d’inversibilité et de causalité d’'un processus
stochastique.

Définition 1.7. 1. Un processus stochastique (X;) est dit inversible si les erreurs
s’écrivent en fonctions des innovations passées c’est a dire

oo
&t = Z i X
i=0

avec Y22 |m| < oo.
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2. On dit que le processus stochastique (X;) est causale si les innovations s’écrivent
en fonctions des erreurs passées :

X = Z VYigt—i
i=0

avec Y72, 1] < o0

1.3 Opérateur de retard

Définition 1.8. On appelle opérateur de retard 'opérateur L qui a tout processus
(X})iez associe le processus (Yi)iez défini par

Xt - LXt - Xt—l; t S Z

Remarque 1.2. L opérateur L est linéaire et inversible, son inverse L= = F est défini
par
FXt - Xt+17 t € Z

L’opérateur I’ est appelé opérateur d’avance.
Si on compose L avec lui- méme on obtient L? = L o L tel que

L*X, =X, 5, teZ.
On peut itérer cette application et définir par récurrence
LFX, =X, VkeN.
On définit un polynéme en L noté P(L) = agl + a1L + ... + a, L™ par
PL)X;=aXi+ a1 Xy 1+ ... +apn X0, tE€ZL.

Par extension, en faisant tendre n vers I'infini, on définit un nouvel opérateur s’écrivant
comme une série en L

+oo
(L) =Y il
1=0

Cet opérateur est défini sous réserve que la série de terme général v); soit absolument
convergente (3 |1);| < 4+00). Il transforme le processus (X;) en

“+oo
Y, = U(L)X, =Y X
=0

1.4 Processus moyenne mobile

Les processus moyennes mobiles ont été introduits la premiere fois par Slutzky en
(1927).



1.4. PROCESSUS MOYENNE MOBILE

Définition 1.9. On appelle processus moyenne mobile d’ordre q, noté MA(q), un
processus (X;) défini par

q
thzngt—z“f'/% teZ (1.1)
i=0

ot les 0; sont des paramétres réels non nuls et (¢4)iez est un processus bruit blanc de
variance o*.

La représentation donnée par 1.1 peut étre écrite de la maniere
Xt = <1 + QlL —+ ...+ Qqu)Et = @(L)Et (12)
ou

q
O(L) =) 6L,
=0

et par convention 6y = 1.

1.4.1 Les Caractéristiques du processus MA(q)
On a
= I,
et
V(Xy) =V(p+e+bier+ ...+ 0,y

= V(€t> + Q%V(Etfl) + ...+ HSV(gtfq)
= (1467 +...+6))0”.

D’autre part
cov(Xs, Xy) = E[(X, — p)(Xy — )]

q q
= E[Z 91'85_2' Z ngt—j}
=0 j=0
q q

=3 0:0,E(ea_iEiy).

i=0 j=0

Or
o> s h=0
0 sinon.

v(h) = cov(er, e1-p) = {

Comme s —¢ =t — j si et seulement si ¢ = s —t+ j alors en posant s —t = h on trouve

q
v(h) =D 0;0hs.

J=0



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.4.2 Inversion de polynomes en L

Soit le polynéme ©(L) =1 — alL.
o Si |a| < 1 donc si la racine de 1 — az = 0 est supérieure a 1 en valeur absolue
(|2 = o> 1), alors ©(L) est inversible et son inverse vaut

OL)t=(1-al)” ZCLLZ

e Sifa| > 1 alors 1 —aL = —aL(1 — 1F). -aL est inversible et son inverse est
+o0 .
—iF. D’autre part la série Y %F " existe et est 'inverse de 1 — %F Ainsi
i=0

+001 +001

O@L) " =1 —aLl)" = Z Z

e Dans le cas |a|] = 1,1 — aL n’est pas inversible. Si par exemple a = 1, tout
processus constant est annulé par 'opérateur 1 — L.
Plus généralement, soit ©(L) est un polyndéme en L de degré g, que 'on peut factoriser
en calculant ses racines

OL)=1—60L—...—0,L
= (1= ML)(1 = AL)o(1 = ML)

Si ©(z) n’a pas de racine de module égal a 1, on peut calculer son inverse qui est alors
donné par :

OL) =1 -NL)H 1= XL) (1= AL)!
k1 kq
B A R W7
si toutes les racines de © (c’est a dire )\%, i =1,...,q) sont distinctes et ol ky, ..., k, sont
des parametres qui dépendent de Ay, ...\;,on obtient alors I’expression suivante :

+oo
@(L)il = Z 7T,LLZ

1=—00

1.4.3 Représentation inversible

Considérons un processus moyenne mobile défini par ’équation (1.2).D’apres le
paragraphe précédent on obtient alors 1’expression suivante :
+o0
OL) ' Xy =— > mXyi=e
1=—00
ol les (;) sont fonctions des parametres 6, et on peut montrer que > |m;| < oo
Si les racines de ©(z) = 0 sont toutes de module supérieur a 1, on peut montrer que
m; = 0 pour tout ¢ < 0 et on dit que le processus est inversible.
Si les racines de ©(z) = 0 sont inférieure a 1 en module, mais qu’il n’y a pas de racines
de module égal a 1, on peut inverser les racines, quitte a changer de bruit blanc, et
supposer que le processus est inversible.

10



1.4. PROCESSUS MOYENNE MOBILE

Exemple 1

Soit un processus (X¢)tez qui admet une représentation M A(1)
Xt =&t — 9€t_1 = (1 — eL)gt

La racine de 1 — 0z =0est z =
Si |#] = 1 alors la forme AR(oo
non inversible.

Sif <1 alors |z| =

VQ\H

n’existe pas, la représentation est stationnaire mais

|9| > 1. On a donc

+o0
=(1-0L)'X, = Z O'L'X, =X, + > 0 X,
i=0 i=1
La forme AR(o0) s’écrit donc :
+oo
- Z QlXt,i + &¢.

=1

La représentation est alors inversible, en plus d’étre stationnaire et causale.

Exemple 2

Soit (X}) un processus moyenne mobile d’ordre 2 défini par
Xe=p+e+ Piee1 + Pagrs

ou &; est un bruit blanc. On commence d’abord par I’étude des caractéristiques de ce
processus
1) L’espérance du X, est

E(Xy) = E(u+ e + frei—1 + Pagi—2)
= p+E(er) + SiE(ei1) + BoE(e1—2)
g M.

2) La variance du X; est

V(X1)

E(X; — p)?

=E(g; + Bici—1 + Bocr_2)?

E(ét) + 281 E(gigi—1) + 282 (e482) + BiE(e2 ) + BIE(e2,) + 281 BoE(g1_164—2)
o’ + Bio* + pB30?

(1+ 51 + B3)o”

3) La fonction d’autocovariance du X; est donnée par

v(h) = E(X; — 1) (Xi-n — 1)
= E(er + Brge—1 + Boci—2)(et—n + Br€t—h—1 + Bogt—n—2).

11
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Sih=1,0na
( ):E(Xt )(Xt 1—,“)
= E(et + Bret—1 + Bocr—2)(et—1 + [161—2 + Paci—3)
=E(Bie]_, + 5152@ 2)
=1+ 52)
Sih=2 ona

E(X: — p)(Xi—2 — )

=E(e; + Bigr—1 + Poci—2)(e1—2 + [re1—3 + Baci—a)
(525572)

207,

7(2)

Il
o =
q

Si h > 2, alors y(h) = 0.

Finalement, la fonction d’autocovariance de X; est donnée par

(1+ 87+ By)0" si h=0
Bi(1+ Br)o® si h=1

h p—
f}/( ) 520'2 Si h = 2
0 si h>2
et la fonction d’autocorrélation est
1 si h=0
Bi(1+52) .

— % s h=1

MMZVW)1+%+%
W0 B g o

1+ B¢ + 53
0 si h>2

On va étudier maintenant la représentation AR(c0). Pour cela posons
Y, =Xy —p=(1+BiL+ L) = O(L)e,
Notons ©~!(L) = II(L). TI(L) vérifie donc

O(L)II(L) =1
+0o0 .
Si ®(L) = > mL" alors on obtient
1 si +=0
T = B =P sioi=
—mMi—1 — Moy si i >1
ceci donne

Zﬂ-ithi — K=&

12



1.5. REPRESENTATION DE WOLD

Proposition 1.2. [7] Si (X})iez est un processus stationnaire centré de fonction d’au-
tocovariance y(.) nulle pour tout h > q et non nulle en q, alors (X;)ez est un processus

MA(q).

Proposition 1.3. [7] Si (Xi)iez et (Yi)iez sont deux processus non corrélés (ie E(X;Yy)=0
pour tout (t,t') € Z?) respectivement M A(qx) et M A(qy) alors le processus (Z;)iez
définit par Zy = Xy + Y, est un processus moyenne mobile d’ordre inférieur ou égal a

maz(qx, gy ).

Preuve. Les deux processus étant non corrélés, on a pour tout h € N

vz(h) = vx(h) + vy (h)

ot vx (1), v (.) et vz(.) sont respectivement les fonctions d’autocovariance des processus
(Xi)tez,(Ya)iez et (Zi)tez-

Il est évident que vz(h) = 0 si h > max(qx,qy) donc (Zi)iez est un processus cor-
rélé d’ordre au max(qx,qy) ce qui conclut la démonstration en utilisant la proposition
précédente.

1.5 Représentation de Wold

Considérons un processus stationnaire (Z;)ez avec E(Zy) = m et Var(Zy) = o>.

Soit (a;,7 € Z) une suite de nombres réels absolument sommable (3 |a;| < +00),

i=—00
alors :
oo

Xt = Z aiZt_i, te Z (13)
1=—00
est un nouveau processus stationnaire. En effet, la série . a;Z;_; est une suite conver-
i=7Z
gente dans L2, car

+o0 T
Z laiZi—illL: = Z |ai[| Zy—i||v.2

1=—00 1=—00

— (O + D)} Y ] < +oo

1=—00

+o00
L’écriture Y. a;Z;_; a alors un sens dans L2 et la variable X, est de carré intégrable.
1=—00
Les moments de X; sont indépendants de ¢ :

+o00
E(X;) = E(Z aiZs—i)
+oo
= Z CLZ‘E(Zt,i)
= *
= m Z Qa;.

1=—00

13
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et

yx(h) = cov(Xy, Xeyn)

+oo +oo
= cov( Y @iZi—i, Y, ajZiin_j)
1=—00 j=—00
+oo 400

= Z Z a;ia;cov(Zy—;, Zyin—j)
1=—00 j=—00
+oo  +o0
- Z Z a;a;y(h+1i— 7).
1=—00 j=—00

Ainsi, si (g;) est un bruit blanc avec Var(g;) = o2 alors tout processus de la forme

Xe=) arery, t€Z
keZ

ol Y ez |ax| < 400, est stationnaire avec

E(X;) =0

7(0) =0 ag,
keZ

v(h) = o? Z Q.-
kEZ

Définition 1.10. 1. On appelle moyenne mobile infinie tout processus (X;,t € 7Z)
possédant la représentation (1.3).

2. Un processus stochastique (X;,t € 7Z) est appelé processus linéaire s’il peut étre
représenté par une moyenne mobile infinie de bruits.

Le théoréeme qui suit justifie I'utilisations des représentations moyennes mobiles
infinies dites unilatérales vers le passé, c’est a dire dans lesquelles ar = 0 pour tout
k <O0.

Théoréme de Wold [1948] montre que tout processus stochastique stationnaire au
sens faible peut s’écrire comme une somme pondérée de chocs aléatoires, centrés et de
méme variance, somme éventuellement augmentée d’'une composante déterministe.

Théoréme 1.1. Tout processus stochastique stationnaire (X;) peut étre représenté sous
la forme

+oo
Xt = Z 1/}j5t_j + m

=0

ou les (1) sont des paramétres réels non aléatoires vérifiant :

Yo =1
ijR,VjEN*

400
> %2- < +00
=0

g, est un bruit blanc fort (0,c2).

14



1.5. REPRESENTATION DE WOLD

Le terme m désigne la moyenne du processus. L’existence des moments d’ordre 2
est assurée par la condition 3, 17 < +oc .
Le théoreme de Wold est fondamental pour I'analyse des séries temporelles stationnaire.
Il montre que les moyennes mobiles d’ordre infini sont intéressantes pour modéliser des
processus stationnaires.

Exemple 1

Soit le processus
+00 1

Xt 2(3) Vi—i+1 t ZTLZ
i=1
ou (14)ez est un bruit blanc de variance 1. Posons
1
Et = <.

3
On a:
+o<>1

Xi = Z(g)i_lgt—i—&-l
i=1
+o0 1

—&}'FZ 5tz

ol (&4)ez est un bruit blanc de variance

VE)=V(E) =5
Donc on a bien ¢ =1 et ¢h; = (5)" et
ZW S =Yy =2 < 4o
3 9 8

7=0 1=0

Exemple 2

On consideére le processus :
Xt :BXt—1+€t teZ

ou |B| <1 et (&;)ez est un processus bruit blanc de variance qui vaut 1.
X, peut s’écrire comme suit

X, =B(BXi—2+e-1) + e = Xy g+ Bero1 + &
Par itération, on obtient la représentation
+oo
= Z ngt—j teZ
=0
Ainsi
2 2\ 1

J= 0 7=0
Les conditions de theoreme de Wold sont satisfaites dans les exemples précédents.
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Chapitre 2

Variable aléatoire sous-gaussienne

Dans ce chapitre, nous présentons les variables sous-gaussiennes et strictement sous-
gaussiennes qui ont été introduites par Kahane. Nous fournissons quelques exemples
simples et illustrons certaines propriétés fondamentales des variables aléatoires sous-
gaussiennes. Un certain nombre de distributions, notamment gaussienne et Bernoulli,
sont connues pour satisfaire certaines concentrations des inégalités de mesure. Nous
analyserons ce phénomene dans une perspective plus générale en considérant la classe
des distributions sous-gaussiennes.

2.1 Variable aléatoire sous-gaussienne

2.1.1 Définitions

Définition 2.1. Une variable aléatoire X est dite sous-gaussienne s’il existe une
constante positive « telle que, pour tout t € R
a?t?
Eexp(tX) < exp(T) (2.1)
On appelle le standard ou l’écart de Gauss le plus petit réel o« > 0 qui satisfait ["inégalité
(2.1) et on note
242

7(X) =1inf {a > 0,Eexp(tX) < exp(a;) Vit € R} .

Ainsi, X est sous-gaussienne s’il existe un réel positif a tel que la transformée
de Laplace de X est dominée par la transformée de Laplace d’une variable aléatoire
gaussienne centrée et de variance o?.

Lorsque cette condition est satisfaite, on dit que X est a-sous-gaussienne ou sous-
gaussienne du parametre a.

Remarque 2.1. [/] Si X est une variable aléatoire sous-gaussienne avec 7(X) < a,
on note X ~ Sub(a?).

Définition 2.2. Soit X € Sub(a?), On dit que la variable aléatoire X est strictement
sous-gaussienne si

E(X?) = 7%(X).
et on note X ~ SSub(a?).
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2.1. VARIABLE ALEATOIRE SOUS-GAUSSIENNE

Exemples
1) [13] N(0,0?) est 1-sous-gaussienne.

En effet
On sait que si X ~ N(0, 1) alors la fonction génératrice des moments Mx (t) est donnée

par
2

My (1) = Blexp(tX)) = exp( ).

Donc X est strictement 1-sous-gaussienne.
Maintenant, si Y ~ A(0, 0?) alors

E(exp(tY)) = exp(”)

et Y est strictement o-sous-gaussienne avec 7(Y) = o.

2) [13] Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme X ~ U_, q avec a > 0.
On a

a dx

E exp(tX :/ ta) 2F

exp(1X) = [ exp(ta) 2
1

= %[exp(ta) — exp(—ta)]

ou l'on a utilisé : 2"n! < (2n + 1)L
Alors, X est a- strictement sous gaussienne et 7(X) = a.

3) Cet exemple montre que toute variable aléatoire réelle centrée et bornée est une
variable sous gaussienne.(cf [13])

Soit X une variable aléatoire réelle bornée par 1 et centrée. Soit t fixé, posons :

1+ X 1-X
Y = Z exp(t) + 5 exp(—t) — exp(tX).
Comme
1 1-—
Vit e R,Ve € [-1,1], exp(tX) < e exp(t) + v exp(—t),

alors la variable aléatoire Y est positive. De plus

0 < exp(t.|X]) < exp(t),

17



CHAPITRE 2. VARIABLE ALEATOIRE SOUS-GAUSSIENNE

donc exp(t.X) admet une espérance et par conséquent Y aussi. Puis par linéarité de
I’espérance
0 <E(Y) = ch(t) — E(exp(tX)).

Il en découle que

400 t2n t2
E(exp(t.X)) < ch(t) < > < exp(=).
= 2"n! 2

Ainsi X est bien 1-sous-gaussienne.
Si maintenant X est bornée par a > 0 et est centrée, alors g est bornée par 1 et est
centrée (cf [13]). Par suite, pour tout u € R

]E(exp(u.f)) < eXp(%)a

pour ¢ = =, on a
o’t?
Vte R, E(exp(t.X)) < exp(T),
on en déduit que X est a-sous-gaussienne.
4) Soit X une variable aléatoire de Rademarcher ie la loi de X est

1 1
PX = 55_1 + 5(51

ou 0, est la mesure de Dirac au point x.

Pour tout £ € R, on a

Eexp(tX) = ;exp(—t) + ;exp(t) = ch(t)

D’ou X est 1-sous-gaussienne.

2.1.2 Propriétés des variables sous gaussienne
Lemme 2.1. [/] soit X une variable aléatoire a-sous-gaussienne alors
E(X)=0
et
E(X?) < o

Théoréme 2.1. [13] Soit X une variable aléatoire réelle centrée, alors les assertions
suivantes sont équivalentes

1. La transformée de Laplace :pour tout s € R, E[exp(sX)] < exp ("2232) :

2. Concentration : Pour tout t > 0, max(P(X >1t),P(X < —t)) <exp (%) :

18



2.1. VARIABLE ALEATOIRE SOUS-GAUSSIENNE

3. Pour tout g € N*

JE(X29) < g!(20%)9.

4. Condition d’Orlicz : E {exp (802)} <4.

Preuve. 1 = 2 Par l'inégalité de Markov, on a pour tout t,s > 0

P(X > t) =P (exp(sX) > exp(st))

Elexp(sX)]
~  exp(st)
o?s 2
— st)
2
En calculant le minimum de la fonction ¢(s) = ( ), on a
2.2 ) t2
Mo exp(a = - st) = exp(mznpo(% —st)) = exp(—ﬁ)

- B Q

Donc

2

stw)gwm—;y

a2

De la méme maniére, on obtient P(X < —t) < exp(—%)

2=3
On a pour tout g € N

E[X%] — / R > w)du

_/ P(|X| > u)du

1

400 —ua
<2/ du.
— Jo exp(202) “

On pose v = %/; Puisque Yq € N, 2q < 29 alors

3=4

+o0
E[X?] < (202)q2q/ exp(—v)v? dv
0

(20)%q(q — 1)!
(207)%q!.

IN

Supposons que pour tout q € N, E[X?9] < (202)%q! alors, on a

2o (55)] <2 5 ema

1

>
=1
<2 =4
k=0

19



CHAPITRE 2. VARIABLE ALEATOIRE SOUS-GAUSSIENNE

4=1
On suppose que & [exp (%)] < 2. Comme X est centrée alors on a pour tout t € R
Elexp(tX)] =E | o
k=0 "
=1+E LZ:Q X

t2
<1+3E [ X2 exp(|tX])]

D’autre part, puisque 160%tX| < X? + 6402t* alors

2

X
tX| < 40°t? )
#X] = 407+ 765

On obtient donc

t? X?
< 2,42 2
Elexp(tX)] <1+ 5 exp(4o°t”)E [X exp (16 2)1

Comme x < exp(z) alors

X2
E | X2
oo (i5,5)

En utilisant Uhypothése et l'inégalité (1 + 2x) < exp(2x) on tire

) X2 X2 N X2
< 160°E |exp = exp 1652 = 160~ exp 57

X2
BlesptX)] < 1+ 8 exp(o® )8 [oxo ()|
o

< 1+ 80t exp(40°t?)
< (1 + 80*t?) exp(4o?t?)
< exp(80°t?) exp(do?t?)
= exp (1202252) .

Le théoreme suivant montre que la classe des variables aléatoire sous-gaussienne est
un espace de Banach pour la norme 7(.).

Théoréme 2.2. [13] Soient X une variable aléatoire b-sous-gaussienne et o une constante
réelle. Alors la v.a aX est |a|b-sous-gaussienne.

Si X1 et Xy sont deux variables aléatoires telle que X; est b;— sous-gaussienne, alors
X; + Xy est (by + bg) -sous-gaussienne.

Preuve. Supposons que X est b-sous-gaussienne. Pour tout o # 0, on a

b2 2t2 b 2t2
Eexp(taX) < exp (O;> = exp <(|a’2)>

20



2.1. VARIABLE ALEATOIRE SOUS-GAUSSIENNE

Donc la v.a aX est |alb— sous gaussienne.
Supposons maintenant que X; est b; sous-gaussienne pour i = 1,2.
En wtilisant 'inégalité de Holder, on obtient pour tout p,q > 1 avec % + % =1

Eexp(t(X; + X5)) < (Eexp(ptXy))7 (Eexp(qtX,))

t2 b2 b2 o 14 b2 b b2
oxp | 5 (pb7 +qb3) | = exp | 5 (p 1t 2)

IA

On minimise la fonction ¢(p) = exp (%(pb% + I%b%)), en la dérivant par rapport d p

puis on résout l’équation ¢'(p) , nous obtenons

EemﬂﬂXy+Xﬁ)§Emp<iwl+bﬂﬁ

Ainsi, la v.a X1 + Xy est by + by-sous gaussienne.

Remarque Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes telle que X;
est bi-sous gaussienne. Alors X| + X, est 1/b? + b3-sous gaussienne, en effet

Eexp(t(X; + X2)) = (Eexp(tX;) (Eexp(tXs))

t2
< exp (2(17% + b§)> )

Donc, X; + X5 est /b? + b3-sous gaussienne.

Lemme 2.2. [}/ Soit X = (X1, Xo, ..., Xn) un vecteur aléatoire réel ot les X; sont des
variables indépendantes identiquement distribuées avec X; ~ Sub(c?). Alors, pour tout
a € RY (X, a) ~ Sub(c?||af]3)

De plus, si X; ~ SSub(a?) alors pour tout « € RN (X, a) ~ SSub(c?||||3)

Preuve. Puisque les X; sont i.1.d alors

N N
Eexp(t) o X;) =E <H exp(tozin-)>
i=1 i=1

E (exp(ta; X;))
exp (C ((;it) ) = exp ((Z af)02t2/2>

Done, SN | a; X; est une variable aléatoires sous gaussienne avec

Il
—

-
I
_

IN
e

N
Il
i

N
() X;) < cllall
=1
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CHAPITRE 2. VARIABLE ALEATOIRE SOUS-GAUSSIENNE

D’autre part, si les X; sont strictement o- sous gaussienne alors

2

E ((X, a>2) ) (i: ocz-Xi)

N
= > ofE(XY)
i=1

N
— 3 el
=1

= o’lall3

Finalement, Zfil a; X; est strictement sous-gaussienne.

2.2 Les variables aléatoires négativement dépen-
dantes

On commence tout d’abord par donner quelques définitions.

2.2.1 Définitions

Définition 2.3. La fonction de survie F associée a une fonction de répartition F d’un
vecteur aléatoire (X,Y) est définie par

Flz,y) =P(X > z,Y > y)

Cette dernicre peut également s’écrire en fonction de F, Fx et Fy

F(a,y) =1—=Fx(r) = Fy(y) + F(z,y)
Avec Fx(z) =P(X <x) et Fy(y) =P(Y <y).

Définition 2.4. On dit que les variables aléatoires X1, ..., X, sont négativement dé-
pendantes (ND) si

P (ﬁ(Xj < %‘)) = ﬁP(Xj < ;) (2.2)

P (ﬁ(xj > x») <[P, > =) (23)

pour tous xq,...,x, € R.
Une suite de variables aléatoires réelles (X, )n>1 est dite négativement dépendante (N D)
st Vi, ..t €N, Xy, ..., X, sont ND.

Notons que pour n = 2, les conditions (2.2) et (2.3) sont équivalentes (cf[11])
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2.2. LES VARIABLES ALEATOIRES NEGATIVEMENT DEPENDANTES

Définition 2.5. [6] Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de fonction de ré-
partition F. Le vecteur (X,Y) (ou la fonction ) est dit négativement dépendant par
quadrant (N DQ) (respectivement positivement dépendant par quadrant (PDQ)) si pour
tout z,y € R.

P(X >z,Y >y) <P(X > 2)P(Y > y), (2.4)
respectivement

P(X >z,Y >y) >P(X > 2)P(Y > y) (2.5)
Remarque 2.2. [6] Les inégalités (2.4) et (2.5) sont respectivement équivalentes a

P(X <2,V <y) 2 P(X <2)P(Y <y), (2.6)
respectivement

P(X <2,Y <y) <PX <2)P(Y <y) (2.7)

Notation On note G 'ensemble des distributions qui satisfont (2.4) et F I'ensemble
des distributions qui satisfont (2.5).

Lemme 2.3. [11] Soient X,Y deux variables aléatoires réelles et r,s sont deux fonc-
tions non décroz'ssantes alors

i) (X, X) €

ir) (X, )€f<:>(X, -Y)eqg.
ii) (X,Y) e F= (r(X),s(Y)) € F.
w) (X,)Y)eG= (r(X),s(Y)) €G.

Preuve. 1) Ona
P(X <2, X <1)=PX <) >P*X <)
d'ot (X,X) € F.

2) =
Soit (X,Y) € F. On peut écrire

PX<z2)=PX<z,Y <—-y)+P(X <z, >—y).

Ainsi
PIX<z,Y>-y)=PX<z)—PX <zY < —y)

SPX <2) —P(X <z)P(Y < —y)
=PX <2) (1 -PY < —y))
=P(X <2)P(Y > —y)

on conclut que (X, =Y) € G.

“~=

Soit (X,-Y) €gq.

PX<z,Y<y)=PX<z)-PX<z,Y >y)
> P(X < z) — P(X < 2)P(Y > )
=PX <2) (1 -PY >y))

_ P(X < 2)B(Y <),

soit (X,Y) € F.



CHAPITRE 2. VARIABLE ALEATOIRE SOUS-GAUSSIENNE

3) Soit (X,Y) € F.

d’ou (r(X),s(Y)) e F
De la méme maniére,on montre que si (X,Y) € G alors (r(X),s(Y)) € F.

2.2.2 Propriétés des variables négativement dépendantes

Lemme 2.4. [11] Soient X,Y deuzx v.a.r de carré intégrables, alors

E(XY) ~BCOR(Y) = [ [ (F@.y) — Fx(o)Fu(y)) dudy

Preuve. Soient (X1,Y1) et (Xo,Y3) deux vecteurs indépendants ayant la méme distri-
bution F

2(B(X1Y1) — ECX)B(Y)] = B[(X: — X2)(%; - Y3
B[l X0 - 10 X)
(1(1)7}/1) - 1(”7}/2))}dUdv

o
1 st z>u

1(u, z) :{

puisque E(XY),E(X),E(Y) sont finies alors, on applique le théoréme de Fubini, on
obtient

0 st z<u

1 ptoo ptoo
ECOY) BB = 5 [ [ AW, X010, 1)~ B, X)10,¥5)
+ E(1(u, X2)1(v, Y1) — E(1(u, X2)1(v, Y2)))dudv
= [T TR <Y <y) - BIC< 0By <)
= [ [T Ry - Falw)Fely) dody
Corollaire 2.1. [11] Si (X,Y) € G alors
cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) < 0

Lemme 2.5. [2] Soient X1, Xs, ..., X,, des v.a.r ND, (f)r=1,. n une suite des fonctions
continues strictement croissantes (ou strictement décroissantes) et positives, alors :

E[ﬁl (X5 < ﬁlE[fj(Xj)]
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2.2. LES VARIABLES ALEATOIRES NEGATIVEMENT DEPENDANTES

Lemme 2.6. [2] Soient X, Xs, ..., X,, des v.a.r ND, ty,ts,...,t, € R alors :

n

E[]] exp(t;X;)] H lexp(t,X;)

7=1 7j=1

Preuve. Les v.a.rt;X; et 320_, 1 t;X; sont NDQ. Le lemme 2.6 assure que exp(t;X;)
et exp(3_7_;, 1 t;X;) sont également NDQ. Il en découle que

E[ﬁ exp(t;X;)] = E

=1

exp(t1 X1) exp (Zn:(thj)]

=2

< Eexp(t; X1)E |exp (i(thj)]

Jj=3

= Eexp(t; X1)E |exp(t2X5) exp (Z )]

H lexp(t;X;)]

Lemme 2.7. [11] Le vecteur (X,Y) est négativement dépendant par quadrant si P(Y <
y/X =1x) est non décroissant en x, et il est positivement dépendant par quadrant si
P(Y <y/X ==x) est non croissant en .

Exemple 2.1. [11] Soient X,Y,U trois variables aléatoires réelles avec X est indé-
pendante de U et Y = a+ X + U alors

PY <y/X=z)=Pla+pX+U<y/X =x)
=PU<y—a-pz/X =2x)
=PU <y—a-—[fz)

ainsi, (X,Y) est positivement dépendant par quadrant si 5 > 0, et négativement dé-
pendant par quadrant si 5 < 0
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Chapitre 3

La convergence complete des
moyennes mobiles

Dans ce dernier chapitre, nous développons les résultats obtenus dans [1] . Les au-
teurs ont étudié¢ la convergence complete de la moyenne — L s X}, pour p > 5, dans
le cas des v.a.r sous-gaussiennes négativement dependantes De plus, ils obtlennent la
vitesse de convergence complete sous des conditions appropriées sur la suite (¢;);er.

Définition 3.1. On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X, )nen converge
presque complétement vers la constante a lorsque n — 0o st :

(o]
Y PX,—a] >¢el<oc0 Ve>0
n=1
On note lim,,_,oo X,, = a P.c.o.
On dit que la vitesse de convergence compléte de la suite (X,)nen vers X est d’ordre

(uy) si
deg > 0 ZIP’[|Xn—X| > upgp) < 00
n=1

Les deux lemmes suivants sont techniques et nous seront utiles dans la suite.
Lemme 3.1. [5] Soit > 1>

—+00

1=—00

0 Ci une série de nombres réels absolument convergente avec
¢; alors pour tout k > 1,

1 +0o0 i+n .
Jim = >0 X Cgl = ||

1=—00 Jj=1+1

c =

Corollaire 3.1. [5] Soit >1°__ c; une série des nombres réels absolument convergente

1=—00

avec ¢ = 31 ¢, sic; = 0,5 <0 alors nous avons
1 +o00 i+n 2 )
Hm, o > (2 ) =<
et

=1 \j=0

Jim > (Z) -
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Lemme 3.2. [1] Soit (Y;)jez une suite des variables aléatoires sous-gaussiennes et
négativement dépendantes avec 7(Y;) < a pour tout j € Z.
Soit (¢;)jez une suite de nombres réels absolument sommable, alors

i) La v.a.r X, =31 cnijY,n > 1 est sous-gaussienne avec

Jj=—00
“+o0o
T(Xn) <20y > A
Jj=—00

it) La v.a.r Y p_y Xg,n > 1 est sous-gaussienne avec
n 400

(O Xk) < 20| Y d,
k=1 1=—00

wi) Sic; = 0,Vj <0, et X,, = zj;’g cjYp—j,n > 1. Alors la v.a.r X,, est sous-

gaussienne avec
—+o00
T(Xn) < V2a,| > ¢,
7=0

et la v.a.r Y ;_; Xp,n > 1 est sous-gaussienne avec

. _ n+i
0t Qpi = D151 Ch.

n “+o00 n
T(Z Xi) < 2(1\] Z a2, + Z b2,
k=1 =0 i=1

ou an; =351 et b = 200G

Preuve. i) On définit, pour tout m >n > 1 :

m

Xnm = Z Cn—Q—jY} + Z Cn—ij—j = Wum + an
=0

Jj=1

Posons A* = {j,chr; >0}, BT = {j,co_; >0},n > 1 et A~,B~ sont les
complémentaires de A* et BT respectivement.
En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 2.6, on obtient pour tout
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CHAPITRE 3. LA CONVERGENCE COMPLETE DES MOYENNES
MOBILES

nombre réel t.

E exp(t X m) = Elexp(tWm + Wn)] < \/E exp(26 Wi )E exp (26T )
1

< (E exp(2ticn+jY})) 5 (E eXP<2t§:Cn—jY—j)> é

J=0 Jj=1

N

< (Eexp(2t Z Cn-l—jY;') eXp(Qt Z Cn-i—jYVj))

jeEAT JjEA~

(Eexp(Qt Z Cn_jY—j) eXp(Qt Z Cn—jY—j))

jeB+ jeB-

=

(Eexp (4t > oY) Eexp(4t > cnrsY;)
JEAT JEA~

T

(Eexp(4t > oY Eexp(4t > ¢y jYy)

jeEBt jEB~

=

JEAT JEA~

N

(H E exp(4tc,+,Y;) H E exp(4tc,+,Y; )

(H Eexp(4tc,—;Y_;) [[ Eexp(4tc,—;Y_;)

jeEBT jEB~

Par hypothése (Y;)jez étant sous gaussienne et 7(Y;) < a donc :

NI

[T exp(8t?a?ci,;) ] exp(8t?a® nﬂ)]

E(exp(tX,m))
jeAt jEA~
T
[H exp(8t°a’ch_;) [] exp(8t2a20ij)]
j€eB+ JEB~

=

< (exp(8t2a2 Yoy +8tta? Y ciﬂ-))

jeAT jEA~

%
(exp(8t2a2 Yo +8tta? Y ciﬂ.))

jEBT jEB~

1
m m 4
< (exp(8t2a2 Yo 8’y ci_j))

j=0 j=1

2 2 NN 2
<exp(2tia® Y ).

j=—o00
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Le lemme de Fatou donne
E(lim inf exp(t X)) < lim inf E(exp(tXpn))-

Ceci implique

+oo
E(exp(tX,)) < exp(2t°a® ) ciﬂ-)

j=—o0

Donc X, est une v.a sous gaussienne avec

+oo
T(Xn) <20y D A
\lj=oo

it) On a
n n +oo
YK=Y Y any,
k=1 k=1j=—o0

On définit, pour tout m >n > 1

Xim = Z ChtiYi + Z Ch—i Y
i=0 i=1

Z ka = Z Z ckJrZY; + Z Z Ckszfz
k=1 k=11=0 k=11:=1
= Z Z ChtiYi + Z Z Ch—iY—i
=0 k=1 =1 k=1

I
Ms
||M3
2
]
-~

. n4+1
avec Qp; = Y 31 Ck et a_p; = Yl G

Soient AY = {i,a,; >0} Bt ={i,a_,; >0},n>1 et A~,B~ sont les complé-
mentaires de AT et Bt respectivement.
On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 2.6, on obtient pour tout
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nombre réel t

Eexp(t S Xim) = Elexp(tVam + (V)] < /B exp(2t Vi )E exp(2V )
k=1

< (E (23 amm) 5 (E exp@tf:a-my_») 5

=0 1=1

3
< (Eexp(Qt Z an;Y;) exp(2t Z ain))

€At 1€A™

ol

i€eB+ 1€EB~

(Eexp(Qt Z a_niY_;) exp(2t Z aniyi>)

i

€A+ €A~
%
<E exp(4t Z a_n;Y_i)Eexp(4t Z am-Yi))
i€BT i€B~

(Y;)iez €tant sous gaussienne, donc

PN,

ni)
k=1 icAt 1€EA~

|

|—=

Eexp(t > Xpm) < (H exp(8t’a?az;) [] exp(8t*a’al,
(H exp(8t°a’a’ ;) [ exp(8t°a’a”,,
i€eBt

1€B~

< (exp(&f?(x2 > an +8t°a” Y aii))

i€At+ 1€A™

=

(exp(&EQOz2 > a4+ 8t%a” Y a?u-))

ieBt 1€B~

PN

< <exp(8t2a2 doal, + 8%y a2_m-)>

i=0 i=1

< exp (2152042 Z a2, + 2t%a? Z a2_m>
i=0 i=1

+o0 +o0
< exp <2t2a2 Z a2, + 2t%a? Z a2_m->

=0 =1

+oo
< exp (2t2a2 Z aii) .

1=—00

D’apres le lemme de Fatou
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Ainsi

E(exp(t z”: X)) < exp(2t°a? JFXO:O az;)

k=1 i=—00

Done, 1 Xi est une v.a sous gaussienne avec

n +oo
() Xp) <2a,| Y a2,
k=1 1=—00

A) Soit X, = Z;LOS c;Y,—; et c; =0 pour tout j < 0.

On a alors

E exp(tX,m) =

IN

IA

IA

<

E

exp(t Y ;Yo j)exp(t > ¢;Y,_;)

jeAt JEA~

jeAt JjEA~

II Eexp(2te;Y,—;) [ Eexp(2tc;Y,—;)

jeAt JEA~

exp(2ta® Y ) exp(2tPa’ Y c?))

JEAT JEA~

(S

1

m 3
exp(2t?a® ) c?))
J

0

= exp (a2t2 Z c?)
§=0

En passant a la limite, on obtient

Eexp(tX,) < exp(a®t* ) c)
=0

Ainsi, X,, est sous gaussienne.

iii) Yp_y Xy peut s’écrire comme suit

SNoXe=> Y Vi = buYi+ > anY,
k=1 k=1;j=0 i=1 i=0

n+1

ol Ap; = e et b = ?;é c;.
On définit, pour tout m >n > 1
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Maintenant similairement a la preuve de A),

E(exp(tXnm)) = E (exp(t i biYi 1 i amy_i)>

i=1 i=0

i=1 =0

< \J E(exp(2t z": bniY;)).E(exp(2t i aniY_;))

1
< (Eexp(4t Z by Y;)E exp(4t Z mei)>

€At 1€A™

1
4
(Eexp (4t E aniY_;)Eexp(4t E AniY- z)

i€Bt i€B—

( H E exp(4tb,;Y;) H E exp(4tb,,;Y;) )

€At 1€A™

( H E exp(4ta,;Y_ H E exp(4ta,; Y- )

ic B+ i€B~

< (H exp(8t2a’2,) ] exp<8t2a2biz->)

€At 1€A™

i€Bt i€B~

< (exp(8t2a2 >0+ 8% Y b)

€At 1€A™

1
1
(H exp(8t’a?az;) [] exp(8t2a2a72”-))

1
(exp(8t2042 > al, +8t%a” > afu-))

i€BT 1€B~

n m i
< (exp(8t2a2 > b2+ 8tPa* ) aii)>

i=1 =0

< exp <2t20z2 S+ 2%y a,2“»>
i=1 i=0
n +o0o
< exp <2t2a2 > b2, 4 2t*a® > afn)
i=1 i=0
< exp <2t20z2(z b+ > afn.))
=0

=1

En utilisant le lemme de Fatou, on obtient finalement

E(exp Z ) < exp <2t2a2(z b+ > aii)>
=1 i=1 i=0
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Donc la v.a Y ;_ Xy est sous gaussienne avec

T(Z Xi) < QOéJ beu + Zafw
k=1 i=1 i=0

Théoreme 3.1. [1] Soient (Y)jez une suite des v.a.r sous gaussienne négativement
dépendantes avec T(Y;) < « pour tout entier j et (c;) une suz'te de nombres réels
absolument sommable telle que Y21 _ ¢; = c. Alors pour tout p >

1
—pZXk—>O, P.co n— o0 (3.1)

k=1

]_—OO

ot Xy = Y1 ¢jkYj,pour tout k > 1

J=—00

De plus, sic; =0,7 <0 et Z] G cj =c, alors (3.1) est satisfaite.

Preuve.
n n +oo
Z Xi = Z Z CipkY; = Z Ui Y
k=1= k=11i=—o00 1=—00

) _ n—H
0U an; = 2207000 ¢

En appliquant les lemmes 2.6 et 3.2 la v.a > 7;_,_ Xj est sous gaussienne et son écart

de gauss vérifie
n +oo
T(Z Xi) < 2a, Z a?,,
k=1 1=—00

|ZXk|>€ ZXk|>€np)

k=1=

<2 < ein’?
S zexp o2 .
Zl_foo 'n/L

D’autre part, et d’apres le Corollaire 3.1

) 1+oo 1+oo n+i 2 400 2 ,
w2 an=lim o 3 {2 ) = | X a) =

1=—00 i=—o00 \Jj=i+1 Jj=—00

donc

Par suite N
1 oo
3 0<M<oo telgue — Y a2, <M.
n 1=—00

1l s’en suit que

n c n2p 1
P(| Y Xi| > en?) < 2exp (—) )

= 8a2M
d’ot
00 n 52 2p—1
Xi| > en?) <2 .
IRDRIER IS 2

22p2p—1
S8a2 M

La série de terme général U, = exp (— ) est convergente. Ainsi d’ou

1 n
—> Xy —0, Pco n—oo
nP =
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Proposition 3.1. [1] Soient (Y; )jGZ une suite des v.a gaussiennes standard i.i.d avec
co=1¢=-p j>10<6< s et X, jOCJY_j,alorspourtoutp>%

1 n
—ZXk—>0, Pco n— o
3

Preuve. Le processus (X, )n>1 est gaussien standard de covariance négative. En effet
Comme (Y;)jez une suite des v.a gaussiennes standard i.i.d, alors X,, = j"g c;Yn—;
suit une loi normale N'(0, 352, ¢3)

E(XnXnir) = ZCJ n— JZCZ ntk—

—+00 400

=Y > B Yoik)

=0 i=0
1 st n—j=n+k—1
0 st n—j#n+k—1

1 s i=j+4k
|0 si i£j+Ek

E(Ynfj Yn+k7i> = {

D’ou

E X Xn+k Z CiCitk

— Z ﬁjﬁjﬂc
§=0
+oo
_ _51@ + ZﬁZjJrk
j=1
S )
j=1
p*(1—26%)
-5
=(k) <0

La loi conditionnelle de X,, sachant X, = vy, notée P (X, /X1 = y) est normale
d’espérance

E(Xo/Xnik=y) = ﬁiky-
Ainsi, cette loi conditionnelle est non décroissante en y. En utilisant le lemme 2.7, X,

et X,ir sont donc deux variables négativement dépendante.
D’autre part, d’apres le lemme 3.2, la v.a

n



est sous-gaussien et son écart de gauss est définit par

o0

T2(Z Zam +me
k=1

\ o n+e _ n—i
0U G = 3510 ¢ €t b = 120G

La va y73_; X}, est aussi strictement sous-gaussienne car

]E(Z Xk)2 = E(Z AniY_i + Z bm‘Y;)z
k=1 j ‘

E(Y2)+ z REY2) + 33 anbuE (YY)
i=0 i=0 i=1
=0 i=1

= 7'2(2 Xk)
k=1
D’autre part, on a
0 s 1—23?
;)c? =14+ ; 33 1= 5
j= j=
do=1-3 8= L
j=0 i=1 15

Alors, sous ces conditions le Corollaire 3.1 est applicable. Il en résulte que
Z a?n' + Z b?u' =
i=0 i=1

Donc pour tout € >0 et p > % nous obtenons

o) 2p—1
P |ZXk|>€np <22exp< = )<oo
2M,

n=1 k=1

Théoréme 3.2. [1] Soient (Y;);jez une suite des v.a sous gaussienne négativement
dépendante avec 7(Y;) < « pour tout entier j et (¢;) une suite de nombres réels abso-
lument sommable tel que S°1°° =c. Sip>1 5, alors pour tout 3 >0 et >0,

j_—OO

STnPP(| Y X > en?) < oo (3.2)
n=1 k=1

ot Xj, = Z;Z_OO cj+kYj, pour tout k > 1
De plus, si c; = 0,7 < 0 avec Z;;OS c; = c et p, B satisfont les conditions précédentes,

alors (3.2) est satisfaite.
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Preuve. Similairement, nous appliquons les lemmes 2.6, 3.2 et le théoréme 3.1
n’P Xi| > enP)
Zrrl g X o (i)

o:o 22201
23 e ( 402M ) =

Mg

| /\

2, 2p—1

> nPexp (—5422M ) < 00 car on a pour tout p > % et >0

inﬁ ex 52n2p 1 < 00 <:>/ B ex 52x2p 1 dr < 00
PUT e Pl 102
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BIBLIOGRAPHIE

Résumé : L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier la convergence com-
plete des processus moyennes mobiles définis par

+oo
Xn =2 cnsjY;
=0

ou (Y;);jez une suite des v.a.r sous-gaussienne négativement dépendantes et (c;),ez une
suite de nombres réels absolument sommable.

Dans ce travail nous avons développé les résultats obtenus par Amini Dehak, Moham-
mad, Nili Sani, H.R. et Bozorgnia, A dans leurs article [1] qui ont montré que ces
processus sont des variables aléatoires sous gaussienne avec

T(X,) <«

De plus, sous des conditions appropriés sur la suite (¢;);ez et si (Y;) ez est une suite
des v.a.r négativement dépendantes dominée par Y tel que Y est une variable aléatoire
sous gaussienne avec 7(Y) < « alors tous les résultats restent valides.

Abstract : The main purpose of this text is to study the complete convergence for
moving average processes defined thus

+o0o
X =2 enisY;
=0

Where (Y]);ez is a two sieled infinite sequence of negative dependent sub-gaussian
random variables and (c¢;),ez is an absolutely summable sequence of real numbers.

In this work, we have developed the results obtained by Amini Dehak, Mohammad, Nili
Sani, H.R. et Bozorgnia, A in their articles [1] which have proved that this processes
are sub-gaussian random variables with

T(X,) < «

Moreover if (Y});ez is a doubly infinite sequence of negative dependent random variable
dominated by Y such that Y is a sub-gaussian random variable with 7(Y') < o under
suitable conditions on the sequence (c¢;);ez, then all of the above theorems and lemmas
remain true.
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