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Introduction

Ce mémoire de master est consacré a I’étude mathématique d’un certain modéle épidémiolo-
gique. Le but étant d’obtenir des informations sur les solutions du modéle étudié, telles que la
stabilité (locale et/ou globale), la bifurcation, et la sensibilité du paramétre Ry. La plupart des
résultats obtenus sont illustrés par des simulations numeériques, pour conforter I’étude théorique.
Le travail est composé de deux chapitres dédiés a 1’étude de la propagation de 'utilisation de 1’hé-
roine dans une population donnée. Il est maintenant établi que la propagation de I'utilisation des
drogues et opiacés, se fait de la méme facon que n’importe quelle maladie infectueuse, a ceci prés
que la contamination ne se fait pas par contact physique, mais par influence. En effet un nouvel
utilisateur de drogue est généralement initié par un ancien utilisateur.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, on présente un modéle mathématique représentant
la propagation de 'usage de la drogue dans une population donnée. Le chapitre qui suit contient
le méme modéle étudié dans le chapitre précédemment mentionné, considéré cette fois-ci avec un
taux de recrutement non constant.






Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on donne et on rappelle des notions et des définitions qui seront utilisées tout
au long de ce mémoire. Dans tout ce mémoire I"abbréviation IS désignera l'indice de sensibilité

La méthode de Van den Driessche et Watmough [11]

Nous aurons souvent a faire avec 'indice Ry, représentant le taux de reproduction de base, qui me-
sure le nombre de nouveaux cas infectés, a partir d’un unique individu infecté dans une population
donnée. Il existe dans la littérature plusieurs techniques pour le calcul de Ry, nous en présentons
une ici :

Etat de la population : (z;),i = 1,...n.
Dynamique :

dﬂfi
dt

=1; = Fi(z) + V" (z) = V" ()
avec
F;(x) :la vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment .

V' i la vitesse de transfert des individus dans le compartiment ¢ par tout autre moyen.
V. :la vitesse de transfert hors du compartiment :.
e On ordonne les variables d’état afin que les m(< n) premiéres correspondent a des états
infectés.
e Etats sans maladies : X, = {z|r; = ... = 7, = 0}.

e Lquilibre sans maladie DFE (disease free equilibrium) z* € Xs.
Pour des raisons biologiques on a les propriétés suivantes :
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l.z20= Fi(z) >0,V () >0,V () >0

2. x; =0=V,” = 0(pas de sortie d’'un compartiment vide).

3. Pour i > m, F; = 0 (pas d’incidence pour états non infectés).

4. v € X, = F;(x) =0 pour i < m, V;"(z) = 0 (pas d’infection spontanée).

5. Si F =0, le systéme est LAS en z*, i.e. D(VT — V7)(z*) a des valeurs propres de partie
réelle strictement négative.
Considérons la dynamique du systéme linéarisé au voisinage du point d’équilibre sans maladie.

= DV(z*)(x —2%) = DV (z")(x — 2*) — DV~ (z*)(x — %)

Le résultat suivant précise la structure du systéme linéarisé DX (z*) au voisinage de ’équilibre
sans maladie z*.

Lemme 1 Si z* est un DFE, alors les matrices DF(x*) et DV (z*) se décomposent en blocs

DF (") = [g 2}

DV (z") = [‘61 ﬂ

F >0 etV est une matrice de Metzler (terme extra-diagonauz=> 0) stable. La matrice —FV ™! est
appelée la « matrice de seconde génération »( en Anglais « next generation matriz »).[11]

Définition 1 Le nombre de reproduction de base Ry est le rayon spectral de la matrice de seconde
génération : 4 savoir[11]

Ry = p(=FV™)

Dans I'étude des modéles épidémiologiques, nous sommes souvent amené a étudier deux types
d’équilibre, un équilibre sans maladie (ici dans ce mémoire et par analogie équilibre sans drogue)
et un équilibre endémique qui a comme composante d’infectés strictement positive.

Théoreme 1 si Ry < 1 alors le point d’équilibre sans drogue (Drug free Equilibrium (DFE)) est
localement asymptotiquement stable, sinon il est instable.[17]

Théoreme 2 St Ry > 1 le point d’équilibre endémique est localement asymptotiquement stable.

Bifurcation backward

Lorsqu'un systéme dynamique



contient un ou plusieurs parameétres ¢, la valeur du parameétre pour laquelle un changement quali-
tatif ou quantitaif se produit est dite valeur de bifurcation. Il existe plusieurs types de bifurcation,
mais nous nous limitons ici & la bifurcation backward.

Théoreme 3 [/

( dS ULS
rria S
dUl . ﬁlUlS 63U1U2
TN —pU; + N — (p+61)Uy
dU- U,U
\ d—tQ:PUl—ﬁg : 2—(M+52)U2

A= Duf(0.0) = (570,0)

est la matrice de linéarisation du Systéme autour du point d’équilibre 0 avec ¢ évaluée en 0. Zéro
est une valeur propre simple de A et toutes les autres valeurs propres de A ont des parties réelles
négatives ; la matrice A a un vecteur propre droit x et un vecteur propre gauche y répondant a la
valeur propre zéro.

Soit fi le kiéeme composante de f et :

* f1.(0,0)
3 kY,
a = Zk,i,j:l YrTi T 8.731851}3
5 1:(0,0)
. 3 ) kY,
b - Zk’,i:l ykl‘l axlagb

Les dynamiques locales de systeme autour de 0 sont totalement délerminées par a et b.

i. a>0,b>0. Quand ¢ < 0 avec| ¢ | 1, 0 est localement asymptotiquement stable, et il
existe un équilibre instable positif; quand 0 < ¢ < 1, 0 est instable .

ii. a <0,b<0. Quand ¢ <0 avec | ¢ |K 1, 0 est instable; quand 0 < ¢ <K 1, 0 est localement
asymptotiquement stable, et il existe un équilibre instable positif.

iti. a > 0,b < 0. Quand ¢ < 0 avec | ¢ | 1, 0 est instable, et il existe localement équilibre
négatif asymptotiquement stable; quand 0 < ¢ <K 1, 0 est stable, et un équilibre instable
positif apparait.

w. a < 0,b > 0. Lorsque ¢ passe de négatif a positif, 0 passe de stable & instable. En consé-
quence, un équilibre instable négatif devient positif et localement asymptotiquement stable.
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Corollaire 1 Lorsque a > 0 et b > 0, la bifurcation en ¢ = 0 est (backward).[7]

Critére de Routh-Hurwitz
Soit le systéme linéaire de dimension n suivant :
b mn
xI; = ijlaijxj

avec i € [1,n], ot A = [a;;] est une matrice carrée de dimension n a coefficients constants. Nous fai-
sons 'hypothése que det A # 0, ce qui implique notamment que 'origine est 'unique équilibre. La
matrice A admet n valeurs propres qui sont solutions de I’équation caractéristique det(A—\I) = 0,
qui est un polynome de degré n que nous écrivons sous la forme suivante :

AN+ a N a2+ 4 a, A +a, =0

Considérons les n déterminants suivants :

H1 = a7
a, a
Hy = ’
1 (05}
a; az as
H3 =11 Ao Ay
0 ay as
ap as as
1 ay au

Hk: 0 ay; das

0 0 . .. Qg
avec k € [1,n]. Dans le cas de dimension n, tous les a; avec j > n sont pris égaux a zéro. Nous
avons le résultat suivant :

L’équilibre est asymptotiquement stable <= Vk € [1,n|, H;, > 0.[12]

Définition 2 La régle de signe de Descartes



C’est une Méthode pour déterminer le nombre de racines positives d’un polyndéme d’une seule
variable avec des coefficients réels différents de zéro, ordonnés par ordre décroissant des exposants
telle que si n est le nombre de changements de signes, alors n est le nombre mazximum de racines
positives (et s’il n’y en a pas exactement n, alors il y en n-2, ou n-4, ou...).[5][?]

Théoreme 4 (Poincaré Bendizson)[I]
Soit D un domaine attractant du plan pour un systéme planaire, toute trajectoire de D soit tend
vers un point d’équilibre (ou une réunion de points d’équilibre), soit tend vers un cycle limite.

Définition 3 (Domaine positivement invariant)[0]
Un domaine D est dit positivement invariant si quelle que soit la condition initiale (xg,yo) € D,
la trajectoire correspondante reste dans D.

Théoreme 5 (Critére de Dulac)[9]
Soit le systeme suivant :

et D un domaine conneze
Soit B une fonction de classe C*(D).
St
aBy) . a(By)
ox dy

est de signe constant alors, il n’ya pas de cycle limite entierement contenu dans D.




CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES




Chapitre 2

Modéle épidémiologique d’opiacé

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous reprenons un modéle introduit par White et Comiskey(2.1)[14] ou 'usage
des drogues (I'héroine en particulier) est considéré de la méme fagon qu’une épidémie, le modéle
est schématisé dans la figure (2.1); chaque compartiment de la figure (2.1) représente une étape
de Putilisation de drogue. Le but de ce chapitre est ’étude mathématique de ce modéle (calcul de
Ry, sensibilité de Ry, analyse du cas Ry = 1, I'existence des points d’équilibre, leur stabilité, et la
simulation numérique).

P1US
A N pU;
B3U1U2
N
uS (u + 8,)U; (n+62)U;

FIGURE 2.1 — le diagrame pour le modéle 1
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2.2 Le modéle mathématique

( dS \ULS
i A — ﬁT — S
dU1 61U15 BSUIUQ
a1 _ 2 2.1
i N pU; + N (i~ 01)U4 (2.1)
dU. U, U.
\ d—;:pUl— 63]\} 2 — (4 62)Us

2.2.1 L’interprétaion des paramétres|[14]

N :La taille de la population totale.
S :Le nombre de personnes susceptibles dans la population. Ici, tous les individus vont de I’age de
15 a 64.
U, :Le nombre d’utilisateurs de drogues qui ne sont pas en traitement, les débutants; les
utilisateurs de drogues qui rechutent.
U, : Le nombre de consommateurs de drogues sous traitement.
A :Le nombre d’individus dans la population générale trouvé dans la population réceptive, c.-a-d.
les processus démographiques des personnes atteignant ’age de 15 ans dans la période de
modélisation.
i :Le taux de mortalité naturelle de la population en général.
01 :Est un taux qui inclut :
e Les décés dus a la drogue des consommateur qui ne sont pas sous traitement.
e Un arrét spontané de l'usage de la drogue.
e Les individus qui ne sont pas sous traitement et qui arrétent la drogue sans pour autant
devenir susceptible.
09 :
e Est un taux de mortalité des usagers de drogue qui sont sous traitement.
e Guérison totale et définitive (du moins sur la durée de 'étude).
[ :La probabilité de devenir un drogué.
p :La proportion de drogués qui entrent dans le traitement.
B3 :La probabilité qu’un usager de drogue sous traitement qui rechute.

2.2.2  Les hypothéses du modéle[14]

o N = S + U1 + UQ
On suppose que la taille finale de la population est constante, donc on trouve :

AN _dS  dUy Uy o dS Uy dU
At dt  dt dat  dt  dt dt
<= A=pS+ (u+6)U1 + (u+ 02)Us

10



2.3. LE TAUX DE REPRODUCTION DE BASE Ry

e Les personnes sous traitement utilisent des médicaments.

e Une proportion d’utilisateurs qui ne sont pas en traitement arrétent de se droguer dans
chaque période de temps de modélisation ; ceci correspond encore & ce qui est observé dans
la pratique.

e Les utilisateurs de drogues qui ne sont pas en traitement sont infectieux pour les
personnes sensibles et les utilisateurs sous traitement.

e Les utilisateurs en traitement rechutent le plus souvent en raison d’un contact avec des
utilisateurs qui ne sont pas sous traitement.

e Les utilisateurs de drogues en traitement ne sont pas infectieux pour les personnes
sensibles.

e Chaque individu dans la population a une chance égale de rencontrer un autre individu.

e Tous les membres de la population sont supposés étre également sensibles a la
toxicomanie. En pratique, certaines sous-populations sont plus sensibles en raison de
facteurs environnementaux, comportementaux et génétiques. Ici, une valeur moyenne de
[y par rapport & la population générale.

2.3 Le taux de reproduction de base R

2.3.1 Définition de R

Le taux de reproduction de base Ry, est le nombre moyen des individus susceptibles qui ont
été infectés par un individu infectieux.|10]

2.3.2 Calcul de Ry,
Le point d’équilibre sans drogue (DFE)

dS G1ULS
@ _ A — 1S 2.2
7 N K (2.2)
dU1 . 51U15 63U1U2
W =N —pU; + N - (/u + 51)U1 (2'3)
dU. U, U.
d—; = pU; — uthls _ (11 + 65)U333 (2.4)

U; =0 et Uy =0 en remplace dans(2.2) , avec

ds
& _ A — uS =
7 0= wS =0,

:}S:

9

A
i

On trouve

11
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A
DFE = (;,0,0).

Calcul de R,

On va calculer Ry par la méthode de van den Driessche et Watmough. [11]

soit I,V les deux matrices :

5iULS | BsUh Uy
S, Uy, U
b (fl( 1 2)) _ N + N

f2(S, U1, Us)

Les dérivées de fi, fo par rapport U; et U, respectivement :

Of1(S,U1,Us)  0f1(S,U1,Us)

8U1 GUQ 613* ﬂ?)u; ﬂ3u1< @
F= =| N N N |=|Nu
af2(57U17U2) 8f2<57 U17U2) 0 0 0 0

o, oU,

Les dérivées de vy, vy par rapport Uy et U, respectivement :

a’Ul(Ul,Uz) 8?11(U1,U2)

U, oU, —p — (1 +61) 0
V= =
vy (U, Us)  Oua(Uy, Us) p —(p + 02)
U, U,

12



2.3. LE TAUX DE REPRODUCTION DE BASE Ry

On calcule la matrice inverse de V

-1 _ 1 —(p+ 62) 0
v _(p+u+51)(,u+52)< —p —p—(u+51)>

La matrice inverse de V est :

+_15 0
V-l = p ﬁp 1 q
(P4 p+01)(u+02) p+ 0o

On calcule le rayon spectral de la matrice (—FV 1) :

1

A e A fil
Cryy— | Ve P o _ | Nulp+ p+ 1)
P 1
0 0 0 0

(P+p+0)(n+02) pt0,
le rayon spectral de la matrice (—FV 1) est :

G
p(—FVy=———H
N(p+ p+61)

or

A
N=s"4u] +uy <= N=—

1
alors 8
—FV Ty =
A ) p+pu+o
donc
— L
T ptuta

13
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2.4 Analyse de sensibilité du Ry|!]

A

Onavuque Ry = ———
a T ptuth

Soit p1 = Bi;ps = Ww;p2 =p ;pa = 01

On va calculer I'indice de sensibilité (IS) normalisé. le paramétre (§; variable et considére les
autres parameétres p, i, 61 constant.

0
dpl%—%l
dpgza—ﬁlzo
dpg:g_gllzo
dp4:8—51:0

D1, P2, P3, P4, dp1, ..., dps sont appelées variables d’entrée.
On considére les variables suivantes :

wy = Pr;we =p+ p+ 0

donc wy =p; = dwy =dp, =1

Wy = P2+ p3s+ps = dwy =dpy +dps +dpy = dwy =0

on pose :

e S B
0 3 Wo p+u+(51

la dérivée %
1

wn
on a ws = —
w2

dwlwg — wldwg 1 1

le IS est calculé, comme la variable de sortie Ag,.

14



2.5. STABILITE LOCALE DE L’EQUILIBRE SANS DROGUE R, < 1

p s
Aﬁl = w—zdwg = Rﬁldw;;
B 1
Ag = = 2.5
B1 ﬁl p+ﬂ+51 ( )
p+p+ 0o

On peut calculer directement 1’ IS pour les autres parameétres.

Le IS est calculé, comme la variable de sortie A,.

P p ORy
A = —dRy = ——2
P Ro 0 Ro 8p
P -3 —p
P R Ao <1
o (p+p+0d1) p+p+ 0

Le IS est calculé, comme la variable de sortie A,,.

e S R R P
Ry Ou  Ro(p+u+6): ptp+d

Le IS est calculé, comme la variable de sortie As,.

- 01 ORy 01 — —0;

T TR N PRy v ey

<1

On conclut que 3 est le paramétre le plus influent dans Rj.

Conclusion :

D’apres 'analyse de sensibilités du Ry, on conclut que Ry est plus sensible au parameétre i ;
I’augmentation de (3; entraine une augmentation proportionnelle de Ry, mais les autres paramétres
(L, 01, p sont en relation inversement proportionnelle & Ry. Une augmentation de I'un d’entre eux
entrainera une diminution de Ry. La taille de la diminution sera proportionnellement plus petite.

2.5 Stabilité locale de 1’équilibre sans drogue Ry < 1

(DFE) = (s*,u},u}) = (A,O,O)
Ju

15
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soit J la matrice jacobienne :

o 61“1 —ps 0
N N
J(Sa Uy, UQ) = 6}51 % - P + 6‘?\72 - (,u + 51) 6‘?\1;1
Baus —B3uy
0 N N (1 +02)

La matrice jacobienne au point d’équilibre sans drogue (DFE).
—H —b 0
A
J(ﬁa()?O): 0 Bl_(p+ﬂ+61) 0

0 p —(p+02)

les valeurs propres :
)\1 =—u< 0
Ay = —(/L+52) <0

A3 =01 —(p+p+d1)

M=01—(p+pu+d)= (p+,u+51)(p+51+51 —1)=@(@+p+0n)(Ri—1)<0siRy<1=X3<0

donc /\1,/\2, /\3 <0

St

Ry <1

alors (DFE) est localement asymptotiquement stable.

2.6 Analyse du cas Ry=1

2.6.1 L’existence de bifurcation backward pour ce modéle

Sia > 0etb>0,labifurcation & ¢ = 0 est backward( en arriére). L’existence d’une bifurcation
backward (en arriére) signifie qu’il existe de multiples équilibres endémiques; en particulier, un

16



2.6. ANALYSE DU CAS Ry =1

équilibre endémique existe lorsque Ry < 1 et un effort substantiel est nécessaire pour réduire Ry a
un niveau suffisamment faible pour éradiquer la maladie de la population, Siest le paramétre de
bifurcation puisque on a montré dans (2.5) que Ry est plus sensible aux changement de f;.

I SR
p+p+o

= [l =p+pu+d

Ry=1<

Linéarisation de systéme autour de DFE lorsque 5, = [}

On pose :
X1=85-5Xo=U;;X3=0,
(dX *
dX N XX
d_152 = %XQ(XI +5%) —pXo + Py ]\? - (e +61)Xs (2.6)
dXs B3 X2 X3
s —pX2—T—(N+52)X3
La matrice jacobienne de (2.6) au point (0,0,0) :
—u 5, 0 —u =B 0
J0,0,0)=| 0 Bi—(p+pu+d) 0 ~lo o 0 —A
0 p —(p+02) 0 p —(n+0d)

los

les valeurs propres (0, —pu, —(u + d2)), 0 est une valeur propre et il y’a deux valeurs propres de
parties réelles négatives.

Le vecteur propre a droite associe a la valeur propre 0

—pu =B 0 x
Av=0=|0 o0 0 y| =0
0 p —(u+d)) \z

17
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x = ﬁy
—zp— Py =0 M
~ —
_ — )
py— (u+02)z2=0 y:M+ 2,
p
n+ 52
y =
p
On pose z =1 =
_ _fBintd
wop
) ) )
Donc le vecteur propre & droite associe & la valeur propres 0 est (— (ptpt o) (pt 2); bt 2; 1)

H p p

le vecteur propre a gauche associé a la valeur propre 0 est (0,1,0)

—p =01 0

—pwy; =0

w1 =0
< —fiw+puz=0 =
W3 =0
L —Q,U3(/L+ 52) =0

0
w = Wa

0

On choisit wy =1

0
doncw= |1
0

D’aprés le systéme (2.6) on pose :

18



2.6. ANALYSE DU CAS Ry =1

B [ Xo (X7 +5%) B

f1(X1, X, X3) = A N (X1 4 S*)
Xo( Xy + 5% Xo X
o0, X, Xg) = AKX X s,
N N
Xo X
f3(X1, X, X3) = pXy — PaXaXs _ (1 + 62) X3
X
Bk —%(XlJrS*) 0
X X+ 5* X
D.f = Blﬁ 51%—]0%-@—(#4'51) 63}\)/(2
B BsXs  BsXo
0 P=7N N Ty o)
Les dérivées secondes de f; :
9% f1(X1, X2, X3) | _ 0 9% f1(X1, Xz, X3) | _ =B 9 f1(X1, Xz, X3) | _0
X2 COO= T Tex0x,  OMT N T T ax0x; (000
azfl(XlaXQJX:i) ‘ _ 0 azfl(X17X27X3) ‘ _ _51 . a2f1(X1,X2,X3> | :O
0X3 OO T oX0x, 0T N T axax, (00
82f1<X17X27X3) | —0- anl(XlaX%XS) |000:0. a2fl(X1>X27X3) |000:0
0x;0x, T T axpex, 00T 0X3 000

a2f1(X17X27X3) _X2

0X,08, |(0,0,0) N |(0,070) )
0 f1(X1, Xa, X3) | _ (X495 | _ -5
0X,0, (0,0,0) N (0,0,0) N

82f1<X17X27X3) | —0:-

Les dérivées secondes de f; :
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CHAPITRE 2. MODELE EPIDEMIOLOGIQUE D’OPIACE

0% fo( X1, X2, X3)

0% fo(Xy, Xy, X3)

B 0 fo( Xy, Xo, X3)

= 07 = —; = O
X2 l00.0) 0X,0X5 l000= 0X,0X3 l000)
82f2(X17X27X3) ‘ :0 82f2(X17X27X3) | _ é 82f2(X17X27X3) ’ _ @
0X2 ©00= T X,0X, COOT N T eX,0X, 0O N
82f2<X17X27X3) | —0- 82f2(X17X27X3) | _ @ 62f2(X17X27X3) | —0
oXox, 000 =0 TN, 00T N T Gy 000
FhXyXaXy) | o Xay o AKX Xy o XitS S
0X,08, 000)= 7 (0,0,0) ; 0X,008: (0,0,0) N (000)= 775
9% (X1, Xa, X3) | _0-
0X308, (0,0,0) ;
Les dérivées secondes de f3 :
82f3(X17X27X3) | :0 82f3(X17X27X3) | :0 82f3(X17X27X3) | :0
82f3(X17X27X3) | :0 82f3(X1,X2,X3) | :0 82f3(X17X27X3) | _ __63
X2 00— TTHX,0X, 000 T 9 X,0 X, 000~ TN
82f3<X17X27X3) ‘ _ 0 a2.]03()(17)(27)(3) ‘ _ _53 . 82f3(X17X27X3> | :O
a)(38)(1 (0.0,0) ’ anaXQ (0,00 N ’ an (0,0,0)
82f3(X17X27X3) o 0 82f3(X17X27X3) o a2f3(X17X27X3) . n.
l(0,0,00= 0; |(0,0,0)= |(0,0,00= 0;

0X100

Calcul de a et b

0X,00:

On définit a et b par les équations suivantes :

T 0X306

2
a = Z ykxl:l:'j—a fk(07070)

k,i,j=1

20
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2.6. ANALYSE DU CAS Ry =1

3
82fk(0, 0, 0)
b= Z ykxi—axﬁﬁl

k,i=1

Le vecteur propre a gauche associé a la valeur propre 0 est :
0

y=1|1
0

Le vecteur propre a droite associé a la valeur propre 0 est :

2
0x3

(p+Hp+a) (et b)
by
T
r= |29 | = e+ 02
T3 p
1
Calcul «
a2f2(07070) a2f2(07070) a2f2(07070) a2f2(07070) a2f2(07070)
a= y2$1$1a—ﬁﬂLyﬂﬂzWﬂLyﬂ?lszﬂLyﬂﬂlWﬂLyﬂzxz—
@2f2(0,0,0) 82f2(0,0,0) - 82f2(0,0,0) 4 e+ 32f2(0,0,0)
Tolg——t L — 7 7 — 7 — 7
YaZoX3 D720 2231 01502, Yo2T3T2 D73t Y2323 8x§
32f2(0,0, O) 82f2(0,0,0)
=2 —_— 12 _— -
“ YaT12 3x18x2 + Y223 8.77281’3
a= 2x1x2% + 2x2x3% (2.7)

On remplace x et y dans (2.7)

(p+ﬂ+5l>(/ﬁ+52)(ﬂ+52)ﬁ+2(M+52)@

‘=2 PH p N p N
a:Q(M—i_ﬁZ)[ﬁg—<p+ﬂ+51)2<'u+52>]
pN pH
(p+ g+ 01)*(pn + 02)

a > 0 si est seulement si #3 >
DH
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CHAPITRE 2. MODELE EPIDEMIOLOGIQUE D’OPIACE

calcul b

0 i
b=34 0 TS G 0
J

82f2(0,0,0) (32]”2(0,0,0) 82f2(0,0,0)
0008, P an08, P 00,08,

= Y271

s* p+de A
= ro— = N
°N p  puN
)
p= M2
p
Conclusion :

(p+ 1+ 61)*(p + d2)
pp

sia>0etb>0,05 =pf;le bifurcation est backward avec 3 >

2.7 L’existence de I’équilibre endémique le cas Ry > 1

L’équation(2.2) au point d’équilibre endémique :

%:0@/\—5%5—#5:0
= A= S(% )= S(—WAJ LAl
AN
— 5" = T (2.8)
L’équation(2.3) au point d’équilibre endémique :
% =0+ 51](\][15 —pUs + 53[]]\}[]2 — (40U =0
— Ugﬁj\(fjl =pUy + (p+ 0,))U; — 61](\][15

22



2.7. L’EXISTENCE DE L’EQUILIBRE ENDEMIQUE LE CAS Ry > 1

Urlp + (p =+ 01) — @]

:>U2: N

BsUh
on remplace (2.8) dans (2.9) est on trouve I’équation suivante :

N B8 AN
Uy=—lptpt+to— o7
U v

I'équation(2.4) au point d’équilibre endémique :

dU. U, U-
d_tQ:O‘:’pUl—Bg — — (1 + 02)U =0

BsU B AN N
= pU; — [= 1+<M+62)H(p+u+5l)_Wl—ﬁlUleuN]E:O

N

B1AUy BiA(p 4 62) N _ N
(B1UL+uN) Ui+ uN By Bs

<= pUi — (p+p+61)Us + (1 =+ 02)(p + pu + 01)

—(p+0) UL (81U + puN) B3 + Bi1B3AUL + Bi(p+ G)NA N
- Bs(B1UL + uN) - 53(“4‘52)(p+u+51)

(p+ p+61)(B1UL + puN)

= [ (4 61)B35UF + [=B3(p + 01)uN + B18sA — N(pu+ d2)(p + p + 61)51]Us

+ [Bi( + 02)NA — uN>(j1 + 6) (p + 1+ 61)] = 0

(:)an—kbUl—l—c:O

a=—(pu+01)Bs0
avec ¢ b= —PF5(pu+ 01)uN + B1BsA — N(p+ 62)(p + o+ 01)
¢ = Bi(p+02) NA — uN?(p+ 62)(p + p + 61)

23
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CHAPITRE 2. MODELE EPIDEMIOLOGIQUE D’OPIACE

a=—(pu+01)B36: <0
> b= 18N — (B3(pn+ 61)uN + N(p + 62)(p + p + 01)51)

c=Bi(p+0)NA — uN?(pu+ 62)(p+ p + 61)

On applique la régle de signe de Descartes pour résoudre ’équation (2.11)
1% cas
N
sic>0<—= Ry > /“LK

D’apres la régle de signe de Descartes il ya un changement de signe donc soit il existe une unique
solution, soit pas de solution.

2¢ cas
. N
81c<0<:>R0<uX Et dans ce cas on a :

e si b < 0 d’aprés la régle de signe de Descartes il n” ya pas des changements de signe donc la
solution n’existe pas.

e si b > (0 d’aprés la régle de signe de Descartes il ya deux changements de signe donc il existe
deux solutions.

2.7.1 La stabilité locale de I’équilibre endémique Ry > 1

Soit J la matrice jacobienne de (2.1) au point d’équilibre (s*, uf, u})

Srui _515*

PN N 0
e S
’ B % 5%4 — (u+02)
on a
(28) = [B;\}S* _p—i_%_(ﬂ—i-&)]uy{ =0 avec uj # 0
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2.7. L’EXISTENCE DE L’EQUILIBRE ENDEMIQUE LE CAS Ry > 1

donc
le\f —p+ﬁ§\7}62—(u+5g):0 (2.12)
u*
(24) = [p— /Bj’vﬂui (i + d2)us
53?6 . US

On remplace les équations (2.12) et (2.13) dans la matrice jacobienne, cette matrice devient

Pt Bis 0
N N
I ) = | O 0 e
uh Baui
0 5o)—2 — — )
(1 + 2)uT N (1 + 02)

* *

det(J—AI) =0 <= (—#—51%—>\)[ (53 +M+52+>\) 53%(#4'52)] 51 (53 +M+52+)\) =0

X, 0%k
25 Uy
1N2

<:>>\3+)\2[(53+51) +2M+52] [53%(M+52) (H+51 )(ﬁs +M+52) B

* *

fr ok )(53 (M+52))+51 e (53 +M+52)=0

] = (u+

=Nt ta)taz=0

avec
(53-%51) +2M+52

12 =~y (u+52) -+ B +u+62>+ﬁ%i}?
as (M+51 )(53 (M+52))+51 (53 + 1+ 02)
Hi=a, >0
Hy = all Zz = ajay — ag
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CHAPITRE 2. MODELE EPIDEMIOLOGIQUE D’OPIACE

=<<ﬁ3+ﬁl>%+2u+6z>[ 54 4 )+ (1 5 o 2 00)+ B2 o ) 0
)) /61 (63 +M+52)
= (B + B0y +2ﬂ+52><ﬁ+/31 ) (g, +M+52)+62$*u1(63 U )+ S

1N2
&Nﬁ—& QHwQWa +u+@)/ﬁ§$ws + 1+ 5)
= [((Bs+B1) =L ‘*mkH%XM+51 )0% +u+6ﬁ+ﬂ1AZ(u+ﬂl H ﬁ%“(n+6g0% +u+%)

* )k

H2>OSSi[((53+51) +2M+52)(M+51 )(53 +M+52)+51Nu2(ﬂ+51 )]>53 (

)ws +u+%)

ay as 0
H;=|1 ay 0| =aslajas —as] > 0siag > Oetlajas —as] >0
0 a; as

G UTS"

a3>()<:>B1 (63 +u+5g) (1 + By )(53 (M+52))

D’aprés le Critére de Routh-Hurwitz (R-H)le point d’équilibre (s*,u}, u}) est localement asymp-
totiquement stable (I..A.S) ssi ag > 0 et ajas —az > 0. [12]
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2.8. SIMULATION NUMERIQUE

2.8 Simulation Numérique

S

-
-

(=]
#
3

(=]

100 200 300 400 500 600

FIGURE 2.2 — simulation numérique pourRy < 1
avec ces parametres
w=0.1;N =10; 83 =0.02;0o = 0.01;p =0.1;0, = 0.01; 5; = 0.1; A = 1;
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CHAPITRE 2. MODELE EPIDEMIOLOGIQUE D’OPIACE

wrey

e

......................................................

0 100 200 300 400 500 600

FIGURE 2.3 — simulation numérique pourRy > 1

1" cas Ry > ,uX avec ces parametres
w=0.1; N =10; 53 = 0.02;0, = 0.01;p = 0.1;0, = 0.1; 5, = 10; A = 1;

- T e e m e ——-

0 ] 10 15 20 25 a0 35 40 45 a0

FIGURE 2.4 — simulation numérique pourRy > 1

2¢m¢ cas Ry < MK avec ces parameétres

w=0.1; N = 10; 85 = 0.02; 65 = 0.00001; p = 0.99; 5, = 0.00001; 5; = 1.1; A = 0.95;
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Chapitre 3

Modéle épidémiologique d’opiacé amélioré

3.1 Introduction

Dans leur modeéle, White et Comiskey[l1] ont considéré pour I'analyse de la stabilité que la
quantité A = us + (@ + 81)us + (u + d2)ug est constante, dans le modéle de Mulone et Brian
Straughan [7] cette condition n’est plus imposée, nous allons donc développer [7] dans ce chapitre.

3.2 Le modéle mathématique

3.2.1 L’hypothéses de modéle

N=S+U +U;
La population est de taille constante a Uintérieur de la période de modélisation, donc on trouve :[7]

AN _dS dUy dUy ) dS dUy  dUy
dt — dt  dt dat  dt  dt dt
= AN =ps+ (p+0)ur + (p+ d2)ug (3.1)

On reprend le modéle de White et Comiskey :
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CHAPITRE 3. MODELE EPIDEMIOLOGIQUE D’OPIACE AMELIORE

) U, S
S = (4 6)U1 + (1 + 62)Us — BINI
. U, S U, U.
U, = ﬁlNl _pUl‘i‘% — (n+ 61Uy (3.2)
\ U2=pU1—53]\; 2 — (p+ 92)Uy

N = S5 + U; + U, est constant.

on pose :
S U, Us
S = — U1 = —. Uy = —
N 'O N'T?PTN

avec s+ uy +us =1
on remplace dans le systémes (3.2) est on trouve le systéme suivant :

SN = (,u + (51)U1N + ([,L + 52)U2N — 61U18N
alN = ﬁlulsN —pulN -+ 63U1UQN — (u -+ (51)u1N

HQN = pulN — B3U1U2N — (,u + (52)U2N

§= (4 01)ur + (1 + d2)ug — Bruss
<= < U = Prurs — pug + Paugus — (p+ 61)us (3.3)

Uy = puy — Psurug — (10 + d2)us
On prend

U =1—5—1u (3.4)

On considére le systéme pour s et uy.[8]
On remplace 'équation (3.4) dans le systéme (3.3) est on trouve le systéme suivant :

§ = (,U + 51)’&1 + (,U + (52)(1 — S — Ul) — ﬂluls
U = frugs — puy + Faug (1 — s —uy) — (0 + 01)ug
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3.3. LA STABILITE LOCALE DE L’EQUILIBRE SANS DROGUE

On obtient
s = (,U, + (51)U1 + (,u + 52)(1 — S — ul) — 6171,18

iy = [Bs —p —p— d|ur + (B — B3)urs — Bsui
On simplifie et on trouve le systéme suivant :
§=(p+62) + (61 — d2)ur — (p + d2)s — Pruys

(3.5)
U = [ﬁg —p—Uu— 51]“1 + (51 - ﬁg)uls — 53“%

3.3 La stabilité locale de 1’équilibre sans drogue

L’équilibre sans drogue (Drug Free Equilibrium (DFE)) a pour composantes :

la matrices jacobienne de (3.5)
—Brur — (p + 02) (n+01) — (1 +d2) — Prs

(B1 — B3)us (Bs —=p—p—01) + (81— B3) — 285w

J(s,u1) =

La matrice jacobienne au point d’équilibre sans drogue est :

—(n+02) (61 —02) = B
J(1,0) =
0 fr—p—p—01
Les valeurs propres :
A =—(u+9) <0

)\2:ﬁ1—(p+u+51)<088iﬁ1 <p+,u+51<:>R0<1

Conclusion :
Le point d’équilibre sans drogue est localement stable si Ry < 1 est instable si Ry > 1.
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CHAPITRE 3. MODELE EPIDEMIOLOGIQUE D’OPIACE AMELIORE

3.4 Equilibre Endémique :
Soit les équations suivantes :

(/L -+ 52) + ((51 - (52)714 - (,u + (52)8 - ﬁluls =0 (36)
(Bs—p—p—30)u+ (b1 — P3)urs — Bsu% =0 (3.7)

on prend 0 < 1 < B3

(3.7) <= (81 — B3)urs = Bsui — (B3 —p — pp — 01)uy
3 PBs—p—p—0o

T R AT T B fs
. B . Ba—p—p—20
Ry iy ) (38)

On remplace (3.8) dans (3.6)
—Ps +B3—p—u—51]_ﬁlul[ —Ps +ﬁ3—p—u—51]

83'6)@} pkOt (=t =t da)l g g k=5 =g, Goa" s
B3 _ Bs(p + 62) B Bs—p—p—0
D R R
Bs—p—p—01,
[M + (52 — (,u + (52) B3 — 61 ] =0 (39)

On multiplie (3.9) par (85 — 1)

(3.9)<= Bifsui + [(61 — 02)(Bs — 1) + Ba(p + d2) — r(Bs — p — i — 01)]us + (p + d2)(Bs —
Br) = (u+02)(Bs—p—p—01)=0

> B1Bsuf 4 [B1(d2 +p + p— B3) + Ba(p + 1) ]ur — (n+ 62)[B1 — (p+ p+61)] =0

= —B1Bsul — [Bi(da+p+p—B3) + Bs(pp+ 6)]ur + (p+ &) [fi— (p+p+6)] =0 (3.10)

On calcule A

A = b% — dac
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3.4. EQUILIBRE ENDEMIQUE :

a= —0153
avec ¢ b= —[1(d2 +p+pn— Bs)+ Bs(p + 61)]

c=(p+6)[1 — (p+p+01)]

A =[B1(62+p+ p— Bs) + Bs(p+ 61)]* + 4B1 B3 (1 + 02)[B1 — (p+ 1 + 61))]

A>0ssify>p+pu+o <<= Ry>1
L _—b=VA _b+VA
! _2B153 2&153
A>0orA>D = VA > |

> (0 car

le signe de b dépend de f33

e —bHVA b= VA
b _26153 B 2/8153

Counclusion :

< 0 car VA > [b|

I'unique solution de (3.10) est u} avec la condition Ry > 1
donc Iéquilibre endémique est (s*, uj).

3.4.1 Systéme perturbé

Perturbation du systéme (3.5) au voisinage de I’équilibre(s*, u}).

On pose : S =5 —s*U; =u; —uj

S = (4 d2) 4+ (61 — 62)(Ur + uf) — (pu+ 02)(S + s*) — B1(Ur + uj)(S + s%)

S = (p+02) + (01 — 62)Us + (61 — d2)ui — (1 + 62)S — (p+ d2)s7 — BiU1(S + s*) — Srui(S + s7)

= [=S1uf — (u+02)]S + [(61 — 02) — P15*|Uy — B1ULS + [(+ 02) + (01 — d2)uf — (1 + d2)s* — Srufs™]

mais [(p + d2) + (01 — do)uj — (4 02)s* — frujs*] =0
alors

S = —[Brui + (p + 62)]S + [(61 — 02) — Bus*|U — BLULS

33



CHAPITRE 3. MODELE EPIDEMIOLOGIQUE D’OPIACE AMELIORE

d’aprés (3.6)= [(6; — d2) — 1™ |US = (u+ 09)(s* — 1)

(1 +02)(s" — 1)

*

Uyp

< [(61 — 02) — Bis*] =

alors :

(b +02)(s" — 1)

U, = (Bs—p—p—01)(Ur +ui) + (Br — B3)(Ur +ui) (S + s*) — B3(Ur + ui)?

S = —[Bu} + (u+62)]S + Uy — /1ULS

=[(Bs—p—p—201)+ (61 — B3)s* — 265ui]Us + (b1 — Bs)uiS + (B1 — B3)UiS — BsUL + [(Bs —

p—p—6)u; + (B — B3)s*ui — Bzui?]

or [(B3 —p —p— d)ui + (b1 — B3)s*uj — Baui®] = 0
— [(Bs —p— p—01) + (b1 — B3)s™ — Psui] =0

donc

Uy = —BsuiUs + (61 — Bs)uiS + (B — Bs)UrS — BsU}
le systéme perturbé est donné par :

(h+02)(s" — 1)

*

S = —[Brui + (u+ 62)]S + ”
1

U — 5iULS

U = —B3uiUs + (B1 — Ba)uiS + (B — Bs)UiS — B3U?

1*¢cas
On pose
+ 89)(1 — s*
H:('u 2>£ );K1=(53—51)UT;53>ﬁ1

Uy

on remplace dans le systéme (3.11)est on trouve le systéme suivent :
{ S = —[,Blu’{ + (M + (52)]5 — HU, — ﬁlUlS

Ur = —ByuilUs — K1S + (B1 — B3)UnS — U7

34
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3.4. EQUILIBRE ENDEMIQUE :

Linéarisation du systéme (3.12) au voisinage du point (0,0)

soit :
f(S,Uh) = =[Bruj + (p+ 62)|S — HUy — B1ULS

9(S,U1) = =Bsuilh — K18 + (81 — B5)U1S — B3UF
§'=(5—=0)fs(0,0) + (U — 0) f,(0,0)
S = Sfs(0,0) + U f, (0,0)
Uy = Sgs(0,0) + Urgu, (0, 0)
la matrice jacobienne du systéme (3.12) :
—[Brut + (1 + d2)] = LUy —H — (1S

J(S,Uy) =
—Ki + (1 — B3)Us —fui + (61 — B3)S — 283U,

La matrice jacobienne au point (0,0) :
B+ (0]

7(0,0) =
—-K; —Bauj

donc le systéme linéarisé est :

S = —[ﬂﬂq + (,u + (52)}5 — HUl
(3.13)

Uy =—-K5— BSUTUl

Les valeurs propres de la matrice jacobienne au point (0,0)

on pose : S = ¢e7t5;U; = ey

En remplagant dans le systéme (3.13) on trouve le systéme suivant :
oe?'s = —[Biui + (1 + 09)]e”t s — He b iy
ae"t’&l = —Kle"t§ — ﬂgu’{e(’tﬁl
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CHAPITRE 3. MODELE EPIDEMIOLOGIQUE D’OPIACE AMELIORE

s = —[ﬁlu’{ + (M + 52)]§ — Hﬂl
<

0"&1 = —K1§ — Bguiﬁl

o+ [Bruf + (1 + 92)] H § 0
— =
K1 o+ 53U>{ ﬁl 0

o+ [Biuf + (p + 62)] H

—_— :O

K, o+ Bsui

< (o4 [Biuf + (u+ 02)]) (0 + Bsuj) — K1H =0
< o + [Baul + frui + o+ do)o — K1 H + Bsui[Biuf + p+ o] =0
A = [Byui + Bruf + p+ 0o — A(Bsui[Pru] + p+ 6o — Ko H)
on pose :
F = Baui[fiul + p+ o] — KiH
F = Baui[Biuf + p+ o] — (B3 — Bi)(p + 62)(1 — s7)
= Baui[Biut 4+ p+ o] + Bk + 62)(1 — s*) — Bs(p + d2)(1 — s7)
= BiBsui® + [Bsui + Bi(1l — s%) — B3(1 — )] (1 + 02)
= B18su3® + [Baui + (B3 — f1)s™ + B — Bs] (1 + 02)
on a
(3.6) <= (B3 — B1)s™ + Bauj = B3 —p — pu— &y (3.14)
on remplace (3.14) dans F
F = Bifsui® + [B1 — p — p — 01} (1 + 62)
F>0ssifi >p+pu+d < Ry>1
on revient & I'équation A

A = [Bsu} + Brul + o+ 6)? — AF avec F>0si Ry > 1
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3.4. EQUILIBRE ENDEMIQUE :

— A > 0ssi [Bzuf + fruf + p+ 69> > 4F

[(B1 =+ Bs)uj + p+ 6 [[Bsuf + Pruf + p + 65)% — 4F]'/?
2

—> 20 = —[(B1 + Ba)ui + p + 6] [[Bsu} + Bruf + p + o] — 4F)1/2

donc 01,09 < 0 car
(81 4 B3)ut + p+ 02)? > ((B1 + Bs)uf + o+ d9)* — 4F avec F>0

— ((B1+ Ba)ui + i+ 02) > [((B1 + Bs)ui + p+ 62)> — AF]'/?

conclusion :
dans le cas 3 > 1 et Ry > 1
01,09 < 0 donc I’équilibre endémique est stable

2(37”(5(:(1/(5, :
On pose [, > (3 avec Ry > 1

(3.6)<= (01 — d)u; — frufs™ = (u+ d9)(s* — 1)

pt0)(s" —1)
Uy

= (61 — 02) — fus* = (

La matrice jacobienne :

(ﬁlUT —(p+3d2) (61 —02) — 518*)
J(s*,u}) =
(51 - 53)7«0? —53?ff

(b +05)(s" — 1)

*

=Bt — (p+ 02)

— J(s*,u}) = 1
(Br — B3)uj —Psui
Les valeurs propres :
+09)(s* — 1
A B+ (u+ o) D)
ul =
—(B1 = B3)ui A+ Bau]

= (A + Byt + (p+02)) (A + Bzui) — (81 — B3) (1 + d2)(s* = 1) =0
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= N+ (B3 + Br)uj + o+ 62) X + B18sui” 4 (81 — Bs) (+ 62) (1 — s*) = 0 (3.15)

Puisque tous les coefficients de (3.15) sont positifs, d’aprés la régle de changement de signe de
Descartes il n’ya pas de changement de signe alors il n’existe pas des solutions positives.

donc A1, Ao sont réelles négatives ou complexes avec la parties réelles négatives.

on conclut que 'équilibre endémique est L.A.S.

Conclusion :
Le point d’équilibre endémique est localement asymptotiquement stable dans les deux cas 5, > (3

et B3 > .

3.5 La Stabilité Non Linéaire

3.5.1 La Stabilité Non Linéaire avec (53 > 3

s = —(Bluf +u+ 52)8 — Hu1 — Bluls
(3.16)
Uy = —kys — Bsuiug + (B — B3)urs — Baud

on multiplie (3.16), par (H/K;) telle que :

(1 +02)(1 — 57)

H = o ; K = (B3 — Bi)ui

ul% =—Hs— ,63%%{“1 + (61 — 53)%“15 — 53[%“%
=—Hs— ﬁ;;Flu’{ul Hz—%s 53%%

= s+ 5) &%ul(u’{ + 1)
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3.6. LA STABILITE GLOBALE

3.5.2 La Stabilité Non Linéaire avec (5 > 33

; (3.17)

—(Buuf + i+ Gy)s + LNy — By
U = (B — Ba)uis — Bsujug + (61 — B3)urs — Baud

On pose :
+9)(1 — s*
H:('u 23& );K:Wl—ﬂ?,wf;ﬁs#ﬁl
1
s = —(611[{ + u+ 52)8 — Hu1 — 51@618
. 1
— { i = Ks — Baujur + (b1 — B3)urs — Baui (318)
Vi — Ks* + Hu?
2
V1(1,0) =0

Vi =90 4+ 8V = K5+ Huyin
= Ks[—(Biu} + p+ 02)s — Huy — Biuys) + Huy[Ks — Bauluy + (81 — Bs)urs — PBsul]
= —K(B1u} + p+ d9)s* — KHsuy — KByuys* + HK suy — SsHuju? + H(By — B3)sui — HBzu?
= —K(fruj + pu+ 62)s*> — Kpruis® — BsHujui + H(B1 — B3)sui — HPauy
(1 +d2)(1 — 57)

+69)(1 — s*
CRLICt Dl T - (B1—
Uy Uq

= — K (B1—Ps)ui(Bru;+pt+02)s* —uiurs* (61— F3)—Ps

33)su?

3.6 La stabilité Globale

3.6.1 Application de la théorie de Poincaré Bendixson

Soit : T ={(s,u1): s 2 0;u; 2 0;s+u; <1}
On admettra que T est positivement invariant

Le Critére De Dulac :
1

Soit : B(s,u1) = —
U

{ §= (4 62) + (61 — d2)uy — (u+ d2)s — frurs = f(s,u1)
(3.19)

U = [f3 —p—p—o1jur + (B1 — B3)urs — ﬁsU% = g(s,u1)
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(nt0) (61— 8) — (u+82) - — Bys
Uq U

Bg(s,u1) = (B3 —p—p—61) + (B1 — B3)s — Baus
OBf(s,u1) _ (n+0)

Bf(s,u1) =

0s B Uy —
0Bg(s,uy) _ 3,

Uy
div(Bf, Bg) = - 5 5 g

1

d’aprés le critére de Dulac il n’ya pas de cycle limite dans T, et a partir de Théoréme de Poin-
caré Bendixson la solution va tend vers un point d’équilibre, si Ry > 1 le point d’équilibre (1,0)
instable, donc les trajectoires vont converger vers le point d’équilibre (s*,u}), alors pour Ry > 1 le
point d’équilibre (s*,u}) est G.A.S. Si Ry < 1 le point d’équilibre (s*,u}) instable alors les trajec-
toires vont converger vers le point d’équilibre (1,0), donc le point d’équilibre (1,0)est Globalement
asymptotiquement stable (G.A.S )si Ry < 1.
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3.7. SIMULATION NUMERIQUE

3.7 Simulation Numérique

1 T T T T T
S
oo e ut

0.8 B

0.7 B

061 -

05t -

0.4 4

03- -

02r -

01| B

0 200 400 600 800 1000 1200

FIGURE 3.1 — simulation numérique pourRy < 1 avec ces parameétres
pw=0.1;N=1;63 =0.02;0, = 0.01;p = 0.1;6; = 0.01; 5, = 0.1;
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FIGURE 3.2 — simulation numérique pourRy < 1 avec ces parameétres
w=0.01; N =1;83 =0.02; 6o = 0.01;p=0.1;0; = 0.1; 5 = 1.19;
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons effectué des calculs de stabilité (locale et / ou globale), des points
d’équilibre pour deux modéles épidémiologique dans une population ouverte. Dans le premier cha-
pitre, 'existence d’un point d’équilibre sans drogue est L.A.S si Ry < 1. A partir de la bifurcation
backward, on a l'existence de I'équilibre endémique, autrement dit, d’aprés la régle de signe de
Descartes si Ry > u%; soit il existe une solution unique, soit il n’existe pas, et si Ry < ,u%, deux
cas s'imposent. Le premier cas est si 81 83A — (B3(pu+91)uN + N(pu+02)(p+p+61)51) <0,iln’y a
pas de point d’équilibre. Le deuxiéme cas , par contre, c’est ’existence de deux points d’équilibres
endémiques. Cette équilibre endémique est L.A.S. Le chapitre qui suit étudie le méme modéle du
premier chapitre dont la population est constante, sauf que Ry < 1, ce qui méne a déduire que
Iexistence de I’équilibre sans drogues est leur stabilité locale et globale. Si Ry > 1, 'existence d’un
seul point d’équilibre endémique est cette stabilité locale et globale. Les travaux développés ici on
été récemment généralisés dans le cadre d’un modéle structuré en age dans [1].
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BIBLIOGRAPHIE

Résumé Nous traitons dans ce mémoire deux modeéles épidémiologiques représentés pas des
systémes d’équations différentielles ordinaires, I’analyse de 'existence des états d’équilibre et leurs
stabilité (locale ou globale) ainsi qu'une étude de la bifurcation backward y sont présentées. Une
attention particuliére est donnée a la sensibilité du parameétre Ry. Une large partie de ce mémoire
est consacrée a la simulation numérique pour illustrer les résultats obtenus.

Abstract We treat in this memory two epidemiological models in the case of the ordinary diffe-
rential equation, and the existence of equilibrium states and their stability (local or global), the
backward bifurcation, the sensitivity of the parameter Ry, and we also provide some numerical
simulations to illustrate the obtained result.
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