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Résumeé

On s’intéresse dans ce mémoire par ’analyse mathématique et la simulation de modeéles de transmission de
la boulimie et I'anorexie dans une population féminine en particulier a 1’age d’adolescence d"un point de vue
épidémiologique. Le premier modéle & étudier met 1’accent sur le développement de la boulimie et ’anorexie
sous l'influence négatif des médias et positif de I'éducation. Nous obtenons une analyse complete de la stabi-
lité de ce modele a l'aide des techniques de Lyapunov et des simulations numériques. Tandis que le second
modele( a two-stage epidemic model) élimine la classe des anorexiques afin de se concentrer seulement sur la
boulimie en distinguons entre les deux stages de ce trouble alimentaire. Une analyse mathématique démontre
I'impossibilité d’avoir un équilibre endémique multiple pour ce modéle tandis que 1’analyse numérique nous
propose certain stratégie pour éliminer la boulimie au bout d’un certain temps.



Introduction générale

La formulation d'un phénomeéne biologique en langage mathématique a suscité la curiosité de beaucoup de
mathématiciens. Les premieres travaux en épidémiologie moderne sont due a P.D Enk’o entre 1873 et 1894.
Cependant, on peut dire que le médecins de santé publique Sir Ronald Ross est le fondateur de I'épidémio-
logie mathématique fondée sur les modeéles compartimentaux. En 1911, Ross donna le premier modele de la
transmission du paludisme :

{ x = mabjy(1 —x) —yx

Y =abay(l —y) —ny

ou x représente la proportion des humains infectieux et y est la proportion des moustiques infectieux.
L'étude mathématique de ce modele a été faite en 1923 par Lotka. Plus tard, Lotka et Volterra proposaient le
modele proie-prédateur qui s’écrit :

y=cxy—dy
ot x représente la densité des proies et y la densité des prédateurs.
En 1927, W. O. Kermack et A. G. McKendrick ont créé un modele dans lequel ils ont considéré une population
fixe avec seulement trois compartiments : susceptible, S(t) ; infectées, I(t) et guéris (remis), R(t).

{ x = ax — bxy

. I
S——{SISN
I.: BSﬁ—yI
R=vI

ot N =S+ I+ Restla population totale et S(0) = Sp, I(0) = 1o > 0, R(0) =0.

Apres la mise d’'un modele mathématique épidemilogiquement bien posé, 1’étape suivante c’est d’étudier la
stabilité des points d’équilibres sachant que pour un modeéle de transmission d’une maladie infectieuse il
existe ( peut étre) un équilibre sans maladie (D.F.E) et un ou plusieurs équilibres endémiques. Pour analyser
la stabilité des équilibres on dispose d'un outil comme R( «le nombre de reproduction de base », qui peut
s’interpréter comme le nombre moyen de nouveaux cas d’infection engendrés par un individu infectée au
court de sa période d’infectiosité dans une population entierement constituée de susceptibles. Ce seuil est un
parametre de bifurcation pour les systémes épidémiques. Si Ry < 1, 'équilibre sans maladie est localement
asymptotiquement stable et instable si Ry > 1. Rendu a ce niveau, une question que 1’on pourrait se poser est :
Si le Ry décrit le comportement asymptotique des systemes de transmission des maladies infectieuse, est ce
qu’on peut généraliser cette théorie dans le cas de la propagation des troubles alimentaires comme ’anorexie
et la boulimie ? Répondre a cette question fera 1’objet de ce mémoire que nous l’organisons comme suit :

dans la premiere partie, nous décrivons la biologie des deux troubles alimentaires : I’anorexie et la boulimie.
Cette présentation aide a formaliser un modéle mathématique décrivant leur transmission dans une popula-
tion féminine fermée.

dans la deuxieme partie, nous définissons le nombre de reproduction de base R et nous donnons aussi quelques
notions mathématiques de base comme La fonction de Lyapunov, les matrices de Metzler,. ..

la troisieme partie de ce mémoire procédera a 1’analyse asymptotique des équilibres sans maladie et endémique
d'un modele SABR proposé en 2014 par Carla Ciarcia, Paolo Falsaperla, Andrea Giacobe et Giuseppe Mulone ot
nous modélisons le contact par la loi d’action de masse. La stabilité globale des équilibres est étudiée.



dans la derniére partie, nous modifions le modele précédent en introduisant une phase de traitement et en en-
levant la classe des anorexique pour déterminer la stratégie de contrdél convenable qui minimise la densité
d’individus boulimique dans le stade avancé de la boulimie nerveuse. La transmission de la boulimie pour ce
modele est collective plutot qu’individuelle. Nous illustrons I'étude mathématique par des simulations numé-
rique.



Premiere partie

Biologie de ’anorexie et la boulimie



Chapitre

Présentation de la maladie d’anorexie et la
boulimie

. Introduction sur ’anorexie :

D’abord il ne faut pas confondre I'anorexie avec I’anorexie mentale, en effet :

- L’anorexie signifie une perte d’appétit dont les causes peuvent étre médicales : différentes maladies orga-
niques telles que des cancers, un grand nombre d’infections bactériennes ou virales, des troubles du
métabolisme ou bien psychologiques : dépression, anxiété, choc émotionnel.

FIGURE 1.1 - I'anorexique entre la vérité et l'illusion.

- Cependant, I’anorexie nerveuse (mentale) est un trouble alimentaire potentiellement mortel ! d’origine psy-
chiatrique (mode de réponse a des conflits psychiques) caractérise par le refus de maintenir un poids
corporel normal en diminuant de I’alimentation car un anorexique croit toujours qu’il apparait claire-
ment plus lourds qu’il ne l'est.

bref historique sur ’anorexie :

I'anorexie mentale a été décrite pour la premiere fois par le médecin britannique Richard Morton en 1689
lorsqu’ il a rapporté deux cas d’adolescentes, une femme et un homme, qu’il décrivait comme des cas de
« consommation nerveuse »[31]. En 1874, les deux médecins William Withey Gull de Grande-Bretagne et
Charles Lasegue de France décrivaient I’anorexie mentale comme une « maladie nerveuse »caractérisée par
I'insomnie mais chacun d’entre eux insistait sur les divers aspects de la maladie. Gull était le premier qui a
utilisé le terme anorexie mentale et qui signifie littéralement « perte d’appétit nerveuse », pour décrire cette
maladie et ce terme a plus tard gagné une large acceptation[34].

I'anorexie était largement reconnue comme un trouble psychologique en 1973, lorsque Hilde Bruch a publié
son texte classique intitulé « Troubles de I'alimentation : obésité, anorexie mentale et personnalité intérieure ».
Mais, elle n’a pas été définie officiellement comme un trouble psychiatrique jusqu’en 1980 quand son incidence
a augmenté considérablement.[32]

1. I'anorexie mentale a le taux de mortalité le plus élevé de tous les troubles psychiatriques. Les risques de déces a la suite de compli-
cations de l’anorexie sont estimés a 6%-15%, avec la moitié de la mort par suicide.[13]



Aujourd’hui, ce trouble alimentaire est classé dans le secteur de la destruction et donc elle doit étre reconnue a
temps et doit étre traitée aussi tot que possible : Avant de vous faire mourir de faim, mieux vaut penser aux
conséquences!

D’ou vient la maladie?

L’anorexie nerveuse, ce trouble complexe du comportement alimentaire qui touche surtout les femmes a 'age
de I'adolescence est le résultat d"'une combinaisons de plusieurs facteurs : génétique, psychologique et envi-
ronnementaux. Parmi eux on cite :

1. Facteurs psychologique et environnementaux :
- Faible d’estime de soi et les expériences traumatisantes vécues par I'individus dans le passé.

- La pression des pairs aident a alimenter le désir d’étre mince, en particulier chez les jeunes filles en
comparant leurs image corporelle (Body image) par I'image d’autrui[1] [39].

Voir 'anorexie comme un choix de mode de vie, et non comme une maladie clinique, chose qui est
largement alimentée par des sites web : étant mince est un indice de beauté.[19][10][4]

Le désir de ressembler aux célébrités des médias car ces derniers renforcent constamment les personnes
minces comme des stéréotypes idéaux.

Les régimes extrémes et la famine modifient le fonctionnement du cerveau et du métabolisme et
stressent le corps ce qui favorise le développement de 1’anorexie.

- l'irrégularité des fonctions hormonales pendant la puberté.

- Certains métiers et carrieres favorisent la perte de poids et d’amincissement, comme dans le cas des
ballerines ballet, des athlétes féminines ou des mannequins.

2. Facteurs génétiques :
L’anorexie mentale est hautement héritable.[2] Les études sur les jumeaux ont montré un taux d’hérita-
bilité compris entre 28 et 58%.[36] Les modifications épigénétiques, telles que la méthylation de I’ADN,
peuvent conduire au développement de I'anorexie mentale.[28] Cependant, les facteurs génétiques ne
définissent pas a 100% la causalité de ce trouble alimentaire. Le lien entre la génétique et les troubles de
I'alimentation est complexe et nécessite des études et des progres supplémentaires.

Signes d’avertissement d’anorexie :

Pour qu'une personne soit diagnostiquée comme malade d’anorexie nerveuse, elle doit répondre aux
exigences suivantes :

- Peu importe le poids perdu, la personne anorexique continue de craindre une prise de poids.

- Perdre du poids rapidement ou étre émacié.

- Utilisation de laxatifs et / ou de diurétiques ou les pilules de perte de poids.

- Vomir pour se débarrasser de la nourriture manggée.

- isolement des pairs et de la famille.

- Plaintes de se sentir ballonné ou nauséeux en mangeant des quantités normales ou petites de nourri-
ture.

Signes physiques et symptomes d’anorexie :
Un individu souffrant d’anorexie mentale peut révéler un ou plusieurs signes et symptomes tels que :

Chute de cheveux.

Rythme cardiaque lent.

Faible température du corps(sensation de froid, particulierement dans les extrémités).

Peau seche et jaunie.

Etourdissement, fatigue et Douleur abdominale..

Gonflement des articulations.
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complications médicales d’anorexie :

Bien que l’anorexie est une maladie psychologique, mais elle se comporte davantage comme une maladie
physique, a savoir le cancer, en effet : Une cellule cancéreuse peut commencer sa vie dans la poitrine, le cerveau
ou l’os mais avec suffisamment de temps, il envahit tout le corps avec un but singulier de détruire tous les
tissus sains qu’il rencontre. De méme, I'anorexie peut commencer par un régime simple et la perte de poids
associée mais, avec le temps elle détruit 1’esprit de la malade, ses relations, son avenir et, finalement, sa vie
car malheureusement, elle ne cesse a ravager son corps. En général, les complications médicales de 1’anorexie
mentale résultent de la perte de poids et de la malnutrition. La famine induit un catabolisme des protéines et
des graisses qui entraine une perte du volume et de la fonction cellulaires, entrainant des effets indésirables
sur le cceur, le cerveau, le foie, les intestins, les reins et les muscles :[26]

* Problemes Cardiovasculaire :
- Bradycardie et hypotension.
- Mort subite - arythmie.
* Problemes endocriniens et métaboliques :
- Aménorrhée et infertilité.
- Ostéoporose et hypoglycémie
- Anomalies thyroidiennes.
- Diabete neurogene insipide.
- Croissance arrétée.
* Problemes Gastro-intestinal :
- Constipation.
- Pancréatite et hépatite .
- Dysphagie.
- Des ballonnements ou des nausées.
* Problemes neurologique :

- Atrophie cérébrale : Le cerveau se rétrécit en raison du manque de nutrition avec un abaissement
proportionnel du QI(quotient intellectuel).

* Problemes pulmonaires :
- Pneumonie.
- Arrét respiratoire.
- Emphyséme.

En plus de I'ensemble des complications physiques, les personnes qui souffrent d’anorexie ont aussi souvent
d’autres troubles de santé mentale, comme :

Dépression, anxiété, confusion et tristesse.

Le risque de déces par suicide.

Une malade souffrant d’anorexie devient plus obsédée par la nourriture et le poids, elle perd souvent de
I'intérét pour la vie et les activités normales, et souvent s’isole.

Mentir aux autres.

traitement de la maladie :

Lorsqu’une femme est atteinte d"un cancer, elle demande immédiatement un traitement, sachant que plus tot
I'intervention médicale est importante, plus la possibilité d"un rétablissement complet est grande. L’anorexie
ne devrait pas étre différente, afin d’éviter le risque d’invalidité ou de déces. Malheureusement, une étude épi-
démiologique finlandaise [17] a rapporté qu’environ 50% des personnes souffrant d’anorexie mentale dans la
communauté n’ont pas acces au traitement, car la plupart des personnes atteintes de ce trouble nient avoir un
probleme ou sont si terrifiées a I'idée de devenir obéses qu’elles peuvent s’opposer aux efforts pour les aider
a prendre un poids normal, et ceux qui s’engagent dans le traitement montrent généralement des degrés va-
riables d’ambivalence face au changement. Un traitement efficace des troubles de 'alimentation de 1’anorexie
implique trois composantes nécessaires :
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1.2

Traitement psychologique (Psychothérapie) :
Parler avec un psychologue ou un professionnel de la santé mentale aide a faire face aux raisons émo-
tionnelles derriere I’anorexie et de développer la capacité d’exprimer et de gérer les émotions.

Traitement médical :
Si la malnutrition a commencé a détruire le corps alors le traitement médical sera une priorité absolue.
Le médecin traitera les conditions médicales qui ont été provoquées par 1’anorexie.

Traitement nutritionnel :
Un diététiste professionnelle va aider le malade a prendre soin de son poids de fagon saine. Il apprend
des habitudes alimentaires saines, la mise en ceuvre et la supervision d’un plan de repas sur mesure et
une bonne compréhension de la nutrition.

Thérapie :
Un séjour a I'hopital est nécessaire pour ceux qui souffrent d’insuffisance pondérale grave ou qui ont de
graves problémes médicaux.

Présentation de la maladie de boulimie

Introduction sur la boulimie nerveuse :

La boulimie nerveuse est un type spécifique, invariablement chronique de trouble de I’alimentation qui com-
mence habituellement a la fin de I’adolescence.[1]

Elle correspond a une consommation massive de nourriture sur un temps tres court avec une perte de controle
des prises (appelé binging) suivie d’une tentative pour éviter de prévenir le gain de poids (appelée purge)
en vomissant, en prenant des laxatifs ou / et diurétiques, en jetinant ou en faisant des exercices physiques
beaucoup plus que la normale.

bref historique sur la boulimie :

Au tournant du 20°™¢ siecle, la boulimie était décrite comme un symptdme clinique. Une explication de 1'aug-
mentation des cas de symptdmes boulimiques peut étre due aux nouveaux idéaux de minceur du ce siecle[6].
En 1979, Gerald Russell a publié pour la premiére fois une description de la boulimie nerveuse, dans laquelle il
a mentionné la gravité de ce trouble qui peut étre accompagnée de dépression et de suicide et aussi les options
de traitement en faisant une étude sur des malades avec une peur morbide de devenir gros, qui exagéraient
et purgeaient par la suite. En 1980, la boulimie est apparue pour la premiere fois dans le DSM-III( Diagnostic
and Statistical Manual of Mental Disorders).[33]

Au début des années 1980, I'incidence du trouble est passée a environ 40 personnes sur 100 000. Cependant, la
prévalence de l’anorexie était encore beaucoup plus moins, qui était a I'époque d’environ 14 personnes pour
100 000[8].

En 1991, Kendler et al ont documenté que le risque de développer la boulimie est beaucoup plus que chez
ceux nés avant 1959.[16]

D’ou vient la boulimie :

la boulimie était estimée a 3,6 millions de personnes en 2015. Elle est environ neuf fois plus susceptible de se
produire chez les femmes que chez les hommes. Chez les femmes, les taux sont les plus élevés chez les jeunes
adultes[35]. La cause exacte de la boulimie est inconnue, cependant de multiples facteurs aident a développer
ce trouble alimentaire, y compris des influences biologiques, environnementales, psychologiques et culturelles.
Certaines des principales causes de la boulimie comprennent :

e facteurs biologiques :
Comme avec I’anorexie mentale, il existe des preuves de prédispositions génétiques conduisant a I’appa-
rition de ce trouble psychiatrique, par exemple une étude effectué en 2003 sur 308 familles multiplex avec
des troubles de I’alimentation (BN) fournit des preuves de la présence d"un locus de susceptibilité pour
la boulimie mentale sur le chromosome 10p[7]. En plus, il existe des preuves qu’il existe une association
entre les polymorphismes de I'ER3(récepteur d’oestrogeéne [3) et de la boulimie, suggérant qu’il existe
une corrélation entre les hormones sexuelles et la boulimie nerveuse[12].

e facteurs social :[27]
La valeur excessive donnée aux corps féminins minces semble étre liée a une augmentation de la fré-
quence des troubles de I'alimentation tels que I'anorexie et la boulimie nerveuse. Une telle pression
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culturelle, les médias encouragent les femmes en particulier a faire des sacrifices pour atteindre un corps
idéalisé. La boulimie se manifeste chez les adolescents comme un comportement compulsif fortement
associé aux troubles de la personnalité, a I’anxiété, au trouble obsessionnel-compulsif, a la dépression et
a l'utilisation de substances telles que l’alcool ou d’autres stimulants.

Signes d’avertissement de la boulimie :

Pour qu'une personne soit diagnostiquée comme malade de la boulimie nerveuse, elle doit répondre aux exi-
gences suivantes :

- Pesage fréquent.

- Cacher, collecter des aliments et manger secret.

- Exercice excessif, particulierement juste avant ou aprés avoir mangé.

- Glandes enflées sous la machoire.

- Preuve de vomissements ou de diarrhée induite par des laxatifs.

- Utilisation de laxatifs, de diurétiques et / ou de pilules amaigrissantes.

- Douleur abdominale.

Signes physiques et symptome de la boulimie :

Les signes cliniques de la boulimie sont variés et peuvent étre séveéres, ces signes comprennent :
- ballonnements et / ou crampes et brtilures d’estomac.

Problémes dentaires.

- Irritation persistante de la gorge et enrouement chronique.

Irrégularités menstruelles.

Callus ou formation de cicatrice sur les jointures.
- Les vaisseaux sanguins brisés dans les yeux.
- Faiblesse et / ou vertiges.

Dans une étude portant sur 275 femmes atteintes de boulimie, les symptdmes les plus fréquents étaient la fai-
blesse (83,6%), le gonflement (75,2%), les joues gonflées (50,1%), les problemes dentaires (36,5%) et les callosités
(27,4%).120]

complications médicales de la boulimie :

Cette partie est tirée principalement du [29] et [30].

Comme pour l’anorexie mentale, il existe de nombreuses complications médicales associées a la boulimie. Ces
complications sont le résultat direct du mode et de la fréquence des comportements de purge qui existe en trois
principaux modes : le vomissement auto-induit, 'abus de laxatifs et la mauvaise utilisation des diurétiques.
Les complications spécifiques de la boulimie comprennent :

* Problemes gastro-intestinal :

- Oesophagite.

- Dyspepsie.

- La maladie de reflux gastro-oesophagien.

- Rupture oesophagienne.

- Saignement gastro-intestinal.
* Problemes Cardiovasculaire :

- Hypotension.

- Syncope.

- Arythmies.

- Cardiomyopathie.

* Problémes endocrine :

13



- Regles irrégulieres.
- Diabete.

* Problemes oral et de la gorge :
95% des patients boulimiques induisent le vomissement pour minimiser I'anxiété qui résulte d'une ali-
mentation excessive (hyperphagie) [1],[3]. A la suite de vomissements, la bouche peut présenter des
résultats tels que la xérostomie, l'irritation de la muqueuse buccale, la sensibilité dentaire aux change-
ments de température qui conduit a I’érosion des dents et les caries radiculaires[37][19]. Les flegmes et
la toux chronique qui résultent de l'irritation du larynx induite par Les vomissements et le reflux gastro-
cesophagien peuvent entrainer une laryngite et des troubles de la voix[22][21].

Traitement de la boulimie :

La boulimie peut affecter jusqu’a 1% des jeunes femmes et, aprés 10 ans de diagnostic, la moitié se rétablira
completement, un tiers se rétablira partiellement et 10 a 20% auront toujours des symptomes[11]. Un traitement
complet contre la boulimie mentale comprend :[35]

- La psychothérapie : Pour aider au traitement de la boulimie, il est recommandé d’introduire certain formes
de psychothérapie. la thérapie peut étre introduite sous forme de thérapie cognitivo-comportementale
(CBT), thérapie familiale ou de groupe.

o La thérapie cognitivo-comportementale : Le CBT aide les personnes souffrant de boulimie a abor-
der les idées négatives entourant la nourriture, I'image corporelle et 1’estime de soi, introduire des
manieres positives et constructives et de mettre en ceuvre de nouvelles habitudes alimentaires.

o La thérapie familial : S’attaquer aux problemes familiaux en présence d’un professionnel peut aider le
boulimique a exprimer des sentiments, des pensées et des attitudes qui, autrement, auraient conti-
nué a étre cachés ou déprimés par le trouble de 1’alimentation.

o La thérapie du groupe : Les groupes peuvent constituer une source de soutien et de réconfort pour
ceux qui peuvent se sentir seuls face a leurs problémes et aux épreuves de la boulimie.

- Traitement médical : des médicaments peuvent étre prescrits pour aider a atténuer les symptomes associés a
la boulimie. Ces médicaments ont été rapportés pour aider dans la phase initiale de la récupération. Ce-
pendant, jusqu’a 80% des patients souffrent d’un certain degré de rechute apres 1’arrét de la médication.
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Deuxieme partie

Outils mathématiques et
épidémiologiques
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Chapitre

Rappels mathématiques :

Proposition 1 Soit x I'unique solution (x existe) du systeme :

dx
FIRREA LY ")
x(0) =xo

avec: x = (X1, -y xXn) et X = (X7,-++, Xpn)
SiX(t, %) (xy - ,xj=05-,xn) = OVt >0 alors x; > 0Vj €{1,---,n}

Proposition 2
Sig:R™ — R™ une fonction de classe C* telle que g(x*) = 0 alors il existe une fonction A(x) de classe C¥~1 de R™
dans I'ensemble des matrices m x n qui vérifie : g(x) = A(x)(x — x*) pour tout x € R™.

Définition 1 (rayon spectral)
On appelle rayon spectral d"une matrice A, la valeur maximum du module des valeurs propres de A

A)= max |A
p(A) AGSP(A)\ |

Définition 2 (module de stabilité )
Soit A une matrice carrée, si on désigne par Sp(A) I'ensemble des valeurs propres de A.
On appelle module de stabilité d"une matrice A, la plus grande partie réelle des valeurs propres de A

«(A) = max R(A)
AESP(A)

Fonctions de Lyapunov :

Les fonctions de Lyapunov jouent un role important dans 1'étude de la stabilité des systemes dynamiques.
Considérons I'équation différentielle autonome :

x = X(x) (H)
Soit V: Q) C R™ — R une fonction continue.
Définition 3
- SiV(xo) = 0et V(x) > 0 dans un voisinage de xo pour tout x # xo dans ce voisinage alors V est dite définie positive.
- Si —V est définie positive alors la fonction V est dite définie négative.
- S5iV(xo) =0et V(x) > 0 dans un voisinage de xo alors Vest dite semi-positive.
Définition 4 [27]
Une fonction V : Q — R est une fonction de Lyapunov pour le systéme (H) si elle décroissante le long des trajectoires du
systeme. Si V est de classe C 1, cela revient a dire que sa dérivée V par rapport au systeme (H) est négative sur Q, c-a-d,
V(x) > 0 pour tout x € Q.
Théoreme 1 ( Théoréme de Lyapunov)
- Sila fonction V est définie positive et V semi définie négative sur Q alors I'équilibre xo du systeme (H) est stable.

- Sila fonction V est définie positive et V définie négative sur Q alors I'équilibre xo du systeme (H) est asymptotiquement
stable.
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Le principe d’invariance de LaSalle :

Théoreme 2 [14]

Soit Q) un sous ensemble de R™ ; supposons que ) est un ouvert positivement invariant pour le systeme (H) en xo. Soit
V: Q — R une fonction de classe C' pour le systeme (H) en x, telle que :

-V <OsurQ

— SoientE ={x € Q|V(x) =0}et Lle plus grand ensemble invariant par X et contenu dans E.

Alors, toute solution bornée issue dans Q tend vers I'ensemble L = {xo} lorsque le temps tend vers l'infini.

Le principe d’invariance de LaSalle permet de démontrer seulement I'attractivité d'un point d’équilibre. Lorsqu’on veut
établir la stabilité asymptotique du I'équilibre xo on utilise le corollaire suivant.

Corrolaire 1 (LaSalle)

Supposons QO C R™ est un ouvert connexe tel que xo € Q. Soit V : U — R une fonction définie positive et de classe
C telle que V < 0 sur U. Soit E = {x € U|V(x) = 0}; supposons que le plus grand ensemble positivement invariant
contenu dans E est réduit au point xo. Alors x¢ est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systeme (H).

Les matrices de Metzler :

Définition 5 Toute matrice carrée A = (aij) € Mn(R) dont tous les coefficients extra-diagonaux sont positifs c-a-d
aij > 0 pour tout les iet j avec i # j alors A est dite une matrice de Metzler.

Définition 6 Soit A une matrice de Metzler inversible. On appelle décomposition réguliére de A toute décomposition de
laforme A =F+V.
avec F > 0 et V est une matrice de Metzler stable.

Théoréme 3
Si A est une matrice de Metzler, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La matrice de Metzler A est stable.

2. La matrice A est inversible et — A~ > 0.
3. il existe un vecteur b > 0, tel que Ab < 0.
4. il existe un vecteur b > 0, tel que Ab < 0.
5

. Si c est un vecteur tel que ¢ > 0, alors I'équation Ax + c = 0 admet une solution x > 0.

Théoreme 4 (théoreme de Varga)

Soit A une matrice de Metzler inversible. Pour toute décomposition réguliére de A de la forme A = F + V, les deux
propriétés suivantes sont équivalentes.

— A est une matrice stable.

- p(=FVv" < 1.
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3.1.

372,

Chapitre

Le nombre de reproduction de base R :

Explication de R, :

Le Ry est une quantité sans dimension, qui représente en épidémiologie, le nombre attendu de cas se-
condaires produits par un individu infecté typique durant toute sa vie infectieuse dans une population
completement susceptible . *

Ce concept trouve son origine en démographie : Richard Bockh, le directeur du bureau des statistiques de
Berlin est Le premier avoir introduit ce concept en 1886, comme le nombre moyen de filles produit par une
femme au cours de sa vie. C’est Dublin et Lotka (1925) et Kuczynsky (1928) qui, également dans le contexte
démographique, formaliserent le calcul et introduisirent la notation Ry. Ils ont utilisé le terme « taux de repro-
duction net par génération ».

Considérons une population large. Si F(a) est la probabilité pour qu'un nouveau-né survit au moins jusqu’a
I'age a et b(a) le nombre moyen de descendants qu'un individu produira par unité de temps a 'dge a alors La
progéniture future attendue d’un nouveau-né est donnée par le moment zéro (d’otr I'indice '0’) de la fonction
de reproduction :

ol Fla) =e Jor@dx of () désigne le taux de mortalité a I’age «.

En épidémiologie, le concept de Ry a été utilisé pour la premiere fois dans une version rudimentaire par
Ronald Ross en 1911 a propos de son travail sur le paludisme. L’étape suivante, est la plus fondamentale dans
le développement de Ry en épidémiologie, c’est le fameux théoreme du seuil de Kermack et McKendrick en
1927, mais ni Ross ni Kermack et McKendrick n’ont joint un nom ou un symbole a leur concept de seuil. Cela
a d’abord été fait par Macdonald en 1957, encore une fois en rapport avec le paludisme, quil’a appelé : taux de
reproduction de base et I’a dénoté par zy. Dietz en 1975 et Anderson et May ont popularisé le nom « taux de
reproduction de base »et le symbole R, en épidémiologie. Enfin, il fallait attendre jusqu’a 1990, pour avoir une
définition mathématique précise pour ce seuil qui se donnaient par Diekmann et Heesterbeek et qui s’étend
aux systémes en dimension quelconque.

Calcul de R, : Méthode de « La prochaine génération »

Le calcul du nombre de reproduction de base R pour des modéles de maladies infectieuses dans des popula-
tions hétérogenes a été abordé pour la premieére fois en 1990 par O. Diekmann , J. A. P. Heesterbeek , et J. A. J.
Metz ot ils décrivaient mathématiquement le Ry comme la valeur propre dominante d'un opérateur linéaire
positif, appelé « The next-generation operator ».[24]

Leur technique de travail a été reprise en 2001 par P. van den Driessche et James Watmough pour les systémes
déterministes, autonomes en dimension finie :[25]

Dans cette approche on considére une population hétérogene divisée en n compartiments (classes) homogenes
notés par i, et soit z; la densité d'individus dans le compartiment i ott z; > 0.

1. la définition donnée ici est valable seulement pour des systéemes déterministes en dimension finie, mais qui reste vraie méme en
dimension infinie.

18



Les compartiments sont ordonnés de tel sorte que les P premiers sont constitués par des individus non-infectés
comme : Les susceptibles, les vaccinés, ...Plus précisément les individus qui ne portent pas du germe (virus,
parasite,...) et donc ils ne peuvent plus transmettre la maladie ni de fagon horizontale, ni de fagon verticale.
Le reste des compartiments est constitué par des infectés comme : les latents, les infectieux, les porteur asymp-
tomatiques, ...

On note par z l'état du systeme telle que z = (21, 22,...,2n) 7.

la dynamique de cette maladie infectieuse est décrite, pour i € {1,2,...,n}, par le systeme différentiel suivant :
i = filz) (®)

Soit Xs ={z > 0| zp41 = --- = z, = 0} 'ensemble de tous les états sans maladie.

Les fonctions suivantes décrivent le bilan de ce qui entre et ce qui sort de chaque compartiment :

1. F; la vitesse d’apparition de nouvelles cas d’infections dans le compartiment i. Ce sont les nouveaux
infectées obtenus par différent type de transmissions : horizontale (d'individu a individu) ou verticale
(de Ia mere a I’enfant).

2. V! le taux d'individus entrant dans le compartiment i par un changement de statut épidémiologique,
guérison, etc ...

3. V;{ lavitesse de transfert d'individus hors du compartiment i.
Les fonctions Fi, V; et V{ sont au moins C', et pour des raisons biologiques elles satisfassent :
e (H1) Les fonctions F3, V; et V. sont positives puisqu’elles représentent un flot de matiére.
o (H2) Siz; =0alors Vi = 0 cela signifie que si le compartiment i est vide alors rien ne peut en sortir.

e (H3) J; = 0sii < P, en d’autre terme l'incidence de l'infection pour les compartiments non infectés est
impossible.

e (H4) Siz € X, alors Fi(z) = 0etV{ (z) = 0 pour i > p c’est-a-dire s'il ny pas de porteurs de la maladie dans
la population il ne peut apparaitre de nouveaux infectées et donc on reste sans infection. Cela signifie
que le sous-espace sans maladie X; est invariant.

A la fin le bilan sur chaque compartiment z;, aveci € {1,--- ,n} peut s’écrire comme suit :

% = Fi(z) + Vi(z), (E)

telle que : Vi(z) = Vi (z) =V, (z).
Soit o un ? équilibre sans maladie (zp € X ) pour le systéme E vérifiant f(zo) = 0.

On pose :

X1 = (z4,...,3,)T : La classe d’individus non-infectés.
et

Xy = (zp+1,..-,2n) T : La classe d’individus infectés.

Alors, le systéeme E devient :

X1 =Fi(X1,X)

Xo = F(X1,X2)

ou Fy = (fh---»fp) et Fr = (fp+1)-~-)fn)-
Par construction, nous avons : zo = (X{ , 0) et qui vérifie :

Fi(X0,0) =0

Fy(X0,0) =0

D’une autre part, pour tout X; € RP,on a: F,(X7,0) = 0 d’aprés I'hypothese (H4); car (X;,0) est un point
sans maladie.

En supposant que les fonctions Fy et F, sont C', alors d’aprés la proposition (2) il va exister des matrices
Bi(z) € Mpxn et Ba(z) € My_p, qui vérifient :

2. onn’exige pas que 1'équilibre sans maladie soit unique.
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Fy(X1,X2) = Baa(z). X2
et

_ 0
Fi(X1,X0) = Bi(z).(z — z0) =B (z). [X] X! }

X2
On décompose la matrice By en deux bloc By de taille p x p et By, de taille p x n — p. Cela donne :

Fi(X1,X2) = Bri(2)(X1 — X{) + B12.X,
A la fin, on obtient le systéeme suivant :
X1 = Bni(z).(X1 — XP) + Bra(z). Xz
(E)

X2 = Bn(z).Xs

La matrice jacobienne du systéme (E”’) au point d’équilibre (X?, 0) est donnée par :

~( Bii(zo) Bi2(zp)
I(20) = < 0 Baa(z0) )

D’une autre part, si on calcule la matrice jacobienne a partir du systeme (E’) a I'équilibre zy nous obtenons :

€ Myxn (de méme pour Vet V).

J(zp) = DF(z0) + DV (z9) — DV~ (x0). avec DF(z) = {aﬁ}

0z;

Lj=1,n

Par identification, sis = p + 1,n et j = 1, p, on obtient :

AF: + Vi —V))

(zo) = 0. En plus par I'hypothese (H2), onaV; =0pourie{p+ 1,---,n} Dou:

amj
: +
0 < 0 (zo) = _avy) (zo) <0 eneffet:
0 0

On considere {¢;} le j*™¢ vecteur de la base canonique de R™. C’est-a-dire ¢; est la j*™¢ colombe de la matrice
identité n x n.
Pour:>pet 1 <j < ponapuisque Fi(zo) = V{ (z5) =0

0F; (20) = lim Tilzo + hej) >0
0z; h—0
et
A% Fzo + hej)

1 — 1 >
5g, (%) = m h =0
Dong, ?;:;1 =O0pourie€ {p+1,...,n}tetj € {1,...,p} en plus en utilisant I'hypothese (H3) on trouve la
décomposition de la matrice DF(z) donnée par :

0 0

D’une autre part, puisque o + hej; € X alors d’aprés I'hypothese (H4), on obtient :
oV

0

(zo) = 0 et donc la matrice DV(zy) se décompose de la maniére suivante :

DIV — V) (ap) = [J3 J“]

0 14
On a le résultat suivant :

Théoreme 1 Si z, est un équilibre sans maladie pour le systeme (E) alors les matrices DF(zy) et DV (zg) se décom-

posent en :
0 0
et
J. J.
DY@ = |5



oir :pour 1,5 € {p+1,...,n}, F et V sont des matrices carrées n — p x n — p et qui vérifient :

F— [2‘:1 (wo)} est une matrice positive (F > 0 ).

et

oV,
V= [ ax; (mo)} est une matrice de Metzler.

Si de plus V' est une matrice stable (ou parfois on I'appelle matrice de Hurwitz ) alors elle est inversible et —V ' > 0.

Démonstration 1 :
Soit {e;} le j*™¢ vecteur de la base canonique de R™. Pouri>petj>pona:

m M > 0 d’aprés 'hypothese (H4).

D’une autre part, si i # j alors Vi(zo + hej) = 0 en utilisant I'hypothese (H2); car la i*™¢composante du vecteur
To + hej est nulle, d’ou par (H2) et (H4) On en déduit :

a\?i ( ) — Vi(mo + th)
0z; o) =1

> 0 Ce qui prouve que V est une matrice de Metzler.

Puisque V est une matrice de Metzler alors pour tout t > 0, eV est une matrice positive et par suite c’est aussi
une matrice de Metzler. Si on suppose que V est stable alors elle est inversible et elle vérifie :

a(V)<O0et lim etV =0
t—+o0

De plus [38] on sait qu'il existe un K > 0 telle que :
eyl < K ex(V¥|y| vy e R™, ¥t >0,

Ceci implique que fgooetvydt est normalement convergente pour tout y fixé. D’ou, la matrice j;ooe“’dt est absolu-
ment convergente ( c’est-a-dire que fgoo etV dt existe ) en effet :

A= [ZeVdt = [V eW];roo = —V~'. On va déterminer le signe de chacun des coefficients de la matrice
A = (ay); pour cela on considere la base canonique (e;) de R™.

On remarque que :

a; = (Aej , &) = (Agj)i

+o0
= < J etthEj R 6¢>
0

+o00o
:J (e'Vej, ;) dt
0

+oo
:JO (etvej)idtzo

Par conséquent, — V' est une matrice positive (— v1>0).
L'interprétation suivante est donnée a la matrice —FV 7 :

e 'entrée (k, ) de la matrice — V7 est le temps moyen qu’un individu infecté initialement introduit dans le
compartiment ¢ (composé seulement d’individus sans maladie) passera dans le compartiment k au cours de

sa vie, en supposant que I'on a bloqué la ré-infection.

e L'entrée (7, k) de la matrice F' représente la vitesse avec laquelle un individu infecté dans le compartiment &
produit de nouveaux infections dans le compartiment j.
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Ainsi, I'entrée (j,4) de la matrice —F'V ! est le nombre d’infections produites par un individu infecté ori-
ginellement introduit dans le compartiment sans maladie 7 .

On peut maintenant donner la définition de Ry, comme suit :

Définition 7 Si la matrice de transmission V est stable alors le nombre de reproduction de base est donné par : Ry =
p (—FV~1).0u —FV 1 s'appelle la matrice de seconde génération (« next generation matrix »).

Remarque 1 La définition de I'opérateur de la prochaine génération donnée ici differe d’un signe — par rapport i celle
donnée par van Driessche et Watmough dans [25]. Nous utilisons les matrices de Metzler qui apparaissent naturellement
dans les systémes compartimentaux, alors que dans [25]ce sont les M-matrices qui sont utilisées.

Le théoreme suivant affirme que Rg est un parametre de seuil pour la stabilité de I’équilibre sans maladie,
mais d’abord il faut ajouter I'hypothése suivante :

(H5) Si F(z) = 0 alors la matrice Df(z,) est stable (Hurwitz matrix) cela signifie que le D.F.E reste stable en
I’absence de nouveaux infections.

0fi
0 Zj

ott Df(z0) = [ (330)} pour 4,5 € {1,...,n}

Théoréme 1 soit o un D.F.E pour le systéme (E). On suppose que f(z) vérifie les hypotheéses (H1)-(H5), alors :
zy est localement asymptotiquement stable si Ry < 1 et est instable si Ro > 1.

Démonstration 2 I suffit de regarder la matrice jacobienne du systeme () a I'équilibre x; :

_( Bii(zo) Biz(z0)
I(@o) = ( 0 B (o) )

[ Ja
o0 V+F

La stabilité du D.F.E, xo, dépend du signe des valeurs propres de la matrice jacobienne Df (zo) : si toute ses valeurs propre
ont une partie réelle strictement négative alors z, est localement asymptotiquement stable, cependant si I'une au moins
est de partie réelle strictement positive il sera instable.

On remarque a travers le théoréme (1) que les valeurs propres du Df (xo) se répartissent sur deux blocs : Le bloc J3 cor-
respondant aux compartiments des non-infectés, et le bloc V + F' correspondant aux compartiments d’individus infectés.

Par I'hypothese (H5) et puisque V est une matrice de Metzler stable on conclut que tous les valeurs propres de J3 sont
strictement négatives. Ainsi, la stabilité de x, se déduit a partir du signe des valeurs propres de la matrice V + F', pour
cela il suffit de montrer que V + F' est une matrice de Hurwitz :

V + F est une décomposition réguliere du B (zp). oit Baa(zp) est une matrice de Metzler, l'application du théoréme
de Varga assure I"équivalence suivante :

(V+F)<0 & p(-FV 1)<1
et par continuité on trouve o«(V + F) =0 &= p(—FV 1) =1

Ceci affirme que la condition Ro < 1 est nécessaire et suffisante pour la stabilité asymptotique locale du D.F.E (o), et
par suite On en déduit que (F + V') > 0 est équivalent a p(—FV 1) > 1. Pour l'instabilité du D.F.E on n’a pas besoin
de I'hypotheése Hs.
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Troisieme partie

Etude mathématique d’un modele de la
boulimie
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Chapitre

Modéle SABR et propriétés

Carla Ciarcia et al proposaient en 2014 un modele mathématique qui décrit ’évolution de la boulimie et 1’ano-
rexie nerveuse dans une population féminine fermée dans la tranche d’age 12-25 notée P, parce que cette partie
de la population est principalement a risque. En fait, les femmes sont plus sensibles que les hommes et elles
développent la maladie lorsqu’elles s’inscrivent au college et commencent a fréquenter d’autres adolescents.
La population totale P est divisée en classes des individus susceptibles, anorexiques, boulimiques et guéris (ou
éduqués) contenant les individus qui ont des images corporelles saines car ils ont appris des comportements
alimentaires sains grace a une éducation, un traitement médical o1 un accompagnement social. Leurs nombres
au temps t sont S(t), A(t), B(t) et R(t) avec P = S(t) + A(t) + B(t) + R(t).
Dans ce modeéle :

1. La population S peut développer 1’anorexie ou la boulimie a cause du contact avec les pairs ou I'influence

des médias mais elle ne développe pas d’immunité permanente a la boulimie ou ’anorexie.

2. nous considérons également le cas ot un susceptible ne devient pas sensible aux pressions négatives des
pairs et aux influences médiatiques grace a 1’éducation.

3. la possibilité qu'un individu boulimique devienne anorexique est négligée parce que, selon I’American
Psychiatric Association, la moitié des patients anorexiques développent la boulimie, alors que seulement
quelques patients boulimiques développent I’anorexie.

4. Il n’y a pas une transmission verticale : les nouveaux-nés ne sont pas infectés.

5. Chaque classe est affecté d’un méme taux de mortalité naturelle non nul.
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On introduit ci-dessous les parametres utilisés dans notre modele que nous utiliserons tout au long de ce

chapitre :

m; taux d’'individus devenant anorexiques a cause des médias par unité de temps.

m; taux d’individus devenant boulimiques & cause des médias par unité de temps.

1 La probabilité de devenir un anorexique par la pression des pairs

2 La probabilité de devenir un boulimique par la pression des pairs.

o taux d’individus anorexiques devenant boulimiques par unité de temps.

v1 taux d’individus anorexiques qui se rétablissent par un traitement médical ou a cause des campagnes

sociales par unité de temps.

e v, taux de personnes boulimiques qui se rétablissent pour des médicaments ou a cause de campagnes so-
ciales par unité de temps.

e 1 taux de natalité par unité de temps, et qui représente aussi le taux de mortalité naturelle de la population.

o ¢ taux d’éducation.

e v taux de sensibilité.

A la fin, le modele mathématique qui décrit la transmission de la boulimie est donné comme suit :

B =wp—(k+mi+ma+&S—(B1A+B2B)F +VR
G =mSERIAT — (tatyi)A

4.1
4B =m,S+B2BS +aA — (u+7v2)B (4.1)

AR —ES+y1A+v2B—(n+ V)R

Avec:S(0) > 0,A(0) > 0,B(0) > 0,R(0) > 0.

on considere que la population sous 1’étude est large et par conséquent on peut faire une normalisation pour
les quantités : S, A, B et R c-a-d au lieux de travailler avec des densités on va considérer les prévalences ou bien
les proportions, en posant :

S=s.P A=a.P B=D0.P et R=r1.P;alors le systeme (4.1) se réduit a :

4 —p—(p+my+my+E&)s—(Bra+Pab)s+vr

44 —mys+Bras— (L+a+vyila
4.2
4 —mys+ Babs + aa— (L4 vy2)b (4.2)
& =&s+viatyb—(utv)r
du fait que :
sta+b+r=1 (4.3)
on peut réduire le systéme normalisé (4.2) en un systéme différentiel non-linéaire de dimension 3 :
da = _Bra?—Brab—Brar+(Br—my—p—a—yrla—my b—m;r+m.
4 = Byb? —prab—Pobr+ (x—ma)a+ (B2 —my —p—7y2)b—my T+ my. (4.4)

& =(yi—8at+(v2—b—(E+v+pr+E
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4.1. propriétés générales du modele :

On réecrit le modele (4.1) sous la forme :

© =gilab,1)
¢ =gy(a,b,7)
& gia,br) *9
& =gala,b,7)

Les fonctions g1, g2, g3 et g4 sont des fonctions polynomiales donc elles sont de classe C' par rapport aux
variables : a, b, . D’aprés le théoréme de Cauchy Lipschitz ; pour toutes conditions initiales a(0) = ao, b(0) =
by et 1(0) =1 il existe une solution unique locale définie sur [0, Tynax] 01 Tinax > 0. D’une autre part,

- Quands=0,a>0,b>0,r>0alors: gi(a,b,r)= u—l—\/r 0.

- QuandazO,s}O,b>O,r20alors:gz(a,b T)=mys >

- Quandb=0,s>0,a>0,r>0alors: g3(a,b )mzs—l—oca 0.

- Quandr=0,s>0,a>0,b>0alors: gs4(a,b,r)=Es +via+vy2b = 0.

Pour chaque condition initiale positive il y a une solution unique, positive. De 1a on conclut que a+b+1 > 0
etpar (4.3)ona:a+b+r <1, cela signifie que le domaine biologique du systeme (4.4) est le tétraedre :

Q={@br)la+b+r<leta,b,r>0}

Reste a montrer que le domaine Q) est positivement invariant pour le systeme (4.4), c-a-d toute solution com-
mengcant a l'intérieur de cette région ne peut jamais le quitter.

géométriquement, positivement invariant est équivalent a dire que le champ de vecteurs X associé au systéme
(4.4) est toujours rentrant en se plagant sur n'importe quel face du tétraédre Q, cela veut dire que leur produit
scalaire avec la normal intérieure du domaine borné Q) est toujours positive.

Le tétraedre est composé de 4 faces :

1. la face du Q constitué par les deux axes (ob) et (or) a comme normal intérieure le vecteur (1,0,0) et son
produit scalaire avec le champ de vecteur X donne m;(1 —b — 1) qui est toujours positive puisque sur
cefacea=0etb+1r<1.

2. la face du Q constitué par les deux axes (oa) et (or) a comme normal intérieure le vecteur (0,1,0) et son
produit scalaire avec le champ de vecteur X donne xa — am,; — mr+m; .
Si on pose :
y=aa—amy;—myr+myeth= n% onobtient y =a(h—1)+(1—r) maisy =0donner =a(h—1)+1
et cet quantité est toujours positive sur un ensemble qui contient ce face.

3. la face du Q constitué par les deux axes (oa) et (ob) a comme normal intérieure le vecteur (0,0,1) et son
produit scalaire avec le champ de vecteur X donne a(y; —&) +b(y2—&) + &
Si on pose :
y=aly1—&+b(y2—§&) +& h= YT] etk = Yz ,'inéquation a(1—h)+b(1—k) < 1 sera toujours vérifiée
sur un ensemble qui contient ce face.

4. la face du QQ d’équation a + b + v = 1 et qui a comme normal intérieure le vecteur (0,0,1). Le produit
scalaire du (0,0,1) avec X donne v+ ur > 0.

On conclut que le tétraédre Q) est positivement invariant par le systeme (4.4). Pour cela le probleme est bien
posé.

Conclusion 1 Pour toute condition initiale (a(0),b(0),1(0)) € Q le systeme (4.4) admet une solution unique, positive,
globale dans Q.
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4.2. Etude du cas simplifite my =m, =& =0

En négligeant I'influence négatif des médias, le systeme (4.4) devient :

e — _Bia?—Brab—PBrar+ (B —p—a—vyi)a
b = _Byb? —Brab—Prbr+aa+ (Br—p—vy2)b (4.6)
& =viatyv2b—(v+ur

Avec:a(0) > 0,b(0) >0etr(0) >0
Posant:x = v + .

Recherche des points d’équilibres :

Un point d’équilibre est une solution qui ne dépond pas du temps a(t) = a, b(t) =b, v(t) =T et qui vérifie :

—B1a* —pr1ab—prat+ (B —p—a—vy1)a=0 (4.72)
—B2b? —P2ab —PabT+ad+ (B2 —p—v2)b=0 (4.7b)
Yida+y2b—xT=0 (4.7¢)
Dans cette section on introduit les quantités suivantes: Rq = ﬁ et Ry = uﬁfy .

Onpose: A1 =B B et Ay = BZR*{] , L'équation (4.7a) donne :

@=0 ou 7= Re=1 —(a+b).
En remplacant a par 0 dans les équations 4.7b et 4.7c on obtient le systéme :

—B2b2 — b T+ (B2 —p—7v2)b =0

F=2p. 8
X
Par un calcul simple, le systeme 4.8 admet deux solutions : (0,0) et (R;%;] ~ fyz , R}éj xlzn )
Sion pose: A1 = 31 Rﬁ? et A =f R;é;] , alors on trouve les deux équilibres :
— l'équilibre sans maladie E; = (0,0, 0).
_ _ X)\Z Yz)\z L4 72 1 2 . _ . N . .
E; = (0 Y BT iiva) Bk +yz)) qui s’appelle I’équilibre endémique sans-anorexie o1 seule la boulimie est

endémique (ou simplement un équilibre boulimique-endémique).
D’autre part, en remplagant T = Rﬁ—:] — (a+ b) dans (4.7¢) et (4.7b) on trouve :

xBs=L — (v2+x)b

Y1 +X

a:

+aa+ (fz —u—vy2)b=0.

-1—-Rq

B2b

a

L’intersection entre ces deux droites est le point de coordonnées :

Rq —1 RaRb
Ra  (alv2+x)+(Ra—Re)B2(v1 +Xx))B:
A1 A

b=ax B

Avec:
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T B (v2x)+

1
BiB2(v1+x)(Ra—Ryp)
RaRy

On pose :
p1 = Bi1B2 Bl = A1B2 — A2py

P2 = p1(X +v1) +aPrlx +v2)

D'ou:
1
A= Ra—1 __ Rop_1
aBilyz +x) + BiB2ly1 +x) (55 )
B 1
afr(v2 +x) + (B2A1 — B1A2)
1
P2
T A, A
Donc: b =% pz‘.
Un calcul similaire donne :
@ -xd
ToEviges t e
E; = (xé;‘;;,xcg\z‘ Y1 % + v2 ‘g‘z‘ ) est I'équilibre endémique.
Définition 8

On dit qu’un équilibre est admissible si ces coordonnées sont positives et que leur somme est inférieure a 1.

Si les coordonnées d’un équilibre sont positives alors leur somme est inférieure ou égale a 1. Cela nous conduit

a conclure :

— L’équilibre E, est admissible et ne coincide pas avec le D.EEsi A; > 0 ie Ry > 1 en plus on a la somme de
ces coordonnées est %

— L’équilibre E3 est dans Q) si p; >0 (ie Rq > Ry) et 2—; >0 (ie Rq > 1) carsi p; >0alors p; > 0. La somme de
ces composantes est %

Stabilité locale des points d’équilibres :

Afin d’étudier la stabilité locale des points d’équilibre, nous calculons la matrice Jacobienne en ces points.
La matrice jacobienne associée au systeéme (4.6) est donnée par :

—2B1a—P1b—Pir+(B1 —pn—a—vy1) —Hira —B1a
J(a,b,r) = | —P2b—Por+« —B2a—PBor+ (B2 —n—v2) —P2b
Y1 Y2 —X

La jacobienne en (0, 0, 0) est :

Jo

I
R
g

Jp est une matrice triangulaire inférieure donc ses valeurs propres se situent sur la diagonale et on a :
" _ 3, Ra—1 " _ R Ra—1
M =P — et =P 55—

X}::-—X
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Sion pose : Ro=max(Rq,Rp) alors il y a deux cas qui se présentent :

- Si(Ra < 1) et (Ry < 1) alors le D.EE est localement asymptotiquement stable.
- Si(Rq >1) ou (Ry > 1) alors le D.EE est instable (un point selle).

Conclusion :

L’équilibre sans maladie (0, 0, 0) est localement asymptotiquement stable<=(Ro < 1)

Pour I'équilibre endémique sans anorexie la matrice jacobienne est donnée par :

AZLY

XAz
J (0 ' Ba X+ vs) Bs (x+72)

)_

B2
_ XM _ XM _ XM
X+v2 X+v2 X+v2
Y1 Y2 —X

Si on note par : )\~1 , ?\~2 et ?\~3 les valeurs propre de la matrice jacobienne a 1'équilibre E, alorsona:

Posons :

Dans cecasona:

De la on remarque que :

_n
B2
_ XA\
X+v2
—X
XM
X+7Y2
X2 ) XA2
+7v2 X+v2

- SiA; >0 alors A admet deux valeurs propres strictement négative.

- SiA; <0 alors det(A) < 0 dans ce cas la matrice A admet deux valeurs propres de signes différents.

Puisque 'équilibre E; existe si A, > 0 alors la stabilité de ce dernier dépend entierement de signe de p; .

On conclut que si p1 <0 ie (Rq < Ry) alors I'équilibre endémique sans anorexie E; est localement asymptoti-

quement stable.

Reste & étudier la stabilité locale de 1’équilibre endémique qu’on le note par : (a, b, 7). La matrice jacobienne a

I'équilibre endémique E3 est donnée par :

_yMps
X P2

(

Q)
vQ"|
=3
~—
Il

a—xP2

Y1

A
P2

_yMpes _yMpes
X P2 X P2
P oA oA
~hr xR —xB2 %
Y2 —X

Le polyndme caractéristique associé a la jacobienne J au point (a, b, ¥) est donné par :
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P =det (J(ci , b, 7) — )\I) ou ! est la matrice unité d’ordre 3.

A A A
Py = <—x‘p‘ - A) [(x +2) <p‘ +Bax "+ A) +xo”1/zf32]
P2 B P2 P2

A A A
—(oc—x(x ]BZ> [(x 101 (x+7\)) +v2X 1p1]
P2 P2 P2

A oA oA
+yix 2 [x ]Bz+<p1+ﬁzx1+7\)]
P2 P2 P2

Un calcul simple donne donne : A+ A2 +ciA+ co =0. avec:
cr =555 [MBrvier + MBivaaBa + pip2 + axBaMiBr + xA1p1B1 + aBiAipr + Arpf]

_ Aips P1 xB2As
2 =7, X+ f31+X P2 + X

Nous remarquons que tous ces coefficients sont positives si p1 > 0 et A; > 0 ainsi pour conclure la stabilité
locale de I’équilibre endémique il suffit d’appliquer le théoréeme de Routh-Hurwitz et monter que cico—co > 0

On pose : G(x)=cic2 — co, et on démontre par une minimisation numérique que G > 0 Vx > 0.

7

x 10
30 . . . : . . .
251

FIGURE 4.1 - Simulation numérique de la FIGURE 4.2 - Simulation numérique de la fonction G
fonction GsiRq > TetRy, < 1. SiRa>1,Rp >TetRq > Ro.

Dans le cas de la figure (4.1), il suffit de prendre 37 = 0.97, 2 =0.05, . =0.1, x = 0.2, v; =0.5ety, =0.7. Le
minimum de la fonction G est : min(G) = 5.0864e — 006 > 0.

Pour l'autre cas (4.2), si nous prenons (31 = 0.0099, 32 = 0.0029, i = 0.001, o« = 0.001,y; = 0.005 et y, = 0.001,
le minimum de la fonction G est : min(G) = 7.085%¢ — 012 > 0.
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Le tableaux suivant résume la stabilité des équilibres suivant R4 et R :

E; E> E3
Ra<1,Rp <1 stable n’existe pas n’existe pas
Ra>1,Rp <1 instable n’existe pas stable
Ra<1,Rp >1 instable stable n’existe pas
Ra>1,Rp >1,Ra < Rp instable stable n’existe pas
Ra>1,Rp >1,Ra >Ry instable instable stable

TABLE 4.1 — tableaux de stabilité locale danslecas m; =m; =& =0

Stabilité globale de 1’équilibre sans maladie :

Théoréme 2 :
Si Ro < 1le D.F.E est globalement asymptotiquement stable c’est-a-dire :

lim (a(t), b(t),v(t)) = (0,0,0)  Va(0),b(0),7(0) > 0.

t—oo

Démonstration 3 : Pour montrer la stabilitée globale de I'équilibre sans maladie lorsque Ro < 1; on utilise une fonction
de Lyapunov.
Soit :

V:Q—=R

(a,b,1) = V(a,b,r) =a+hb+kr
oit hk > 0. La fonction V vérifie les propriétés suivantes :

1. V est définie positive car :
V(a,b,1) > 0V(a,b,7) € Q et V(a,b,1) =0 & (a,b,r) =(1,0,0).

2. V est une fonction coercive (fonction radialement non bornée)) car :

lim V(a,b,r) =400 lorsque ||(a,b,T)|| = +o0.
t—+4+oc0
3. Sion choisit h,k tel que 0 < k < h < 1 on obtient :
v dv _ d db d
V=Sr=g+thatka
=—PBi(a+b+r)a+(P1—u—a—vyi)a—hp2(a+b+r)b+haxa+h(fr—un—"vy2)b+k(yja+vyrb)—kyxr.
<a(fr—p—a—vyi1)+aha+b(Pz—p—v2)h+k(yra+vyzb)
<a(Br—p—(1—h)a—(1—-k)y1)+b(betaz —p— (1 — £)y2)h

<0 Y(a,b,r) € Q sous la condition Ry < 1. On remarque que la fonction V est semi-définie négative.
A partir de (1)et (3) on conclut que la stabilité locale de D.F.E
Soit £ ={(a,b,7) € Q|V=0}={(0,0,1*) e Q|0 <r* <1}
Le plus grand ensemble invariant contenu dans L est réduit @ D.F.E, en effet :
Si on suppose que I'ensemble L est invariant donc si (a(0),b(0),r(0)) = (0,0,7*) alors (a(t),b(t),r(t)) = (0,0,7*)
Vt > 0. En remplagant a(t), b(t), r(t) par leurs valeurs dans le systeme (4.6) on obtient : v* = r*e Xt vVt > 0d’ou; r* = 0.
Par le principe d’invariance de LaSalle, le D.F.E est globalement attractif dans Q.

Conclusion 1 L’équilibre sans maladie (0,0,0) est globalement asymptotiquement stable si Ro < 1.
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Théoreme 5 Si Ry < 1, alors la maladie de boulimie disparait compleétement de la population au bout d'un certain
temps. Si Ro > 1, alors la maladie de boulimie reste endémique dans la population.

Pour affirmer ces résultats théoriques sur le R, on fait des simulations numériques sur le modele (4.6) :

m— popul ation anor exi que 0.18F = popul ation anorexi que
0.16 - popul ation boul i m que popul ation boul i m que
= popul ation renis 0.161 = popul ation renis
» 0.14F ”
E gou 1
2 5 0.12 1
° T 01 1
2 <]
5 S 0.08 B
g 5
g g 0.06F f
] ©
= 0.04 |
0.02 f
. 0
10° 10" 10° 10° 10° 10" 10° 10°
le temps le temps
FIGURE 4.3 - Simulation numérique du sys- FIGURE 4.4 — Simulation numérique du systeme (4.6)
téme (4.6) danslecas Ry <1, Rp < 1 danslecas Rq =1, Rp < 1

La figure (4.3) correspond au choix des parametres : 31 = 0.1, u = 0.5, x =0.14,yv; = 0.35, 3, = 0.5, v, = 0.6,
x = 0.01

La figure (4.4) correspond au choix des parametres : 3; = 0.9, p = 0.6, x = 0.14, yv; = 0.16, 2 = 0.5,
v2 = 0.6, x = 0.01

, = popul ation anorexi que ——— popul ation anorexi que
10° b popul ation boul i mi que 05 popul ation boul i ni que 1
= popul ation renis = popul ation renis
o pop
é 2 0.4
3 10 :
E T 03fF
5 s
: £
£ g o2f
g 10°F &
g s
K] 01 /\ /\-A-——i
10°k /\_/— - )

=)

10 10 10 10 10 10
le temps
FIGURE 4.5 - Simulation numérique du sys- FIGURE 4.6 — Simulation numérique du systéme (4.6)
téme (4.6) danslecas Ry > 1, Ry < 1 danslecas Ry < 1, Ry > 1

La figure (4.5) correspond au choix des parametres : 37 = 0.98, p =04, x =0.1,y1 =0.2, 2 =0.1,v2 = 0.6,
x = 0.01
La figure (4.6) correspond au choix des parametres : 31 = 0.3, u = 0.4, x =0.1,y; =0.2, 3, =0.87,v, =0.25,
x = 0.01

0 = popul ation anorexi que
popul ati on boul i ni que 0.5
» —— popul ation renis = popul ati on anorexi que
§ /\/\‘_ popul ation boul i m que
- o 04| = popul ation rems
210 E 3
:g >
s 2 o3f :
S o
Q
© 10721 S| é‘ 0.2r 1
(=3
©
L L L L C o )
107 107 10° 10* 10° 10° SE—
le temps 0 I T S ———— L
107 10 10" 10° 10°
le temps
FIGURE 4.7 — Simulation numérique du sys-
téme (4.6) dans lecas Rq > 1, Rp > 1 et FIGURE 4.8 — Simulation numérique du systeme (4.6)
Ro < Ra danslecas Ry > 1, Rp > TetRp > Ra

La figure (4.7) correspond au choix des parametres : 3; = 0.99, u =04, x =0.1,y1 =0.2, 3, =0.6,v, =0.1,
x = 0.01
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La figure (4.8) correspond au choix des parametres : 31 = 0.8, p = 04, « = 0.1, y; = 0.2, f, = 0.98,
v2 =0.1,x =0.01

Généralités surle R, :

Calcul du R, :

L’évolution temporelle de I'anorexie et de la boulimie a également été analysée dans le cadre de modéles
épidémiologiques [23][9], donc on confirme qu’on peut trouver le nombre de reproduction de base Ry par la
méthode de «la matrice de la prochaine génération »(next generation operator approach) introduite par P. van
den Driessche et James Watmoug[25] :

En utilisant le systeme 4.2, les compartiment qui représentent la classe des infectés sont a et b, le D.FE est
donné par (1, 0, 0, 0).

]:(a') b,s,r) :( E;S: )

et
(L+oc+via)
b p—
Viarbys, 1) (—oca+(u+Vz)b

La matrice jacobienne de F et V au point (1, 0, 0, 0) est donnée par :

F(1,0,0,0)—< Br 0 >

0 B2
et
p+oa+vyr O
V(1,0,0,0) =
10.0,0=( ) —

R 0
FV1= ¢
( £R.Ry Ry )

La matrice FV~! est triangulaire inférieure, donc ses valeurs propres se trouvent sur la diagonale et sont don-
nées par: Ay = Rq et A, = Ry alors le nombre de reproduction de base étant: Ro = max(Rq, Ryp)-

Sensibilité du R, :

Une analyse de sensibilité de Ry a chacun de ses parametres suivant [18] nous rameéne a
conclure que Ry est plus sensible aux changements de 3 c’est-a-dire une augmentation (resp diminution) de 3
entrainera une augmentation (resp diminution) de la méme proportion dans Ry, on dit qu’ils sont directement
proportionnels. En effet,

Tandis que p, « et 'y ont une relation inversement proportionnelle avec Ry c’est-a-dire une augmentation de
I'un d’entre eux entrainera une diminution de Ry, mais la taille de la diminution sera plus petite. En effet, (Ce
calcul est similaire pour x et y1)

AR
_ Ro _ p 3Ry _ __ —p —u
AW= T T Rs on = wrayy o | ety | < 1 (Ce calcul est similaire pour acet 1)
i

Rappelons que si p est le taux de mortalité naturelle de la population et « est le taux d'individus anorexiques
devenant boulimiques, alors il est clair que 'augmentation de I'un ou l’autre de ces deux taux n’est ni éthique
ni pratique. Ainsi, on choisit de se concentrer sur I'un des deux parametres suivants : y; la proportion d’indivi-
dus anorexiques qui se rétablissent ou {3 la probabilité qu'un individu devienne un anorexique ou boulimique.
Sachant qu'il existe un cycle de traitement c-a-d que les personnes qui entrent en traitement sont susceptibles
de rechuter et de réintégrer le traitement, il semble raisonnable de concentrer les efforts sur la réduction de la
probabilité de transmission par contact 3. En d’autres termes, cette analyse de sensibilité nous dit qu'il vaut
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4.3.

mieux prévenir que guérir; les efforts visant a accroitre la prévention sont plus efficaces pour controler la pro-
pagation de la boulimie que les efforts visant a accroitre le nombre de personnes qui se rétablissent par un
traitement médical ou des campagnes sociales.

Etude du modeéle sous l'influence du médias et d’éducation :

Casm;=my,=0et&>0:

On considere d’abord le cas ott m; = m; = 0, le systéme (4.2) peut étre réécrit de la fagon suivante :

da = _Bia?—Brab—PBrar+(Br—p—a—vyi)a.  a(0)=ao >0
40 = b2 —prab—Pobrraa+t (B2—n—y2)b.  b(0)=bo >0 19)
G = —8dat(2-8b—(E+x)r+&  1(0)=10>0
’ X ’ X
P : Re=R t Ry =Rp——.
osons a Y TE et R, v
Pour ce dernier modele, le point d’équilibre sans maladie (D.EE ) est B, = (0,0, ET(EX) ot la proportion
d’individus susceptibles dans cet état est 3 f_ X
Le jacobien a Fj est donné par :
R, —1
0 0
B1 Re
Jp = Ry — 1
0
x B2 Ru
Yi—§& Y2 —§& —X—¢&
, o : Ro—1 Ry — 1 ,
Si les valeurs propres de la matrice J, sont: A; = 34 R , Ay = B2 R et Ay =—x—¢&
a b

alors le D.EE ( B} ) est localement asymptotiquement stable si R, < 1 et Rl; <1

En utilisant la méthode de P. van den Driessche et James Watmoug présentée dans[25]on démontre que
Ry =max(R,, Ry) :

—(u+atyi) 0 X 0
ﬁ1x+ &
V+F= +
0 B2
o —(+7v2) X+ &
R, 0
Connaissant F et V, on définit la matrice A par: A = —FV ! =
s X ’
Ra Rbﬁ— Ry
1

Il en découle que le nombre de reproduction de base R est le rayon spectral de la matrice A c’est-a-dire
R(; = maX(R:l, R{j).

Remarque 1 Puisque R, et R, sont des fonctions décroissante par rapport au parametre &, alors on peut dire que & a
un effet stabilisant sur I'équilibre sans maladie.
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De plus, si Ry, > 1 alors il existe un équilibre boulimique-endémique donné par :

! " Rolv2+x) T Rolv2+x)

le systeme (4.9) possede aussi un unique équilibre endémique (a, ‘t_), T) dans Q si R; >1 et R; > R{), avec :

a:BZRain X(Raf‘l)fa :|

RaRe [ B2(v1 +X)(Ra —Ruv) + a(v2 +x)RaRo

B o X(Ra - ]) - E»
B2(vi +X)(Ra —Rov) + &(y2 + X)RaRo

Ra—1 - =
—(a+Db)

et T est définie par: T =
a

Stabilité locale de 1’équilibre endémique :

La matrice jacobienne associée au systeme (4.9) est donnée par :

—2B1a—pib—Bir+(B1 —u—oa—v1) —pra —B1a
J(a,byr) = | o —B2a—P2r+ (B2 —pn—v2) —B2b
Y1 —& Y2—§& -X—&

Soit ’équilibre endémique Ej satisfaisant les équations :
—B1@? —Brab—piat+(Br—p—a—yj)a =0
= _ = = _ _ = 4.10
—B2b? —Baab—PrbT+axd+ (B2—p—v2)b =0 (410)

En utilisant les relations du systeme (4.10), le jacobien a I'équilibre EJ s’écrit :

_[51(_1 _Bla —[31(_1
_ _ _ a _
J=| a—p2b —B2b— o= —PB2b

Y1 —§ Y2 —§ —X—&

Un calcul simple donne le polynéme caractéristique de la matrice J :

_ g 52 _ 3
Py =A% 4 A2 (ﬁzb+ocg+x+£+ B1ﬁ> +A ((51“%+f515(x+0<+%)+(3zb(vz+x)+ocg(x+£)))

Cc2 C1

=2
a _
+oc{31(x+v1)? +aPr(x +v2)a

Co

On remarque que les coefficients co, c1 et ¢, sont tous strictement positives, ainsi pour montrer la stabilité de
I'équilibre endémique par le critere de Routh-Hurwitz il suffit de montrer que cic; — ¢ > 0. En utilisant
Maple nous trouvons que cette condition est vraie si R, > 1 et R, > R, pour les parametres : B; = 0.3,
x=09unu=01a=03v1=001,&=04,3,=02v,=03.

Pour ces valeurs on a : (@, b, ¥) = (0.0551,0.2224,0.2100) et c1c; — co = 0.3112 > 0.
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Proposition 3
Si Ry < 1alors le DFE est globalement asymptotiquement stable.
Si Ry > 1'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.

Nous considérons 1’ensemble initial de parameétres : 31 = 0.4,2 = 0.3,y1 = « = p = 0.05,y2 =0.2,v =0 et
& = 0.05. Dans ce cas R; =13et R{) = 0.6. L’équilibre endémique existe (0.07,0.02,0.54) et est globalement

asymptotiquement stable (FIGURE 4.9)

1.4

1.2

0.4 0.6 08
b

FIGURE 4.9 — Cas Ry > 1.

Si on change la valeur du parametre & a 0.1 on obtient la stabilité globale de 1’équilibre sans maladie(0,0,0.6).(FIGURE
4.10)

1.4 —

b

FIGURE 4.10 - Cas Ry < 1.

Casm; =0etm,, & >0:

Si on augmente le parametre m; alors la proportion d’individus boulimiques augmente aussi, et le systeme
(4.2) devient :

4a = _Bra?—Brab—Prar+ (1 —p—x—vyia
b — B2 —Brab—Bobr+ (a—myla+ (B2 —m2—p—y2)b—my T+ my. @11)

& =(y1—8at+(v2—&b—(x+wr+¢
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Comme nous 'avons vu précédemment, quand m, = 0, il existe encore deux équilibres boulimique-endémique
E} et E/' que leurs b-composantes sont données par :

1
(Bf): o1 = =5 (F— /P +4Bnxma(v2 +X))
0 2B2(v2+x) v
1
E/):b 2—7(]:4— F2 +4 m + )
(E{): b2 PTNE v Baxma(y2 +x)
avec:
Ry —1
F=(v2+ e+ (v2+x)m2 —xp2—
b
Cas 1 Cas 2
1 T 1 ; :
o b, | 0.5F by
ok
s T -05
o} I
a bz 2 -15 b
-3 i -2 ’
_al i -25
af
e i
-351
0 o5 1 15 2 25 o 05 1 15 2 25 3
FIGURE 4.11 - Simulation numérique de la FIGURE 4.12 — Simulation numérique de la compo-
composante bdans le cas R;, < 1 sante b dans le cas Ry, > 1

La figure (4.11) correspond au cas ou1 I’équilibre E; n’existe pas. Dans ce cas, I'équilibre sans maladie (E))
devient endémique, cependant E; reste inadmissible quand m; > 0.

La figure (4.12) correspond au cas d’existence de 1'équilibre endémique E;. Dans ce cas, I'équilibre sans mala-
die (E,) devient inadmissible, tandis que E; reste endémique quand m, > 0.

A partir de cette étude numérique, nous observons que E; est le prolongement de I'équilibre E; et E;’ est
le prolongement de 1’équilibre E;, en plus on peut démontrer que :

Proposition 4
Des que my est augmenté de zéro, alors qu’un seul équilibre parmi Ej ou E}' sera dans le tétraédre unitaire Q, et on
distingue deux cas possible :

- Quand mg = 0 L'équilibre endémique sans-anorexie E| n’appartient pas au tétraédre Q alors aussi son prolongement
E{" quand my > 0, tandis que E} devient boulimique-endémique.

- Quand my = 0 I'équilibre boulimique-endémique E| appartient a Q alors aussi quand mg > 0(E]" € Q), cependant
E}/ se déplace hors de tétraedre Q) .

Proposition 5
Si nous appliquons un taux d’éducation suffisamment grand, alors la boulimie devient endémique sous l'influence négatif
des médias sur la population anorexique ou boulimique.

Pour les valeurs : 7 = 0.9, p = 0.05, « = 0.05, y; = 0.05, 2 = 0.3,y =0.1, £ =0.1,x =0.04, my =0Oet
m; = 0.05, les trajectoires tendent vers le point (0,0.09,0.71) : Figure(4.13)

Pour les valeurs : 7 = 0.9, 0 = 0.05, « = 0.05,y; = 0.05, 32 =0.3,y2 =0.1,§ = 0.1, x = 0.04, m; = 0.05 et
m, = 0, les trajectoires tendent vers le point(0.06, 0.15,0.66) : Figure(4.14)
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FIGURE 4.13 - I'impact négatif des médias sur la boulimie(m; = 0, m, = 0.05,& = 0.1)

FIGURE 4.14 - I'impact négatif des médias sur I’anorexie(m, = 0, m; = 0.05,& = 0.1)

Cas my, my, & > 0:

Nous observons qu’un état sans individus boulimiques ne peut plus étre un équilibre, en effet (db/dt) # 0
méme si b = 0. Le systeme (4.4) admet 3 points d’équilibre parce que un point d’équilibre (a, b, 1) vérifie les
deux équations :

ay; +byz +x(1—a—b)
x+&
_ Bra?+pBrab+ (my +u+a+y)a+mb

1—1r(a,b) = T (4.12b)

r(a,b) = (4.12a)

On remarque que si a,b > 0 et a + b < 1 alors I'équilibre (a, b, r(a, b)) est toujours admissible. En remplagant
(4.12a) dans les deux premieres équations du systéme (4.4) on obtient deux hyperboles d’équations :

(M1 +Bra) <b(Y2 +X) +alyr +x)+ (”+°‘+;‘)(X+‘5) —x) =y (”“‘L[;Y]”(X“)

(=B2b— oc;iii’( —my) <b(Yz +x)+alyr +x)+ ocw;j(;?(jf;a) 2 %)2(X+ £ —x> =C
etC=X+£(m (v2+1) = (v2+x)(x + &) S [mE+x(y2 +pr—m2—B2) +v (E—m)]>
B2 2 2 (v2+x)2  vi+x 2 2o 2

Puisque ces deux hyperboles ont des asymptotes paralléles alors ils intersectent en trois points.
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4.4.) Conclusion :

dans ce chapitre nous avons formulé un modele déterministe compartimentale pour ’étude de la propagation
de la boulimie. Au premier temps on a négliger l'influence des médias et d’éducation ce qui conduit a la
disparition de la maladie. Cependant, si on augmente 1'impact de ’éducation de zéros alors le nombre de

reproduction de base sera multiplié par la quantité . Dans ce cas la persistance de la maladie dépend du

taux d’éducation ¢ c-a-d que I’élimination de I'influence des médias ne suffira pas a mettre fin a la boulimie. A
la fin on étudie le cas ou les médias joue un role et on démontre 1’existence de trois équilibres endémiques.
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Quatrieme partie

Etude mathématique d’un modele de la
boulimie avec traitement
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Chapitre

Formulation d’'un modeéle déterministe pour
la boulimie :

Nous considérons une population de grande taille composée de jeunes femmes agées entre 12 et 22 ans répar-
ties en classes d’individus susceptible, individus infectées par la boulimie nerveuse, individus infectées par
I’anorexie nerveuse et une classe constitué de personnes qui suivent un traitement médical, psychologique et
nutritionnel que leurs densité dans le temps est notée respectivement : S(t), A(t), B(t) et T(t).

nous limitons notre attention sur le développement de la boulimie dans cette population et donc on peut
éliminer le compartiment A et différentier entre les deux stages de la boulimie nerveuse By et B,, avec:

- Le compartiment By contient les personnes dans le premier stage de la boulimie nerveuse provenant peut
étre du classe A ou bien qui développent directement la maladie. Ces individus ont honte de leur pro-
bleme et donc ils refusent le traitement. Leur nombre au temps est notée B (t).

- L'autre B, contient les personnes dans une stage avancée de la boulimie nerveuses provenant de la classe
B;. Cette classe d’'individu développent des signes médical grave et donc ils nécessitent un traitement
médicale. Leur nombre au temps est notée By (t).

Les hypotheses fondamentaux de ce modeles sont les suivant :
1. La population totale est constante c’est-a-dire P = S(t) + B;(t) + Bz(t) + R(t) Vt > 0

2. A cause de la pression des pairs les susceptibles développe la boulimie, tandis que le transfert de 1’état
(B1) al'état (B2) dépend seulement de l'intensité de ce trouble alimentaire.

3. Le groupe Bj subissent au traitement a cause de la pression des paires actuellement en traitement ou
lI'intervention de la famille en vue que I'aide médical a cette étape est une nécessité et non plus un choix.

4. Une proportion d’individus dans la classe T regoivent un traitement médical et récupérent mais en raison
de la nature de la boulimie (B;) ce traitement sera lent en fonction de 1'histoire de I’hyperphagie et de
la purge, tandis que d’autres rechutent et retournent a 1'état (B>).

Le systeme différentiel qui décrit ce modele peut s’écrire :

?Ti :HP—OC(U)S@_HS

% :oc(a)s@_ﬂ% — uB;

% =7vBi _pBZ_HBz—éBZ%_g_d)T (5.1)
% :PBz—FSBz%_d)T_HT
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(B1+B>) + 85—
% v v P P
B | — B | — T

NN NN

Avec: S(0) > 0,B1(0) > 0, B2(0) > 0 et T(0) = 0.

Remarque 2 La classe des remis a été éliminée car Le modele ne prend en compte que les femmes au collége dans une
période de trois ans tandis que le traitement de la boulimie nerveuse prend plus que cette période en raison des abandons
et les situations familiales et personnelles de la malade.

Les parametres de notre modele sont décrit dans le tableau 5.1 :

Parametres Interprétation

¢ taux de rechute par habitant auquel les personnes en traitement reviennent a
I’état B,

2% taux de transfert par habitant du compartiment B; au B,

5 taux de traitement par habitant d'individus infectées par B, en raison de pres-
sion des pairs actuellement en traitement

o I'effort déployé dans 'éducation pour réduire le taux auquel les gens de-
viennent boulimiques.

ve taux de mortalité par habitant

a(o) taux de pression des pairs par habitant auquel les personnes deviennent in-
fectées par B

P taux de traitement par habitant d’individus infectées par B, en raison de né-
cessité de soin médical ou de l'intervention de la famille

Remarque 3

TABLE 5.1 — Liste des parametres du modele 5.1 et leurs significations.

La force d’infection « est inversement proportionnelle a effort o déployé dans I'éducation pour réduire la prévalence de

la boulimie dans la population.

Pour simplifier I'étude du modele 5.1 nous considérons le systeme des prévalences :

S
A . = — = —
vec: X = 5, Y1

e —a(o)x(yr +y2) — pux

at =u Y1 T Y2 uw

d

% = o(0)x(y1 +Y2) — YY1 — Hya

(5.2)

dy

at =7YY1 — pYyz — WYz — dYzz + ¢z

dz

- = 5 _ —

it PYyz +dzyz — dz — uz
—etz—I

P
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5.1.

Les fonctions x, y1, y2 et z vérifient 'égalité :
l=x+yr+yz+z (F)

Vérifions qu’un tel systéeme d’équations admet une unique solution a conditions initiales fixées et que celle-ci
a bien un sens en terme de population. Pour cela, nous introduisons £ = {x,y1,y2,z > O,x+y; +yz +z < 1}

Proposition 6 pour tout (x(0),y1(0),y2(0),z(0)) € T, il existe une unique solution maximale du systeme (5.2).

Démonstration 4 En notant X = (x,y1,Yz,z), on peut réécrire le systeme différentiel 5.2 sous la forme X' = G(X)
avec G de classe C'. Ainsi, le théoreme de Cauchy-Lipschitz s'applique et assure 'existence et I'unicité d'une solution
maximale définie sur un intervalle ouvert 1,y qx contenant 0.

Proposition 7 le domaine X est positivement stable c-a-d aucune trajectoire ne quitte X. Les solutions précédentes sont
définies sur [0, +o00).

L . . . dXx
Démonstration 5 La positivité du x,y1,y; et z est immédiat. en posant X = x+y1 +yz +z on obtient : prialae uX
ce qui donne X(t) =1+ e *(X(0) — 1) < 1 puisque x(0) +y1(0) +y2(0) +z(0) < 1

Points d’équilibres et calcul de R, :

L'équilibre sans maladie (The bulimia-free equilibrium) :

Proposition 8 Le modele (5.2) admet un unique équilibre sans maladie (1,0,0,0) globalement stable dans ¥ si & < L.

Démonstration 6
S’il n’y a pas de maladie c’est-a-dire y1 =y =z = 0 alors x = 1, puisque nous avons x + y1 +y +z = 1. On
conclut donc que le D.F.E est égale a (1,0,0,0).

Pour I'étude de stabilité on utilise la fonction de Lyapunov V(x,y1,Y2,z) = Y1 + Y2 + z, telle que :

V(1,0,0,0) =0 et V(x,y1,Y2,2) > 0V(x,y1,Y2,2) # (1,0,0,0) donc on dit que V est une fonction définie positive,
de plus si ov < palors :

dv

E(X,ynyzyl) = (oox — w)(y1 +y2) —uz
< (a—w(yr +y2) puisque x <1
S 0 V(X>y1»y2)2) ex

Donc V est une fonction semi-définie négative, de la on conclut seulement que I'équilibre (1, 0, 0, 0) est localement stable.
Soit E ={(x,y1,Y2,2) € L telle queyy; =y =0}

Siyq(t) =ya(t) =0Vt > 0, c'est-a-dire E est positivement invariant, alors par le systeme 5.2 on trouve (z,x) = (0,1)
, en effet :

Si z(0)(1—e(®+Wt) =) (t) =0 Vt = 0 alors z(t) = z(0)e(®+Ht = 0 et par la relation ( F) on obtient x = 1.

Ainsi, l'ensemble E est réduit au point d’équilibre (1, 0, 0, 0). Par le principe d'invariance de LaSalle on conclut que le
D.E.E est globalement attractif dans T .

Remarque 4 On constate que si en moyenne les femmes dans les colleges quittent le milieu universitaire plus vite
qu’elles ne développent la boulimie, alors aucun état boulimique ne se développera dans cette population comme c’est
indiqué ci-dessus en terme de stabilité globale du D.F.E .

Calcul de nombre de reproduction de base R, :

Puisque la transmission de la boulimie est ici collective plutét qu'individuelle alors le R représente dans ce
cas, au sens de la transmission sociale, le ratio de la vitesse a laquelle les individus deviennent boulimiques
par rapport a la vitesse a laquelle les boulimiques récupeérent ou quittent la population.

Le calcul de R, pourra se faire a l'aide de la méthode de Diekmann, Heesterbeek et Metz (« next genera-
tion operator ») repris en 2002 par Castillo-chavez, Feng et Huang [5] :
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Ici y; ety, représentent les classes des infectés et x représente la classe des susceptibles.

PY2

(& + 1) —dys
on remplace z par sa formule dans l'expression de dy,/dt alors le Jacobien de (y1,y2) calculé au D.FE est:

L’équation F4(1,y1,y2,z) =0 donne z = ,car F4(x,y1,Y2,2) = pyz + dzy2 — ¢z — pz. Quand

oo—(u+7y) o

pd
(b +w

aprés, on peut écrire J sous la forme J = M — D ot M est une matrice positive et D > 0 une matrice diagonale :

Y —(p+w

(o4 (o4 n+y 0
M= et D=
Y e 0 +
Le nombre de reproduction de base dans ce cas est le rayon spectral de la matrice MD~! ou : MD~! =
o o
HEYy H+p
et par suite :
v e
hty (h+ &) (1 +p)

1 x dp 2 docy dp «
Ro=3 \/(u+v (u+¢)(u+p)> R TR (YRS B PP | PN Earpp

Remarque 5

L'indépendance de Ro du taux de traitement par la pression des pairs & ce n’est pas entierement surprenant car & mesure
une voie de controle qui vise la réduction du nombre des boulimiques de stade avancé et ne traite pas I'apparition de la
maladie.

Interprétation de R, :

Interpréter R est compliqué, mais il peut étre fait de la maniere suivante :
Puisque on sait que v/a + b < /a + /b pour tout a,b € R} alors on peut avoir la majoration :

o8 bp o Y
R _r G
°<max(u+v’(u+d>)(u+p)>+ H+Yu+p ©

x ¥
Leterme , | ——
L+yu+p

Ro(S — B2). La raison pour laquelle un radical fait partie du 1’expression de Ro(S — B>) est liée a la nature
de notre modele : Il y a un chevauchement entre les deux groupes d’individus infectés ot la seule fagon d’étre
al'état B, est de passer par B.

les termes au dessous de ce radical nous l'interprétons comme suivant :

est le nombre de reproduction de base pour le dernier stage de la boulimie c’est-a-dire

e Sinous définissons les parametres B, = 0 et T = 0, nous avons un modele juste pour le premier stage de la

boulimie nerveuse oil le nombre de reproduction de base Ro(S — B1) est donné par Ro(B1) =

w4y

e le terme est Ro(B1 — B;) qui représente la proportion d’individus a I'état By qui progressent vers

B, et y restent pendant une durée moyenne de

¢ P

H+p

La quantité représente la proportion d’individus dans I’état B, qui entrent dans le traitement mais

qu’ils rechutent avant de quitter la population.
On sait qu’au départ personne n’est traité ainsi le coefficient ¢ va disparaitre et I'expression (G) devient :
o oY

Ro <
pty  Vipt+yutop
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D’autre raison pour négliger le parametre ¢ vient du fait que la pression des pairs boulimiques attribut beau-
coup plus dans le déclenchement de la maladie que la rechute (transfert de 1’état T a I'état B5).

L’équilibre endémique :

Proposition 9
Si Ro < 1alors il y a un ou trois équilibres endémiques.
Si Ro > 1soit qu’il n’y a pas d’équilibres endémiques soit qu'il y a deux .

Démonstration 7 On transforme le systéme (5.2) en une seule équation en écrivant les proportions x,y et z en fonction
deys:

u—a(o)x(yr +yz2) —ux =0 (5.3a)
a(o)x(y1 +y2) —yyr —uyr =0 (5.3b)
YY1 —pYy2 — Hy2 —dyrz+ ¢z =0 (5.3¢)
pyz +6zys —dz—uz =0 (5.3d)
de (5.3d) : 0

2= o oy (a’)

de (5.3c) et (d') :

P i

= T+— )= ¢’
i yz( u+¢—5yz>v ()

de (5.3a) et (¢’) :

1

R i P
oy (145 (14 ————
" yz( Y( H+¢5Uz>)

Substituons x, Yy, et z par leurs valeurs dans l'équation (F) et divisons pary,. Nous avons un polynoéme d’ordre 3eny; :
h(yz2) = Ayz® + By,? + Cyz + D = 0. avec :

(5.4)

2
B=-25 (LH—Y) + H—‘Y_Yé(ocp—é(oc—u))

2
c:a(i) (04 0)+ 22T (50— )+ 24+ ) — xpli+ b+ ) —Bxp

D- (cxp— (=)o +d+ u)W) (4 )

Siys < bt

alors x,Yy1,Y2,z > 0 et leur somme est inférieure a 1 (puisque I'équation (F) garantit déja des solutions
inférieure a 1).

Cherchons les solutions de I'équation h(y;) = 0 dans 'intervalle (0, H‘Effb) :

(L +v)(u+p+ )

= 1. .
h(0)=D <0 “>H(u+v)(u+p+d>)—vp — Ro > (5.5)
et
REELER) 2kt (”er)) <u+y) >0 (5.6)
) 2% ) Y

par le théoréeme des valeurs intermédiaires, on conclut que si Ro > 1 alors il existe un ou trois équilibres endémiques,
cependant si Ro < 1 soit qu’il n’y a pas des d’équilibres endémiques soit qu'il y a deux.
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5.3.

Possibilité d’existence d’équilibre endémique multiple pour R, proche de 1:

SiRg =1,l'équation h(y;)|x—«, = 0 possede deux solutions :

) : U )> <u+v> Y
(”+¢+p)((”+¢)+p<+u+v N +6pu+yip\FQ

2 (”T) (+ ¢ +p)

Y+ =

(.7)

2u+y
mty

2
ot Qzéz(uiy) +25(n+ ¢ +p) +(n+d+p)?

n+ ¢

il résulte de (5.7) que y; > y_ > , donc les deux solutions Yy et y_ n’appartiennent pas a Z. D’une autre
part, puisque h(0) =0 &= R = 1 alors L'équation h(y,) = 0 admet une solution qui traverse 0 quand R,

traverse 1. posons :

= . =
S T e (o (P ) o (1 () )
2
en observant que «; < p (ht @)+ pu < oy et par l'inégalité (5.5) on conclut que h/(0) > 0 lorsque Ro
2(u+¢)+prrv

est proche de 1ie « proche de o7 parce que h'(0) >0 < « > «;. Cela nous rameéne a conclure que si Ry > 1
alorsy,; > Oetsi Rp < Talorsy; < 0.

Possibilité d’existence d’équilibre endémique multiple pour 5 assez-grand :

puisque la progression de la boulimie dépend principalement de la pression des pairs nous allons étudier le
cas ol § est assez grand en d’autre terme quand toute la population est traitée.
On exprime h(y;) en fonction du parametre 6 :

h(ya) = 2 <”$Y) [a””y% . u)yé] HelTy, (Hz [ap—z(x””wm o] + (o — W) (21 + ) + 0] — ocp)

Y (

Y (“iy) (Wt +p) {(u+<b+p) (”$y> —p]
i+ d) [ocp—(oc—u)(u+¢+p) (“ty)]

Lorsque & — oo, le terme dominant est celle du 82 et par conséquent 1’équation h(y,) = 0 donne :

Y3 = O(%) ou cxu—H/yz —(x—p) = (9(15) etsia > palorsy; =~ %ﬁ > 0. En fait, il est probablement
1
plus grand que H: ¢ puisqueg est assez petit.

Si Ry est suffisamment proche de 1 alors nous montrons qu’il n’y pas un équilibre endémique multiple, car :
- Si Ro < 1 alors I'équation h(y,) = 0 admet 3 zéros distinct ol le premier est négatif, le second entre 0 et
htd u:¢)>0eth’(yz)>0.

- S§i Rp < 1 alors le seul changement qui se produit par rapport au premier cas est que le premier zéros de
h(y;) = 0 sera positif.

tandis que le dernier se situe prés de y, puisque h(0) < 0, h(

Stratégie de contrdl et Simulations déterministes :

Dans cette partie nous allons étudier 'efficacité du parametre « et tester 'application du traitement sur la po-
pulation boulimique En calculant le taux de mortalité p, nous prenons trois ans comme le maximum du temps

qu'un individu reste dans une population étudiante donnée ie — = 3ans. Nous supposons que le transfert a

un état avancé de la boulimie nerveuse prend entre un demi-année et un an tandis que Le taux de passage de
B1 a B, était supposé étre compris entre 1 et 2. De méme, nous avons le taux de rechute ¢ = 0.01 en utilisant
des données de support de l'article[15]. Les parametres p et 5 dépendent de la pression des pairs boulimiques
« (il n'y a pas un moyen précis pour mesurer ce parametre).

Les résultats obtenus lors des simulations numériques correspondent a nos attentes :

- Quand on augmente la pression des pairs « alors la proportion d’'individus boulimiques augmente aussi.
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p=0.33,¢=0.01,0=0.083,6=0.3,y=15 =0.5,y1 =0.02,y, =0.

- Enaugmentant x4 0.8 :

1 T T T
0 0.8 Suscepti bl es
© P
= boul i m que B,
'-g boul i m que 82
Z 0.6 ) )
5 popul ation en traitemen
c
o
5 04 I
Q.
o
s
©
— 0.2 -
——
0 L " —
0 1 2 3 4 5 6

p=0.33,¢=0.01,p=0.083,6=03,vy=1.5«=0.8,y; =0.02,y2 =0.

- Nous pouvons dire que la propagation de la boulimie dépend de la pression des pairs que les personnes qui
rechutent en traitement. Si on augmente la valeur de p on obtient plus de personne en traitement et si on
le diminuons il y aura moins de personnes en traitement.
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- Pour voir ce qui se passe si on donne le traitement au individus dans By on varie le parametre y : S5i on
augmente vy le nombre d’individus B; augmente et si on le diminue leur nombre diminue aussi, ce qui

prouve que le traitement de la boulimie a un stade plus précoce aide a controler la maladie.

1 T T T
4] 0.8 -
o° Suscepti bl es
> boul i m que B
S 1
o6l boul i mi que B,
© popul ation en traitenent
s
5 04 T
[o%
o
s
©
— 0.2 1

p=0.33,¢=0.01,p=0.083,5=03,vy=0.5 a=0.8,y; =0.02,y, =0.01.
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p=0.33,¢=0.01,p=0.083,0=03,vy=0.2, « =0.8,y; =0.02,y, =0.01.

. Conclusion :

Dans ce chapitre on a éliminer la classe des anorexiques et des remis afin de déterminer la stratégie de contrdl
convenable pour minimiser la proportion des boulimique dans la population. Pour le nouveaux modeéle 1’équi-
libre endémique existe méme si Ro < 1 mais par des arguments mathématiques on démontre I'impossibilité
d’existence d"un équilibre endémique multiple.
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