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Résumé

Le but de ce travail est I’application de la méthode du point fixe & quelques problémes
aux limites associés a des équations aux dérivées partielles.

Apres le rappel de quelques notions d’analyse fonctionnelle necessaires au développement
de ce travail nous introduisons les théorémes de point fixe utilisés (Schauder, Schaefer,
Banach et Krasnoselskii).

Nous achevons le travail par 'exposé d’applications des théorémes de point fixe a des
équations aux dérivées partielles elliptiques et hyperboliques.

Mots-clés : équations aux dérivées partielles, point fixe, solution faible



Abstract

The aim of this work is the application of the fixed point method to boundary value
broblems associated to nonlinear partial differential equations.

In the first chapter we present some tools : notions of functional analysis together with
fixed point theorems (Schauder, Schaefer, Banach, Krasnoselskii).

In the second chapter we end up by exposing the applications of fixed point theorems to
some elliptic and hyperbolic partial differential equations.

Keywords : partial differential equations, fixed point, weak solution
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Abréviations

EDO Equations differentielles ordinaires

EDP Equations aux dérivées partielles



Notations

Notation

T = (21, %2, ...y Tp)

I'=09Q

Br(xo)
5o (Q2) =
D'(Q)
b.p

| Q]

Vu = (2

D()

ou 8_u)

Ox1’ Oxa’ """ Oxn

— 9%u
Au = 023

2u 2%u
+ ox2 +ot ox2

Définition

Elément de R™

Frontiére de €2

Boule de R" de rayon R centrée a ’origine

Boule de R™ de rayon R centrée en x5 € R

Espace des fonctions indéfiniment dérivables & support compact
Espace dual de C§°(2), c’est a dire espace des distributions
presque partout

La mesure de {2

Gradient de u

Le laplacien de u

Exposent critique de Sobolev

Espace dual de L7 (Q)

Espaces de Sobolev

Espace de Sobolev avec trace nulle

Wh2(Q)

W)

Espace des fonctions de classe C! dans §2



Introduction

Les équations aux dérivées partielles permettent d’aborder d’un point de vue mathéma-
tique des phénomeénes observés, elles apparaissent trés souvent dans la modélisation de
processus de phénomeénes naturels. Elles sont omniprésentes dans les sciences appliquées,
Physique, Chimie, Biologie (]21] , [30]).

Sur de nombreux points, elles généralisent aux contexte multi-dimentionnel les équa-
tions differentielles ordinaires. Les trois classes d” EDP (elliptiques, hyperboliques et
paraboliques)( [5], [6] [27]), servent & analyser et & comprendre beaucoup de phénomenes
naturels, par exemple les équations de Poisson (elliptique) et de la chaleur (parabolique)
modélisent des phénoménes de diffusion de la chaleur ou de la matiére (par exemple
un polluant dans une riviére, ou des bactéries dans un organe,...etc), ou encore d’une
charge électrique. IL’équation des ondes (hyperbolique) modélise des phénomeénes de
propagation, comme celle du son ou de la lumiére. L’équation des ondes et de la chaleur
sont dites d’évolution car elles modelisent en général un phénomeéne qui évolue avec le
temps(non stationnaire). L’équation de Poisson est quant a elle stationnaire : elle mod-
elise en général un phénomeéne a 1’équilibre dans ’espace. L’équation de Poisson, aussi
appelée équation de Laplace, peut étre vue comme un cas particulier de I’équation de la
chaleur lorsque I’équilibre est atteint, c’est-a-dire lorsque la fonction inconnue ne dépend
plus du temps.

Les EDP non linéaires sont souvent a l'interface de nombreux problémes scientifiques.
En effet, la majorité des phénoménes de la physique ou des sciences de 'ingénieur sont

non linéaires et si on les modélise par des équations linéaires on risque, dans certains cas,
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d’effacer des événement que les équations linéaires ne peuvent pas prendre en compte,
on peut dire que c’est I'existence de ces phénoménes nouveaux : apparition de chocs ou
de singularités, comportement asymptotique profondément différent de celui des prob-
lemes linéaires qui rend la théorie difficile et qui conduit & faire appel & un arsenal
mathématique trés vaste( [3]). On note parmi les problémes qui sont modélisés par des
EDP non linéaires par exemple ’équilibre d’un corps déformable éléctromécanique ou
thermodinamique, ’évolution du potentiel électrique, des problémes de propagation dif-
fusion, celles concernant les lois de conservation ou celles de type transport, par exemple
I’équation de Boltzmann (décrit 1’évolution d’un gaz hors d’équilibre), les problémes de
la turbulence ou ceux liés aux interactions entre fluides( [11]).
Les équations aux dérivées partielles mettent en jeu des fonctions arbitraires, une solution
des équations aux dérivées partielles n’est généralement pas unique. Plusieurs méthodes
ont été proposées pour I’étude de 'existence et les propriétés qualitatives de ces solutions
(degré topologique, point fixe, transversalité topologique), les méthodes variationnelles
et les méthodes numeériques ([8] [9] [10], [14], [26]).
La théorie du point fixe est au coeur de l'analyse non linéaire elle fournit des outils
puissants pour ’étude de solvabilité de beaucoup de problémes. Le développement de la
théorie du point fixe a donné un grand ressort sur ’avancement de ’analyse non linéaire.
La méthode du point fixe est basée sur le théoréme du point fixe qui a la formulation
générale suivante : T : X — X tel que X un espace de Banach et T" un opérateur
vérifiant ceraines hypothéses spécifiques (continuité, compacité, contraction ) alors il
existe u € X tel que T'u = u c’est-a-dire 7" admet un point fixe.
Dans ce travail, se basant sur la méthode du point fixe nous étudions l'existence de

solutions faibles de problémes de Dirichlet associés a des EDP, de la forme :

Lu = f(x,u,Vu) dans Q
u=>0 sur 0f)

ou L est un opérateur differentiel.
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Les théorémes du point fixe utilisés sont : le théoréme de Banach, le théoréeme de
Schauder, le théoréeme de Schaefer et en particulier le théoréme de Krasnoselskii qui
est en général utilisé souvent dans le cas d’EDO.

Ce mémoire est constitué de deux chapitres. Dans le premier chapitre "préliminaires" on
introduit les outils nécessaires a la suite de ce travail et en faisant référence aux docu-
ments suivants ([4] [7] [12] [13] [29] [31] [33]). Dans le deuxiéme chapitre des application
des théorémes du points fixe & des problémes non linéaires sont présentées et en faisant

référence aux documents suivants([4], [29], [31]).
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous introduisons les notions necessaires au développement du théme
de ce mémoire nous rappelons quelques théoréemes et définitions d’analyse fonctionnelle
et nous introduisons les théorémes de point fixe utilisés : le théoréme de Banach, le
théoréme de Schauder, le théoréme de Schaefer et le théoréme de Krasnoselskii. Nous

faisons référence aux ouvrages [2], [32], et [20]

1.2 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Espaces fonctionnels

Espace de Lebesgue :

) désigne un ouvert de R"

Définition 1.1 On désigne par L'(Q) 'espace des fonctions de Lebesque integrables sur

Q a valeurs dans R. L*(Q) est muni de la norme,

| f o= /Q | f(x) | dx.

13



Soit p e R avec 1 < p < o0o; On pose
L) ={f:Q—R, [ mesurable et | f [P€ L'(Q)}.
LP(2) est muni de la norme,
17 = ([ £ 1 do)?,

Espace de Sobolev :

Définition 1.2 L’espace de Sobolev WP (Q) est défini par

Wie(Q) u € LP(Q)/ il existe g1, ga, ..., gn € LP(Q)
tels que [ ugzs = [o 919 Vo € C5°(Q) pour tout i =1,.n

On pose H'(Q2) = W'2(Q). Pour u € W'?(Q) on note §* = g;.

L’espace WP (Q) est muni de la norme

I lwro=[  [|o +Z | o Hm

ou parfois de la norme équivalente

‘5

I lwrr= (I w 7

WhP(Q) est un espace de Banach.

L’espace H'(Q) est un espace de Hilbert, il est muni du produit scalaire

8u 8v
(u, v) g = (u, V)2 + Z LZ(Q)7
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et la norme associée

" ou

lu = (w2 + | 2 [22)2, (1.1)
ox;
i=1 ¢

Espaces C”

Définition 1.3 Soit r > 0 un entier et 2 C R™ ouvert.

o C%Q) est l’ensemble des fonctions f : 2 — R continues.

o C"(Q) est 'ensemble des fonctions f : Q@ — R ayant toutes leurs dérivées partielles
Jusqu’a lordre v continues, c’est-a-dire D*f € C°(Q) pour tout a € A, 0 <m <7, ot

A,, est l’ensemble des multi-indices d’ordre m. Nous posons également

Vo ={D"f}eea, -

o CY%(Q) est ’ensemble des fonctions f : Q — R continues et bornées. Nous munissons

cet espace de la norme

IS llo@y:= sup{| f(z) [}

€

o C"(Q) est I’ensemble des fonctions bornées de C™(Q) dont les dérivées jusqu’a ’odre r
peuvent étre étendues continuement sur Q) et bornées. Nous munissons cet espace de la

norme

|| f ||CT(Q)5= Z || v f ||00(Q) .
m=0

S’il 'y a pas d’ambiguité, nous omettons la dépendance en ) et écrivons simplement

I ller=> V™ f lleo -
m=0

T

© Lioe

(Q) est l’ensemble des fonctions C"(K) pour tout sous-ensemble compact K C Q.

15



Fonction Hoélderienne

Définition 1.4 Soit f une fonction définie sur ). On dit que f est Holderienne d’exposant

a dans 10,1] s’il existe une constante positive C,, telle que pour tout z,y € €2,

| flz)=f) IS Calz—yl|~.

Remarque 1.1 o On définit

z,y€Q, r#y | r—=1y |a

CO,a(Q) _ {f c C(Q), sup | f(l’) — f<y> | < OO} :

munt de la norme

| v sup | £(x) | +sup L&) =)
e Ty | xr—y |a

ensuite on définit

C"(Q) = {u € O(Q), D*ue C(Q), pour tout | #|=m}.

o Pour a = 0, on notera C™°(Q) = C"(Q) c’est-a-dire que les fonctions hélderiennes de
parametre 0 sont identifiées avec les fonctions continues usuelles.

o Pour o = 1, l’ensemble C%(Q) correspond & l’espace des fonctions lipschitziennes,
c’est-a-dire l’ensemble des fonctions f pour lesquelles il existe une constante K > 0 tel
que

| f@) = f) IS K [z—y]| pourtoutz,y € Q.

o Quand ) = R™, nous convenons que l’espace C™*(R™) doit étre compris comme C™*(R"),

ce qui tmplique que toutes les dérivées de f sont bornées dans R™.

16



1.2.2 Ensemble compact

Définition 1.5 Soit K un ensemble d’un espace de Banach E. On dit que K est compact
st il vérifie la propriété de Borel-Lebesque : de tout recouvrement de K par des ouverts
on peut extraire un sous recouvrement fini. Ceci est traduit de la maniére suivante : si

(Uy)ier est une famille d’ouverts telle que K C U U; alors il existe un sous ensemble fini
iel
J C I tel que K C UUi'

ieJ
1.2.3 Partie relativement compacte

Définition 1.6 ([22]) Une partie d’un espace de Banach est relativement compact si et

seulement st son adhérence est compacte.

1.2.4 Domaine régulier

Notation 1 Nous introduisons des notations utilisées dans la suite

FEtant donné x € R™ on écrit
n—1

= (z1,%9, ..., Tn_1) €t on pose | 2’ |= (D xf)%
i=1

= (2',z,) avec 2’ € R"! 2

On note :

o R? ={x = (2',2,); x,>0}

o S={r=(2,z,); |2 |<let |z,|<1}
oSy =85NRY

oSy ={x= (2 x,); |2'|<1 et z,=0}.

Définition 1.7 On dit qu’un ouvert Q est de classe Clsi pour tout z € T = 9Q il

existe un voisinage U de x dans R™ et une application H : S — U bijective telle que

HeCYS), H'ecCYU), HS;)=UNQ et H(S)) =UNT.

17



1.2.5 Quelques définitions (application compacte, complétement

continue et contractante)

Soient X et Y sont deux espaces de Banach.

Définition 1.8 On dit qu’une application continue T : X — Y, est compacte si T'(X)

est inclus dans un sous ensemble compact de Y.

Définition 1.9 On dit que lapplication T : X — Y est complétement continue si

Itmage de chaque borné dans X est contenue dans un sous ensemble compact de Y.

Définition 1.10 Une application T': X — X est une contraction, s’il existe une con-

stante 0 < k < 1 telle que

| Tx —Ty ||x<kl|z—vyl|x, pourtoutz,yec X.

1.2.6 Théoréme de Rellich-Kondrachov

Théoréme 1.1 (/31]) Soit Q@ C R™ un ouvert borné régulier, pour p € [1,00)
e 5il<p<n, WH?(Q) — L%(Q) pour 1 < q < p*

e Sip=n, WH?(Q) — L1(Q) pour 1 < q < oo

o Sip>mn, WH(Q) — C%(Q) pour 0 <y <112,

toutes ces injections sont compactes.
Pour plus de détails concernant ce théoréme consulter ([1])

1.2.7 Théoréme des injections de Sobolev

Théoréme 1.2 ([7]) Soit @ C R™ un ouvert borné régulier. Soientk > 1 etp € [1,+00).
Alors
e Sil— k>0 onaWhr(Q)— L1(Q) avec + =1 - &

p n q

p n’
e Si —% =0, on a WkP (Q) — L7(Q) pour tout q € [p, +0o[, (mais pas pour ¢ = +00);

1
p

18



e Sil—E <0 onaWhr(Q)— L®(Q).
p n
Toutes ces injections sont continues.
Sans hypothése de régularité sur ), les injections sont vraies localement :

WP (Q) — L

¢ () elles restent globalement vraies si on remplace W*? (Q) par W () .

1.2.8 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.3 ([13]) Soit H un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire noté (., .)
et la norme associée notée || . || .Et (.,.) représente le crochet de dualité de H avec son
espace dual.
Soit B : Hx H — R une application bilinéaire, pour laquelle il existe des constantes o,
£ >0 tel que
()

| B(u,v) [<aflulllv] (uveH)

(i)
Bl ul*< Blu,u) (u€ H).

Finalement, soit f : H — R une forme linéaire bornée sur H, alors il existe un unique

élément v € H tel que

B(u,v) = (f,v) pour toutv e H

19



1.2.9 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.4 (/31]) Pour p € [1,00), il existe une constante positive C = C(S2,p) tel
que pour tout u € WyP(Q)

| u @< C | Vu || Lo@rn)

1.2.10 Fonction harmonique

Définition 1.11 Soit Q un ouvert de R™ et soit f une fonction tel que f : ) — R. On

dit que f est harmonique sur Q si f est de classe C? sur Q et si Af =0 sur €.

1.2.11 Inégalité de Harnack

Notation 2 Soit U C R" un ouvert borné : V.CC U exprime V C V C U tel que V

compact.

Théoréme 1.5 ([13]) Pour n’importe quel ensemble ouvert connexe V- CC U il existe
une constante positive ¢ qui depend seulement de V tel que pour toute fonction u har-

monique positive ou nulle dans U,

supu < cinfu
v \%4

En particulier pour tout x,y € V

1

EU(y) < u(r) < cu(y)

Remarque 1.2 Ces inégalités affirment que les valeurs d’une fonction harmonique
positive ou nulle dans V' sont toutes comparables : u ne peut pas étre trés petite (ou bien
trés grande) en n’importe quel point de V' sauf si u est trés petite (ou bien trés grande)

partout dans V.

20



1.2.12 Fonction superharmonique

Définition 1.12 Une fonction superharmonique dans un domaine 2 C R"™ est une fonc-

tion u € C*(Q) avec Au < 0 dans D'(Q) c’est-a-dire :

/ VuVov >0 pour tout v € C5°(2) (1.2)
Q

tel que v(x) > 0 sur Q.

1.2.13 Inégalité de Harnack faible

Nous présentons des propriétés des fonctions superharmoniques soit 2 C R™un ouvert

borné régulier :

Proposition 3 (/29])Soit p > 0, n > 3 et p € [1,-2%). Il existe une constante 1, > 0

' n—2

telle que pour toute fonction superharmonique positive ou nulle v dans Ba,, l'inégalité
sutvante est vérifiée
u(z) >ng || w||zesy,)  pour tout v € B,
Et par conséquent on a la proposition suivante :

Proposition 4 (29]) Soit By, C Q, n >3, p € [1,-2%) et Qy CC Q . Il existe une

constante n; > 0 telle que pour toute fonction superharmonique positive ou nulle u dans
Q, l'inégalité suivante est vérifiée

w(x) >0y || | reiao) pour tout x € B,.

Proposition 5 [([29]; Harnack faible globale)] Il existe p € [1, 00|, et un ensemble K C

21



Q tel que K compact et un nombre positif n tel que
uw(x) > || u || 1) pour tout x € K.

et pour toute u une fonction superharmonique positive ou nulle tel que u € C() avec

u =0 sur o).

1.2.14 Principe du maximum faible

Proposition 6 (/31]) Soit u € H*(Q) et on suppose que u > 0 sur Q. De plus on

suppose que Au < 0 dans Q2 au sens faible, i.e.
/ VuVuvdr >0 pour tout v € Hy(Q),v >0,
Q

alors u > 0 presque partout dans §2.

Théoréme 1.6 (La convergence dominée)([7]) Soit (fn)n>0 une suite de fonctions de
LP(Q2, dp), 2 borné, tel que pour chaque f, — f presque partout sur ), il existe une
fonction g € LP(Q),dp), tel que

| fml<g  pp

alors [ € LP(Q,du) et

nh_I{lm I fo = f e = 0

1.2.15 Quelques propriétés de 'opérateur Laplacien

Proposition 7 (/31]) Pour tout u > 0 Uapplication v — (—A + uly) ‘v est compact de
L*(Q) dans HY (D).

22



Preuve: On prend une suite v, € L*(©2). On peut extraire de cette suite une sous-suite
v, — v (car L*(Q) est un espace reflexif). On va montrer que la suite des solutions (des

faibles solutions dans H}(2)) de
—Aw,) + pw,y =v,, dans

converge fortement dans Hj(€2). Aprés on montrera que de toute suite bornée dans
L*(9), on peut extraire une sous-suite qui converge dans H}(2), et c’est la compacité

par conséquent. La formulation variationnelle est la suivante :

/Q (Vg VO + pwy®) (z)de = / (0 ®) ()d

Q

pour tout ® € H}(Q).

On choisit ® = w,, pour obtenir :

1 9uta) P do < [ () ()i

<[ v 2@l war |22

et par I'négalité de Poincaré, on obtiendra :

o o= | (@) ()

<Il va 2@l war lmacoy -

Par conséquent la suite w,, est bornée dans Hj (). Alors il existe une autre sous-suite,
wyr qui converge faiblement dans Hi () vers une limite w’. Passant a la limite & la

formulation variationnelle le long de sous-suite, on obtient :

/Q (VwNVCID + uw”q)) (x)dx = / (v®) ()dx

Q

23



La proposition (8) montre que ce probléme admet une unique solution, v’ = w qui ne
depend pas de la sous-suite extraite, et donc w,, — w dans H}(Q). Le théoréme de
Rellich-Kondrachov (1.1) montre que w,, — w dans L?*(2). On a par conséquent les

deux formulations variationnelles suivantes :

/Q (Vv + pwd)(z)dr — / (v®) () dz

Q

et
/Q (Vw, VO + pw,y @) (x)dr = / (U ®) (x)dx

Q

soustrayant ces deux identités, et on choisit & = w — w,, on a

/ | V(w — wa)(@) [2 44t | (w — wer) (@) 2 dz = / (0= v )(w — ) ()
Q

Q

le coté droit est le produit de la suite faiblement convergente par une suite fortement
convergente, alors

lim [ (v—vy)(w—wy)(x)dr =0

n/—so0 Q

ol w, —w — 0 dans L?(Q),

lim p| (w—wy) () |>de=0

n/—o00 Q

Par conséquent le dernier terme au coté droit a une limite, et

lim | V(w — wy)(x) > dz =0

n'—o0 Jq
c’est-a-dire, w,y — w dans Hy(Q). m

Proposition 8 (/31]) Soit ;1 > 0. Alors Uapplication g — (—=A + uly)~tg est une
application

e continue de L*(Q) vers H} (),
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o compact de L*(Q2) vers L*(Q).

Preuve: La premiére partie est parce que L*(Q) C H '(Q) est une injection
continue. La deuxiéme partie est parce que (—A + ply)™t : L*(2) — L*(Q) peut étre
vu comme composition de P'application continue (—A + uly)™! @ L*(Q) — H(Q) et
I'injection compact Hg(2) € L?*(2) et comme la composition d’un opérareur linéaire

compact et un opérateur linéaire continu est encore compact. m

1.2.16 Opérateur de Nemitsky

Définition 1.13 Une fonction f : Q x R® — R est de Carathéodory si
f(z,u) est une fonction continue en u pour presque tout x € €,

f(z,u) est mesurable en x pour tout u € R".

Définition 1.14 Si f est une fonction de Carathéodory et u : 2 — R™, une fonction,

alors on définit une nouvelle fonction

FQ— R par F(u)(x)= f(z,u(x)).

F est dit opérateur de Nemitsky.

Remarque 1.3 Si f est indépendante de x (on parle de cas autondme)

Fu)(z) = f(u(z)) = (f ou)(z).

Lemme 1.1 (/31]) Soit f € C(R) telle que

[ ISa+b[t],

ota>0,b>0 etr >0 (des constantes positives). Alors l'application u — F(u) est
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continue de LP(Q) wvers L+ (Q) pourp > max(1,7), et elle transforme les sous-ensembles

bornés de LP(Q) en sous-ensembles bornés de L7 ().
Preuve:  Utilisant 'inégalité de Jensen ([18])

(a+b|t|)r <27 tar 427 17

tP< OO+,

ou C' est une constante positive qui depend seulement de a, b, p, et r. Pour u € LP(),

on a

P
=

dx:lﬂf@@»ﬁdmﬁC@ﬁmJMQ!+/u%@<a;

Q

AL

par conséquent f(u) € L (£2). Soit u,, une suite qui converge vers u dans LP(Q). Il existe

une sous-suite u,/ et une fonction g € LP(Q2) telle que u,, converge presque partout vers
u, c’est-a-dire, pour presque tout z € Q, u,(z) — u(z), et | u,(z) |< g(x) presque
partout dans €. (C’est par application du théoréme de Riesz-fisher). De la continuité de

fona

| fu(@)) = fluy(2)) [= 0 p.psur

et
| fu(x)) = fluy (@) |7< C(1+ g(@)+ | fu(z)) "),

ou C' est une autre constante positive qui depend seulement de a, b, p, et r. Le coté
gauche est indépendant de n’ et il est dans L'(£2). On peut appliquer le théoréme de la

convergence dominée (1.6) pour conclure que

Kﬂf@@»-f@MQDﬁdxﬁo

c’est-a-dire

| f(u(x)) = fu, (@) o) 0.
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Ou la limite ne depend pas de la sous-suite, cette convergence est vérifiée pour u,,.

Lemme 1.2 (/31]) Soit g € C(R x R") telle que
[9(z,p) [Sa+b]z]" +c|p],

ot a, b, et c sont des constantes positives. Et 0 < 2a < 2* ou 2* = % sin > 3,
et 2* = oo sin = 1,2 alors Uapplication u v g(u,Vu) est continue de H}(S)) vers
L2(2), et elle transforme les sous-ensembles bornés de HY () en sous-ensembles bornés
L*(Q).

1.3 Quelques théorémes de point fixe

1.3.1 Notion de point fixe

Définition 1.15 Soit (X, d) un espace de Banach et M C X un sous-ensemble non vide
et fermé et T : M — X une application. Une solution de l’équation Tx = x est appelée

un point fixe de T.

1.3.2 Théoréme de Schauder

Le théoreme du point fixe de Schauder est défini sur des espaces vectoriels topologiques
de dimension infinie. Ce théoréme fut démontré en 1930 [32]. Nous en donnerons les

deux formulations utilisées dans la suite de notre travail :

Théoréme 1.7 ([31]) Soit X un espace de Banach, M C X non vide, férmé et convexe
etT: M C X — M un opérateur continu tel que T (M) est précompact. Alors T admet

un point fixe.
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Théoréme 1.8 (/31]) Soit X un espace de Banach, M C X non vide, férmé, borné, et

convezre et T : M C X — M wun opérateur compact. Alors T admet un point fize.

Remarque 1.4 Ce théoréme a une grande influence sur la théorie du point fixe et sur
la théorie des équations differentielles.

Une conséquence, appelée le théoréeme du point fixe de Schaefer, est particuliérement utile
pour prouwver [’existence de solutions d’équations aux dérivées partielles non linéaires. Ce
théoréme de Schaefer est en fait un cas particulier d’un théoréme de plus grande portée

découwvert auparavant par Schauder et Leray ([28]).

1.3.3 Théoréme de Schaefer

Théoréme 1.9 Soit X un espace de Banach et T : X — X wune application compacte

tel que ’ensemble

{r € X /il existe A € [0,1]; x = ATz}

soit borné.

Alors pour tout \ € [0,1], il existe x € X tel que v = \Tx.

Corollaire 1.1 (/31]) Soit X un espace de Banach et soit T : X — X un opérateur

compact tel qu’il existe b > 0, et a € [0,1],

| Tx|[|[<al x| +b pourtoutx e X.

Alors T admet un point fixe.

1.3.4 Théoréme de Banach

Le théoréme de point fixe de Banach 1922.(ou bien appelé aussi théoréme de contraction

) fournit une méthode constructive pour trouver le points fixe.
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Théoréme 1.10 (théoréme 5.1)([15]) Soit un espace de Banach X et une application
T: X — X

contractante, alors T admet un unique point fize, c’est-a-dire il existe une unique solution

de l’équation Tx = x.

Le théoréme suivant est un résultat du théoréme de Banach permettant de montrer
I’existence de solutions pour des problémes aux limites dont la formulation abstraite est

de la forme

Lu+ Qu = f.

Ou L est un opérateur aux dérivées partielles, () un opérateur non linéaire.

Théoréme 1.11 ([}/;Théoréme 2.8) .Si les hypothéses suivantes sont vérifiées:
(H1) X un espace de Banach etY, Z deux espaces normés tels que Y C Z.
(H2) L : X — Z est une application linéaire admettant un inverse a droite sur 'Y,

c’est-a-dire il existe L= Y — X et L.L=! = Idy, tel que il existe une constante k > 0
| L7 f Ix< k| fly, pourtout fey. (1.3)
(H3) Q est une application non linéaire @ : B, — Y, ot
By ={uveX:|ulx<p}ip>0,

vérifiant :

Q0) =0 e,
I Q(u) = Q) lly< el wllx, [ v llx) | w—vllx, pour tout u,v € B, (1.4)
ouce CORy x Ry;Ry) est séparément croissante et ¢(0,0) = 0.
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Alors , pour tout f € Y satisfaisant les inégalités

P
< - 1.
£ lvs £, (1.5)
1
@k [l 2k flIv) < o (1.6)
il existe une unique fonction u € B, telle que :
Lu=Q(u)+ [ et|ulx<2k] flly- (1.7)

Remarque 1.5 La preuve est une application du théoréme de Banach les hypothéses
(H1), (H2),et (H3) sont formulées pour pouvoir appliquer le théoréme de Banach pour
plus de détails consulter ([4])

1.3.5 Théoréme de Krasnoselskii

L’étude des phénomeénes naturels et physiques peut, par modélisation mathématique,

étre ramenée a I’étude de ’existence de solutions d’équations abstraites de type :

Ser+Tex=2z z€kK, (1.8)

(out K est un ensemble fermé convexe d’un espace de Banach F), c’est-a-dire la recherche
du point fixe d'un opérateur que 1’on peut écrire sous la forme d’'une somme d’un opéra-
teur compact et d’'une contraction. Le théoréme de point fixe de Krasnoselskii permet
de solutionner une certaine classe de problémes différentiels, dont 1’écriture abstraite
est (1.8). Le théoréme du point fixe de Krasnoselskii pour des opérateurs définis sur un
cone (Kest un cone), et ses généralisations ont été appliqués avec succeés pour établir
Iexistence et la multiplicité des solutions pour des problémes aux limites de différents
types. Les solutions positives des équations différentielles sont considérées dans plusieurs

articles, notamment ceux de J. Henderson et H.-Wang [16], R. Ma [23] et N.Merzagui et al|
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[24], [25]] . Dans ce travail nous nous intéressons en particulier a l’existence de solutions
pour des équations aux dérivées partielles elliptiques. Ce théoréme a connu plusieurs
développements, differntes variantes ont été appliquées avec succés dans la solvabilité de
differents problémes aux limites, pour plus de détails consulter ([17]).

Pour énoncer le théoreme de Krasnoselskii, nous précisons certaines notions figurant
dans ce théoreme.

Cone

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes | . |et || . || tel que

|z|<cl| x| pourtoutzeE,

ol ¢ est une constante positive. .

Définition 1.16 C C FE est dit un cone, si C vérifie les propriétés suivantes :

1) C # {0}
2) \C C C pour pour tout X > 0
3)Cn(=C)={0}.

Remarque 1.6 On peut définir un ordre sur E par C

Pour tout v,y e Ex <y six—yeC.

Théoréme de point fixe de Krasnoselskii ( compression-expansion)

Pour deux nombres r, R on suppose que 0 < ¢r < R on notera

Crr={uvelC:r<|ul|, |uv|<R}

C.. g est borné par rapport a la norme | |, mais peut ne pas étre borné par rapport a la

norme || || .
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Théoréme 1.12 [([29]; Theoréme2.1)] Si lapplication N : C, g — C' est complétement
continue par rapport & la topologie engendrée par la norme || . ||, et bornée par rapport &
la norme || || . De plus si les conditions suivantes sont satisfaites :

(b1) N(u) & u pour tout u € C, avec || u ||=r,

(b2) N(u) # u pour tout u € C, avec | u |= R.

Alors N admet au moins un point fire dans C, avecr <|| u || et | u|< R.

Le théoréme suivant est une variante du théoréme de Krasnoselskii pouvant etre
appliquée a des problémes semi-linéaires elliptiques, I’hypothése basique sera I'inégalité

de Harnack faible qui impose cette version.

Théoréme 1.13 [([29); Théoreme2.2)] Si lapplication N : C, g — C' est compacte par

rapport o la norme || ||, et il existe une constante Cy telle que
1
I XN()\U) o< C1 pour tout w € Cp g, A >0, et Au € C, .

De plus si les conditions suivantes sont satisfaites :
h1) N(u) 2u YueC |u|=r
h2) N(u) €u YueC |ul=R.

Alors Uapplication N admet un point fixe dans C, avec v <|| u || et | u |< R.

Preuve: Soit N : Cyr — C donnée par :
~ R r R r
(u) = (— + — 1) LN((— + — Du).
Jul  flull Jul  ful

N est bien définie pour (I_fl aal i )u € C. g pour tout u € C, g .

Aussi on note que si || u ||[< M, alors

_1)—13%
[l r

32



Par conséquent N transforme les bornés en sous ensembles relativement compact par

rapport a || || donc N est completement continue, de plus la condition

1
| $NOw 1< ¢,

implique
R r R r
= (— ~-D)IN(— 4+ ———1 <
I 8 =1 (o + e = DN + g = D) < €
avec \ = (|—f| + ﬁ —1). Ce qui implique que N (Cy.r) est bornée par rapport a || || on
note que (% + 1) — oo lorsque |u|— R et | u |— 4o0. Finalement

on observe que N vérifie les hypotheses du théoreme (1.12)([29]). Ce qui implique que

N admet un point fixe et par conséquent N admet un point fixe tel que :

y R r R r
N(y) = (7 + — )N (( + —ly) =y
[yl vl
ce qui equivaut & écrire,
R r R r
N(— + —ly=(—+ 1)
vl [l [l
u
Corollaire 1.2 [[15], section2.4] Soient des entiers 1 < n < 3 et m := [“£2], un scalaire

2
T > 0 et des fonctions f € C™(R" x [0,T]), g € C™T(R") et h € C™(R"). Alors le

probléme de Cauchy associé a l’équation des ondes

uy — Au = f(z,t)  :(z,t) € R* x [0,T]
u(x,0) = g(z), u(z,0) =h(x):zeR”

admet une unique solution u € C*(R" x [0,T]).
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En particulier, il existe une constante K = K(T) > 0 telle que

lulle2< K| f llem + 11 g llomsr + [ 2 llem).
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Chapitre 2

Applications des théorémes du point

fixe

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 'étude de l'existence de solutions de quelques exemples
d’équations aux dérivées partielles par la methode de point fixe.
Nous présenterons des applications des théorémes de Schauder, Scheafer et Krasnoselskii
pour des problemes de Dirichlet associés & des EDP elliptiques. Nous en démontrons
I’existence de solutions faibles. L’existence de solutions fortes sera établie par application
du théoreme de point fixe de Banach pour un probléme de Cauchy associé & une EDP

hyperbolique.

2.2 Applications du théoréme de Schauder

1. Considérons le probléme suivant :

—Au=¢e¢ % dans ()
u=0 sur Jf2
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La fonction f; f(z) = exp(—=z); est continue, croit rapidement quand v — —o0.
f est bornée sur

C={uecHyQ):u>0}C H Q).
Par conséquent on peut considerer I'application

T : CcC H&(Q) — H&(Q)
u = T(u) = (=A)7" f(u).

L’ensemble C' est un cone car pour A > 0 et u > 0, A\u € C' ( H}(Q) est un espace
vectoriel) et Au > 0 par conséquent C' est un convexe férme.

D’apres le principe du maximum faible (6), T(C') C C, car C C H}(Q), et T :
HY(S) — HY(Q) canT(w) (~A) f(u) > 0.

T(C) est précompact. En effet, notons que pour tout ¢ continue sur Hg () et ,

¢ <1, lorsque u € C alors pour v = ¢(u)

T(C) € (~A) " ({v € LA(Q) tel que || v || 2y < /T2 [}).

D’apres la proposition (7) T'(C') est contenu dans un ensemble (borné) compact
férmé, et il est par conséquent précompact, et I'existence d’une solution positive

est obtenue par le théoréme du point fixe de Schauder (1.7).

2. Considerons le probléme suivant :

On cherche une solution faible u : 2 — R du probléme suivant :

—Au = F(u) dans Q
u=20 sur O}
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Sous des conditions appropriées sur F'

On convient de noter F'(u) Popérateur de Nemitsky assicié a f c-a-d F(u) = fou

Théoréme 2.1 (/31]) Soit f € C(R) tel que sup | f(t) |= a < oco. Alors le probléme
teR
(2.1) admet une solution faible u € H(Q), i.e.

/ (VuV) (z)dx = /f(u (x)® ((z))dx  pour tout ® € D(Q).

Q Q

Preuve: Ce résultat est établi par ’application du théoréme du point fixe de Schauder
(1.8) a 'opérateur

T : L*Q) — L*(Q)
u — (—=A) F(u)

T est continue. Le lemme (1.1) montre que u +— f(u) est continue de L*(2) dans L*(Q).
La proposition (8) montre que (—A)™! est continu de L?(Q) dans HJ () qui s’injecte
continument dans L?(2).

On cherche un ensemble convexe non vide borné et férmé M tel que T': M — M.

Soit u € L*(f2), par application de Iinégalité de Cauchy-Schwarz Tu satisfait

/(VTUVTU)(x)d:E = /f(u(x))Tu(m)d:L‘ <a| Q| Tu |29,
0 0

Par consequent en utilisant 1’'inégalité de Poincaré
| Tu |72y < C(Q) || VTu [[72y< a | Q] CQ) || Tu || 2o -

Alors si on définit R =a | Q| C(Q) et on choisit M = {u, tel que || u ||r2)< R}
alorsona T : M — M.
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Pour la compacité de T utilisant 'inégalité de Poincaré dans (2.1) on obtient :
| VI'u ||i2(9)§ R VTu ||L2(Q)7

donc T(M) C {u, tel que | u |ziy< R} et par linjection de compact de H'(Q2) dans
L3(Q2), T est compacte. m

2.3 Application du théoréme de Schaefer

On cherche une solution faible u : {2 — R du probléme suivant :

—Au+ g(u, Vu) + pu = b dans Q
u=20 sur 0f)

(2.2)

o p>0,9g€ CRxR":R) croit au plus linéairement & l'infini i.e il existe a > 0,

b >0 telles que

|9z, p) IS a+b(lz|+]p])

pour tout z € R, p € R", et h € L?(Q). Le lemme( 1.2) qui représente une généralisation

du lemme (1.1) montre que g : u +— g(u, Vu) est continue de H}(Q) dans L?*().

Théoréme 2.2 ([31]) Sib =0, c’est-a-dire si g est bornée, alors il existe une solution

faible uw € HY(Q) du probleme (2.2), i.e. pour tout ® € D(Q)
/(VUVQD + g(u, Vu)® + pud)(x)dr = /(h@)(m)dx
Q 0

Si b # 0 le résultat est vérifié a condition que p soit plus grande qu’une constante dépen-

dante de Q) et My seulement.

Remarque 2.1 Si g(u, Vu) n’est pas bornée, il pourrait ne pas exister une solution pour

1 arbitraire.
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Preuve: Nous allons utiliser le théoréeme de Schaefer (1.1). Trouver 7" un opérateur
compact, continu sur H} (). Avec H}(Q2) 'espace de Banach muni de la norme donnée

par

N

o= | [ IVa@P + ju)dr |
Q

T devant satisfaire I’estimation & priori suivante:
| Tu || mye< a |l w llmy@) +8  pour tout u € Hy(€), (2.3)
0(2) 0(9)

pour B € R et 0 < a <1 indépendante de u. C’est suffisant pour obtenir I’éxistence
d’un point fixe de T'. Si T est choisi tel que un point fixe correspond a une solution faible
du probleme (2.2).

1)Pour le choix de T" : considérons

T = HNQ) — HI(Q)
u +— (=A+pld) (—g(u, Vu) + h)

Alors, T est bien défini et continu car le lemme (1.2) montre que —g(u, Vu) est continue
de H}(Q) vers L?(f2), et la propostion(8) montre que (—A+ pl;)~1v est continu de L?(£2)
vers Hj(Q).

2) Pour Pestimation & priori (2.3): Soit u donnée (u € H}(f2)), pour v = T'w on a alors

pour tout ® € H}(Q)

/Q(VQDVU + pv®) (x) de = /Q(—g(u, Vu)® + hd) (z) dx (2.4)
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choisissons ® = v, et on majore le second membre de 1’égalité (2.4) en utilisant I'inégalité

de Cauchy-Schwarz, on obtient :
/Q | Vo(a) [? +p [ o(z) P de <|| g(u, Vu(@)) (2@l v 2@ + | 7 llzz@ll 0 2@

< (at [ hllz@) [T v [z +b [T llxll v 22 (2.5)

en utilisant 'inégalité de Poincaré (1.4) :

() | v &< / | Vo(z) ? da,

pour ¢(2) une constante positive depend seulement de €. Et I'inégalité suivante qui est
vérifiée pour tout k,v,0 > 0

k 2

on obtient :

1 b2
b [l ullm@ll v llze@< = 5¢ () || u H?{(}(Q) +m | v H%Q(Q)

( ) (at || b |l r2(0))?
|| v ||L2(Q) + C(Q)

(at+ [ hlle@) 1ol
ou
v [z <Il v |z3 @
En divisant les deux membres de (2.5) par ¢(€2) on obtient :

’ 1 (w4 @)’ B
110 Vg gy 10 Vo< 5 1w Wigioy + g+ e |2 Mo

sip > 5 ( TSk ceci implique que :

10 gy /2 1 g +2 L e
)
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La compacité de 1" dans ce cas n’est pas une application direct du théoréeme de Rellich-
Kondrachov : g est seulement continue, il n’y a pas de raison pour étre compacte (elle
peut étre par exemple || u ||g1(q)). Apres on a (—=A + uls)v en fait compact de L?(Q)
dans H} (). Avec ce résultat, T est la composée d'une application continue pour laquelle
I'image des sous-ensembles bornés est aussi bornée et une application compact, elle est

par conséquent compacte. m

2.4 Application du théoréme de Banach

Dans cette section, on applique la méthode du point fixe au probléme de Cauchy associé

a I’équation des ondes semi linéaire suivant :

uy(x, t) — AAu(z, t) + q(z, t,u(x, ) =0 (z,t) € R" x (0,T)
u(z,0) = g(z), w(zr,0) = h(x) reR"

(2.6)

Sans perte de généralité, on suppose ¢ = 1, quitte a effectuer un changement de
variables. On commence par fixer les notations qui seront utilisées dans la suite.

Le probléme sera donc de la forme suivante :

wg(x,t) — Au(z,t) + q(x, t,u(x,t) =0 (xz,t) € R* x (0,T)
u(z,0) = g(z), w(zr,0) = h(x) reR”

(2.7)

Notation 9 Pour tout T > 0 nous écrivons
R} :=R" x (0,T) et R} :=R" x [0, T).
On consideére l’hypothése de régqularité suivante sur q

q € C*(RL x R)
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Soit un multi indice a = (a1, as) avec a; € N" et ay € N, et b € N tels que
0<lal|,b<k.

Alors nous notons les dérivées partielles

De plus, pour tout u € C°(R%), nous notons Q l'opérateur de Nemitsky associé a la

fonction q (1.14) définie pour tout (x,t) € R% par

Q(U) (33, t) = Q((E’ t u(x, t))

Ensuite nous considerons les hypothéses suivantes :
Hypotheses :
[Ai] Pour n =1,2,3. m:= "], reNet T >0, g € C""" " (R") et h € C""™(R"),

[As] 11 existe une constante M > 0 tel que
g € C"M(RY x [-M, M]), q = q(x,t,y),
pour tout (z,t) € R% et | y1 |, | y2 |< M, nous avons les inégalités
| Dgsa(zt,y1) — Dy ya(a toye) S vl v [+ Ty ) | vn — 92|, (2.8)

| DZ,tDZq<I7t7y1) - DZ,tDZq(xvtva) |§ Y2 | Y1 — Y2 ‘7 (29)

avec 0 <|a|,|b|4+c<r+m,c>1et~, >0 des constantes indépendantes de (x,1),
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[A3] 11 existe une constante A > 0 telle que

|| q |C7'+7n§ A

Remarque 2.2 Les espaces de fonctions C"(R™) sont compris au sens de la définition
(1.3) c’est-a-dire que siu € C"(R™), alors u et ses dérivées jusqu’a l'ordre r sont bornées

dans R™.

Théoréme 2.3 ([}]) Sous les hypothéses Ay, As, As, il existe € = e(r, T, \,7y,;) > 0 tel

que si @), g et h satisfont :

1 QO) llgrem + 11 g lerriem + [ A florem< e, (2.10)

alors le probléme le probléme (2.7)admet une unique solution u € C™2(R%). De plus, il

existe une constante

k= k(r, T, M,\,~;) >0

telle qu’on ait linégalité :

I flore2< R QO) [lorsm + 11 g lomsrim + [ A flerem).

Preuve: Le théoréme (1.11) est utilisé pour établir ce résultat (2.3). On fixe le cadre

fonctionnel. Soient les espaces fonctionnels
X = C"(R}),

Y i= O™ (RR) x OTHAT(R) x OTH(RP),

Z = O"(R2) x C"(R") x C"(R™).
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Soient les applications

L: X —Z7

et
Ql]: X —Y

définies par

Lu = Lu(x,t) := (uy(z,t) — uge(x, t), u(z,0), u(z,0)),

Qlu] == Quf(z,t) := ((q(z, t,u(z,t)) — q(x,,0)),0,0) avec Q[0] = 0.

Soit ' € Y défini par :
F(z,t) == (q(,t,0), g(z), h(x)).

On obtient donc I’équation équivalente
Lu+ Q[u] = F. (2.11)

Ensuite on vérifie les trois hypothéses du théoreme (1.11).
X := C""2(R%)est un espace de Banach.

Y C Z, car si on prend par exemple un élément (u, g,t) € Y cela veut dire que

u e O (R
g c Cfr+m+1 (Rn)
t e C"T(R"),

et on sait que
Crom(By) € O7(Ry)
Cr-i-m—l—l(Rn) C CT(Rn)
cTm(R™) ¢ CT(R™),
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donc (u, g,t) € Z et par conséquent Y C Z, alors ’hypothese (H1) est vérifiée.
L’hypothése (H2) du théoréme(1.11) c-a-d 'inversibilité a droite de opérateur L est
vérifiée en se basant sur le corollaire (1.2).
Dans le corollaire (1.2) 'unicité de la solution garantit I'inversibilité a droite de I’application
linéaire

(Lu(z,t) = (w(z,t) — Uge(x, 1), u(x,0), us(z,0))
sur Y, cest a dire il existe L™ : Y — X tel que L.L™! = I;,, et (d’apres le théoréme

1.2 ) en particulier, il existe une costante : K = K(T') > 0 telle que
lulle2< K| f llem + 11 g llomsr + [ 2 lem)
ce qui garantit ’hypothese suivante :
| L7'F |x< K| F|ly pourtoute F €Y,

et donc 'hypotheése (H2) du théoréme (1.11) est vérifice.
L’ hypothéses (H3) est vérifiée par le lemme technique (2.1) donné et démontré a la fin

de la preuve du théoréme (2.3)

Nous avons Q[.] : X — Y et

Q[u] = Q[u](xﬂt) = (q(m,t,u(x,t)) - Q<$at>0)>070)

et Q[0] = 0. Et on suppose que Q(x,t,0) = 0 pour tout (z,t) € R .

Soient u,v € C"2(R%) tel que || u ||gre2, || v [|[crr2< M ce qui garantit la condition

Q:B,={ueX:|ulx<p} —Y
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de I’hypothése (H3) du théoréme (1.11). Donc d’aprés le lemme précédent Q[u] € C™+™(R%)
et

I Qlu] = Qo] lorsm < k(|| w [lorsz + [[ v flor2) | 1w = v [lcr+

qui veut dire que I'inégalité

I Q(u) = Q(v) [ly < elll w llx, v llx) | w—=vllx

du théoréme( 1.11) est vérifice.
Alors d’apres le théoréme (1.11) le probléme (2.11) admet une unique solution ce qui est

équivalent a dire que le probléme (2.7) admet une unique solution. m

Remarque 2.3 o Si n > 3, alors on a nécessairement besoin que f € C™(R%), avec
m > 3. Pwisque la solution de [’équation des ondes ne peut pas gagner en régularité, il

n’est plus possible de trouver une application non-linéaire ¢ € C™ (R} x R) telle que :
(z,t) = qlo,t,u(z,t)) € C™(Ry) si u € C*(RY).

o On peut généraliser le résultat avec un terme semi-linéaire q(u,u;, Vyu) dépendant des
dérivées premiéres, mais seulement pour n = 1. En effet, pour la méme raison que dans
la remarque précédente, [’absence de gain de régqularité ne nous laisse, auxr mieux, que la
possibilité d’avoir q(u,u;, Vyu) € CHRE), alors que la régularité minimale requise pour
n > 2 est de classe C?.

o On est pas en mesure d’améliorer le résultat avec des paires espaces fonctionnels ayant

un ordre de dérivation different, c’est-a-dire utiliser
Xl = 02(1@%), X2 = CTJFQ(R%),

Y i= C™(R2) x C™FY(R™) x C™(R™),
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et
Yy i= C"T(RE) x OTFHL(R™) x CTH(R™).

avec r > 0 entier.

2.5 Application du théoréme de Krasnoselskii

On onsidére le probléeme de Dirichelet associé a une équation élliptique semi-linéaire

suivant :

—Au ((x)) = f(u(z)) pour presque tout x € £
u=0 sur OS2

(2.12)

Sous les hypothéses suivantes :

Q) domaine borné régulier de R*, n > 1, f : Rt — R™ continue et f(u) = f o u.

Le but de ce travail est de montrer I'existence des solutions positives i.e u € C*(Q),
u(z) > 0 pour tout x € Q et u vérifie le probléeme (2.12). Au est considéré comme
distribution. L’hypothése de base va étre I'inégalité faible globale de Harnack pour les
fonctions positives superharmoniques. Et pour montrer I'existence des solutions pour
le probléme (2.12) on utilise le théoréme du point fixe de Krasnoselskii. Nous avons le

résultat suivant:

Théoréme 2.4 (/29])Si les hypothéses suivantes sont satisfaites
(A1) 11 existe p € [1,00[, un ensemble K C Q tel que K compact et un nombre positif n
tel que :

w(@) >0 || u | pour tout x € K,

et chaque fonction positive superharmonique v € C1(Q) avec u = 0 sur 9.
(As) Il eziste Cy > 0 et 0 € [1,22] N[1,p], telle que f(1) < Cot? pour tout T € R*.
(As) Il existe r > 0 tel que :

47



max f(7)

<[ (=2)" a |l

ou I, est lapplication identité.

(Ag) Il existe R > cr tel que :

> (=) ikl

ot K est le compact de Q défini dans (A;)
Alors le probléme (2.12) admet une solution positive qui satisfait & || u ||o> 7 et

H u HLp< R.

Preuve: On reformule les hypothéses du probléme (2.12) comme celles du théoréme
de Krasnoselskii : on suppose que 'inégalité de Harnack faible globale(5) notée par (A;)
dans le théoréme précédent est vérifiée :

A;) 1l existe p € [1,00[, un ensemble K C € tel que K compact et un nombre positif 7
tels que :

w(z) >n | u |l pour tout z € K,

et chaque fonction positive superharmonique v € C*(Q) avec u = 0 sur 9§2. Pour
appliquer le théoréeme du point fixe de Krasnoselskii :
Soit

E=CyQ) :={uecCQ) :u=0sur 0N},

et on munit £ de deux normes suivantes :

1) [ o= max | u(z)|
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et
1
2) | lasy= ([ | o) P du(o)?.
0
On vérifie que I'inégalité || u |[zr)< ¢ || u || est vraie pour tout u € E. Soit u € E,

on sait que 2 est borné de R™ alors :

LS

/ max | u(x) [? du(a))’

€

I 2 [l aoey= ( / | ula) [P dp)

< max | u(x) | ( / du(2))}

e

Donc || u [[zr@)< ¢ || ¢ [|oo, avec ¢ = (M(Q))%, ou () est la mesure de €.

Considérons ’ensemble
C ={ue Co(Q,R"),u(x) >n || u | Vo € k}

On vérifie que C' est un cone :

Soit u € C'et A >0 montrons alors que \u € C.

u € C équivalent a u € Co(QLR,) et u(x) >n | u |l

ce qui entraine que \u € Cp(Q,R*) car Cp(Q,R*) est un espace vectoriel.

Pour A > 0,si u e C, on a

Au(r) > A0 || u||lze)

ce qui entraine que

Au(x) 2| A || e

et par suite

Mu(z) >0 || M| zro)
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car || . ||r(q) est une norme.

Maintenant on définit les opérateurs suivants :

N : C(Q,R,) — C()
u — N(u)=(-A)"1.F(u),

ou F désigne 'opérateur de Nemitsky associé a f.

F : C(QRY — C(Q),

Et,

A HYQ) — LA(Q)

u — —Au

—A est inversible car on peut obtenir I'unicité de la solution du probléme (2.12) par
le théoréme de Lax-Milgram(1.3)
On veut finalement trouver que N admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe

ug € Hi () tel que
N (ug) = ug équivalent a dire que (—A) 1. F(ug) = ug

ceci implique que

—AUO = F(UO),

c’est & dire I’équation suivante sera vérifiée.

—Au((x)) = f(u(z)) pour presque tout x € £
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Puisque f > 0 (par hypothese), et (—A)~! est positif ( par application du principe du

maximum (6)), on a N application telle que :

N : C(Q,RY) — C(Q,RY)

Donc N(u) = (—A) L. F(u) > 0 et N(u) est continue aussi par I'inégalité faible globale

de Harnack la condition (A;) ceci implique que
N(C)cCC.

Ensuite si I’on suppose que :
(Ag) Il existe Cp > 0 et 0 € [1, %} N [1,p], telle que f(7) < Cor? pour tout 7 € R,

Alors cette condition garantit que pour tout R > 0 la restriction de N a
CR = {U eC || u ”LP(Q)S R}

est compact par rapport a la norme || ||« . Et qu’il existe une constante C; > 0 telle
que

1
I XN()\U) o< Cr  uwed,

avec || u ||»< Ret A € (0,1).

En effet, si on pose ¢ = % alors on a F(Cg) est bornée dans L/(§2) car pour u € Cg ,
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on a

| @) @y =y | Flu)(@) [2)F = ( / | F(u)(z) [F)?
Q
< ( / | Coulz)’ |} du)?
<(CE([ Ju(@) |} o))
/
< ol / | u(z)f |5 d)?
Q

< Co ||l ullfo

< CQRG < 00

D’ou N(Cg) est bornée dans W24(Q2) pour ¢ > %(1.2). On déduit que N(Cg) est rela-

tivement compact dans C'(2). Donc la restriction de N dans C'r est compact par rapport

a la norme|| || . De plus par application de la condition (As) on obtient
1 1
| XN(/\U) o< 7l TV (w) [w2.a(0)

ce qui entraine

1 1 _
vl NOW) lwza@< vy AT el FOw) I soey

1 -
Y5 1A el Co lF M) [l aey
< AT (EA) o ) Co ey

IN

car N7 < let Ae(0,1)
et par suite,

1
VIS NOw) flwze@= 7 | (=) I GoR” =G,
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ce qui montre que pour tout u € C tel que || u ||pr)< R, et A € (0,1), on a

1
| $NOwW) = C

Maintenant on suppose que ’hypothése (As) est vérifiée :

(A3) Il existe r > 0 tel que :

max f(7)

<[ (=2)"a |l

ou I; est 'application identité.

Alors siu € C, || uljo=7¢€t N(u) >u pour f(u(z)) < m{zgx}f(T) on a:
T€|0,r

P =l o<l N (W) o<l (=2) " a [l max f(r) <,

C’est une contradiction, donc (Aj) garantit (hl) du theéoréeme de Krasnoselskii(1.13),
cest-a-dire N(u) 2u Yu e C, || u||e=r1-
Finalement on suppose que '’hypothése (Ay4) est vérifiée :

(Ay)Il existe R > cr tel que

S (AT ey

ou K est le compact de  défini par (A;)

Ici par h 1 on a noté la fonction h(z) pour z € K. h(zx) =0 pour x € Q\K.
Soit u € C, || u ||pp= R supposons que N(u) < u.

Pour

F(u)(x) = f(u(x)) > inf f(7),Voe K.

TE[NR,00]
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On a donc :
R=[ullre@ =l N(u) ||

2| (=A)""F () 1kl
2| (=) il nff(7)

TE[NR,00

>R

C’est une contradiction. Donc (A4) guarantit I’hypothese (h2) du theoréme de Kras-
noselskii (1.13) c’est-a-dire N(u) € u Vu € C, tel que || u || zr)= R.
Et par conséquent le probléme (2.12) admet une solution qui represente un point fixe

pour N c’est-a-dire :
(—A) 1. F(ug) = ug ce qui est équivalent & dire que F(ug) = —Aug.
Ceci achéve la démonstration. m

Enoncé et démonstration du lemme (2.1)

Lemme 2.1 ([4]) Sous les hypothéses [A1],[As] et [As] indiquées dans ’application du

théoréeme de Banach, on suppose de plus que
Q(z,t,0) =0 pour tout (z,t) € R} (2.13)
Soient u,v € C"*2(R%.) tels que
[ l[cree, [| 0 llore2< M.

Alors
Q[u] € O™ (RY) (2.14)

et nous avons les inégalités

I Qu] = Q] lorem < k([ w llors2 + [ v fler+2) [ w = v [lors2,
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ot k > 0 est une constante indépendante de u,v.

Preuve: L’assertion (2.14) est évidente, car m < 2 pour 1 < n < 3.Nous démontrons
le lemme pour le cas n = 3, m = 2, et r = 0, les autres cas étant tres similaires.Etapel:
Dans cette étape préliminaire, nous montrons quelques inégalités qui seront utilisées dans
la suite de la preuve. Nous désignerons par K; des constantes indépendantes des variables

x, t et y. Les inégalités (2.8) et (2.13) impliquent que pour tout (z,t) € R%,

Q(l'a ta h) - Q(x> ta O) |
h

gyl 1,0) =] Jim

h—0
combiné avec I'inégalité (2.9), nous obtenons également

| gy(z,t,y) < Ky |y | pour tout (xty) € Ry x [-M, M].

De plus, puisque les applications considérées sont uniformément bornées, nous avons

| ny(x’tay) |§ K2> pour tout (Xat’Y) € IRTIL“ X [_M7 M]

En appliquant les mémes raisonnement sur les dérivées de q par rapport & x et ¢, nous
avons, pour tout opérateur differentiel Dj; avec 0 <| a |< 2,

Les inégalités

| D2 qy(z,t,y) |< K1 |y | pour tout (x,t,y) € R} x [—M, M] (2.15)

| D¢ ,qyy(z,t,y) |< Ko pout tout (z,t,y) € R} x [—M, M] (2.16)
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Etape 2 Montrons 'inégalité

I Qu] = Q] =< K(ll w2 + [ v lle2) | w = ez, (2.17)

avec u,v € C*(R%) tels que || u ||c2, || v [|c2< M.
Soient (x,t) € R%.

1)Par (2.8), nous avons directement

| Qlul(w,t) — Qu)(z,t) < Ko(lu |+ |v]) [u—v

< Ko(llulle2 + v lle2) [ w—wv e
L’éstimation des dérivées partielles d’ordre 1 étant identique pour chaque variable, nous

effectuons uniquement celle en t.Puisque

dq(x,t,u(x,t))
ot

= q(x, t,u(z, b)) + gy (2, t, u(z, t))ux, t),

alors

0
o
< ] = qfo] |+ | aplul | we—ve | + | gylu] — g,[0] | v

[Qul(z, 1) = Qlul(z, )] [=] q[u] + gyulur — @:[v] + gy[v]v |

Les inégalités (2.8), (2.9) et (2.15) impliquent que

| gilu] = @fo] |< Kol u [+ [v]) [u—wv],

| gy[u] = gyv] [< K Ju—w],

| gylu] [< Ky [uf,
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d’ou

0
| 5 Q@) = Qul(z, 1) [< Kol u [+ v ) |u—wv
+K; | ul|lu—v | +K |u—v || v

< Ks([[ullex + M1 vlle2) [l u=vle
Pour I'estimation des dérivées partielles d’ordre 2, nous effectuons également une seule.
Puisque

2
8 Q(ZL" t7 u<x7 t)) - Qﬂ?ﬂj [u] + Qwiy[u]u%‘ + QIJ?J[U]U’% + ny[u]uﬂfiu%‘ + Qy[u]uxﬂﬁ

8xi8x]~
alors
92
| S [QMu (1) — QI 0)]|
< | Quias[W] = Quyay [V] | + | Quiy[0] || way, — vy | + | Quyylu] — Quyy[v] || sy | +

| me[u] - Ql’iy[v] H Uz, uxj | +
| ny[v] || Ug,; — Vg, || Ugj | + | ny[v] || Vg, || Ug, _ij |

+ | Qylul = Qyv] | e, [+ | Qylv] | Uaia; — Vasa; |

< Ko(llul+ o)) luv—v|+K[u—v]|(]u,

[ Quyy[V] | ey = vy |+ [ Quylu] = Quy[v] || e,

+ | tay [)

+K;1 | u—v|| u,

Ug, | +K, |U ’ (‘ Ug; — Vg, ‘ —|—|ij — Uz |)
+K2 | Uz, — Vg, ||u$] |+K2|v$i||u$j+vxj |+K1|U_U||ul’ﬂ’j |

+K1 | v || umixj - Um’mj |

IN

Kl ullez + 1 v lle2) | w=v ez

ol nous avons utilisé les inégalités (2.8) (2.9) (2.15) et (2.16), ce qui achéne a la vérifica-

tion de (2.17). =
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