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EDO : Equation différentielle ordinaire
EDP : Equation aux dérivées partielles.

PMP : Principe du maximum de Pontryagin.
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Introduction Générale

La modélisation mathématique est nécessaire dans de nombreuses dis-
ciplines telles que ’écologie, la dynamique des populations, I’épidémiologie
etc., et cela en traduisant les phénomenes biologiques par un systeme dyna-
mique. Ce dernier, constitue un ensemble de modeles mathématiques formels
définis sous forme de systemes d’équations, permettant de décrire ’évolution
au cours du temps d’un ensemble d’objets en interaction, en se basant sur
le caractere interprétatif et le pouvoir prédictif. Certains modeles ignorent
quelques hypotheses importantes, comme la variation des individus, I'en-
vironnement et méme parfois négligent les interactions entre les especes
pour ne capturer que les généralités des systemes. Ces modeles en ques-
tions offrent beaucoup de souplesse mais ne sont souvent pas réalistes. Des
lors, le défi majeur dans la modélisation est le choix des parametres clefs,
au sens ou ces parametres sont des variables pouvant conduire le systeme
d’un niveau d’organisation a un autre. Il existe deux types des systemes dy-
namiques : le premier est les systemes dynamiques continus dont 1’évolution
est défini par des équations différentielles ordinaires (EDO) ou des équations
aux dérivées partielles (EDP) et I'autre est appelé systémes dynamiques dis-

crets qui sont définis par des équations aux différences. Dans cette these,



nous nous intéressons a l’'étude et 'analyse mathématique et numérique d'un
modele en écologie (proie-prédateur) basé sur des équations différentielles or-
dinaires non linéaires et sur la théorie du controle.

On utilise le langage mathématique pour définir précisément le concept d'un
systeme dynamique sur lequel on peut agir au moyen d’une commande qui est
un systeme de controle. La théorie de controle permet de ramener un systeme
d’un état initial a un certain état final en respectant certaines critiques. Il
existe plusieurs méthodes de résolution parmi lesquels le Principe du Mazxi-
mum de Pontryagin, qui est un point clef de la théorie du controle optimal,
formulé par L.S.Pontryagin en 1956, permettant de donner une condition
nécessaire d’optimalité [45].

Notre manuscrit est constitué d’une introduction générale, de quatre cha-
pitres et d'une conclusion.

Le premier chapitre de cette these, "Modeles de base en dynamique de po-
pulations” présente les modeles classiques tout en donnant un historique,
ou nous rappelons quelques modeles en dynamiques de population. Parmi
lesquels, on cite les modeles de dynamique d’une seule population tel que
le modele de Malthus et Verhulst, et les modeles avec deux populations
(modele proie-prédateur de Lotka-Volterra), sur lesquels on s’est basé pour
la construction de notre modele. Le deuxieme chapitre est une présentation
de quelques outils mathématiques fondamentaux qui seront utilisés dans la
suite de ce travail, intitulé : ”Préliminaires”. Apres un petit apergu sur les
systemes dynamiques, nous énoncons le Principe du Maximum de Pontrya-

gin. Le troisieme chapitre intitulé : "Récolte optimale et stabilité pour un



modeéle proie-prédateur”, nous étudions le comportement asymptotique d’un
modele proie-prédateur avec une nouvelle fonction réponse, en supposant que

seules les proies sont soumises a la péche. Le modele étudié est le suivant :

Ccll_f = —min <y(i)x%ﬁ>y(t) + az(l — %> —qkbx,
% = —dy(t) + emin <y(lg—(—?l)ﬁ>y(t)’

ou E est 'effort de péche et q le coefficient de capturabilité.

En posant des conditions sur les parametres, on aboutit au modele simplifié.
Pour ce modele, on étudie la permanence et la stabilité (locale et globale)
des points d’équilibre. Puis 'existence de ’équilibre bio-économique et aussi
la stratégie de récolte optimale en utilisant le PMP. Ce Chapitre fait I'objet
de larticle [9] :

K. Belkhodja, A. Moussaoui, M.A. Aziz Alaoui

7 Optimal harvesting and stability for a prey-predator model”

Nonlinear Analysis : Real World Applications 39 (2018) 321-336.

Dans le dernier chapitre on reprend le modele du chapitre 2, en introduisant
la péche sur les deux especes avec deux efforts de péche différents. On étudie
les points d’équilibre et leurs stabilités locales et globales et puis 1’équilibre
bionomique et la stratégie de récolte optimale. Ce travail fait I’'objet du pro-
ceeding [8].

K. Belkhodja, A. Moussaoui

7 Global dynamics of a predator-prey system and its applications to biological
control. 7

Proceedings of ICCSA 2014. Normandie University, Le Havre, France-June



(2014) 25-26.

Pour illustrer tous les résultats obtenus dans chaque chapitre, nous propo-
sons des simulations numériques avec des valeurs attribuées aux parametres

biologiques. Une conclusion générale est donnée a la fin de cette these.



Chapitre 1

Modeles de base en dynamique

de populations
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1.1. MODELES AVEC UNE SEULE POPULATION 1

La dynamique des populations est le domaine de la science qui tente
d’expliquer de fagon simple les variations temporelles de la taille et de la
composition des populations biologiques, telles que celles des humains, des
animaux, des plantes ou des microorganismes.

D’un point de vue historique, les premiers modeles appliqués a la dynamique
de populations étaient basés sur les systemes dynamiques, pour cela on va
commencer par une étude des modeles classiques puisqu’ils constituent le

premier pas vers des systemes plus élaborés.

1.1 Modeles avec une seule population

Pour le cas d'une population N (t) supposée isolée (pas de migration), la
fagon la plus simple de décrire I’évolution au cours du temps de cette popu-
lation est par les naissances et les déces, qui la font augmenter ou diminuer,

tel que

dN . L
—— = naissances — décés,

dt

= croissance,

ol la croissance est soit linéaire ou non linéaire. Ainsi, nous nous intéressons

aux principaux modeles classiques de croissance.

1.1.1 Modeéle de Malthus

L’idée du modele de Thomas Malthus [34], est que : si elle n’est pas freinée,
une population croit <« géométriquement ». Plus généralement, 1’étude du

modele de Malthus, sert a décrire 1’évolution d’une certaine quantité au cours



CHAPITRE 1. MODELES DE BASE EN DYNAMIQUE DE
POPULATIONS 1

du temps en s’appuyant sur ’hypothese suivante : la variation (ou I’accrois-
sement) de cette quantité est proportionnelle a elle-méme et ce coefficient
de proportionnalité est constant au cours du temps. Ainsi, Malthus avait
pour but de déterminer ’accroissement naturel de la population lorsque les

ressources sont illimitées. Ceci se traduit par le systéeme suivant

N
N, (1.1)

r est appelé le tauz de croissance, et Ny est la densité initiale de la population

qui doit étre positive pour conserver la positivité du systeme au cours du

temps. Cette équation admet comme solution
N(t) = Nge’"t.

Par conséquent, on a les comportements asymptotiques suivants :
— Sir > 0, la population croit exponentiellement vers une densité infinie,
c'est-a-dire N(t) — +oo quand t — +00.
— Si r < 0, la population décroit exponentiellement vers une densité
nulle, ¢’est-a-dire N () — 0 quand t — +00.
— Si r = 0, la population reste a densité constante, avec N(t) = Ny,
vt > 0.

La figure suivante résume les résultats ci-dessus.
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r<0
—r=0
r=0

Population

NO

Temps

FIGURE 1.1 — Les évolutions possibles d'un modele de Malthus pour

différentes valeurs de r.

Cette approche, affirmée par Malthus, est irréaliste globalement parlant, au

moins a long terme. Nous devrons donc introduire un terme correctif qui
, L

permet aux membres d'une population isolée de converger vers un nombre

constant. C’est ce que propose le modele logistique qui sera étudié apres.

1.1.2 Modele de Verhulst (modele logistique)

Le modele de Verhulst, dit aussi modele logistique, est un modele alterna-
tif a celui de Malthus proposé par le mathématicien Belge Frangois Verhulst
[51], ot il a pris en considération la capacité limite du milieu qui n’a pas été
étudiée avant. Dans ce modele, la croissance n’est plus constante et dépend

linéairement de la population N. Il s’écrit donc :
dN N(t)
Z —aN (1= 22
a ( K ) ’
N(O) - N(],

(1.2)
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ol a le taux de croissance intrinseque et K la capacité limite du milieu.
Ce modele prévoit que la population augmente et converge vers sa capacité

limite K. Plus précisément, la solution du systeme (1.2) est donnée par

NOKe”
N(t) = .
( ) K+N0(€Tt—1)

Si les ressources sont infinis, c¢’est-a-dire, lorsque K — 400, on retrouve le
modele de Malthus.
Le systeme (1.2) admet deux points d’équilibre : I'origine qui est instable et

K qui est stable, ce qui est bien expliqué dans la figure 1.2.

NO=12

NO=K=10 — —_— _—

Population

B — "

No=5 |-

Temps

FI1GURE 1.2 — Représentation des solutions de 1’équation de Verhulst.

Remarque 1 Dans ce modéle, il n’y a aucun risque d’extinction méme a

tres bas niveau de population.



1.1. MODELES AVEC UNE SEULE POPULATION 1

1.1.3 Croissance bistable ou modele avec ” Effet Allee”

La modélisation d’un modele avec Effet Allee [5] est donnée par le systéme

suivant N
— =rN(K — N)(N — M),
dt (1.3)
N(ty) = No,

oul0< M < K.

L’écologiste Allee a inclus dans son modele le risque de lextinction de la
population lorsque les individus ont des difficultés a trouver un partenaire
pour la reproduction, et cela quand les individus d’une espece sont en trop
petit nombre.

Les points d’équilibre associés a ’équation ci-dessus sont 1’origine qui est
stable, M instable et K qui est stable, d’ou 'appellation ”Modele de crois-
sance bistable 7. Le parametre M est appelé < seuil de 'effet Allee >, en
dessous duquel la population va a l'extinction et au dessus de ce seuil la

population converge vers la capacité limite K (voir figure 1.3).

NO=4

===N0=5

——No=7
===N0=10
—No=12

Population

FIGURE 1.3 — Représentation des solutions de I'équation avec Effet Allee

pour les parametres : r=0.5; M=5; K=10.

10
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1.1.4 Modele bioéconomique

En reprenant 1’équation logistique et en lui ajoutant un terme négatif
qui représente biologiquement la mortalité par ’exploitation (la péche dans
notre cas), on obtient la forme générale d’'un modele de base pour la gestion

de ressources halieutiques donnée par

dN N
—5 =N = ) = hb). (1.4)

La récolte peut prendre deux formes soit constante ou dépendante de la taille
de la population.

1¢" cas : h(t)=H=constante. Dans ce cas le nombre autorisé de captures

est fixé, et donc la mortalité par exploitation sera constante et le

modele (1.4) devient

dN N

ou H > 0 est le quota par unité de temps.

Population

x2=7.23

X1=276

Temps

F1GURE 1.4 — Chronique d’une population exploitée avec quota constant :

r=0.5; K=10; H=1.

11



1.1. MODELES AVEC UNE SEULE POPULATION 1

En résolvant 1’équation T 0, ce qui revient a résoudre

%]\ﬂ—TN—H:O.

On peut observer deux situations :

rkK dN
*si H > R alors T < 0, ce qui entraine l'extinction de la
population.

* Sinon, si H < %, alors on a l’existence de deux points d’équilibre

x] < x5 dont le premier est instable et 'autre est stable, ce qui est
illustré dans la figure 1.4.

2¢me cas : h(t) = EN, dans ce cas la mortalité par exploitation est pro-

portionnelle a la population, ce qui conduit a I’équation
— =rN(1— —=)— EN, (1.6)

ou EN représente le rendement de 'exploitation par unité de temps

et I l'effort de péche utilisé par unité de temps.

En résolvant 1'équation (1.6) avec Oil—]: = 0, on obtient les deux cas

suivants :

— Si E < r :on a l'existence de deux points d’équilibre Ny = 0 qui
est instable et I’équilibre intérieur N* = K (1 — %) qui est stable.

— si E > r :on a un seul point d’équilibre Ny = 0 qui est stable dans

ce cas.

En faisant varier I'effort de péche F, on obtient la figure 1.5.

12
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Population

No (&

Temps

FIGURE 1.5 — Population exploitée avec effort de péche constant, avec :

r=1.5: K=25.

1.2 Modeles avec deux populations

Dans un écosysteme, on peut avoir 'existence de deux (ou plusieurs
)
populations qui interagissent entre eux de différentes manieres. Parmi ces

Interactions :

¢ La prédation : une population peut étre la proie d'une autre popu-
lation qui est le prédateur. Dans ce cas, on est devant un modele dit :
Proie-prédateur.

¢ La compétition : certaines populations peuvent étre en compétition
avec d’autres, car elles ont des ressources communes et cela agit de
facon négative sur les deux populations;

¢ Le mutualisme : il se peut que certaines populations cooperent ; ¢’est

une interaction a bénéfices réciproques.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques modeles de prédation qui nous

servirons pour comprendre le modele que nous proposons dans le chapitre 3.

13



1.2. MODELES AVEC DEUX POPULATIONS 1

1.2.1 Quelques modeles proie-prédateur

La relation dynamique entre les prédateurs et leurs proies est devenu I'un
des themes dominants de 1’écologie mathématique en raison de son impor-
tance. C’est un couple d’équations différentielles non-linéaires du premier
ordre, qui sont couramment utilisées pour décrire la dynamique de systemes
biologiques ou le prédateur et la proie sont en interaction.

Considérons deux populations mesurées par x(t) et y(t) pour ¢ > 0, ou la
premiere représente la densité de la population des proies et la seconde celle

des prédateurs. Un modele proie-prédateur s’écrit en général sous la forme

dx
dy (1.7)
= = —9() +eh(z,y).

Ou f(x) est la fonction de croissance des proies, g(y) est la mortalité des
prédateurs et e est le taux de conversion de la biomasse des proies en biomasse
des prédateurs.

La fonction h(z,y) représente la fonction réponse qui est la quantité des

proies consommeées par un prédateur par unité de temps.

e Modele classique de Lotka-Volterra
Le premier modele classique de prédation a été proposé indépendamment
par le biologiste américain Alfred J. Lotka en 1925 et par le mathématicien
italien Vito Volterra en 1926. Volterra proposa ces équations afin de

modéliser I’évolution des sardines et des requins dans la mer Adria-
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CHAPITRE 1. MODELES DE BASE EN DYNAMIQUE DE
POPULATIONS 1

tique [53] . Ce modele s’écrit sous la forme suivante

dx

— =rx — axy,

dt (1.8)
dy N

— =-m eaxy.

di Y Yy

Dans ce cas, les proies en I'absence des prédateurs croient exponen-
tiellement, avec f(x) = rx et en l'absence des proies, la population
des prédateurs disparait a une vitesse proportionnelle a leur densité
avec g(y) = my ou m est le taux de mortalité des prédateurs. De plus,

la fonction réponse est h(zx,y) = azy.
dy

x

En résolvant le systeme (1.8), avec i 0 et pri 0, on obtient

deux points d’équilibre l'origine x; = (0,0) et le point d’équilibre
m r

intérieur z* = <—, —). La linéarisation donne l'instabilité de 1'ori-
ea’ a

gine, et pour I’équilibre intérieur, on trouve l'existence des solutions
périodiques stables autour de ce point. Pour plus de détails, voir par

exemple [2, 5, 41].

Population

Temps

FI1GURE 1.6 — Trajectoires des solutions pour les parametres : r=1.5; a=0.5;

e=1; m=2.
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1.2. MODELES AVEC DEUX POPULATIONS 1

Predateur

Proie

FI1GURE 1.7 — Cycle limite autour du point d’équilibre intérieur pour le

systeme classique de Lotka-Volterra.

e Modele proie-prédateur avec fonction réponse de Holling
Dans la littérature, il existe trois différents types de fonction réponse
de Holling. Le premier est celui de Lotka-Volterra, lorsque le nombre
de proies consommeées est proportionnel a leurs densité, connue aussi

sous le nom de fonction de Holling type I (Figure 1.8 A), telle que
h(z,y) = azy.

Ensuite, Holling a présenté la fonction réponse la plus observée dans
la nature dite fonction réponse de Holling type I1. Cette derniere est
caractérisée par un taux de consommation des proies décroissant de
fagon réguliere en fonction de la densité des proies (Figure 1.8 B). Elle

prend la forme
_awy
2+ D’

h(x,y)

Le troisieme type est basée sur le fait que le prédateur augmente son
activité de recherche lorsque la densité des proies augmente, et la

chance pour un prédateur de trouver une proie est faible (Figure 1.8
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C) et peut étre représentée par

ax*y
224+ D’

h(:c,y) =

Cette derniere est appelée fonction réponse de Holling type [11.

Réponses fonctionnelles

Densité des proies

FIGURE 1.8 — Les trois types des fonctions réponses selon Holling.
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2.1. EQUATION DIFFERENTIELLE 2

Ce chapitre est consacré a introduire les notions de base nécessaires
utilisées pour la réalisation des travaux introduis dans cette these. Pour
cela, nous allons rappeler dans ce qui suit quelques définitions, lemmes et
théoremes nécessaires. Ensuite, une breve introduction sur le controle opti-
mal est donné en citant le principe du maximum de Pontryagin (Pour plus

de détails voir [49)]).

2.1 Equation différentielle
Supposons que U un ouvert de R x R" et
f:U—=R"
une application continue.

Définition 1 Une équation différentielle du premier ordre est la relation
entre l'inconnu (noté iciy), sa variable (noté t) et sa dérivée premiére, telle
que

y=f(ty), (ty el teR, yeR" (2.1)

Définition 2 La solution de l’équation (2.1) sur un intervalle I C R", est

une fonction dérivable y : I — R™, vérifiant
1. (Vtel), (t,y(t) e U.

Si f mne dépend pas explicitement du temps t, on parle d’EDO autonome,

stnon c’est I’EDO non-autonome.
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CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES 2

Définition 3 (Probléme de Cauchy) Etant donné (to,yo) € U. Le probléme

de Cauchy est formulé de la maniére suivante

Y= f (t7 y(t)) )

y(to) = Yo-

(2.2)

Une solution y : U — R™ du systeme (2.2), est dite solution du probleme de

Cauchy avec condition initiale (to, yo).

Dans ce qui suit, nous introduisons des conditions suffisantes pour 1’existence

et 'unicité de la solution du probleme de Cauchy ci-dessus.

Définition 4 (Fonction localement lipschitzienne) [J]
On dit que l'application f est localement lipschitzienne en y si pour chaque

(to,yo) € U, il existe un voisinage Uy C U et une constante K > 0, tel que

Yt y1), (ty2) € Uo) N f(t0) = F& )l < llyn — 22l

ot ||.|| désigne une norme dans R™.

Lemme 1 [71] Si f(t,y) et %(t,y) sont continus sur U, alors [ est locale-

ment lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable sur U.

Théoréme 1 (Cauchy-Lipschitz) [52]
St f est localement lipschitzienne en sa deuriéme variable y, alors il existe
une constante a > 0, tel que pour tout (to,yo) € U, le probléme de Cauchy

(2.2) admet une unique solution dans [ty — a,ty + a.

Définition 5 — Une trajectoire de la solution est donnée par

A={(ty(t), te1}.
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2.1. EQUATION DIFFERENTIELLE 2

— Une orbite de la solution est donnée par ’ensemble suivant

B={y(t), tel}.

— L’ensemble de toutes les orbites de [’équation différentielle est dit por-

trait de phase.

Définition 6 (Solution périodique) Soit y(t) une solution de (2.1).

y(t) est une solution périodique s’il existe un T > 0, telle que

(VteR) y(t+T) =yt

Définition 7 Une partie A de R™ est compacte, si et seulement si A est a

la fois fermée et bornée.

Définition 8 (Ensemble positivement invariant) Un domaine D C R™
est dit positivement invariant pour un probleme de Cauchy, si pour n’importe

quel condition initiale yo € D, y(t) reste dans D pour tout t > t.

Définition 9 (Solution bornée) Une solution y (t,to,yo) du systeme (2.2)
est dite bornée dans R™, s’il existe une région compacte A C R™ et un temps
fini T, tel que

y (t,to,y0) € A, pour tout t > T.

Définition 10 (persistance) [72]
Le systeme (2.2) est faiblement persistant si chaque solution y(t) satisfait les
deuz conditions :

(i) y(t) =0, Vt > 0.
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CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES 2

(i1) limsupy(t) > 0.

t—+o0

Le systéme (2.2) est fortement persistant si chaque solution y(t) sa-
tisfait la condition suivante avec la premiére condition (i) de la per-
sistance faible :

(#i) liminfy(t) > 0.
t—-+o0

Définition 11 (Permanence) [77]
Pour un systéme différentiel, une composante X (t) est dite permanente, s’il
existe 0 < a < b, tel que pour toute condition initiale X (0) > 0, la condition

sutvante est vérifiée :

a < liminf X (¢) < limsup X (¢) < b.

t—+oo t—+o00

Un systeme est permanent si toute ses composantes sont permanentes.

Lemme 2 (Lemme de comparaison) [/2/

dX
Sia,b>0 et o < (2)X(t)(a—bX(t)) avec X(0) > 0, alors

lim sup X () < % (lim inf X (t) >

t—+4o00 t—+o0

).

> e

2.2 Notions de stabilité dans R?

La notion de stabilité joue un role important dans la théorie des systemes
dynamiques. Cette section est un rappel des définitions de la stabilité locale
et globale du point d’équilibre.

Considérons le systeme autonome suivant

y=r(), (2.3)
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ou f:DCR"— R".

Pour assurer I'existence et 'unicité des solutions, on suppose que f est loca-
lement lipschitzienne sur D.

Dans la pratique, ce n’est pas toujours possible de résoudre une équation
différentielle, pour cela une étude qualitative du systeme (2.3) peut étre faite.
Cette étude commence par la recherche des points d’équilibre puis de trouver

ses comportements.

Définition 12 (Point d’équilibre) On appelle point d’équilibre du systéme
(2.3) tout point y* vérifiant

fly*) =0.

Un point d’équilibre du systeme est un état stationnaire, a ce stade les ques-
tions qui se posent : que peut-il se passer au voisinage de ’équilibre ? Est
ce que la solution va converger (cas de stabilité) ou va s’éloigner de ce point
(cas d’instabilité) ?

Les réponses a ces questions se résument a l’étude de la stabilité de cet
équilibre.

Dans cette these nous nous basons sur les systemes d’ordre deux, pour cela
considérons le systeme autonome suivant

’

x :fl (l’,y)

y/ - f2 ((L’,y)

(2.4)

et X (0) = (zo,yo) est la condition initiale au temps ¢ = 0.
En supposant que les fonctions f; et fs sont localement lipschitziennes, ’exis-

tence et I'unicité de la solution du systeme (2.4) avec (x(0),y(0)) = (zo, yo),
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CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES 2

découlent du Théoreme 1.

Soit X* = (z*,y*) un point d’équilibre du systeme (2.4).

Définition 13 (stabilité, instabilité et stabilité asymptotique) [77/
— Le point d’équilibre X* est dit stable, si pour tout ¢ > 0 il existe

&> 0, tel que
[X(0) = X[ <§= (vt 2 0) [ X(¢) - X*|| <e

— Le point d’équilibre X* est dit instable, s’il n’est pas stable.
— Le point d’équilibre X* est dit asymptotiquement stable, s’il est

stable et il existe r > 0 tel que pour toute solution X (t) du systéme

(2.4), on a
|X(0) = X*|| <r= (Vt > O)tllrn | X(t) — X*|| = 0.

La linéarisation du systeme différentiel (non linéaire), qui est obtenu par
un développement de Taylor du premier ordre des deux fonctions f; et fy au-
tour de I’équilibre X*, c’est une démarche nécessaire a suivre pour déterminer

la nature de ce dernier.

Définition 14 (Linéarisation) Le linéarisé du systéme non linéaire (2.4)
autour du point d’équilibre X* = (x*,y*) est définit par

!

X =Jxy)X
ou of of
z 8_1< yr) a_yl( YY) x
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2.3. EXISTENCE DES ORBITES PERIODIQUES. 2

Ou J(x*,y*) est appelée matrice jacobienne calculée au point d’équilibre et
notée par J*. Le déterminant et la trace associés a J* sont notés respective-

ment det(J*) et tr(J*).

Théoréme 2 (stabilité) [/7]
Supposons pour le systeme (2.4) que det(J*) # 0 et tr*(J*) — 4det(J*) > 0,
alors on a les résultats suivants :
1. Si det(J*) < 0 alors le point d’équilibre X* est un point selle pour le
systeme (2.4).
2. Sidet(J*) > 0 et tr(J*) < 0 alors le point d’équilibre X* est localement

asymptotiquement stable.

3. Sidet(J*) > 0 et tr(J*) > 0 alors le point d’équilibre X* est instable.

Théoréme 3 (Lyapunov) [31] Soit X* un point d’équilibre pour (2.4).
Soit Uy C U un voisinage de X* et V : Uy — R une fonction de classe C,
vérifiant :

o V(X*) =0

o Pour tout X € Uy \ {X*}, V(X) >0

o V(X) — oo lorsque || X || — o0

o Pour tout X € Uy, ;l—; <0

Alors X* est globalement asymptotiquement stable.

2.3 Existence des orbites périodiques.

L’oscillation est I'un des phénomenes les plus importants qui se produisent

dans les systemes dynamiques. Un systeme oscille lorsqu’il a une solution
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périodique non triviale qui a pour image dans le portrait de phase une tra-
jectoire fermée, que I'on appelle habituellement une orbite périodique ou une
orbite fermée. Une orbite périodique isolée est appelée un cycle limite.

Le fait que les orbites périodiques divisent le plan en deux régions, une a
I'intérieur de l'orbite et 'autre a l'extérieur, permet d’obtenir des criteres
de détection de la présence ou l’absence de ces orbites périodiques pour les
systemes de dimension deux. Les plus célebres de ces criteres sont le théoreme

de Poincaré-Bendixon et le critere de Dulac.

Théoréme 4 (Poincaré-Bendixon) [/(]
Soit K C R? un compact. Supposons que pour tout t > 0 la solution X (t, X,)

du systeme (2.4) reste dans K, alors

1. ou bien X (t, Xy) est une orbite périodique de (2.4),
2. ou bien X (t, Xo) converge vers une solution périodique de (2.4),

3. ou bien X (t, Xo) converge vers un point d’équilibre de (2.4).

Le résultat suivant, connu sous le nom de critere de Dulac, peut étre utilisé

pour exclure 'existence d’orbites périodiques dans certains cas.

Lemme 3 (Critéere de Dulac) /52
Soit D C R? un domaine connexe. on suppose que (f1, f2) est continue et

différentiable dans D.

0 0
Si la divergence (i + ﬁ) n’est pas identiquement nulle et de signe

ox oy
constant sur D, alors le systéme (2.4) n’admet pas de solution périodique.
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2.4 Controle optimal

Du point de vue mathématique, un systeme de controle est un systeme
dynamique dépendant d'un parametre appelé le ”controle”. Les controles
sont des fonctions ou des parametres habituellement soumis a des contraintes.
Le probleme de controle optimal est de vouloir conduire un systeme dyna-
mique controlé d'une configuration donnée a une configuration souhaitée,
tout en minimisant ou maximisant un certain cotit et en respectant certaines
contraintes. Ce probléeme est modélisé par divers outils mathématiques :

équations différentielles, équations intégrales, etc.

Définition 15 Un systeme de controle a n équations différentielles du pre-
mier ordre est la donnée d’un espace d’état X, un espace de controle U et

d’une loi d’évolution du type

dx

o f (t,l‘(t),E) 5

di (2.5)
x(0) = o,

ou [ est un vecteur de n composantes, il peut étre linéaire ou non linéaire.
x(t) € X est l'état du systéme a Uinstant t € [0,T] et u(t) € U le controle

choist.

Définition 16 On appelle U,q ’ensemble des valeurs admissibles pour
le controle E(t) avec E(t) € U,q tel que la trajectoire associée est bien définie
sur [0,T]. Ces contréles sont a valeurs dans un ensemble Uyg C R™ ot m

désigne le nombre de composantes du controle E.

Déterminer un controle optimal E*, permet de manipuler le systeme (2.5)
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selon sa dynamique tout en maximisant la fonctionnelle .J définie par

LMLE%:/TG@m@LE@»ﬁ

avec G : R x R® x R™ — R™ est une fonction de classe C* et T peur étre
fixé ou non. Mathématiquement, le probleme de contréle optimal se formule

de la maniere suivante :

max J (t, E)
Uad

sous la contrainte : x(t) = f (¢, z(t), E(t)).
2.5 Principe du maximum de Pontryagin

Parmi les méthodes utilisée pour résoudre les problemes de controle op-
timal, le Principe du maximum de Pontryagin (PM P).

Introduisons d’abord quelques définitions et propriétés essentielles.

Définition 17 (Controélabilité) Un systéme est dit contréolable en temps
T, si pour tout couple d’état initiale xq et d’état final x1, il existe un controle

u(.) tel que la solution correspondante vérifie x(T) = x;.

Définition 18 (Hamiltonien) Considérons le systéme suivant

#(t) = f (¢, x(t), E(1)) (2.7)

ot f:RT x R" x R™ — R est une fonction de classe C' dans R™. Alors le

Hamiltonien H : R™ x R™ x R™ — R est la fonction définie par

H (t,2(t), M), E(t)) = G (t, 2(t), B(t)) + AT f (£, 2(t), E(t)).
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Théoréme 5 (Principe du maximum de Pontryagin (PMP)) [/9]
Si E*(t) est un contréle optimal pour le probleme (2.6), et x*(t) sa réponse,
alors il existe une fonction A : [0,T] — R"™ absolument continue appelée

vecteur adjoint tel que pour tout t € [0,T], on a

0H

(t, 2" (), \(t), E*(t)) (2.8)

et les équations adjointes données par

OH

At = =5

£, 2" (1), M(t), E*(¢)). (2.9)

Ainsi on a la condition de maximisation pour tout t € [0,T],

H(t,z*(t), A1), E(t)) = max H (t,2*(t), \(¢), E(t)).

E(t)eUgq

De plus, si le systeme considéré est autonome c’est-a-dire f ne dépend pas
du temps, alors Uapplication H : t — H (z*(t), A(t), E*(t)), pour t € [0,T],

est constante.

Remarque. En I’absence de contraintes sur le controle, la condition de

maximisation devient
OH

o "
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Récolte optimale et stabilité

d’un modele proie-prédateur
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CHAPITRE 3. RECOLTE OPTIMALE 3

3.1 Introduction.

La dynamique proie-prédateur est habituellement représentée par une
fonction réponse, qui est la quantité de proies consommées par un prédateur
et par unité de temps. Typiquement, un modele proie-prédateur se concentre
sur les interactions entre deux especes en tenant compte de certains aspects
considérés comme nodaux pour expliquer la dynamique. Ces interactions
dépendent de la nature de I'espece étudiée [6, 41]. Récemment, dans [14], les
auteurs ont proposé une nouvelle fonction réponse afin d’expliquer I'influence
de I’évolution des fluctuations du niveau d’eau dans un lac artificiel sur la
dynamique proie-prédateur des poissons. Dans le lac étudié, deux especes
interdépendantes sont considérées; le brochet (Pike en anglais) qui est le
prédateur le plus important et le gardon (Roach en anglais) qui est la proie.
Cette fonction réponse est basée sur les considérations générales suivantes.
Quand un prédateur attaque une proie, il a acces a une certaine quantité
de nourriture en fonction du niveau d’eau. En automne, lorsque le niveau
d’eau est bas, le prédateur est plus en contact avec la proie, et la prédation
augmente. Inversement, au printemps, lorsque le niveau d’eau est élevé, il
est plus difficile pour le prédateur de trouver une proie et la prédation dimi-
nue. On suppose que la fonction d’accessibilité pour la proie b(t) est continue
et 1-périodique, la valeur minimale b; est atteinte au printemps et la va-
leur maximale by est atteinte durant 'automne. Le prédateur a besoin d’une
quantité v pour sa nourriture, mais il a acces a une quantité

b(t)z
y+D
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qui dépend du niveau d’eau, ou D mesure d’autres causes de mortalité en

dehors de la prédation. Ainsi, si

b(t)z
y+ D

>

alors le prédateur sera satisfait de la quantité v pour sa nourriture. Sinon, si

bxy <
y+D —

le prédateur se contentera de
b(t)x
y+D

En résumé, la quantité de nourriture recue par prédateur et par unité de

min ( bz 7) . (3.1)

y+D’

temps est

Les auteurs de [14] ont étudié le modele proie-prédateur non autonome sui-

vant
dx x(t) _( b(t)z(?)
d _( b(t)x(t) |
d_gz{ = —dy(t) + emin (m,7> y(t).

Les constantes mentionnées ci-dessus sont toutes positives. Les proies croient
de fagon logistique avec la capacité limite K et le taux de croissance in-
trinseque a. En utilisant le théoreme de continuité de Gaines et Mawhin
de la théorie du degré de coincidence [36], les auteurs ont établi des condi-
tions suffisantes pour ’existence de solutions périodiques positives du systeme
proie-prédateur (3.2). Une telle solution décrit une situation d’équilibre com-

patible avec la variabilité des conditions environnementales, de fagon que les
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deux populations survivent. Les trajectoires dans le plan de phase de ces
solutions du systeme non-autonome prennent la place des points d’équilibre
du systeme autonome. Dans les simulations numériques données dans [14],
la fonction de taux de prédation périodique b(t) = b(1 + 0,5 cos(27t)) est
utilisée, pour plus de détails, voir [14, 39, 38].

Dans le présent travail, nous nous concentrons sur le cas autonome et nous
utilisons comme taux de prédation, la moyenne b = fot b(s)ds. De plus, pour
étudier I'effet de la récolte sur I’écosysteme proie-prédateur, nous incorporons
et étendons le travail effectué par [14]. Notre but est d’obtenir des résultats
théoriquement bénéfiques pour le développement durable du systeme proie-
prédateur et de maintenir I'intérét économique de la récolte a un niveau idéal.

Par conséquent, nous étudions le modele proie-prédateur suivant :

(t)

T = Z—f = —min <yé§€%,v) y(t) + aac(t)(l — 7) — qFEz(t) = Fi(z,vy),
= 2—‘? = —dy(t) + e min (y(lg%,v) y(t) = Fa(z,y).

(3.3)

ol ¢ est le coefficient de capturabilité de la proie, en d’autres termes c’est
la probabilité qu'une proie est capturée par unité de temps et F désigne 1'ef-
fort consacré a la péeche.

Le présent chapitre est organisé comme suit : dans la section 3.2, nous
nous concentrons sur la dynamique du systeme (3.3), en particulier, nous
établissons des criteres suffisants pour la bornitude, la permanence et 1’extinc-
tion des prédateurs. La stabilité locale et globale du systeme est étudiée dans

la section 3.3. Dans la section 3.4, nous étudions 'existence d'un équilibre bio-
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nomique. La stratégie de récolte optimale est étudiée a I’aide du principe de
maximum de Pontryagin dans la section 3.5. Quelques exemples numériques
sont utilisés pour illustrer les résultats. Des breves remarques finales sont

données a la section 3.6 pour conclure ce chapitre.

3.2 Analyse mathématique et résultats prin-
cipaux.

Dans cette section, nous donnons une analyse qualitative du systeme
(3.3). Du point de vue biologique, nous nous intéressons a la dynamique du
modele (3.3) dans le premier quadrant RJ . Ainsi, nous considérons la condi-

tion initiale biologiquement significative xz(0) = xy = 0 et y(0) = yo > 0.

b

. a .
Tout d’abord, nous observons que, si "E > =" alors < 0, donc, tout au

q
long de notre analyse, nous faisons I’hypothese suivante sur 'effort de péche

E < /7 (HO)

a
q
Nous supposons également, tout au long de ce chapitre, que le taux de

prédation b satisfait

b < min (”/(yo + D) daydD )2> = D.

H
rg K(a+d—qFE ()

Biologiquement, 1'hypothese (Hy) signifie que si 'effort de péche augmente
a
au-dela d’une valeur seuil (c’est-a-dire si £ > —), alors les deux especes dis-

paraissent completement.

L’hypothese (H;) sera utilisée au paragraphe 2.1 pour prouver la persistance
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du systeme (3.3), et ¢a signifie que si le taux de prédation est inférieur a une
valeur seuil Z~), toutes les especes sont présentes et aucune d’entre eux n’ira a
I’extinction.

Dans la suite, nous commengons par montrer que les solutions de (3.3) com-

mengant de R, existent, restent dans Ry et sont uniformément bornées.

3.2.1 Positivité et bornitude des solutions

Tout d’abord, nous énongons le lemme suivant

Lemme 4 Soit h : (z,y) — min((g(x,y),7). Si g est localement lipschit-

zienne, alors la fonction h 'est ausst.

Preuve. Il est facile de voir que

. _g(@,y) +y —lglz,y) — 7
WG, B) = min(g(z, y),7) = 5 :

La forme de h par rapport a g montre évidemment que si g est localement
Lipschitzienne, alors h est localement Lipschitzienne. Ainsi, I'existence locale
et 'unicité des solutions du systeme (3.3) sont obtenues pour le probleme de
Cauchy correspondant [23]. En ce qui concerne la positivité et la bornitude

de la solution pour le systeme (3.3), nous avons le lemme suivant :

Lemme 5 1. Le quadrant positif RS est positivement invariant pour le
systeme (3.3).
2. Toutes les solutions du systéeme (3.3) qui commencent de RI sont

bornées.
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Preuve. Soit [0,7},4:) 'intervalle maximal d’existence des solutions du
systeme (3.3).
1. Du systeme (3.3), on déduit que # = 0 (respectivement y = 0) est
un sous-ensemble invariant, c’est-a-dire z = 0 (respectivement y =
0) si et seulement si z(t) = 0 (respectivement y(t) = 0) pour un
certain t. Ainsi, si (0) > 0 (respectivement y(0) > 0), alors z(t) > 0
(respectivement y(t) > 0) pour tout t € [0, Tryaz)-
2. Considérons w(t) = ex(t)+y(t). La dérivée par rapport au temps tout

au long des solutions, est donnée par

dw de dy x
T Y ur(1— L) eqEx — dy.
g~ Car T el ) ek —dy
Alors
dw a ek
— +dw = —qE+d) - o] < (o gB+d)? =
o + dw ex[(a qF +d) 7 o (a—qF +d) i

ol p est le maximum de la fonction ex [(a —qF 4+ d) — %x] En
appliquant un théoréme sur I'inégalité différentielle [23], on obtient

0 <w(z,y) <e Y w(0)+ %(1 - %)

< max (w(O), %)
Ce qui implique les solutions sont bornées, pour 7},,. = +oo, . Par
conséquent, on a lim;_,o w(t) < 4, qui est indépendante de la condi-
tion initiale.

Donc, toutes les solutions du systeme (3.3) qui commencent de Ry

entrent dans la région

38



CHAPITRE 3. RECOLTE OPTIMALE 3

pour tous € > 0 quand ¢t — +o00 .

3.2.2 Persistance et permanence

Dans cette sous-section, nous analysons la Persistance (faible et forte)
et le comportement de permanence du systeme (3.3). Géométriquement, la
persistance signifie que les trajectoires qui commencent d’un cone positif sont
finalement éventuellement bornées par des plans de coordonnées. D’autre
part, la coexistence permanente (persistance uniforme) implique I'existence
d’une région dans l’espace des phases a une distance non nulle de la limite
dans laquelle les vecteurs de population doivent se situer en fin de compte,
ce qui assure la survie des especes au sens biologique.

Dans la suite, Notons par

On remarque que M; > my;,t = 1,2. On va montrer que maxizl,g{mi,O}
sont les limites inférieures des especes, lorsque t tend vers l'infini. Ce qui est

évident dans le cas ou m; < 0. Supposons maintenant que
m; >0, 1=1,2. (Hs)

Notre résultat principal est indiqué dans la proposition suivante.
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Proposition 1 En plus de (Hy), (Hy), supposons que (Hs) est satisfaite.
Alors le systéme (3.3) est permanent, c’est-a-dire, toute solution positive

(x(t),y(t)) du systéme (3.3) satisfait

0<m < li%ninfx(t) < limsup z(t) < My,
—00

t—o00

0 < mg < liminfy(t) < limsupy(t) < Mo.

t—o0 t—00
Preuve. Comme les variables x,y sont positives, a partir de la premiere
équation du systeme (3.3), il en résulte que

dx x
7 < _ =
dt < az(l K)

et en utilisant Lemme 2, on obtient
lim sup x(t) < M;. (3.4)
t—o0
Donc pour un arbitraire £; > 0, il existe un nombre réel positif T} telle que

I(t) <K +51,‘v’t > T7.

En outre, de ’équation du prédateur, on a pour ¢t > T}

M
dy < y(—d eb( 1+<€1))7
dt y+D
)
= b(M —dy —dD
y+D(€( 1 +e1) —dy )

1
< oY (eb(My +&1) —dy —dD).

Dongc, en utilisant Lemme 2 et le fait que 1 est arbitraire, on obtient

limsup y(t) < M. (3.5)

t—00
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Par conséquent, pour un arbitraire £, > 0, il existe un nombre réel positif
Ty > T telle que

y(t) < M, + 52,Vt > T5.

On conclut que le systeme (3.3) est dissipatif.
[
Avant de produire la forte persistance du systeme (3.3), nous donnons le

résultat suivant.

Proposition 2 Sous I’hypothése (Hy), on a ¥t > 0

br(t) < v(y(t) + D).

Preuve. Soit

u(t) = bx(t) —(y(t) + D),

Notons que u(0) < 0 par la condition (H;). Il est affirmé que u(t) < 0 pour

tout t > 0. Si ce n’est pas le cas, il existe t5 > 0 telle que :

du
tg) = t —(tg) >
u(tg) =0e dt(o)_O,

La condition u(tp) = 0 implique que

bx(t
y(to) = o) _ D.
Y
D’apres (3.3), on obtient
du dx dy
%(to) = b%(to) - ’Y%(to)
= —b(b+ ev)ﬂx(to) +bla+d—qE)x(ty) —vdD — b—a(x(to))2
y(to) + D K
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Il en résulte que

U 10) <~ (a(t0)bla+ d — qB)a(ty) — 7.

La condition (H;) implique que

du
—(t 0
ﬁ(®<

ce qui entraine une contradiction.
On conclut que u(t) < 0 pour tout ¢t > 0.
u
Par conséquent et sous I'hypothese (H;), le systeme (3.3) se réduit a la

forme simplifiée suivante :

dx T bxy

— = l1——)— —= —qF

o = ar(l— %) s+ D 1ET

J b (3.6)
Y eory

— =—d .

dt y+y—|—D

Maintenant, nous revenons a la preuve de la persistance (fortement) du
systeme (3.6) (qui est équivaut au systeme (3.3) sous '’hypothese (H).

D’apres la premiere équation du systeme (3.6), il est facile de voir

dt K y+D
axr

> z(a— E—b——)
x(“ q K

En utilisant le Lemme 2, on obtient

liminf z(t) > m;. (3.7)

t—o0

Pour €3 > 0 assez petit, il existe un nombre réel positif 75, telle que

l’(t) = my — €3, vt > T5. (38)
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Par la suite, en appliquant (3.8) sur la deuxieéme équation du systeme (3.6),

on obtient
By
dt = y+D

(eb(my —e3) —dy — dD),

et pour t > Ty = max{T5,, T,}, on obtient
dy 1
— > ————vy(eb(my —e9) —dy — dD), YVt > Ty.
dt M2+52+Dy( ( 1 2) Y ) 4
Donc en utilisant Lemme 2 et le fait que g5 et €3 sont arbitraires, on a

ebm,

liminfy(t) >

m in — D :=ms. (3.9)
Les équations (3.4), (3.5), (3.7) et (3.9), montrent que sous les hypotheses

de la proposition ci-dessus, le systeme (3.6) est permanent. D’ou la preuve

de la Proposition 1.

Maintenant, nous allons chercher des conditions suffisantes pour lesquelles

notre systeme n’est pas persistent. Ce résultat est illustré dans la proposition

suivante

Proposition 3 Si M, < 0, tlim y(t) = 0.
—00

Preuve. En utilisant 3.4 et ’équation du prédateur, on obtient

dy ebK
N < —d ]
dt y( D )

alors en intégrant

Donc si My < 0, y(t) — 0 lorsque t — oo. C’est-a-dire le prédateur va a

lextinction. =

Remarque 2 Biologiquement, cela signifie que, lorsque le taux de prédation

est assez petit, la population des prédateurs disparait.
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3.3 Existence et stabilité des états d’équilibre.

Le systeme (3.6) possede les trois points d’équilibre suivants

(i) L’équilibre trivial : P = (0,0).

(ii) L’équilibre sans prédateur : P! = (z,0), avec T = £(a — ¢F).

(iii) L’équilibre de coexistence (point d’équilibre intérieur) P* = (z*, y*).

Ce dernier est le point d’intersection de l'isocline de la proie (c’est-a-

dz

dire lorsque %7 = 0) et de I'isocline du prédateur (c’est-a-dire lorsque

% — () données par
x* by*
l-—)————qb =
a(l-+) oD ¢
(3.10)
_ ebx* 0
y+D
ou
y :§<B+\/B —40), ' =~ (y" + D)
et
B—oD ebK(a — qF —b) O - D? ebKD(a — qF)
B ad ’ B ad '

Notons que v/ B? — 4C est toujours positif, alors, le point d’équilibre
intérieur est positif si un des deux cas suivants est satisfait

a dD b
1. B <0, qui est équivalent a 0 < £ < — (1 — —) ——.

q ebK q
2. B> 0et C <0, c’est-a-dire,

a dD b a dD
0<—-(1- 2 )-Z2<E<-(1—-—-"2).
<q( 6bK) q <Q< 6bK>

Le point d’équilibre intérieur est positif, si et seulement si la condition

dD

a
O<E<—-(1-—% H
q( ebK)7 (Hs)
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est satisfaite.

3.3.1 Analyse de la stabilité des points d’équilibre

La stabilité d’un point d’équilibre est déterminée par la nature des valeurs

propres de la matrice jacobienne autour de ce point d’équilibre.

Proposition 4 1. Le point d’équilibre P° est toujours un point selle.

2. Le point Pt est stable si et seulement si
dD
E>a<y—)> (HY)

3. Le point d’équilibre intérieur P*, sl existe, il est localement asymp-

totiguement stable.

Preuve. Pour obtenir les résultats de la stabilité locale, nous utilisons la

matrice jacobienne associée au systeme (3.6)

I 2ax by —bDzx
a — — —
T (o) 1 K y+D (y+ D)2
T, Y) =
eby ds ebDx
y+D (y+ D)?

e La matrice jacobienne associée & 'équilibre P° = (0, 0) est donnée par

a—qF 0
J(0,0) := : (3.11)
0 —d

Par conséquent, PY est un point selle.
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e La matrice jacobienne calculée au point d’équilibre P* = (z,0) est

ebK (a — qF)
J (Z,0) := ST T . (3.12)
0 _d_'_ebK(;L);qE)

si (HS) est satisfaite, dans ce cas il n’existe pas de point d’équilibre

intérieur, alors P; est stable. d’autre part, si

a dD
E<®(1-22
<q( ebK)7

alors P, est instable.

e La matrice jacobienne associée au point d’équilibre intérieur P* est la

suivante
ar* bDz*
K (y* + D)?
J(z*,y") =
eby* ebx*y*
y*+D (y* + D)

Il est facile de voir que la trace de J (x*, y*) est

ax® dx*y*
trd (z*,y*) = — - <0,
K (y*+ D)’
et son déterminant est
adz**y* bdDx*y*

det J (z*,y") =

_l’_
K(y + D)’ (y+D)’

Donc (z*, y*) est localement asymptotiquement stable lorsqu’il existe,

ce qui est illustré dans la figures 3.1.
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Prey

Pradatar and prey densities
(2"}
o
T
1

Fredator .

0 05 1 1.5 -l 25 4
time

FIcURE 3.1 — La population des proies et des prédateurs convergent vers
leurs valeurs d’équilibre.
3.3.2 Stabilité globale du point d’équilibre intérieur

Dans cette sous-section, nous effectuons une analyse de stabilité glo-
bale du systeme proposé (3.6) autour du point d’équilibre P* = (z*,y*)

en construisant une fonction de Lyapunov appropriée.

Théoréme 6 Si les conditions (Hy)-(Hs) sont satisfaites, alors, le point

d’équilibre P* est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit

Vie) = (o= o) = alog5)] + o =) = 1o (4]
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oll v est une constante positive a choisir de maniere appropriée dans les
étapes suivantes. On peut aisément constater que la fonction V' est nulle a
I'équilibre (z*,y*) et positive pour toutes les autres valeurs positives de z, .
La dérivée par rapport au temps de V le long des trajectoires de (3.6) est

donnée par

dv x—x*dx y—y*@

dat - x dt “ y dt
= (z—2*) |(a— E)—ﬁx—b—y}—ka( — ) {—d+ eb‘”]
N a K~ y+D vy y+D|’
(3.13)

On a aussi 'ensemble des équations d’équilibre correspondant a 1’état sta-

tionnaire P* = (x*, y*) :

l1—-—)————qgE =0
et
b*
_ ebx _0
y*+D

On peut donc écrire I'équation (3.13) avec les deux équations ci-dessus sous

la forme
av a by by*
—=(x—2z" —qF)— —0v— —— —(a—qF *
o (x x){(a qF) KT 4D (a q>+Km+y*+D}
ebx ebr*
+ —y") |—d+ +d—
N SRS
En choisissant
B D
ey + D)
I’équation ci-dessus devient
dv a 2 ebax* .
- = — | — — + —
dt AR e ey A
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Evidemment, (d—‘t/) < 0 strictement pour tout z,y > 0, sauf pour le point

d’équilibre intérieur (z*,y*) ou (%) = 0. Ainsi, V(z, y) satisfait le théoréme
de stabilité asymptotique de Lyapunov [23] et par conséquent, le point d’équilibre
intérieur (z*, y*) du systeme (3.6) est globalement asymptotiquement stable.

?D T T T T T

&5 &0

FIGURE 3.2 — Portrait de phase correspondant a différentes conditions ini-

tiales.
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Remarque 3 La conséquence de la stabilité globale est que [’exploitation ne
changera pas de maniére irréversible le systéme. Tant que les proies ne sont
pas éteintes par une exploitation excessive de leur nourriture, le systeme est

capable de se rétablir.

3.4 Equilibre bionomique

Comme nous 'avons déja vu, un équilibre biologique est donné par & =
y = 0. L’équilibre bionomique est atteint lorsque le revenu total obtenu en
vendant la biomasse récoltée est égal au cott total utilisé pour récolter cette
biomasse [13].
Soit ¢ le cout de péche constant par unité d’effort et p le prix constant par
unité de biomasse de proies.

Par suite, le revenu net a tout moment est donné par,
T = (pgr — c)E. (3.14)

Ainsi, Péquilibre bionomique est [Zoo, Yoo, Foo), OU oo, Yoo €t Foo sont les

solutions positives des équations suivantes

-2y 2 _yE=
B ebx _0,
y+ D
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7= (pgr —c)E =0.

On peut noter ici que si ¢ > pqgx, c’est-a-dire, si le cotit de la péche dépasse
les revenus obtenus, le loyer économique obtenu de la péche devient négatif.
Ainsi, la péche sera fermée et il n’y a pas d’équilibre bionomique. Par conséquent,
pour atteindre I’équilibre bionomique, on doit avoir ¢ < pqx.

En résolvant les équations ci-dessus, on obtient,

Too = vt (3.15)
= % _ D, (3.16)
ol Yoo > 0 si
oo, (Hy)
o é(a(l - quK) - yjyf ). (3.17)

Puisque ¢ < pgr < pgK, alors 1 — pqLK > 0, et si (Hy) est vérifiée alors
E. >0, si

c bYso
1— > . H
al Pk’ Yoo + D (Hs)

Par conséquent, on a le théoreme suivant.

Théoréme 7 L’équilibre bionomique non trivial [Xs, Yoo, Bso] existe si en
plus des conditions (Hy)-(Hs), les conditions (Hy) et (Hs) sont aussi satis-

faites.
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Interprétation. Si ¥ > E, alors le cott total utilisé pour la récolte de la
proie dépasserait le total des revenus tirés de la péche. Par conséquent, cer-
tains pécheurs seraient perdants et, naturellement, ils abandonnent la péche.
Par conséquent, ¥ > FE., ne peut pas étre maintenu indéfiniment. Inver-
sement, c’est-a-dire si £ < FE, alors la pécherie est plus rentable et, par
conséquent, dans une pécherie en acces libre, elle attirerait de plus en plus
des pécheurs. De méme, E < E,, ne peut pas étre maintenu indéfiniment

(voir figure 3.3).

Prédateur

0 équilibre bionomique
.=l "//
T S

& I I ! I |
o ! rd g 4 5 B

Proie

FIGURE 3.3 — Diagramme de phase montrant 1’équilibre bionomique.
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3.5 Stratégie de récolte optimale.

Le probleme fondamental dans la détermination d’une stratégie de péche
optimale dans une pécherie commerciale est de déterminer le compromis
optimal entre les récoltes actuelles et futures [13, 30]. Comme ’a observé
Clark [13], ce probléme, est extrémement difficile, non pas d’un point de vue
mathématique, mais certainement d’un point de vue politique et philoso-
phique.

Pour déterminer une stratégie de récolte optimale, nous considérons la valeur

actuelle J d’un flux continu de revenus, donné par

J—/ e Ol (x,y, E)dt,
0

ou 7 est donné par m = (pgr — ¢)FE et ¢ est le taux d’actualisation annuel
instantané .

Notons par Es le controle optimal avec les états correspondants xs et ys.
On prend A = (x5,y5) comme le point d’équilibre optimal. Ici, nous avons

I'intention de dériver un controle optimal Ej, telle que
J(Es) =max{J(E),E € V},

ou V = [0, Epnae] est Pensemble de controle, et E,.. est Ueffort de péche
maximal.

Le hamiltonien H = H (x,y, A1, A2, ) pour ce probleme de controle est

donné par
bx
H =e(pgr —c)E+ M\ | az(l — %) — % — qE:z;)
- v+ (3.18)
o (—dy + —2
2 y + D )
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avec A\ et Ay sont les variables adjointes.

La fonction objective et les équations différentielles sont linéaires par rapport
au controle, et I’on peut montrer par des résultats standards qu'un controle
optimal et les états optimaux correspondants existent [22].

Puisque le hamiltonien est linéaire par rapport au controle, nous devons
considérer si le controle optimal est bang-bang, singulier ou une combinaison.

Le cas singulier pourrait se produire si la pente ou la fonction de commutation

oH o
25 = ¢ (pgx — ¢) — Mgz := o (t), (3.19)

est nul sur l'intervalle de temps non trivial. Notez que le controle optimal
serait a sa borne supérieure ou a sa borne inférieure selon

o(t)>0 ou <O0.

Pour étudier le cas singulier, supposons que o(t) = 0 sur un intervalle non

trivial. Dans ce cas, la stratégie de récolte optimale est

Epar st o(t) >0,

Lorsque o(t) = 0, il en résulte que

s O

s (3.20)

Mgz =e Y (pgz —c) =e

Cela implique que le cout de récolte par unité d’effort est égal a la valeur

actualisée du profit marginal futur de Ueffort a ’état stationnaire.
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Par le principe du maximum de Pontryagin[44], les variables adjointes satis-

font
=— |:€6tpqE—|—>\1{a— Z%E — yi—yD —qE} +/\2{;bfly)H :
ol e e 225]

(3.21)
Nous cherchons a trouver la solution d’équilibre optimale du probleme,

par conséquent x,y et E seront traités comme des constantes dans les étapes

suivantes.
Considérons 1'équilibre intérieur P* = (z*,y*), pour le contrdle singulier,
nous avons — = 0. D’ou
oF
C
A\ _e“( — > (3.22)
qrr

Le prix fictif A\;e=% reste borné lorsque t — oo, donc il satisfait la condition

de transversalité a 'infini.

c
Maintenant, (3.22) peut étre écrite comme A\; = Ae % ot A, = ( — ) )
qr*

de fagon similaire, considérons ’équilibre P* = (z*, y*), et en utilisant I’équation

(3.21), on obtient
dXs

o Asdy = — A Aze™, (3.23)

dont la solution est donnée par

(3.24)
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c ebDx* —-bDzx*
uw A = — Ay= ———— —d, et Ag= —————.
ou 1 ( qx*)7 2 (y* + D)2 9 € 3 (y* + D)2

De méme, la condition de transversalité est satisfaite.

La trajectoire singuliere est donnée par

o(t) = 0. (3.25)

L’équation ci-dessus, peut étre écrite sous la forme

Ga*) = <p— qi) — A =0.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une racine positive
xrs = x*, de I'équation G(z*) = 0 dans l'intervalle (0, K), si les inégalités

suivantes sont satisfaites

lim G(z) <0, G(K)>0, G'(z)>0 pour z>0.

z—0t

Pour z5 = z*, on obtient
ol

et

en vérifiant
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3.6 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons examiné et analysé un modele proie-prédateur
exploité. Ce travail peut étre considéré comme une extension du travail de
[14, 39]. La principale modification ici c’est que le taux de prédation dans la
fonction réponse est choisie en tant que la moyenne du taux de prédation du-
rant 'année et que la population de proies est soumise a la péche. Les objectifs
étaient I'analyse des propriétés dynamiques des différents points d’équilibre
du systeme, et I’étude de la stratégie de péche qui aboutit a maximiser le
profit sans conduire a ’extinction. Notre étude indique que 'effort de péche
et le taux de prédation jouent un role important dans la modification de
différents comportements a 1’état d’équilibre.

On a commencé par montrer que si 'effort de péche augmente au-dela d’une
valeur seuil, c’est-a-dire si F > g, alors les deux especes vont disparaitre et
le systeme ne sera pas permanent. Pour éviter cette situation, I’hypothese
(Hp) a été supposée.

Aussi, pour simplifier notre étude, nous avons fait des hypotheses, en suppo-
sant que le taux de prédation est inférieur a une valeur critique donnée par
la condition (H;) qui dépend des parametres biologiques.

Ensuite, en utilisant la théorie de la stabilité des équations différentielles or-
dinaires, nous avons prouvé que l’équilibre intérieur du modele réduit existe
sous certaines conditions et qu’il est globalement asymptotiquement stable.
D’autre part, il est important de noter que la péche peut avoir un im-

pact sur l'existence et le comportement de 1’équilibre positif, en effet pour
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a dD
0< E<-— (1 — W) , les deux populations de poissons peuvent étre main-
q e
tenues a un niveau d’équilibre approprié dans I’habitat. Si la péche devient
. a dD oL .
plus grande que le niveau — [ 1 — oK) la surexploitation peut entrainer
q e
I’extinction des prédateurs. En effet, la densité de la population de proies
diminue lorsque l'effort de péche augmente, ce qui conduit le prédateur a se

trouver dans une situation plus difficile pour trouver sa proie. Les principales

contributions de ce document sont les suivantes :

1. La persistance des especes dépend de deux facteurs. Le premier est bio-
logique et concerne le taux de prédation b, en effet, nous avons montré
que le seuil entre la persistance et I'extinction dépend fortement du
taux de prédation b, si le taux de prédation est entre deux niveaux
(ie, les hypotheses (H;), (Hs) ), alors la population des proies et celle
des prédateurs coexistent. Cependant, lorsque le taux de prédation est
inférieur a une valeur critique donnée par la Proposition 3, alors le
prédateur va a l’extinction. Le second est lié a ’exploitation et aux
mécanismes qui réduisent l'effort de péche (c’est-a-dire, I'hypothese
(H3)). Ce dernier peut étre réduit en installant des zones protégées ou
la péche est interdite.

2. L’écosysteme est souvent altéré par les activités humaines. Nous avons
analysé la stratégie de récolte qui aboutit & maximiser le profit et ne
conduit pas a I'extinction. Nous avons obtenu la stratégie optimale de

péche en utilisant le principe du maximum de Pontryagin.

Enfin, nous pouvons facilement vérifier la compatibilité de toutes les hy-

potheses utilisées dans ce travail. On peut souligner que dans ce travail,

o8
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plusieurs parametres importants tels que le refuge, 'interaction avec d’autres

especes, etc., sont négligés. Par conséquent, d’autres recherches sont nécessaires

pour répondre aux besoins de ce domaine.
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Chapitre 4

Dynamique globale d’un
systeme proie-prédateur et ses
applications au controle

biologique

Ce chapitre fait 'objet du proceeding [].

K. Belkhodja, A. Moussaoui

” Global dynamics of a predator-prey system and its applications
to biological control. ”

Proceedings of ICCSA 2014. Normandie University, Le Havre, France-June

(2014) 25-26.
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4.1. QUELQUES RESULTATS PRELIMINAIRES 4

Dans ce chapitre, on a pris le modele (3.3) du chapitre 3, et on a supposé
que les deux especes sont soumises a la péche avec les efforts E; et Es, respec-
tivement, et les coefficient de capturabilité des deux especes sont gy, g2 > 0.

D’ot, le modele suivant

dx x . bx(t)
i ax(l — E) — min <m,”y) y(t) — B,

(4.1)
% = —cy + emin (%,7) y(t) — g2 Eay.

. . a . p
Ici, nous observons que, si By > — alors & < 0. Par conséquent, tout au
41

a
long de notre analyse, nous supposons que E; < —.
0

4.1 Quelques résultats préliminaires

Dans cette section, nous allons présenter quelques résultats préliminaires.
Observant que lim, ,y—0,0) F1 (7,y) = lim(4)—0,0) F2 (2,y) = 0, nous pou-
vons définir que Fj (0,0) = F»(0,0) = 0. De toute évidence, avec cette
définition étendue, Fy et Fy sont des fonctions continues sur Rj. De plus,
une solution avec une valeur initiale positive existe et est unique et méme,
elle reste positive.

Notre but est de montrer la bornitude des solutions qui peut étre interprétée
comme une restriction de la croissance de la population en raison des res-
sources limitées.

Avant de commencer, soit respectivement z(0) = g, y(0) = o la densité
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CHAPITRE 4. DYNAMIQUE GLOBALE D’UN SYSTEME
PROIE-PREDATEUR 4

initiale de la proie et du prédateur avec xg > 0 et yo > 0. Supposons que :

Y(yo + D)

b< ——= H
70 ) ( 1)
et
(c+ q2F»)
b < 4davyD : H.
/ K(a+c+ qE»)? ()
Alors nous avons la proposition suivante.
Proposition 5 Pour tout t > 0,
ba(t) < vy(y(t) + D).
Par conséquent le systeme (4.1) est réduit a sa simple forme
dx x bxy
— = — =) —— —qF
i =g 5 p —abw
p ) (4.2)
Y eory
A — o E
gt cy + y1 D QaLo2y

4.1.1 Bornitude du systeme
Le théoreme suivant assure la bornitude du systeme (4.2).

Théoreme 8 Toutes les solutions du systeme (4.2) avec des conditions ini-

tiales de RS sont uniformément bornées.

4.2 Analyse des équilibres

Le systeme (4.2) possede trois points d’équilibres, cités dans la proposition
suivante.
Proposition 6 * L’équilibre trivial : Py = (0,0), qui est un point selle.
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4.2. ANALYSE DES EQUILIBRES 4

* L’équilibre en l'absence des prédateurs (y =0) : P, = (z,0),

K
avec T = —(a — q1 Ey). Py est localement stable si et seulement si
a

a D(C+ QQEQ)
E>—1—————| >20. 4.3
_— < ebK > (43)

* L’équilibre intérieur P, = (z*,y"), avec x* et y* peuvent étre obtenus

en résolvant les équations

x* by*

l——)—————qE1 =0

a( K) S+ D @b =0,
) (4.4)
ebx”

— — @By =0

c+ 1D G212

Le point d’équilibre axial P* s’il existe, il est localement asymptotique-
ment stable.
Le systéme (4.2) admet le point d’équilibre intérieur Py, = (x*,y*), si et

seulement si

a D(c+ gE»)
Ey>0 et 0<Ei<—|1———F—7F77). 4.5
2= ¢ = ql( ebK (4:5)
D’ou
@
ot = TR e D)
d
et
1
y*:§<B+\/BQ—4C'>,
avec
B:QD_ebK<_b+a_q1E1), C:DQ_ebKD(a—qlEl).

a(c+ qaFs) a(c+ qFs)
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Pradator and prey densitiss
ha
(2]}
T
1

%
sk Predator -

[ 05 i 1.5 2 2.5 3
time

F1GURE 4.1 — La population des proies et des prédateurs convergent vers
leurs valeurs d’équilibre. a =7;b=10;,c=75;d=12; K =50; D =70,

G =13;¢=037; E =0.15; F, = 1.25.

4.3 Stabilité globale du point d’équilibre intérieur

Dans cette section, nous considérons la stabilité globale du systéeme (4.2)
en construisant une fonction de Lyapunov appropriée.

Nous définissons une fonction de Lyapunov
Viey)= (=) = alog( )] + 4|y =)~y lo (1)

ol h est une constante positive a choisir de maniere appropriée dans les
étapes suivantes. On remarque que la fonction V' vérifie les conditions d’une
fonction de Lyapunov.

La dérivée temporelle de V' le long des trajectoires du systeme (4.2) est
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4.3. STABILITE GLOBALE DU POINT D’EQUILIBRE INTERIEUR 4

donnée par

W _a-ade y—ydy
dt x dt y dt

ebx

y+D
(4.6)

—(a =) [la- i) - o= ) h ) [~ B +

On a aussi I'’ensemble des équations d’équilibre correspondant a 1’état sta-

tionnaire P, = (z*,y") :

x* by*
i - A o -
=)= p - ab
et
dx*
- — 2By = 0.
y*+ D 22

On peut donc écrire I’équation (4.6) avec les deux équations ci-dessus sous

la forme :

av a by a by*
2 (-2 B — —r— —2 (= Ey) 4+ —2*

T {(a @k = v y+D (0= qbr)+ 22" + Iy D}

ebx
+h(y —y") |—(c+ @FE3) + —— + (¢ + @2 F5) —
(v —vy") [ (c+ q2E») y+ (c+ q2F5) ”

En choisissant

on obtient

av a ( *)2 n ebhz* ( *>2
—=—|=(®—-x — .
dt K w+D)(y+D) Y Y
. dv . PR
Evidemment, s < 0 pour tout z,y > 0, sauf pour le point d’équilibre
av
intérieur (z*,y*) ot — = 0. Ainsi, V(z,y) satisfait le théoreme de stabilité

dt
asymptotique de Lyapunov et par conséquent, le point d’équilibre intérieur

(x*,y*) du systéme (4.2) est globalement asymptotiquement stable.
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70 ; . . —

prestdator

55 (E]

FIGURE 4.2 — Portrait de phase correspondant a différentes conditions ini-

tiales.

4.4 Equilibre bionomique

Montrons maintenant 1’existence d’'un équilibre bio-économique ou bio-
nomique. Ce terme est une fusion des concepts de ” ’équilibre biologique” et
"1’équilibre économique” [13].

Soit ¢q, ¢y le cout de récolte par unité d’effort, p;, po le prix constant par
unité de biomasse de la proie et du prédateur, respectivement. Le revenu net

a tout moment est donné par :

T = (pqx —c1)Ey + (pagay — c2) Eo

=T +7T27
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4.4. EQUILIBRE BIONOMIQUE 4

ou m = (pqux — c1)Ey, My = (pagey — c2)Eo, en d’autres termes, m et
Ty représentent les revenus nets correspondant a la péche des proies et des
prédateurs, respectivement.

Ainsi, I’équilibre bionomique [Zoo, Yoo, F1oos Faco) €st la solution des équations

simultanées suivantes :

x by
l——=)———= @b = 4.
a( K) U+ D @by =0, (4.7)
ebx
- —qE, =0 4.8
¢+ —p =0 (4.8)
T = (P17 — 1) By + (pagay — c2) B2 = 0. (4.9)

Afin de déterminer 1’équilibre bionomique, nous considérons maintenant
les cas suivants :

1" cas : Si cg > paqay, i.e. le colit est plus élevé que le revenu pour les

prédateurs, alors la péche des prédateurs sera arrétée (Fy = 0). Seule

la pécherie de proies reste opérationnelle (c’est-a-dire ¢; < p1qix).
c
Nous avons alors ., = —— (de Péquation (4.9)).
p1q1

Puisque ¢; < p1g1x < p1q1 K, alors (Yo, E1s0) Sera un point quelconque

de la droite

&1 byoo

a(l — =
( pigi K Yoo + D

+ @1 B

29 cas @ Sic¢; > piqix, en d’autres termes, si le cout est supérieur au

revenu de la pécherie de proies, par conséquent cette derniere sera

arrétée (F; = 0) et seule la pécherie de prédateurs reste opérationnelle
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(c’est-a-dire co < paqay).

Co
Nous avons alors y,, = —
P2g2

dans ’équation (4.7), on obtient

(de 'équation (4.9)), en remplagant y

K DYoo

o =—(a— >0

T a(a yoo+D)
bYoo

Too >0 si a>y—
Yoo + D

Substituant =, dans ’équation (4.8), on obtient

1 ebroo
Eoo:_ —Cc—+ s
? QQ( yoo+D)
avec
By >0 si T o
o si Cs.
2 e+ D D)

3¢ cas : Si ¢ > pique, co > pagey. Dans ce cas, le colit est supérieur
aux revenus pour les deux especes et donc la péche entiere sera aban-
donnée.
49m€ cas @ Sic; < pru, ca < poqay. Cela veut dire que les revenus pour
les deux especes étant positif.
1 G

Dans ce cas, To, = —— et Yoo = (de I'équation (4.9)).
P1qa D242

En remplagant x, et y,, dans les équations (4.7) et (4.8), on obtient

1 Cy beo

Bree = = ) ™ & 4 paD”
et
By — 1 ebcy paqo .
@1 P1qi(ca + p2gaD)
Avec,

C1 bCQ

Fiee >0 si a(l— >
' ( p1CI1K) co + paga D

(4.10)

Y
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4.5. STRATEGIE DE RECOLTE OPTIMALE 4

b
Eao >0 si care ... (4.11)

p1q1(co + p2qaD)

Ainsi, le point d’équilibre bionomique non trivial [Zso, Yoo, F1oo, Foco) €Xiste,

si et seulement si les conditions (4.10) et (4.11) se maintiennent ensemble.

4.5 Stratégie de récolte optimale

Dans cette section, notre objectif est de maximiser, la fonctionnelle ob-

jective du modele de péche (4.2), donnée par
J = /0OC ((plql:zj — cl)El + (p2q2y - @)Eg) e Odt, (4.12)
soumise aux contraintes d’état (4.2) et aux contraintes de controle
0< Ei(t) < EM™i=1,2.

avece J le taux annuel d’actualisation.

Le hamiltonien pour ce probleme de controle est le suivant

H H(’/Ij‘/yv)\lv)\QvEl?EQ)

b
= <p1Q1$ — 01)E1 + (]92612?J — 02)E2} e+ )\ <GFE (1 — %) — ; —lx_yD — (hElx)

+ D
(4.13)
ol A1 et Ay sont les variables adjointes.
On a
OH
RIo =0 (plqlx — cl> — Aiqx = o1 (t), (4.14)
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CHAPITRE 4. DYNAMIQUE GLOBALE D’UN SYSTEME

PROIE-PREDATEUR 4
OH
8_E2 =0 (pQQ2y — Cz) — Aagoy = oo(t). (4.15)

Le controle optimal FE;(t) (i = 1,2) doit clairement satisfaire les conditions

E™ siooy(t) >0
Ei(t) =
0 si o4(t) <0.
Puisque o;(t) oblige F;(t) (i = 1,2) a basculer entre les niveaux 0 et E"**
o;(t) (i = 1,2) est appelé fonction de commutation. En fonction du signe de
la fonction de commutation o;(t), la commande optimale F;(t) est un bang-
bang qui commute d’un point extréme a un autre.
I est évident que les variables de contrdle E;(t) (¢ = 1,2) apparaissent
linéairement dans la fonction hamiltonienne H. Ainsi, la condition
oi(t) = 0 (i = 1,2) est nécessaire pour que la commande singuliere E} (),
avec 0 < EI(t) < E™**, soit optimale.
La stratégie de récolte optimale est donc
EM §i o gy(t) >0
Ei(t) =4 E! si oi(t)=0
0 si o(t)<0
pour ¢ = 1,2.
Pour le controle singulier o;(t) = 0 (i = 1,2). Supposons que les contraintes
de controle ne sont pas contraignantes, c’est-a-dire, la solution optimale ne
se produit pas a 0 ou E;"*".

Des équations (4.14) et (4.15), nous avons

A = e <p1 - i) (4.16)

Q1T
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C2

Ay = 70 (p2 . @) (4.17)

Ainsi, les prix fictifs e %'\;(#), (i = 1,2) ne varient pas avec le temps pour
I’équilibre optimal. Par conséquent, ils satisfont la condition de transversalité
a 00, c’est-a~dire qu’ils restent bornés lorsque ¢t — co.

Nous avons l'intention de trouver ici une solution d’équilibre optimale du
probleme, donc x, y et E doivent étre traités comme des constantes dans les
étapes suivantes.

Par le principe du maximum [44], les variables adjointes satisfont

: OH
AN = ——
! ox
_ 2ax by eby
5t
=— Ei+ ) —— ——— —qE;+ )\ .
[6 e 1{a K y+D " 1} 2{y+DH
(4.18)
En utilisant les conditions d’équilibre, (4.18) devient
. ax eb
)\1 = —€7§tp1qlE1 + )\1 (%) — )\2 (y —|—yD> (419)

Remplagons A; et Ay dans (4.19) on obtient

i by
N o= e 0| = E+< _i)<%>_< _2)<€ )
1=E€ [ P1g1£1 b1 wi) \K P2 wy) \y+ D

De facon similaire,

(4.20)

OH

y, —_ o1
2 y

—bDx ebDx
_5t
=— Ey) + M s b+ M —C— By + ———
[e (PagaB) 1{(y+D)2} 2{ cTeE (y+D)2}
4
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Et en utilisant les conditions d’équilibre, (4.21) devient

: —bDzx ebxy

Ay = —e 0 Ey) =M ——— )+ (—) 4.22

2 e <p2(J2 2) 1 ((y+D)2> 2 (y + D)2 ( )

Donc on a
: _ bDx Cy ebxy
e om0 2 (25r) (- 2) (25
2o [ P (pl qlff) (y + D)? * qy) \(y+ D)2
(4.23)

En intégrant (4.20) et (4.23)

1 c ax o eby
A = —e % Ei—(p——) (= _ (424
1= 53¢ [p1Q1 1 <p1 q1x> <K) + (pz q2y> (y—kD)} (4.24)

=g e (n=05) (5557) - (2= 2) (55) )
(4.25)

Des équations (4.16) et (4.24) on a,

ot _i)zl—& 2 (L (%) _ e (_ ey
e <1 n 56 |:pIQI 1 (pl q1x> K + | p2 = y+D)|
1 c1 ax Co eby
s (n2) - (- 2) () (o 2) (2
= P1q1La (pl Ch:E) (pl qw) K + (P2 o) \yFD

(4.26)

Et de (4.17) et (4.25) on obtient,

_st Co 1 5 1 bDx Co ebxy
=) == E - 7" ) = S I et A
N q2y> 5¢ {W ”(pl qlx) (<y+D>2) (v q2y> <<y+D>2

C2 1 bDzx Ca ebxy )

= Ey=9¢ — S SR - 7 .
D2q2Li2 (p2+ qu)+(p1 qlx) ((y+D)2)+<p2 q2y> <(y—|—D)2
(4.27)
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Les équations (4.26) et (4.27) donnent les efforts de récolte optimaux

1 1 ax Cco ebt
' Piqa ’ .

et

0 <p2 - %) + <p1 - %) ( ,lmez) - (pg - %) ( 7cbwy2>
E, 12y ‘e (y+D) 12y (y+D) ' (429)
D2G2

Ainsi en résolvant les équations de 'état d’équilibre avec (4.28) et (4.29) nous
obtenons la solution optimale (x5, ys) et les efforts de péche optimaux Es et

Ess.

4.6 Conclusion

Dans ce travail, un systeme proie-prédateur exploité avec une nouvelle
fonction réponse est considéré. La stabilité locale et globale des équilibres
ont été abordées. On a également constaté qu’il était possible de controler
le systeme de telle sorte que d’approcher d’un état requis, en utilisant les
efforts F; et E, comme controles. Nous avons examiné ensuite les possibi-
lités d’existence des équilibres bionomiques (biologiques et économiques) du
systeme. Ensuite, la stratégie de récolte optimale est discutée en utilisant le

principe du maximum de Pontryaguin.
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Conclusions et perspectives

Cette these est consacrée a l'étude de deux modeles de dynamique de
populations. Le premier est un modele proie-prédateur avec une péche main-
tenue uniquement sur les proies et le second modele concerne un systeme
proie-prédateur avec une péche des deux especes.

On a présenté quelques modeles classiques en dynamique de populations al-
lant du plus simple au plus compliqué pour deux populations. On a aussi
rappelé des outils mathématiques importants pour l'analyse des modeles
présentés dans les chapitres suivants. Pour le premier modele, la persistance
de l'espece dépend de deux facteurs. Le premier est biologique et concerne
le taux de prédation b, en effet, nous avons montré que le seuil entre la per-
sistance et I'extinction dépend fortement du taux de prédation b. Le second
est lié a I'exploitation et aux mécanismes qui réduisent 1’effort de péche. Ce
dernier peut étre réduit en limitant le temps de péche en installant des zones
protégées. L’écosysteme est souvent altéré par les activités humaines. Nous
avons analysé la stratégie de péche qui aboutit a maximiser le profit et ne
conduit pas a ’extinction. Nous avons obtenu la stratégie de péche optimale

en utilisant le principe du maximum de Pontryagin. Pour le deuxieme modele
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proie-prédateur, nous avons supposé que les proies et les prédateurs sont ex-
ploités avec deux efforts de péche différents.On a constaté qu’il était possible
de controler le systeme de telle sorte que d’approcher d’un état requis, en

utilisant les efforts E et Ey comme controles.
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Résumé : Cette these est consacrée a I’étude mathématique de quelques modéles
issus de la dynamique de populations. D’abord, nous étudions le comportement
asymptotique d’'un modele proie-prédateur avec une nouvelle fonction réponse
modélisant une population de poissons, et dont la péche est portée sur les proies. En
se basant sur le principe du maximum de Pontryaguin, nous maximisons les
avantages qui proviennent de la péche, tout en conservant I'espéece. Ensuite, nous
étudions ce modele proie-prédateur mais en péchant les proies et les prédateurs
avec deux efforts de péche différents.

Mots clés : Modele proie-prédateur, stabilité, équilibre bioéconomique, contréle
optimal, principe du maximum de Pontryaguin.

Abstract: This thesis is devoted to the mathematical study of some models resulting
from population dynamics. First, we study the asymptotic behavior of a prey-
predator model with a new response function modeling a fish population, and whose
fishing is focused on prey. Based on the principle of Pontryaguin's maximum, we
maximize the benefits that come from fishing, with conservation of the species. Next,
we study this prey-predator model but by fishing prey species and predators with
two different fishing efforts.

Keywords: Prey-predator model, stability, bioeconomic equilibrium, optimal control,
maximum principle of Pontryagin.
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1. Introduction and mathematical model

Predator—prey dynamics are usually represented by a functional response, which is the amount of prey
eaten per predator and per unit of time. This functional is a proxy of the flux of matter from one trophic
level to another as it determines the transfer of biomass in the food chain [1]. Typically, a predator—prey
model focuses on interactions between two species taking into account some aspects that are considered
nodal to explain the dynamics. These interactions depend on the nature of the studied species [2—4].
Recently, in [5], authors proposed a new response functional in order to explain the influence of changing
water level fluctuations in an artificial lake on fish predator—prey dynamics. In the studied lake, two
interdependent species are considered; the pike (brochet in French) which is the most important predator
and the roach (gardon in French) which is the prey. This response functional is based on the following general
considerations. When a predator attacks a prey, it has access to a certain quantity of food depending on the
water level. When the water level is low, during the autumn, the predator is more in contact with the prey,
and the predation increases. Conversely, when the water level is high, in the spring, it is more difficult for
the predator to find a prey and the predation decreases. It is assumed that the accessibility function b(t) for
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the prey is continuous and 1-periodic, the minimum value by is reached in spring and the maximum value
bs is attained during autumn. The predator needs a quantity v as food, but it has access to a quantity
b(t)x
1‘7 = )
9(,y) S D
which depends on the water level, where D measures other causes of mortality outside of predation. Thus,
if

g(z,y) >,

then the predator will be satisfied with the quantity « for his food. Otherwise, if

9(z,y) <,
the predator will content himself with
b(t)x
9(z,y) = D

To summarize, the quantity of food received per predator and per unit of time is

min (y’@Dy) | (1)

The authors in [5] studied the following non-autonomous prey—predator model

i = ax(t) ( - xf((t)) — min (Mﬁ) y(t),

N (2)
y = —dy(t) + e min (m))W) y(t).

The constants mentioned above are all positive. The prey grow logistically with carrying capacity K and
intrinsic growth rate a. By using Gaines and Mawhin’s continuation theorem of coincidence degree theory [6],
the authors have established sufficient conditions for the existence of positive periodic solutions of the prey—
predator system (2). Such a solution describes an equilibrium situation consistent with the variability of
environmental conditions, such that both populations survive. The trajectories in the phase plane of these
solutions of the nonautonomous system take the place of the equilibria points of the autonomous system. In
the numerical simulations given in [5], the periodic predation rate function b(¢) = b(1+ 0.5cos(27t)) is used,
for more details, see [5,7-9].

In the present work, we focus on the autonomous case and use as predation rate, the mean function
b = fol b(t)dt. Moreover, to investigate the effects of harvesting on the prey—predator ecosystem, we
incorporate and extend the work done by [5]. We aim to obtain some results which are theoretically beneficial
to maintaining the sustainable development of the prey—predator system as well as keeping the economic
interest of harvesting at an ideal level. Therefore, we study the following prey—predator model:

b — ax(t) ( . g)) ~ min (Mv) y(t) — Ba(t) = Fi(2,y),

ydy<t>+emin( b (f) 7) y(t) = Byl ),

where ¢ is the catchability coefficient of the prey species and E denotes the effort devoted to the harvesting.

(3)
y(t)+ D’

The present article is organized as follows: In Section 2, we focus on the dynamics of the system (3),
specifically, we establish sufficient criteria for the boundedness, permanence, and predator extinction. The
local and the global stability of the dynamical system for the model are studied in Section 3. In Section 4,
the existence of a bionomic equilibrium is investigated. The optimal harvesting policy is studied with the
help of Pontryagin’s maximum principle in Section 5. Some numerical examples are taken up to illustrate
the results. Brief concluding remarks are given in Section 6 to close this work.
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2. Mathematical analysis and main result

In this section, we give a qualitative analysis of system (3). From the standpoint of biology, we are only
interested in the dynamics of model (3) in the closed first octant Ri. Thus, we consider the biologically
meaningful initial condition z(0) = zo > 0 and y(0) = yo > 0.

It is easy to see that if £ > % then & < 0, hence, throughout this analysis, we make the following
assumption on the fishing effort:

a
E< - (Ho)
q
We also assume throughout this work that the predation rate b satisfies:

Y(yo + D) dayDd -7
rg ' K(a+d—qE)?2[ "

b < min (Hy)
Biologically, assumption () means that if the fishing effort increases beyond a threshold value (that is if
E > %), then the two species vanish eventually.

Assumption (H;) will be used in Subsection 2.1 to prove the persistence of system (3), and means that
if the predation rate is less than a threshold value b, all the species are present and none of them will go to
extinction.

We start by showing that solutions of (3) starting into R2, exist, will remain there and are uniformly
bounded. First of all, we state the following lemma:

Lemma 1. Let h: (z,y) — min(g(x,y),v). If g is locally Lipschitz, then it is also goes for h.

Proof. It is easy to see that

g(x,y) +v —lg(z,y) — 9l
5 .

The form of h with respect to g obviously shows that if g is locally Lipschitz, then h is locally Lipschitz.

h(x,y) = min (g(x,y),v) =

Hence, local existence and uniqueness of solutions of system (3) are obtained for the corresponding Cauchy
problem [10]. O

Regarding the positivity and boundedness of the solution for system (3) we have the following lemma:

Lemma 2. 1. The positive cone R% is positively invariant for (3).
2. All the solutions of system (3) which initiate in R% are bounded, with ultimate bound.

Proof. Let the interval [0, T},q.) be the maximal interval of existence of solutions of system (3).

1. From system (3), it follows that = 0 (resp. y = 0) is an invariant subset, that is, x = 0 (resp. y = 0)
if and only if z(t) = 0 (resp. y(¢) = 0) for some ¢t. Thus if z(0) > 0 (resp. y(0) > 0), then x(¢) > 0 (resp.
y(t) > 0) for all ¢ € [0, Traz)-

2. Let us consider w(t) = ex(t) + y(t), then the time derivative along the solutions of the system (3) is
given by

dw de dy T

=+ —eaw (1- 1) — eqBr —dy.

pra + prima ( % eqEx — dy
Hence

dw a K 9
_— = — — — <e— — =
i +dw = ex [(a qF + d) Kx} Ser (a —gE +d) 1
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where 1 is the maximum value of the function ex [(a—qE +d)— %x] . By using the differential inequality [10],
we obtain

0 < w(t) < e w(0) + %(1 — e

< max (w(O), %)

From the well known extension theorem, we have T,,,, = oo, therefore the solutions are bounded. Moreover,
we have lim;_, o w(t) < 4, which is independent of the initial condition.
Hence all the solutions of (3) that initiate in Ri are confined in the region

B:{(xvy)ERitoﬁwzel“—i-yS%—&—5}’

for any € > 0 as t — oo.

2.1. Persistence and permanence
In this subsection, we analyze the persistence (weak and strong) and permanence behavior of system (3).

Definition 1 (Persistence). System (3) is said to be weakly persistent if every solution (x(t), y(t)) satisfies
two conditions:

(i) z(t) > 0,y(t) > 0,Vi > 0.

(i) imsup;_, | ., x(t) > 0,limsup,_,, . y(t) > 0.

System (3) is said to be strongly persistent if every solution (x(t),y(t)) satisfies the following condition
along with the first condition of the weak persistence:

(iil) lim inf; 4 ooz (t) > 0,lim inf;, 4 oo y(t) > 0.

Definition 2 (Permanence and non-permanence). System (3) is said to be permanent if there exist positive
constants 0 < m < M such that,

in < liminf z(¢), iminf y(¢) p > li t),li t)ye <M
mm{tlgggo (t), Lim inf )} >m, maw{ 113§1;opw( ) 715I—I>1-Elolopy( )} <
for all solutions (x(t),y(t)) of system (3) with positive initial values.

System (3) is said to be non-permanent if there is a positive solution (x(t),y(t)) of (3) and such that,

t——+oo t——+oo

min {lim inf x(t), lim inf y(t)} =0.

Geometrically, persistence means that trajectories that initiate in a positive cone are eventually bounded
away from coordinate planes. On the other hand, permanently coexistence (uniform persistence) implies the
existence of a region in the phase space at a non-zero distance from boundary in which population vectors
must lie ultimately. The last ensures the survival of species in biological sense.

To establish the persistence for system (3), we need to recall the following lemma, whose proof can be
found in [11].

Lemma 3. If a,b> 0 and %X < (resp. >)X(t)(a — bX (t)), with X(0) > 0, then we have

. a o a
limsup X (t) < 3 (resp. ltlglgof X(t) > g) .

t—> o0
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Let us denote:

my 2 = (a—qE - b),
def é]bml

mo = D,
def d

M, =2 K,
ef ebM

M2 d:f ‘ d L _Da

then M; > m;,i = 1,2. We will show that max{m;,0}(i = 1, 2) are the lower bounds for the limiting bounds
of species, as time ¢ goes to infinity. This is obvious when m; < 0. Therefore, it is assumed that:

my > 0,i=1,2. (H,)

Our main result is stated in the following proposition.

Proposition 1. In addition to (Hy), (H;), assume further that (Hs) holds. Then system (3) is permanent,
i.e., any positive solution (z(t),y(t)) of system (3) satisfies

0 < my <liminfz(t) <limsupxz(t) < M,
t—ro0

t— 00
0 < mo <liminfy(t) <limsupy(t) < Ms.
t—>00 t—s00

Proof. As the variables x, y are positive, from the first equation of system (3), it follows that:
dz < ( 1 x)
Ccar(1- =
dt — K/’
using Lemma 3, we get
limsup (t) < M. (4)
t—o00
Thus, for arbitrary €; > 0, there exists a positive real number 7T} such that
x(t) < My +e1,Vt > 1.

Further, from the predator equation, it follows that for ¢ > T,

dy <y(d+ eb(Ml+€1)>7

dt  — y+D
Y
= — —d
J+D (eb(M1 +€1) dD y),
< 5y (eb(My+e1) —dD —dy).

Using Lemma 3 and the arbitrariness of 1, we obtain

limsup y(t) < Ms. (5)

t—o00
Thus, for arbitrary o > 0, there exists a positive real number T > T3, such that
y(t) < Ma + €9,V > Ts.

Hence, system (3) is dissipative.
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Before proving the strongly persistence of system (3), we give the following result.
Proposition 2. Under hypothesis (H,), we have for all t > 0,
bx(t) < y(y(t) + D).
Proof. Let

u(t) = bx(t) —v(y(t) + D),

note that u(0) < 0 by assumption (H;). It is claimed that u(t) < 0 for all ¢ > 0. If this was not the case,
there exists tg > 0 such that:

The condition u(tg) = 0 implies that

bx(t
y(to) = o) _ D
~
From (3), we get
du dx dy
5 (to) = b (to) — W’dt((;fo)) b
Yy(to a 2
= —b(b —————x(t b d—qF)x(ty) — vdD — — (x(t
0+ ) =2 a(t) + b+ d = gB)ate) = 74D - F(ato))*
it follows that
du ba
—(to) < ——=(x(t0))* +b(a +d — gE)x(ty) — vdD.
dt K
Condition (H;) implies that
du
—(t 0
g (10) <0
which leads to a contradiction. Therefore u(t) < 0 for all t > 0. O
Consequently under hypothesis (H;) system (3) is reduced to the simple form
dx x bxy
— = 1—- =) - —qE
@ — dy+ ebxy
a VT yrD

Now, we come back to the proof of the (strongly) persistence of system (6) (which is equivalent to system
(3) under hypothesis (H)).
According to the first equation of system (6), it is easy to see that

dt K y+D
azx
> —qF—-b——).
oo — g —b— )
Using Lemma 3, we obtain
liminf 2(t) > m;. (7)
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For arbitrary €3 > 0, there exists a positive real number T3 such that
J?(t) > mi — 53,Vt > T3. (8)

Thus, by applying (8) to the second equation of system (6), we obtain

dy Y
it =y +D (eb(ml €3) —dD dy),

and for t > Ty = max{T, T}, we get

o 1

_— b — —dD —dy),Vt > Ty.
dt_M2+€2+Dy<€ (my — e3) y), 2 1y

Using Lemma 3 and the arbitrariness of €5 and €3, we obtain

llglogfy(t) > — D :=ma. (9)

Egs. (4), (5), (7) and (9), show that under the assumption of Proposition 1, system (3) is permanent. O

In the next proposition, we are able to give sufficient conditions under which the given system is not
persistent.

Proposition 3. If My <0, then lim;_,y(t) = 0, that is, the predator goes to extinction.

Proof. Using the upper bounds for z, from the predator equation, we have

< o(-a+ )

then

y(t) < yoe =T,

Thus, under the given hypothesis, y(¢t) — 0 as t — oo. That is predator goes to extinction. O

Remark 1. Biologically, it means that, when the predation rate is enough small, the predator disappears.

3. Steady states and their existence

System (6) possesses the following three equilibria:
(i) The trivial equilibrium P° = (0,0).
(ii) The predator free equilibrium P = (Z,0), where 7 = % (a — g¢F).

(iii) The steady state of coexistence (interior equilibrium point) P* = (z*,y*). The last is the point of

intersection of the prey zero growth rate isocline (i.e. dz — 0) and the predator zero growth rate isocline

dt
(i.e., % = 0) given by
x* by*
1-2) - —qE=0
a K) y* +D q ’
4 (10)
_ ebr* 0
y*+D 7

where y* = & (~B+ VET=10). " = & (4* + D)
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and

B=2D - @R@aEY) _ p_ o, ¢ = p2 . EDagE)

Note that v/ B? — 4C' is always positive, then, the interior equilibrium is positive if one of the two cases
holds:

1. B <0, (m2 > D) which is equivalent to 0 < E < ¢(1 — 24D — g,

: a dD b a dD
2.B>0and C <0, thatis 0 < 2(1 - 22) - 2 < E < 4(1 - g%).

Hence, the interior equilibrium is positive if and only if condition

a dD
O<E<—-[|1—— H-
< <q( 6bK>’ (Hz)

holds.

3.1. Dynamical behavior: stability analysis

The stability of the equilibrium state is determined by the nature of the eigenvalues of the Jacobian
matrix around the equilibrium point.

Proposition 4. 1. The equilibrium point P° is always a saddle point.

2. The point P! is stable iff
a dD
E><(1-2). H
-2 (1-5%) (115)

3. The Steady state P* is locally asymptotically stable when it exists.

Proof.
To obtain the local stability results, we use the Jacobian matrix associated to system (6)
4 oF — 2ax by —bDx
Jew-| K w¥D GDp
Y eby d+ ebDx
y+D (y + D)?

The Jacobian matrix of the equilibrium Py = (0,0) is
_f(fa—qE O
J(0,0) = < 0 _ d) .

e The Jacobian matrix of the equilibrium P; = (z,0) is

Hence, P, is a saddle point.

bK(a — qF

] “a-qp) PR
J(2,0) = ebK (a — ¢E)
0 —dt—Fp

If (HS) holds, then P; is stable, and there is no interior equilibrium, otherwise, if

a dD
E<-—-(1-
<q( 6bK>’

then P; is unstable.
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Fig. 1. Both the prey and predator populations converge to their equilibrium values. a = 12,b =10, K = 20,e =1.25,p=1,D =
4,9 =6,FE =0.15.

e The Jacobian matrix for P* is

at e
- K (y* + D)
J @ y") = eby* B ebx*y*
It is easy to see that the trace of J (z*,y*) is
ax* ebx*y*
trd (z*,y*) = — -—— <0,
K (y+D)

and its determinant is
aebr*2y* eb’Dx*y* S
K(y*+D)*  (y*+D)’

detJ (z*,y") =

Hence (x*,y*) is locally asymptotically stable whenever it exists (see Figs. 1 and 2). O

3.2. Global stability

In this subsection, we shall establish the global asymptotic stability of the co-existing equilibrium point
P* by constructing a suitable Lyapunov function.

Theorem 1. If conditions (Hy)—(Hs) hold, then, the co-existing equilibrium point P* is globally
asymptotically stable.

Proof. Let
Vo) = (o =) o toa 2] o= ) 710 (£ )]

where « is a positive constant to be chosen suitably in the subsequent steps. It can be easily verified that
the function V' is zero at the equilibrium (z*,y*) and is positive for all other positive values of z,y.
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Fig. 2. Phase space trajectories corresponding to different initial conditions.

The time derivative of V along the trajectories of (6) is given by

av a:f:c*diz yfy*@

dat T x dt @ y o dt (11)
P _ _a by o ebx
= (x x)[(a qF) Kx y+D}+a(y y){ d+y—|—D]’

Also we have the set of equilibrium equations corresponding to the steady state Py = (z*,y*):

¥ by*
1——) - —qFE =0
a( K) y*+D q )

ebx*

—d+ = 12
y*+D (12)
We can write Eq. (11) together with the above two equations in the form:
awv. " a by a by* N ebx ebx*
E_(x x)[ e y+D+Kx +y*+D}+a(y y){y+D 51D
By choosing
D
a=——|
e(y* + D)
we obtain
av a 2 ebhx* 2
—_— == | —(x —x + —
dt K( ) (y+D)(y*+D)(y v')
thus, % < 0 strictly for all z,y > 0 except the interior equilibrium point (z*,y*) where %ﬁ/ = 0. Thus

V(x,y) satisfies Lyapunov’s asymptotic stability theorem [10], and the interior equilibrium point P* of
system (6) is globally asymptotically stable. O

Remark 2. The consequence of global stability is that exploitation will not irreversibly change the system.
As long as the prey are not made extinct by excessive exploitation of their food supply, the system is able
to recover.
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4. Bionomic equilibrium

As we have already seen, a biological equilibrium is given by & = y = 0. The bionomic equilibrium is
said to be achieved when the total revenue obtained by selling the harvested biomass equals the total cost
utilized in harvesting it [12].

Let ¢ be a constant fishing cost per unit effort and p the constant price per unit biomass of prey fish.
Then, the economic rent (net revenue) at any time is given by,

m = (pgxr —c) E. (13)

The bionomic equilibrium is P (Zoo, Yoos Foo ), Where Ty, Yoo, Foo are the positive solutions of

x by
(-5)- e o
ebr (14)
—d+ =0,
y+D
m = (pgx — c)E =0.

It may be noted here that if ¢ > pqgx, i.e., if fishing cost exceeds the revenue obtained from it, then the
economic rent obtained from the fishery becomes negative. Hence the fishery will be closed and no bionomic
equilibrium exists. Therefore, in order to achieve the bionomic equilibrium, the following inequality must
hold ¢ < pqx.

Solving the above equations, we get,

c
Too = —, 15
o (15)
ebe
Yoo = — — D, 16
ad (16)
where Yo > 0, if
ebe
——-D>0 H
pqd ~ (Hy)
and
1 c DYoo }
FEo=-|all- - . 17
q[ ( qu) Yoo + D (17

C
paK

Since ¢ < pgr < pqK, therefore 1 —
E, >0, if

> 0, and since (H,) is satisfied, hence

c bYoo
1— > . H
a< qu) Yoo + D (Hs)

Therefore, we have the following theorem.

Theorem 2. The bionomic equilibrium Pso(Too, Yoo, Foo) exists if in addition to (Hy)— (Hs), conditions (Hy)
and (Hs) hold together.

Interpretation. If £ > E,, then the total cost utilized in harvesting the prey population would exceed
the total revenues obtained from the fishery. Hence, some of the fishermen would be in loss and, naturally,
they would withdraw their participation from the fishery. Hence E > E, cannot be maintained indefinitely.
If conversely £ < E,, then the fishery is more profitable, and hence in an open access fishery it would attract
more and more fishermen. This will have an increasing effect on the harvesting effort. Hence F < E, also
cannot be maintained indefinitely (see Fig. 3).
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5. Optimal harvesting policy

The fundamental problem in the determination of an optimal harvest policy in a commercial fishery is to
determine the optimal trade-off between the current and future harvests [12-18]. As observed by Clark [12],
this problem, which is the very essence of resource conservation, is an exceedingly difficult one, not from
a mathematical point of view perhaps, but certainly from a political and philosophical viewpoint. The
standard device used to handle questions of inter temporal economic benefits is time discounting. Although
there is considerable controversy as to the social justifiability of this concept [19], time discounting is a
normal practice in business management.

To determine an optimal harvesting policy, we consider the present value J of a continuous time-stream
of revenues, given by

J(E) = /0 " ety B)dt, (18)

where 7 is given by m = (pgx — ¢)E and 9§ is the instantaneous annual rate of discount.
Let us denote by Es an optimal control with corresponding states x5 and ys. We take As = (z5,2s) as
optimal equilibrium point. Here we intend to derive optimal control Es such that

J(Es) = max{J(E),E € V},

where V' = [0, Fynaz] is the control set, and E,,,. is a feasible upper limit for the harvesting effort.
Now the Hamiltonian of this optimal control problem is

H = ¢ % (pqx — C) E+ X\ (ax (1 — %) . yb.]?y - qu)

ebxy
Ao | —d , 19
0 (—dy+ 222 (19)

where A1 and A\ are the adjoint variables.
The objective functional and the differential equations are linear in the control with bounded states, and
one can show by standard results that an optimal control and corresponding optimal states exist [20].
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Since the Hamiltonian is linear in the control, we must consider if the optimal control is bang—bang (at its
lower or upper bound), singular or a combination. The singular case could occur if the slope or the switching
function

OH

ok e % (pgz — ¢) — Mgz == o(t) (20)
is zero on non-trivial interval of time. Note that the optimal control would be at its upper bound or its lower
bound according to:

o(t)>0or <O0.

To investigate the singular case, let us suppose o(t) = 0 on some non-trivial interval. In this case, the optimal
harvesting policy is

Eee if o(t) >0,
E(t)=< E* if o(t)=0,
0 if of
When o(t) = 0, it follows that

or
— = _6t7
pgr —c) =e EYoh (21)

This implies that the users cost of harvest per unit of effort equals the discounted value of the future marginal
profit of the effort at the steady-state level.
By the maximum principle [21], the adjoint variables satisfy

gz = e %

- H
i :_%x
=- e 6tpqE+,\1{a—M;_?ﬁryl)_qE}JrAQ{yiﬂyDH
; oOH
do = 5
:__Al{m}Jr)\g{—dJrﬁDg)zH, (22)

We seek to find the optimal equilibrium solution of the problem, hence x,y and E are to be treated as
constants in the subsequent steps.

Considering the interior equilibrium Py = (z*, y*), for singular control, we have g—g = (. This gives
)\1 = 67615 (p - C*) . (23)
qx

The shadow price A;e’* remains bounded as t — oo, hence it satisfies the transversality condition at co.
C

Now, (23) can be written as A\; = A;e~%, where A; = p —

R
Similarly, considering the interior equilibrium P, = (x*,y*), from (22), we get
dA
72 - Ag)\g = —A1A36_6t, (24)
dt
whose solution is given by
ArAs s
Ao (t) = 25
2( ) A2 + 66 ? ( )
where A1 =p — qm%, Ay = %—dand Az = —%,

which also satisfies the transversality condition.
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The singular path is given by

( - qfc*) =4 (26)

which can be written as G(z*) = (p - q%*) —A;=0.
There exists a unique positive root z* = x5 of G(z*) = 0 in the interval 0 < x5 < K if the following
inequalities hold:

lim G(z) <0, G(K)>0, G'(z)>0 for x>0.

z—0t

For x* = x5, we get

eb
Ys = Exé - D7
where
dD
ys >0 if x> —
eb
and

Es = {a (1-2)- yéb_ny} ,

| =

which verifies

x5) o bys

E;>0 if (1_7 .
g noa K)  ys+D

6. Concluding remarks

In the present paper, we have considered and analyzed a predator—prey system with harvesting taking
into account the quantity of food received by the predator. This work can be looked upon as an extension
of the work in [5,7]. The main modification here is that the predation rate in the functional response is
chosen as the average of predation rate in one year and prey population is subjected to harvesting. The
objectives were the analysis of the dynamical properties of different equilibrium points of the system, and
studying the harvesting strategy that results in maximizing the profit without leading to extinction. Our
investigation indicates that fishing effort and predation rate play an important role to change different steady
state behaviors.

Firstly, we showed that if the fishing effort increases beyond a threshold value, that is, if £ > %, then
both species will become extinct and the system will not be permanent. To avoid this situation, hypothesis
(Hy) was assumed.

Also, in order to simplify our study, we have made few assumptions, assumed that the predation rate is
less than a critical value given by condition (H;) which depends on biological parameters.

Secondly, with use of the stability theory of ordinary differential equations, we proved that the interior
equilibrium of the reduced model exists under certain conditions, and it is globally asymptotically stable.
On the other hand, it is important to note that the presence of harvesting can impact the existence and

the behavior of the positive equilibrium, that is for 0 < B < & (1 - 4D}, the two fish populations can

be maintained at an appropriate equilibrium level in the habitat. As harvesting becomes larger than the

level % ( — jb—%), overharvesting can lead to the extinction of the predators. Indeed, the density of the prey
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population decreases with increasing effort used to harvesting, which leads to a more difficult situation for
the predator to find a prey, and to possible extinction. The major contributions of this paper are as follows:
1. The persistence of the species depends on two factors. The first is biological and concerns the predation
rate b, indeed, we have shown that the threshold between persistence and extinction depends critically on
the predation rate b, if the predation rate is between two levels (i.e., (H;), (H2) hold), then both prey and
predator population coexist. However, when predation rate is less than a critical value given by Proposition 3,
then the predator goes to extinction. The second is linked to the exploitation and mechanisms that reduce
the fishing effort (i.e., (H3) holds). The last can be reduced by limiting the time for fishing, reducing the
capacity that a vessel can carry, or installing protected area.

2. The ecosystem is often altered by human activities. We analyzed the harvesting strategy that results
in maximizing the profit and does not lead to extinction. We obtained the optimal harvesting equation by
using Pontryagin’s maximum principle.

Finally, we can easily check the compatibility of all hypotheses used in this work. The results and
the methodological framework outlined here will provide a useful tool to investigate the consequences for
particular real systems in future work. It may also be pointed out that in this paper several important
parameters such as refuge, interaction with other species, etc. are disregarded. Hence, further research is
necessary to accomplish the needs in this field.
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