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Introduction

Ce mémoire de Master a pour but, de faire une étude d’un systeme de
réaction-diffusion SIS, et de présenter des résultats obtenus ces dernieres années
par différents auteurs [T, [10].

L’étude de ce genre de modele a été initié depuis plusieurs années, un de ces

simple modeles est le modele SIS de Kermack et McKendrick (1932).

S' = —BST +~I

1
I'=BSI —~I @

Dans ce modele, la population considérée est divisée en deux compartiments :
— S : les individus susceptibles d’étre infectés.
— I : les individus infectés.

Les parametres utilisés en épidémiologie sont :
— v >0 : le taux de guérison.

— >0 : le taux de transmission.

FIGURE 1



2 INTRODUCTION

La population totale S + I est supposée constante, puisque (S + I)" = 0,
notons cette constante N. Nous pouvons réduire le modele a une seule équation
différentielle en remplacant S par N — I, ce qui donne la nouvelle équation

différentielle dite "logistique" qui est de la forme :

r'=f(I)=ri(1- ;{)

avecr:BN—fyetK:N—%.

Une analyse du comportement des solutions de ce systeme nous conduit a
introduire un nouveau parametre, appelé taux de reproduction de base, noté Ry,
I’étude de la maladie infectieuse nous ramene a déterminer ce taux qui est un
pas essentiel qui définit un seuil a partir du quel, le comportement de la mala-
die change entre la persistance et la disparition, plus précisément, on définit R,
comme le nombre moyen d’individus infectés engendré par un individu infecté
durant sa période d’infection, donc il vient intuitivement que si Ry > 1, la ma-
ladie persiste dans la population et si By < 1 la maladie va disparaitre avec le
temps.

La présence de diffusion qui est un facteur régularisant dans , nous amene a
étudier le systeme . En dehors des dynamiques de croissance modélisées par

le terme de réaction f.

Si—AS=—-pBSI+~I t>0;, ze€)

(2)
I, —AI=BST—~I t>0; €€

Pour voir 'impact de la diffusion, et pour que le modele soit plus réaliste on

suppose que les parametres sont non homogenes par rapport a l'espace :

— v(z) > 0 : pour tout = € 2 le taux de guérison.

— B(z) > 0 : pour tout = € Q le taux de transmission.

sont des fonctions positives.

La différence entre les deux modeles et consiste a prendre en considé-
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ration le déplacement des individus.

Dans ce mémoire, on propose d’étudier le modele SIS suivant

oS BST

— = dgAS — —— I t

ot o s+ 7 , t>0
ol BST

— = AT —~1 Q

ot d[ +S+[ Y , t>0
oS ol

= I Q t

an an 0 09, >0

N — /QS(JJ,O)—i—I(:I:,O)dx 0,

/ I(z,0)dz > 0 avec S(z,0) > 0 et I(z,0) > 0 pour = € .
*st et d; :sont des constantes positives représentent les taux de diffusion.
— B et v sont des fonctions Holdériennes positives sur Q qui représentent le
taux de transmission de la maladie et le taux de guérison a la position x.
Ce mémoire est divisé en trois chapitres :
Dans le premier chapitre, on présente les outils de base a utiliser pour traiter
notre modele, ainsi que les définitions des espaces de Sobolev, les notions d’épi-
démiologie comme la stabilité, localee et global, la stabilité de Lyaponov, et aussi

le théoréeme de Krein Ruthman.

Le chapitre 2 : a pour objectif de présenter le modele principal : une analyse
de 'existence, les états d’équilibre et le calcul du taux de reproduction de base Ry
et son comportement, ; une analyse générale de DFE (I’équilibre sans maladie) y
compris sa stabilité globale.

Le chapitre 3 : est dédié a I’étude de I'équilibre endémique EE, une analyse

qualitative générale de cet équilibre est présentée.






Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce premier chapitre nous présentons quelques outils d’analyse non-
linéaire pour les espaces de Lebesgue, les espace de Sobolev.
Puis nous énoncons le principe de comparaison.
Ensuite nous donnons des définitions de base sur les états stationnaires et la
stabilité.
Enfin nous énoncons le théoreme de Krein-Ruthman qui sera tres utile dans notre

étude.

1.1 Quelques outils dans les espaces de Lebesgue

Définition 1.1. Soit p € R

- Sil<p<oo;on pose

LP(Q):{f Q0 =R ;fmesurableet||f\|,;p<oo}.

On note

1l = [ [ 5]

- Sip=o0

L () :{ f :Q — R ;f mesurable et ICtelle que |f(z)| < C p.p.sur Q }
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On note par
| flle =inf {C; |f(z)] < C p.p.sur Q}

Définition 1.2.
Soit 1 < p < oo; on dit qu'une fonction f : Q — R appartient a L} () si
f1g € LP(Q2) pour tout compact K C €.

Notation : On désigne par CE(Q) l'espace des fonctions de C* sur Q &

support compact ,Vk € N, c’est-a-dire
CEQ) = {fe C* fz)=0Vr € Q\ Ko K CQ est un compact ethEN}
Théoréme 1.1. Soit f € L},.(Q) tel que

/fu:O Y u € Co(Q).

Alors f =0 p.p. sur Q

Théoréme 1.2. (Inégalité de Holder)

Q C RY, soient f € LP(Q) et g € LI(Q) avec 1 < p,q < 00 et (% —I—% =1). Alors
f.ge LYQ) et

[ 191 < 11 lzsio 19l sace)
Théoréme 1.3. LP est un espace vectoriel et ||.||r» est une norme pour tout

1 <p< oo

Théoréme 1.4. (Fischer-Riesz)

LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

Théoréme 1.5. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue).

Soit {f,} une suite de fonctions de L'. On suppose que

a) fo(x) — f(z) p.p. sur Q.

b) 1l existe une fonction g € L'(Q) telle que pour chaque n, |f,(z)| < g(z) p.p.
sur 2. Alors f € L'(Q) et

[ fo = fllLr@) — 0.
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1.2 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Définition 1.3.
Soit © un ouvert de IRY, et soit 1 < p < +o00. L’espace de Sobolev W1P(€) est

défini par

WP (Q) = {u € LP(Q); tels que gu

1

€ LP(Q) pour tout i = 1...N}

L’espace W'P(Q) est muni de la norme suivante :

N |l Ou
lullwroy = llull o) + ; ox;

Lr(Q) ’

ou bien de la norme équivalente :

1/p

gy = (el + [Vullfag) " (si 1< p < +oo).

Si p = 400, la norme de l'espace W1>(Q) est donnée par
[l 1,00 () = sUp [u] + sup [Vl .
Q Q

En particulier pour p = 2, on note W'? = H'! est un espace de Hilbert muni du

produit scalaire

(u,v) g = (U, ) 2(0) +

)

N <8u ov
-1

— , pour tout u,v € H'(Q).
al’i 8mi>L2(Q)

1
2 2
L2(9)>

Et la norme associée

ou
8xi

N
ull @) = (HUH%Z(Q) +
i=1

Et équivalente a la norme de W2(0Q).

Proposition 1.1. L’espace W1?(Q) est un espace de Banach pour 1 < p <

00.WP(Q) est réflexif pour 1 < p < 0o et séparable pour 1 < p < oco.
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L’espace H'(§2) est un espace de Hilbert séparable.
On prend Q = RY pour le théoréme suivant :

Théoréme 1.6. (Inégalité de Sobolev) : Soit 1 < p < oo, alors

" 1 1 1
whtr(RY) ¢ L7 (RY ou p* est donné par — ==,
(RY) C 17" (B") =y
et il existe une constante C' = C(p, N) telle que
ul| or vy < ClIVUllor) Yu e WHP(RY).

Définition 1.4.
Soit 1 < p < oo, lespace Wy (Q) désigne la fermeture de C(Q) dans W?(€).
L’espace W, ?(Q) muni de la norme induite par () est un espace de Banach

séparable, il est de plus réflexif si 1 < p < oc.

Remarque 1.1. Une fonction v € L2 () alors v € WLP(Q), si pour tout
K ccC Q (compact), v e WP(K).

Lemme 1.1. Soit u € W'P(Q),1 < p < oo, avec Supp u compact inclus dans
Q, alors u € W, *(Q).

Corollaire 1.1. (Inégalité de Poincaré) : on suppose que 2 est un ouvert

borné. Alors il existe une constante C' (dépendant de Q et p) telle que
lullr@) < ClIVullr) (1 <p<o0).

L’expression ||Vu|| s (o) est une norme sur Wy(Q) qui est équivalente & la norme
|[ullwre); sur Hj(Q) Pexpression /VUVU est un produit scalaire qui induit
Q

la norme ||Vu||z2q) équivalente a la norme ||u|g1(q).

Remarque 1.2. L’inégalité de Poincaré reste valable si () est de mesure finie,

ou bien si 2 est borné dans une direction.
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1.3 Principe de comparaison parabolique [11]

Théoréme 1.7. Soit 2 un domaine borné de IR" et f = f(x,t,u), gf e C([0,T]x
_ u
Q xR)

u € C(0,T;C?*(Q)) est une solution de :

ZZL = DAu+ f(z,t,u) Q,te|0,T]
u(z,0) = wuo(x) {

ou

- 0 o0, t € 0,7

et soient v et v deux sous-sur solutions respectivement, vérifiant :

v

5 > DAU+ f(x,t,0) Q,t€[0,T]

< DA fatw) Q1ef0T]

o(2,0) < Bz, 0) 0
0 v
On suppose également que gL <0< av pour x € 0f2. Alors :
on on
v<u<v dans [0,7] x Q.
De plus, si I(xo,tg) € Q2 x [0,T] tel que v(xg,tg) = v(xo,ty), alors

v = v dans [0,t] x Q.

Nous présentons quelques définitions et résultats utiles pour la suite de ce

mémoire
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1.4 Quelques notions de stabilité

On considere le systeme autonome suivant :

avec f : Q) C R® — R” localement lipschitzienne sur {2, pour assurer I'existence
et 'unicité locale. Une premiere approche pour I’étude des systemes dynamiques
consiste a rechercher les points d’équilibres satisfaisant f(z*) = 0.

En pratique, on s’intéresse aux points d’équilibres qui possédent certaines pro-

priétés de stabilité.

Définition 1.5. (Stabilité au sens de Lyapunov)

On dit qu’un point d’équilibre x* est stable au sens de Lyapunov pour le systéme
précédent si pour tout € > 0, il existe un nombre réel positif 9, tel que pour
tout xg € Q avec ||z* — xo|| < 0, alors la solution x ayant pour condition initiale
x(ty) = xo vérifie :

Vit >0, ||z(t) —a*]| < e
Le point d’équilibre est dit instable s’il n’est pas stable.

Définition 1.6. (Stabilité asymptotique locale)

On dit qu’un point d’équilibre x* est localement asymptotiquement stable si et
seulement si * est stable et s’il existe un nombre réel positif §, tel que pour tout
zo € Q avec ||x(t) — zo|| < J alors la solution = ayant pour condition initiale
x(tg) = xo vérifie :

lim ||z(t) — x| = 0.

t—00

Définition 1.7. (Stabilité globale)
On dit que x* est globalement asymptotiquement stable sur V C €2 si pour tout

xo € V la solution x ayant pour condition initiale x(ty) = xo vérifie :

lim ||x(t) — zo]| =0

t— 00

Nous présentons maintenant une version de Théoreme de Krein Ruthmann.
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1.5 Théoreme de Krein-Ruthmann
Soit 'opérateur linéaire suivant
L:¢p+— —DA¢p—r(x)p

Théoréme 1.8. Soit r est une fonction lipschitzienne sur €, alors il existe
un unique couple (A1, ¢) tel que : A\; € R (valeur propre principale de L), et
¢ € C*(Q) (fonction propre principale de L) vérifiant :

—DA¢ — r(x)p=XMo Q
09
a—n = 0 o0
o > 0 Q
max g(z) = 1

De plus, on a la formule de Rayleigh :

[ DIV —r(@)¢*(@)]da
= enl o 2
/Q¢ (x)dx

A1

L’opérateur I admet une infinité dénombrable de valeurs propres réelles
(A1 < Ag--- < Ay Apoo) les fonction propres associées (¢) forme une base

orthonormée de 12(92).






Chapitre 2

Etat d’équilibre sans maladie

(DFE)

2.1 Introduction

Pour comprendre l'impact de mouvement des individus dans un environ-
nement hétérogene sur la persistance ou l'extinction d’une maladie, on consi-
deére dans ce chapitre un modele de réaction-diffusion SIS(Susceptible-Infecté-
Susceptible).

On présente le modele d’étude suivant :

Le modele

Soit  C R™, (m > 1) un domaine borné de R™ avec un bord 0f) régu-
lier(quand m > 1).

Soit le systeme de réaction diffusion SIS suivant :
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as BSI

D dAS— 2Tt

ot sAS =g+l & >0

oI BST

oS oI '
o> _ ol a0 >0

on on ~

N = /QS(x,o)H(x,())dx QO >0

Ou S(z,t) et I(z,t) représentent la densité des individus susceptibles et infectés
a la position x et a 'instant ¢, dg et d; sont des constantes positives représentent
les taux de diffusion des susceptibles et des infectés; et S et v sont des fonctions
Holdériénnes positives sur 0 qui représentent les taux de transmission de la
maladie et le taux de guérison a la position x, respectivement.On suppose qu’on
a pas de flux sur le bord.

g;j = 27[7 = red, t>0

Et que les données initiales sont positives, i.e

(A1) : /Ql(x,())dx > 0 avec S(z,0) > 0 et I(z,0) > 0 pour z € €.

Sommons les deux premieres équations de (2.1)) puis intégrons le résultat sur €2,

on trouve
a/(S+I)—/A(d S+d 1)—/ 9 (S +diT) =0; >0
ot Jo Tl = Jaon® e
De cela, on conclut que la population totale est constante, i.e :
/(S+I)=N; £>0
Q

Définition 2.1.
On dit que x est un site a faible risque "low-risk site" si le taux de transmission
de la maladie B(x) est inférieure au taux de guérison ~y(x).

Un site a haut risque "high-risk site" est définie d’'une maniere similaire.
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Soit :

H™ = {2 € Q:B() <1(2)}, H = {2 € Q: Bx) > ()}

dénotent les ensembles de ces sites a faible et a haut risque, respectivement.

On dit que € est un domaine a faible risque "low-risk domain" si

| 8@)dz < [ (@)dz,

Un domaine a haut risque "high-risk domain" si

/Qﬁ(x)d:v>/ﬂfy(:c)daz’

Et par continuité, I’ensemble

H’ = {z € Q: B(z) = 7(2)}

est aussi non vide.

(A2) : H™ et H' sont non vides.

(A3) : HP consiste en un nombre fini de surface C'! disjointe (ou d’un nombre

fini de points dans le cas ou m = 1).

2.1.1 Existence de solution :

Dans cette sous section on s’intéresse a l’existence d'une solution de notre
modele, le résultat suivant montre ’existence d’une solution pour un modele de

réaction-diffusion général : on considere le systeme suivant :

u —dAu = F(z,t,u) Q, t>0.
(2.2)
ou
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Ou u = (u,ug, ..., up,) et F' = (Fy, Fy, ..., F},), et soit F' une fonction Lipschit-

zienne

Théoréme 2.1. Soit ug € L>(2, IR™), et soit F' une fonction Lipschitzienne,

alors le probleme (12.2) admet une unique solution globale.

Démonstration. Pour la démonstration de ce Théoreme, il suffit de voir [12} 7],
le principe de la démonstration consiste a utiliser la théorie des semi groupe ou

bien on peut utiliser le théoreme de point fixe. [

Pour faire une étude globale de notre modele, la section suivante est dédiée

a l’étude de I'équilibre de notre modele.

2.2 Probleme d’équilibre

La recherche des états stationnaire de (2.1)) nous amene a trouver les solutions

de systeme elliptique suivant :

3SI
_doAS = — 20 4o Q
sAS sy1 7
N @—71 Q
S+1
oS ol (2:3)
@ - 2y 0
o oy = 9
N = [ S(.t)+ I(z.t)dz.
| S@.t)+ Iz, t)dr

Les conditions de Neumann nous conduit a chercher des solutions constantes de

23).

2.2.1 Existence du DFE

Définition 2.2.
On désigne par équilibre sans maladie (disease-free equilibrium) une solution

dans laquelle I(z) = 0 pour tout z € Q. On la note par DFE.
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La seconde équation de (2.3) admet I* = 0 comme solution, en injectant cette
solution dans la premiére équation de (2.3) on trouve que dsAS* = 0, de plus

de la quatrieme équation de (2.3) on trouve que S* € R.

/S*dm:N oy N
0 1]

N
Alors (S*,I*) = (@, 0) est une solution de ([2.3)).Cet solution est 1’état station-
naire de (2.1

On appelle (S*, I*) I'état d’équilibre sans maladie noté par DFE (the disease free

equilibium).

2.3 Etat d’équilibre sans maladie (DFE)

Dans cette section on s’intéresse a la stabilité de DFE .

2.3.1 Stabilité locale du DFE

Pour étudier la stabilité du DFE on linéarise le probleme (2.1)) autour de
(S*,I*), et pour cela on pose & = S — S*; u = [ — I*. En remplagant dans le
systéme (22.1]) on trouve :

o Bl + )
Iz §+5")n
e A 2R 2.4
32 dIA“+§+S*+u o 2% (0,T) (2.4)
9 _ 9H_
o~ on 0 00 x (0,7T)
Ce qui implique que :
¢ BE+ S +pp By’
— = dgAf — - Qx (0, T
ot S ey et e X 00)
o B+ S + ) Bu?
— = d;/A — — Qx(0,T 2.
7
= - 2 _0 Q T
an an 0 o x (0,7)
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En négligeant les termes d’ordre supérieur, on trouve le systeme linéaire suivant :

%~ dsAEt (- B QX (0.T)

9

af’t‘ = diAp+(B—v)p Qx(0,T) (2.6)
o  On

877 — 877_() 002 x (0,7)

On remarque du systeme ([2.6) que la seconde équation est découplée de la pre-

miere ce qui nous ramene a étudier I’équation suivante :

0
T = dAp+ (B Q% (0,7)
g; (2.7)

Pour cela on définit 'opérateur IL par :

L: — —diAY — [B(z) — y(z)|

En appliquant le théoreme de Krein-Ruthman sur cet opérateur, alors on peut

écrire p(z,t) dans la base formée par les fonctions propres de L

—+00

w(z,t) = ap(t)vn(z)

k=1

Pour chaque k fixé on a :

i (0() = aalt) [dr A+ (3(w) = 7() o)

—di Ay, — (B(x) — () r(z) = Methp(2)

Ce qui implique que : ay(t)ig(z) = —Apag(t)r(x). Alors

ar(t) = a(0)e !
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Donc p(x,t) peut s’écrire sous la forme suivante :
w(z,t) = a1 (0)e My (z) + -+ + ap(0)e by (x) + - - -

D’apres le Théoreme de Krein-Ruthman on définit la valeur propre principale
Ap par :

)\1 = nf CI)(@/J)

wEHll(Q)\{O}

~di [V [ (B(a) = 1(@)(w)de
N /Qzﬁ(x)dx

®(1))

Remarque 2.1.

— Le cas ou A\; > 0 indique une décroissance exponentielle des individus
infectés d’ou la disparition de la maladie.

— Le cas ot A\; < 0 indique une croissance exponentielle des individus infectés

d’ou la persistance de la maladie.

2.4 Le calcul de R,

Notons par Ry le taux de reproduction de base et on le défini pour notre

modele comme suit :

| By (@)
Ry = sup 2
ve HUQ) 0} d, /Q g /Q ()3 () da

Il est également intéressant de noter que Ry ne dépend pas de la valeur du
coefficient de diffusion dg pour les susceptibles.

Méthode de calcul de R :
Supposons que A; > 0 (i.e la disparition de la maladie) on sait que :
di [ IV de— [ (3(@) = 1(@)0* (@) do
2
d
| v da

0<)\1§
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Ce qui implique que :

0 < [ W¥@)de <d; [ [VUlPde = [ (B(a) = y(@)v*(a) do
Donc :
/ﬁ dx<)\1/z/12 dx+/ﬁ Y2(x x<d1/|V¢]2+/

Ce qui nous donne :

/Qﬂ(l’)zﬁ(ﬁ)dx /\1/ V3 (x dx+/ B(x)y*(z) dx -

i [[90F+ [ 2@ty df [ [VoPdr+ [ G

De cela on conclut que :

/6 o

Alors,

Ry = sup <1
ve U@~ {0} d, / |w| dz + / V2(x) do

Dans le cas ou Ry = 1, alors il existe une fonction & € H'(Q) tel que

| 8@ @dr = [ di|Veldr+ [ A(@)E(r) do
Alors
| (3@) = 1@)ei (@) da = | di] V&l da. (28

Calculons

di [ 1V&l dz — [ (3(@) ~ () (@) do

P (&) =
| @ de
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Utilisons (2.8)), on obtient

[ (3(@) = 2@)ei (@) do — [ (8(a) - 1(@)EE(w) do

2 =0.
| @) da

‘I)(fo) =

Alors, il existe § € H'(Q) tel que

inf D) = &(&) =0

e HH(Q)~{0}
Done
A = inf 0} > ()
' e mi9) {0} ) 2

Donc A; > 0, ce qui est une contradiction avec le fait que A\ > 0; et par suite :

Ry= sup P(v) < 1.
e HY(Q)
On procede de la méme maniére dans le cas ou A\; < 0 (i.e la persistance de la

maladie) et on trouve que Ry > 1.

Remarque 2.2.
— Dans le cas ou Ry < 1 on aura la disparition de la maladie.

— Dans le cas ou Ry > 1 on aura la persistance de la maladie.

2.4.1 Caractérisation de R

Dans le but de démontrer la relation directe entre la valeur propre principale
et Ry et dans le méme contexte de la 2éme méthode de calcul de Ry, on présente

le résultat suivant :

Lemme 2.1.
— @ Si A\; < 0alors Ry > 1.
— @ Si Ay =0 alors Ry = 1.
— o Si A >0alors Ry < 1.

Démonstration. [I]
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Il est bien connu qu’il existe une fonction positive ¢ € CQ(Q) tel que :

—d1A¢+7qb:£¢ pour x € €} et %:O pour z € 0f)
Ry on
Considérons les deux équations suivante :

—diAYy = (B =)+ M r e (2.9)
—d;Ap = ]§¢ — ¢ x e (2.10)

0

¢ O
—- = — = Q. 2.11
o o 0 x € (2.11)

Rappelons que ¢ et 1; sont positives sur €2. Utilisons ¢ comme fonction test dans

et ¢, comme fonction test dans(2.10|) alors, on obtient :
di [ ViV = [ ping— [ A@po+x [ digde  (212)

Et
Iy [ Veivods = [ }fow— [ Ao (2.13)

On combine les deux équations ([2.12)) et (2.13), on obtient alors :

1—— ) [ Beie+ A [ o =0

1
Puisque / B et / Y1 ¢ sont positives , on conclut que (1 — R—) et A1 ont un
Q Q 0
signe opposé. Alors :

Ry > 1 quand \; <0, Ry =1 quand \; =0, et Ry < 1 quand A\; > 0. [

Lemme 2.2. Soit le probleme de valeurs propres suivant :

“6AY = —ms(a)y Q

2.14
oy 90 (2.14)
on

avec 6 > 0 et mgs(x) est une fonction Holderienne sur Q, et soit g la valeur
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propre principale du probleme ([2.14)). Supposons que

ms(x) — m(x) uniformément par rapport a = quand § — 0.

Alors :
. 5. o
lim 1y = minm(z) = m
Démonstration. Pour la preuve il suffit de voir [9]. "

Théoréme 2.2.

Soit 2 C R", et A\; est la valeur propre principale de 'opérateur L défini comme

suit
d V) 2de — B _ 1/}2 d
Al = inf P(rp) = inf { I/Q| |“dx /Q< (x) — y(x))*(x) x}
PpeH (Q)~{0} YEH(Q)~{0} / wQ(x)dx
’ (2.15)
Alors :

(a) A; est une fonction monotone strictement croissante en d; > 0.

(b) A\ — min{y(z) — B(z) : € Q} < 0; quand d; — 0.

(c) M\ —>|£12|/Q('y—5); quand d; — oo.

(d) Si /QB(:C) > /ny(:c) alors A; < 0 pour tout d; > 0.

(e) Si /Qﬁ(x) < /Q'y(x) alors I'équation Ai(d;) = 0 a une unique racine
positive notée par dj, de plus, si d; < dj alors A\; < 0 et si d; > dj alors

A > 0.
Remarque 2.3.

Si/§26</ﬂv

(B —)?
d}sup{/g/ng2 sy e HY(Q) et /52(5_7)¢2>0}

Démonstration. Théoreme 2.2



24 CHAPITRE 2. ETAT D’EQUILIBRE SANS MALADIE (DFE)
A A
. / \ 0 \
o & 4

A:en fonction de di dans H- Aien fonction de d dans H*

()

Iy

— di APy = (B — )b + My T E€Q 5y =0 weon (2.16)

Il est claire par définition de A; (2.15) que A; est une fonction monotone
croissante en d; > 0. Il reste a montrer que cette croissance est stricte,

pour cela on dérive ([2.16]) par rapport a d; pour obtenir :

O(thr)’

= Q.
n 0 z€d

(2.17)

AP +drA W) +(B=7) (1) +(A) Y1+ () =0z € Q;
Utilisons 9| comme fonction test dans (2.16)), on trouve alors

dl/valvlbi dx = /Q(ﬂ — )1y +>\1/Q¢1¢1 dx (2.18)

Puis testons par v, dans ([2.17]), on obtient :

di [ VeV do = — | [V o+ | (3=t aX; [ o deea /7 wlw;l dz
2.19

On combine les deux équations ([2.18)) et (2.19), on obtient alors :

Liv = [ oo

Puisque ¢, > 0 alors (A1) > 0.
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Supposons que (A)" = 0 dans ce cas 1 est une constante positive, donc

(2.16) implique
Blx) —v(x)+ A\ =0 Ve,

ce qui est contradictoire avec le fait que la fonction (5(z) — v(x)) change

de signe. On conclut donc que (A;)" > 0.

(b) Ce résultat est une conclusion direct de I'application du Lemme [2.2] et

aussi avec la condition a).

1
(c) Posons 1% = @ dans la formule ([2.15]), on peut voir que A\; < max{~y(x)—
B(x) : 2 € Q) pour tout d; > 0. Par (a) \; est uniformément bornée pour
d; > 1, ainsi qu’elle a une limite finie A quand d; — oo.

L’équation ([2.16|) nous donne :

B—v+XN

= Q
4 0 T €

Ay +

Par la régularité elliptique, il existe une constante positive ¢ tel que 1y —
¥ dans C1(Q) quand d; — oo.
Intégrons (2.16|) par partie sur {2 pour qu’on obtient :

/Q(ﬁ—’YW1+>\1/Q¢1 =0,

puis faisons tendre d; vers 'infini, on tombe sur la relation :

“ 1
A= [ (=
) o =)
(d) On sait de (a) que A\; est strictement croissante en d; > 0, de plus, de
(b) et (c)
lim A\ = min{(y — 8) : z € Q} < 0.
d[*)O
Et
1
lim A== [ (=) <.

d[-)OO
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Car par hypothese : / v < / £. Ce qui implique que Ay < 0 pour tout
Q Q
d[ > 0.
(e) On sait de (a) que A; est strictement croissante en d; > 0, de plus

lim A\ =min{(y—3):2€Q} <0

d]*)O

et par hypothese on a / b < / ~ alors

lim Alz@/gl(v—ﬁ)zo

d]—)OO

Alors I’équation A (d;) = 0 a une unique racine notée par dj, de plus Ay (d;)
change de signe en traversant la valeur dj.

Pour montrer la relation directe entre le coefficient de diffusion d; et le taux

de reproduction de base Ry, on énonce le résultat suivant :

Théoréme 2.3. Supposons que les conditions (A1) et (A2) sont vérifiées,

alors :

1. Ry est positive et monotone décroissante en d; > 0.

plx)

2. Si d; — 0 alors Ry — max{"——%: 2 € Q}.

v(z)

| @)
@)

Démonstration. Théoreme

3. Sidy — oo alors Ry —

1. Par le structure de Ry : c’est une fonction monotone décroissante en d;.

2.
IR
R, v (2.20)

sup

- { 2 2
SeH ()0} /Q di| Vol + /Q o

La preuve rassemble a celui de Lemme [2.2]

3. Soit le probleme vérifié par Ry

diAd — 6 + I§O¢ —0 (2.21)
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Divisons ([2.21)) par dy, et intégrons par partie sur €2, puis faisons tendre d;
vers I'infini. Il existe ¢ vérifiant —A¢ = 0 tel que ¢ — ¢ dans C(Q). Et

I

d]‘)OO / 7¢2 / ry
Q Q

En conclusion on trouve que

B

R0_>97

|

Remarque 2.4. Suivant la méme philosophie de Théoréeme [2.2] alors on aura
les résultats suivant :
1. Si Q est un domaine a faible risque ( /Q b < /Q 7v), alors il existe une unique
valeur d; > 0 tel que :
— Sid; <djalors Ry > 1.
— Sid; > dj alors Ry < 1.

Ro Ro

1 1
|
E\
! N
0 di d 0
Ro en fonction de di dans H- Ro en fonction de di dans H+

2. Dans un domaine & haut risque (/ B > /7), on a Ry > 1 pour tout
Q Q
dr > 0.

ax
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2.4.2 Stabilité globale du DFE :

Théoréme 2.4.

Si Ry < 1 alors (S, 1) — (S*,0) dans (C(92))? quand ¢t — oo.

Démonstration.

— I) On observe du systeme (2.1)) que :

—~1 Q. t>0.
ot S+1 e

Puisque 7 < 1, on obtient :

oI
agd;A]—l—(ﬂ—v)I re; t>0

Soit U(z,t) = Me MUy (z) avec (A\; > 0), on sait aussi que ¥; > 0 sur €,
et M est une constante positive choisit assez grande de tel sorte qu’on aura

I(z,0) < U(x,0).
Dérivons U (z,t) par rapport a t

oU
E = —AlMeiAltwl.
On a aussi :
—M = di AP+ (B — )y
Donc
oU
i Me M (dr Ay + (8 — 7))

Calculons maintenant AU :
AU = Me M Ay,

Ce qui nous donne :

ou U _ oy

EZdIAU‘f'(ﬁ_'V)U; 877 677 =
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Par le principe de comparaison parabolique on conclut que I(z,t) < U(x,t)
pour x € Qett > 0.
Or on sait que U(x,t) — 0 quand t — oo, Yz € 2, alors I(x,t) — 0 quand
t — oo, Vo € Q2.

— IT) On observe du systeme que :

oS BSI
E—dsAS—SiH‘f“/}/I £L‘€Q, t>0

Le résultat précédent et la continuité de S et v implique qu’il existe une

constante positive C; > 0 tel que :

| %f —dsAS |<Cre™ z€Q, t>0 (2.22)

uisque
(puisq S

tude de Q il existe C' > 0 tel que (y — 3) < C.

7 < 1), et max(z) = 1, et par continuité de § et la borni-
e

On sait que Cie ™t — 0 quand t — o0, ce qui implique que
S(z,t) — C > 0 quand t — 0.

Pour voir ¢a, écrivons S sous cette forme :
S(;E,t) = Sl(t) + 52<x7t)7
avec
1
St:—/de,
et Sa(x,t) vérifie :

852 - aS2 o
W_dSASQ—i_f(xvt)? (977]_07

avec | f(z,t)| < Cse™t. Alors (2.22)) s’écrit sous la forme suivante :

831 882 M\t
— < 1 .
S+ S —dsAS, |< CreM eQ >0
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Ce qui implique que :

851 0S5,

| = |—|7—dsAS2|<Cle’“t e, t>0.

Or 885;2 —dsASy = f(z,t), alors :

(951 < Cre™My | f(z,t)| 2€Q, t>0.

Donc il existe (5 tel que :

851 ’< C ,)\lt

On a aussi S (t |Q] / Si(t)dz+ |Q|/ S (x,t)dx, et puisque que S (t)

1
ne dépend pas de z alors Si(t) = Sy (t) + |Q’/ Sa(x, t)dz, ce qui implique
9)
que

As%mmu:o Vi > 0.

On sait par hypothese que :

(4@+JMx=N.

Et de la premiere partie de cette démonstration que I — 0 quand t — oo,

donc /Q[Sl(t) + Sy(z,t)]de = N, quand t — oo et alors

1m/&@mzN

t—oo JO

Ce qui nous donne
N
lim Si(t) =

t—00 @

Soit 0 = A\ < Ao < \3... les valeurs propres de —A avec condition de

Neumann, et {px}732, les fonctions propres normalisées associées .
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Ecrivons Sy(z,t) dans la base formée par les fonctions propres {er},

Su(e,0) = Y axltpnla), et f(@0) = 3 flDgn(o)

k=0

Notons que ayg = fo = 0 avec / So(z,t)dx = 0, il existe une constante
Q

positive C}y tel que

1fe(t)] < Cpe M E>1.

*

On peut voir que | fi(t)] < Cse " pour tout k > 1, avec C5 une constante
positive et \** = min{\;; \; }.

On conclut donc que Sy(z,t) — 0 pour z € Q quand ¢ — oo, et par
suite

S(z,t) — S* quand t — oo pour tout x € .

Remarque 2.5. D’apres le théoreme précédent (S*,0) est un attracteur
global, et puisque on a déja démontré auparavant la stabilité locale, alors (S*,0)

est globalement asymptotiquement stable.

Théoréme 2.5.

Supposons que ((z) = ry(x);r > 0, alors si » < 1, donc DFE est globalement
attractif.

Démonstration.

On divise ce cas en deux sous-cas r < 1 et r = 1.

a) Casou (r <1)
r <1= Ry <1, on a déja démontrer dans ce cas que DFE est globale-
ment asymptotiquement stable Théoreme [2.4]

b) Cas ou (r =1)
Commengons par montrer que I(z,t) — 0 quand t — oc.

Soient f; et By deux constantes positives telles que f; < f(x) < fs.
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Dans ce cas le systeme ([2.1)) devient :

83 _ B@)r?
%tl—dSAS = Sﬁ+([)12 Q, t>0
T
- - _ 2.23
2= = Q, ¢t
an ~ 0 o, t>0

Il existe une constante positive M dépend que de dg, dy, 2 et N tel que :
1S, )l + (2, ) limiey < M. ¥t >0 (2.24)

Considérons le systeme EDO suivant :

ds(t)  Bol?
b
a —  S+1 =0
S(0) = max S(z,0) >0 (2.25)
Te
I(0) = maxI(x,0)>0
e
Sty+1I(t) < M t>0

Notons par (S(t),1(t)) par l'unique solution positive de (2.25). On re-
marque du systeme que S(t) croit, et I(t) décroit, et que les deux sont
bornées, par une simple analyse on déduit que

Jim 1(t) = 0.
Puisque S(t) + I(t) < M, alors la possibilité que Jlim S(t) = oo tant que
I(t) — Iy (I une constante positive) est exclue.
Rappelons aussi que le systeme est un systeéme quasi-monotone crois-
sant, et (S(¢),I(t)) est une sur-solution de (2.23), ce qui nous donne :
S(z,t) < S(t) et I(x,t) < I(t) pour tout ¢ > 0. Et de cela on conclut donc
que :

I(zx,t) — 0, quand ¢ — oo,
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de plus, on sait que /(S(m, t)+ I(x,t))dx = N, alors :
Q

/ S(xz,t)dr — N, quand ¢ — 0. (2.26)
0

D’autre part, par(2.24) et par la régularité parabolique de 1'équation de
S(x,t) dans (2.23)) il s’en suit qu'il existe une constante

My > 0,tel que ||S(x,t)||c10) < My pour t > 0.

Donc, en passant & une suite {t,}, avec t,, — 0o (quand n — o0), cette

derniére estimation et (2.26]) nous permettre de conclure que :

S(z,t,) — quand n — 0.

5]

De cela il est claire que
N
S(z,t) — — quand ¢ — oo.

2]

Alors, DFE est globalement attractif. [

Remarque 2.6.

(a) Pour donner une explication de la présence de diffusion, supposons

que les parametres d; = 0 et aussi, 3,7 des constantes, notre modele

réduit a :

S BST
95 _ gAs— Pl o1 g
ot dsAS S+I+’}/ , t>0
I BSI
o b5, O, t
ot~ S+1 120
as ol

_ o 0, ¢
an o 0 09, >0
N :tLS@ﬂy+ML®M O, >0
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Le taux de reproduction de base est donné par :

Ry =2
v

(b) La présence de diffusion avec les parametres 3,7 sont des constantes,

nous donne

8 [ v @)de
sup :
$e H(Q)~{0} dI/Q|V¢|2+7/Q@/)2(x)dx

Ry =

Il existe une fonction 1 € H* (), telle que ¢ = C. Alors

(c) L’absence de diffusion avec [, sont des fonctions, il existe une fonc-
tion ¢ € H'(Q) telle que ¢ = C. Alors
d
| Blaydz

o = /ny(x)d:c.



Chapitre 3

Etat d’équilibre endémique

(EE)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on démontre I'existence de 1’état d’équilibre, et on prouve

la stabilité dans des cas particuliers.

Définition 3.1.
On désigne par I'état d’équilibre endémique (endemic equilibrium) une so-

lution dans laquelle I(z) > 0 pour certains z € 2, on la note par EE.

Définition 3.2.

Un point u € V est dit équilibre pour un semiflow local (voir [13])  si :
O(t)u = u.

Pour tout ¢ € [0,00). Un point u € V est dit sous-équilibre (ou sur-
équilibre) si :

O(t)u >u (ou O(H)u < wu)

Définition 3.3.
Un point fixe u € V est dit stable ordonné (order stable) s’il existe une

suite de sous-équilibre strictement croissante u,, /v dans V.
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3.2 Probleme d’équilibre

Rappelons, le modele de 1’équilibre,

BSI
—doAS = 77 I Q
dsAS 511
—aar = L 0O
St1
dS oI (3.1)
% _ A, 0
5 = oy =" )
N = [ S t)+ I(z,t)dz; Vi > 0.
| S@.t)+ I, t)dz; ¥t >

Pour pouvoir traiter 'existence de 1’équilibre endémique, en simplifiant le

systeme d’équilibre, on présente maintenant quelques systemes équivalents

3.2.1 Problemes équivalents :

On considere plusieurs alternatifs du probleme d’équilibre,

Lemme 3.1. (S, 1) est une solution de (3.1) si et seulement si (S, 1) est

une solution du systeme suivant :

—dsS = d;I—k Q0
. . BI
—d;, ATl = I(B—~—
I (B Y S—i—I)
oS ol
- = = 0. Q0
o o 0 0

N = /QS(x,t)JrI(x,t)d:c; Yt > 0.

Démonstration. Commencons par sommer les deux premieres équations

du systeme (3.1)), on obtient

En appliquant le principe de maximum fort on aura

Soit dgS +d;I =0, ou dgS +d;I > 0.



3.2. PROBLEME D’EQUILIBRE 37

Mais puisque dgS + d;I = 0 pour tout = € €, (une contradiction), alors
dsS +d;I >0, Vx € Q. Ce qui implique qu’il existe une constante positive

k telle que
dsS + diI = k.

La deuxiéme équation de ({3.1)

BST
—d AT = 22 4T
1 S+I VL,

est équivalente a

BSI + BI* — BI? B

—d; Al = I.
! S+1 i
On obtient alors,
—d;AI = 51 — pr —~l
= S+1 "
Donc
BI
—d; Al =18 —~v——=——).
! (8 S+1)
Et donc obtient le systeme équivalent suivant :
—dsS = diI -k Q
- - BI
—d;AI = I(f—v——=——=
I (B =7 S—i—])
oS oI
— = —=0. of)
an In
N = / S(x,t) 4+ I(z,t)dz; Yt > 0.

Q
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Lemme 3.2. Soit (S, 1) est solution de (3.1)) si et seulement si (S, 1) est

une solution du systeme suivant :

dsS+1 =1 x e
~d;/AI = If(z,1) reQ
08 oI
— = —=0. Q
an n 0 x €0 (3.2)
p o= d;N
A3m5+n

Démonstration. Par un simple changement de variables de normalisation

suivant :

La premiere équation nous donne :

dsS+1=1.
Et de la seconde équation :
.. BI
—di Al =1(8—~— S—i—f)'
- kI
Remplacons I par —
dj
kI
_kAI:CT(B_’Y_ I] )
! k(S+ —)
dr
Ce qui est équivalent & :
pr
—d; Al =0 — ————— —~1.
IAl=5 T+d (5
Alors
1
—d; AT = BI(1 - ds ) — 1.

dsl +dy —d;I
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B dsI
d;+ I(dg — dy)

Posons f(z,I) = f(z)(1 — 7(z), on obtient alors

—d;AI = If(z,1).

On a aussi de la quatrieme équation du systeme précédent :

N:/Q§+i:/ﬂ<ks+ly)=k/ﬂ<8+é>

I

Donc
d;N
=
drS+1
[ (@s+1
On obtient alors le systeme normalisé suivant :
dsS+1 =1 x e
—d; AT = If(x,1) x e
05 ol
— = —=0. o0
o o HARS
N
ko= d
drS+1
/Q( S+1I)

3.3 Existence et unicité de EE

Lemme 3.3. Supposons que Ry > 1, alors (3.2]) possede une unique so-
lution positive (S(z), I(x)), avec S,1 € C?(Q) et I(z) non identiquement
nulle dans Q. De plus cette solution avec I # 0 est unique, S(x) > 0, et

0 < I(x) < 1 pour tout x € €.

Démonstration.
— Existence :
Le systeme (3.2) est un systeme de deux équations séparées, donc on

peut traiter les problémes séparément on commence par ’équation de [
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puis 'injecter dans la premiére équation pour tirer S.

—d;AI = If(z,I) Q

or _ B (3.3)
on

Soit
l = 81/}1 oS R*7

ou 1 est la fonction propre associée au systeme suivant :

—diAYr = (B—7)Yr+ M1 Q

3.4
M _ o, (3:4)
on

Avec A1 la valeur propre principale de I'opérateur

Ly — —d Ay — [B(z) = (2)]Y.

On cherche & avoir —d;AI < If(x,I) pour cela, on définit la fonction g

comme suit

B dsU
d[ + (ds — d[)U
On remarque que la fonction g est croissante de 0 a 1, en U lorsque

U € [0, 1]. Posons

9(U)

G(I) = diAL+ Lf(x, ) = G(eyr) = e[di Ay + (B — 7)1 — Bbrg(en)].

Alors
G(er) = el [=A — Bg(en)]

Supposons que (Ry > 1< A\ < 0) et que (¢ << 1 choisit suffisamment

petit), ce qui implique que :
G(I)>0.

Donc I = e et une sous solution de (3.3]) si (Ry > 1) et (¢ suffisamment
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petit).
Choisissons [ = 1 = —d;AI =0, donc If(z,1) = —(x) < 0.

On conclut donc que I = 1 est une sur-solution de (3.3)).
On sait que magwl =1= ey <1sie<<1. Donc
I € [1,1 tglele que I est une solution de (3.3)). C'est a dire, il existe
I € C*(Q) satisfaisant avec 0 < I(z) <1 pour tout = € 2.
— Bornitude stricte de I(z) <1 :
On démontre par contradiction que I(z) < 1 dans €.

Supposons que 3z € Qtel que I(z) = 1. Comme [ atteint son maximum

dans un point z de €, il faut que AI(z) < 0, mais
G(I(z)) =d;Al(x) —~(x) <0,

ce qui est une contradiction.
On conclut donc que 0 < I(z) < 1 pour tout z € . On sait que

1 =dsS+ 1. Alors S € C*(Q) et S > 0 dans Q. Donc, (5,1) est une

solution positive du systeéme (3.2)) avec S, I € C*(Q) et I < 1 pour z € Q.

— Unicité :

Pour démontrer 'unicité, on procede par contradiction.
Supposons que admet deux solutions positives (S1,11) et (Sa, I3)
avec I, I non identiquement nulles, et I; # I, Vx € €. Il s’en suit de la
premiere équation de que 0 < I, I, < 1 dans 2. Par le principe de
maximum on obtient 0 < I, I, < 1 dans Q. On doit choisir un ¢ assez
petit pour que I < Iy, I, < I dans .
Soit I, et I"™ notons la solution minimale et maximale de , respecti-
vement, dans I'ensemble [I, I]. Comme I, # I, on a I, < I" et I,, # I™.
Par le principe de maximum on en déduit que I,, < I" dans Q.
Soit

—d;AL, = I,f(x, I,) Q. (3.5)
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Et
—d;AI" = IMf(x,IM) Q (3.6)

Utilisons /™ comme fonction test dans (3.5) et I, comme fonction test
dans (3.6)), puis combinons les deux résultats, on obtient que :

/Q[n[”[f(x, L) — f(z, I"]dz = 0 (3.7)

Of(z,u)
ou
strictement décroissante, et par suite f(z, I,) — f(z, ") > 0 dans Q. Ce

I est claire que < 0 pour x € Q et u € [0,1]. Donc f est

qui est contradictoire avec 1’équation (3.7)) car I,, et I"™ sont des fonctions
positives. On conclut donc que (3.2) admet une unique solution positive

(S, 1), avec I non identiquement nulle dans 2.

Comme conclusion, on a le théoréme suivant :

Théoreme 3.1.
Supposons que Ry > 1. alors (3.1]) a une unique solution positive (S(z), I(x)),

avec S , Ie C’Z(Q) et I non identiquement nulle dans €2. De plus cette so-
U kI
lution est donnée par (S,1) = (kS, d—) ou k est définie dans (3.2)).
I

Démonstration. : Il suffit regrouper les Lemmes et [3.1]; prenons en

compte le changement de variables

Donc on a démontré qu’il existe une unique solution de (3.3)) strictement

positive, d’ou l'existence de 1’équilibre endémique EE pour (2.1)).

Dans ce qui suit on démontre la stabilité globale de EE.
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3.4 Stabilité globale de I’état d’équilibre en-
démique (EE)

Dans le but de démontrer la stabilité globale de EE, on est obligé de sup-

poser des conditions supplémentaires.

3.4.1 Cas :dg =d;

Dans ce cas on suppose que 1’épidémie étudiée n’influe pas sur le mouve-
ment des individus (i.e les individus infectés et les susceptibles ont la méme

vitesse de diffusion).

Pour démontrer la stabilité globale, on a besoin du Lemme technique sui-

vant :

Lemme 3.4. Supposons que d est une constante positive, et que a et b

sont des fonctions continues sur §2 avec b(x) > 0 sur €2, alors

dAu = {a(x) - b($)u}u Q, gz =0 oS

Admet une solution unique v si et seulement si :

/Qa(x) > 0.

De plus, si v existe alors, v est globalement asymptotiquement stable pour

I’équation de réaction-diffusion suivante :

u — dAu = {a(w) - b(x)u}u Q2 x (0,00), gz =0 090 x (0,00).
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Démonstration.

Pour la démonstration voir [10]. n

Le résultat principal dans cette partie est le suivant :

Théoreme 3.2. Supposons que dg = dy, si {) est un domaine a haut risque

(i.e / p(z)dx > / v(z)dx), alors EE est globalement asymptotiquement
Q Q

stable, et si Q2 est un domaine a faible risque (i.e / f(x)dx < / ~v(z)dx),
Q Q
alors DFE est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Posons d = dg = dj et w(z,t) = S(z,t)+ I(z,t) et donc

w vérifie le systeme suivant :

a—w—dAw =0 Q t>0

ot N
= =0 99, t>0 (3.8)
on

/Qw(x,t)da: = N t>0

et I(x,t) vérifie le probléme suivant :

oI _B)

- — _ 2
T d?j‘ IB(x) — ()] 1 Q, t>0
a- _ o0, t>0 (3.9)
on

I(xz,0)dz > 0
| 1(@,0)da

N _
Il est clair de (3.8) que w — 9] uniformément dans {2 quand ¢ — oo, alors

N N =
3T>Otelque(@)—5<w<(@)—f—spourtoutxeﬁettZT.

Considérons les deux problemes auxiliaires suivants :

ol _ Blx) -
o~ = TP@ @] I 0, 650
oI
o - 0 0, t>0
I(z,T)=1(2,T) > 0 Q.
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Et :
oL _ B _ Blx) s
oL _ o0, 150 (1D
on
[(z,T) = I(z,T)>0 Q.

I est clair que I et I sont des sur et sous solutions de (3.9)). Par le principe

de comparaison parabolique on a :
I(x,t) < I(zx,t) < I(z,t), 2€Q ;t>T

(a) Dans H™ (i.e /B < /fy) ;
Dans ce cas et comme résultat du lemme I(x,t) < I(z,t) = 0
uniformément dans Q, par conséquence

N _
S(z,t) — i uniformément dans 2.

(b) Dans H*(i.e/ﬂ > /7) :
Par le lemme précédent avec a(x) = 5(z) — y(z) on sait que :
I(z,t) — I*(x) et I(x,t) — I’(z) uniformément dans Q quand
t — oo, tel que I*(z) et I*(x) sont les états stationnaires unique
correspondant a (3.10]) et (3.11)), respectivement. Par un simple ar-
gument de sous et sur solutions et par 1'unicité de la solution, alors
I*(x) et I*(x) converge vers I(z) uniformément dans Q quand e —s 0,

ou [ (x) est la solution du probleme définie dans le lemme avec

Q
af@) = Bla —A(@)) ot ba) = Ax) 0
que I(z,t) — I(z) quand ¢t — oo uniformément dans Q et par suite

Ainsi notre analyse montre

S(x,t) = [w(x,t) — I(x,t)] — (|jg\2[|) — I(z) quand ¢ — oo, et par

unicité de EE, on obtient que :
(S(x,t),I(x,t)) — (S, 1), quand t — oo.

Par conséquence (S(z), I(z) est un attracteur global de ([2.1)).
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3.4.2 Cas :f(x) = rvy(x)

Dans ce cas on suppose que le taux de transmission de la maladie 3(z) est
proportionnel a celui de guérison vy(x) (i.e f(x) = ry(z)) avec r est une

constante positive.

Recherche de I’équilibre Endémique :

Dans ce qui précedes, on a démontré 'existence d’un unique équilibre en-
démique, on prend en considération l'unicité pour chercher des solutions

constante ; alors (S, 1) € ]Ri qui vérifié (3.1)), donc, on trouve ’équation

suivante : o
ps =
—— — =0
sy "
Supposons que I # 0 o
BST ~
= = 1.
S+1
Donc ~ ~
T__ S .5
B=5+1 5 G+T
ce qui implique que : rS = S + I. Alors

-1 - . - -
SZ;(S+I)etJ=(r—1)S.

Or, on sait que quand t — oo

W ST Gy
2]
Donc
- - 1~ - ~ 1N r—1N
D=CES+D,r-18)=(-=—,—=").
(5.1)=(E+D.( =18 = (™)

Sir > 1, alors 'unique EE est donnée par :

- 1N r—1N
wj*:ﬁﬁﬂ‘7fﬁﬂ' (3.12)

Théoréme 3.3. Supposons que [(z) = ry(z), alors si 7 > 1 EE est glo-
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balement attractif.

Démonstration.

Dans ce cas, on a besoin d'une fonction de Lyapounov. Soit la fonction

candidate suivante :

- /Q W(S(x,t), I(x,))dz,

avec 9 9 9 =
S2 -3 I 1
WS 1) = [T s + / dI,
et
dE(t) S oW oI oW
at /{at 58 "o ar )
Donc
52— 52 IEE
E(t) = / { - (dsAS) + (dIA])]d:v
5252 BSI 51 I2—1? BSI  BI
* Q[ 512 (_S+I 7) 2 (S+[_r)}dx~
— _/ ds—|VS|2+dI |VI|2 dx+/{6[ ——L)(Ij——
S+1''I?
252 2, 2% _ )] S S
_ _/ ds 5 [V S+ dr = V1 dx+/{6[(g+]~—5+]
252
_ _/ ds—|VS|2+d1 |v1|2 dz

[ BSI? § I\/S I\2
JsnErGrG7)

o 1 ~(x) S
Ut 1 1 f 1 3.12 5 1 _— = —" = —=—=.
111sons la 1ormule alors ’ B(gj) 3 n 7

Par conséquence, pour tout ¢ > 0, E est une fonction de Lyapounov pour

le systeme ((2.1)) avec 5(z) = rvy(zx), c’est a dire, pour ¢ > 0, E'(t) < 0, le

long des trajectoires sauf au point (S, ) ott E(t) = 0. Donc :

(S(x,t),I(x,t)) — (S, ) dans [L=(Q)]%, quand t — oo
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De plus, on sait que ||.S(., t)|| L (q) €t ||1(., )| L= (q) sont bornées dans [0, co).

Alors comme conclusion (S, ) attire toutes les solutions de (2.1)).

Remarque 3.1.

On peut démontrer la stabilité de EE par le lemme suivant :

Lemme 3.5.
Soit w un point fixe stable ordonné "order stable" (Definition dans V,

alors u est stable

Démonstration. Voir [§], [I0] ot on consideére la suite de sous équilibre
{u}e qui vérifie (3.11)).
Donc L’existence d’un attracteur global et la stabilité de 1’équilibre, nous

donne la stabilité asymptotique globale de EE. [
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