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Introduction

Ce mémoire de Master a pour but, de faire une étude d’un système de
réaction-diffusion SIS, et de présenter des résultats obtenus ces dernières années
par différents auteurs [1, 10].

L’étude de ce genre de modèle a été initié depuis plusieurs années, un de ces
simple modèles est le modèle SIS de Kermack et McKendrick (1932).

 S ′ = −βSI + γI

I ′ = βSI − γI
(1)

Dans ce modèle, la population considérée est divisée en deux compartiments :
– S : les individus susceptibles d’être infectés.
– I : les individus infectés.

Les paramètres utilisés en épidémiologie sont :
– γ > 0 : le taux de guérison.
– β > 0 : le taux de transmission.

Figure 1



2 Introduction

La population totale S + I est supposée constante, puisque (S + I)′ = 0,
notons cette constante N . Nous pouvons réduire le modèle à une seule équation
différentielle en remplaçant S par N − I, ce qui donne la nouvelle équation
différentielle dite "logistique" qui est de la forme :

I ′ = f(I) = rI(1− I

K
)

avec r = βN − γ et K = N − γ
β
.

Une analyse du comportement des solutions de ce système nous conduit à
introduire un nouveau paramètre, appelé taux de reproduction de base, noté R0,
l’étude de la maladie infectieuse nous ramène à déterminer ce taux qui est un
pas essentiel qui définit un seuil a partir du quel, le comportement de la mala-
die change entre la persistance et la disparition, plus précisément, on définit R0

comme le nombre moyen d’individus infectés engendré par un individu infecté
durant sa période d’infection, donc il vient intuitivement que si R0 > 1, la ma-
ladie persiste dans la population et si R0 < 1 la maladie va disparaitre avec le
temps.
La présence de diffusion qui est un facteur régularisant dans (1), nous amène à
étudier le système (2). En dehors des dynamiques de croissance modélisées par
le terme de réaction f .

 St −∆S = −βSI + γI t ≥ 0; x ∈ Ω
It −∆I = βSI − γI t ≥ 0; x ∈ Ω

(2)

Pour voir l’impact de la diffusion, et pour que le modèle soit plus réaliste on
suppose que les paramètres sont non homogènes par rapport à l’espace :

– γ(x) > 0 : pour tout x ∈ Ω le taux de guérison.
– β(x) > 0 : pour tout x ∈ Ω le taux de transmission.

sont des fonctions positives.

La différence entre les deux modèles (1) et (2) consiste à prendre en considé-
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ration le déplacement des individus.
Dans ce mémoire, on propose d’étudier le modèle SIS suivant



∂S

∂t
= dS∆S − βSI

S + I
+ γI Ω, t > 0

∂I

∂t
= dI∆I + βSI

S + I
− γI Ω, t > 0

∂S

∂η
= ∂I

∂η
= 0 ∂Ω, t > 0

N =
∫

Ω
S(x, 0) + I(x, 0)dx Ω,

∫
Ω
I(x, 0)dx > 0 avec S(x, 0) ≥ 0 et I(x, 0) ≥ 0 pour x ∈ Ω.

– dS et dI :sont des constantes positives représentent les taux de diffusion.
– β et γ sont des fonctions Holdériènnes positives sur Ω̄ qui représentent le
taux de transmission de la maladie et le taux de guérison à la position x.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres :
Dans le premier chapitre, on présente les outils de base à utiliser pour traiter
notre modèle, ainsi que les définitions des espaces de Sobolev, les notions d’épi-
démiologie comme la stabilité, localee et global, la stabilité de Lyaponov, et aussi
le théorème de Krein Ruthman.

Le chapitre 2 : a pour objectif de présenter le modèle principal : une analyse
de l’existence, les états d’équilibre et le calcul du taux de reproduction de base R0

et son comportement, ; une analyse générale de DFE (l’équilibre sans maladie) y
compris sa stabilité globale.

Le chapitre 3 : est dédié à l’étude de l’équilibre endémique EE, une analyse
qualitative générale de cet équilibre est présentée.





Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce premier chapitre nous présentons quelques outils d’analyse non-
linéaire pour les espaces de Lebesgue, les espace de Sobolev.
Puis nous énonçons le principe de comparaison.
Ensuite nous donnons des définitions de base sur les états stationnaires et la
stabilité.
Enfin nous énonçons le théorème de Krein-Ruthman qui sera très utile dans notre
étude.

1.1 Quelques outils dans les espaces de Lebesgue

Définition 1.1. Soit p ∈ R

– Si 1 ≤ p <∞ ; on pose

Lp(Ω) =
{
f : Ω → R ; f mesurable et ||f ||Lp <∞

}
.

On note
||f ||Lp =

[∫
Ω
|f(x)|pdx

]1/p
.

– Si p =∞

L∞(Ω) =
{
f : Ω → R ; f mesurable et ∃C telle que |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω

}
.
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On note par

||f ||L∞ = inf {C ; |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω}

Définition 1.2.
Soit 1 ≤ p ≤ ∞ ; on dit qu’une fonction f : Ω → R appartient à Lploc(Ω) si
f1K ∈ Lp(Ω) pour tout compact K ⊂ Ω.

Notation : On désigne par Ck
0 (Ω) l’espace des fonctions de Ck sur Ω à

support compact ,∀k ∈ N, c’est-à-dire

Ck
0 (Ω) =

{
f ∈ Ck; f(x) = 0 ∀x ∈ Ω \K où K ⊂ Ω est un compact et ∀k ∈ N

}

Théorème 1.1. Soit f ∈ L1
loc(Ω) tel que

∫
fu = 0 ∀ u ∈ C0(Ω).

Alors f = 0 p.p. sur Ω

Théorème 1.2. (Inégalité de Hölder)
Ω ⊂ IRN , soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p, q ≤ ∞ et (1

p
+ 1

q
= 1). Alors

f.g ∈ L1(Ω) et ∫
|fg| ≤ ||f ||Lp(Ω)||g||Lq(Ω)

Théorème 1.3. Lp est un espace vectoriel et || . ||Lp est une norme pour tout
1 ≤ p ≤ ∞.

Théorème 1.4. (Fischer-Riesz)
Lp est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

Théorème 1.5. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue).

Soit {fn} une suite de fonctions de L1. On suppose que
a) fn(x)→ f(x) p.p. sur Ω .
b) Il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p.
sur Ω. Alors f ∈ L1(Ω) et

||fn − f ||L1(Ω) → 0.
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1.2 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Définition 1.3.
Soit Ω un ouvert de IRN , et soit 1 ≤ p ≤ +∞. L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est
défini par

W 1,p(Ω) ≡
{
u ∈ Lp(Ω); tels que ∂u

∂xi
∈ Lp(Ω) pour tout i = 1...N

}

L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme suivante :

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
N∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

,

ou bien de la norme équivalente :

‖u‖W 1,p(Ω) =
(
‖u‖pLp(Ω) + ‖∇u‖pLp(Ω)

)1/p
(si 1 ≤ p < +∞).

Si p = +∞, la norme de l’espace W 1,∞(Ω) est donnée par

‖u‖W 1,∞(Ω) := sup
Ω
|u|+ sup

Ω
|∇u| .

En particulier pour p = 2, on note W 1,p = H1 est un espace de Hilbert muni du
produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2(Ω) +
N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

, pour tout u, v ∈ H1(Ω).

Et la norme associée

||u||H1(Ω) =
||u||2L2(Ω) +

N∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

 1
2

Et équivalente à la norme de W 1,2(Ω).

Proposition 1.1. L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤
∞.W 1,p(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞.
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L’espace H1(Ω) est un espace de Hilbert séparable.

On prend Ω = RN pour le théorème suivant :

Théorème 1.6. (Inégalité de Sobolev) : Soit 1 ≤ p <∞, alors

W 1,p(IRN) ⊂ Lp
∗(RN) où p∗ est donné par 1

p∗
= 1
p
− 1
N
,

et il existe une constante C = C(p,N) telle que

||u||Lp∗ (IRN ) ≤ C||∇u||Lp(IRN ) ∀u ∈ W 1,p(RN).

Définition 1.4.
Soit 1 ≤ p < ∞, l’espace W 1,p

0 (Ω) désigne la fermeture de C1
0(Ω) dans W 1,p(Ω).

L’espaceW 1,p
0 (Ω) muni de la norme induite parW 1,p(Ω) est un espace de Banach

séparable, il est de plus réflexif si 1 < p <∞.

Remarque 1.1. Une fonction v ∈ Lploc(Ω) alors v ∈ W 1,p
loc (Ω), si pour tout

K ⊂⊂ Ω (compact), v ∈ W 1,p(K).

Lemme 1.1. Soit u ∈ W 1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞, avec Supp u compact inclus dans
Ω, alors u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Corollaire 1.1. (Inégalité de Poincaré) : on suppose que Ω est un ouvert
borné. Alors il existe une constante C (dépendant de Ω et p) telle que

||u||Lp(Ω) ≤ C||∇u||Lp(Ω) (1 ≤ p <∞).

L’expression ||∇u||Lp(Ω) est une norme surW 1,p
0 (Ω) qui est équivalente à la norme

||u||W 1,p(Ω) ; sur H1
0 (Ω) l’expression

∫
Ω
∇u∇v est un produit scalaire qui induit

la norme ||∇u||L2(Ω) équivalente à la norme ||u||H1(Ω).

Remarque 1.2. L’inégalité de Poincaré reste valable si Ω est de mesure finie,
ou bien si Ω est borné dans une direction.
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1.3 Principe de comparaison parabolique [11]

Théorème 1.7. Soit Ω un domaine borné de IRn et f = f(x, t, u), ∂f
∂u
∈ C([0, T ]×

Ω̄× R)

u ∈ C(0, T ;C2(Ω)) est une solution de :


∂u

∂t
= D∆u+ f(x, t, u) Ω, t ∈ [0, T ]

u(x, 0) = u0(x) Ω
∂u

∂η
= 0 ∂Ω, t ∈ [0, T ]

et soient v̄ et v deux sous-sur solutions respectivement, vérifiant :



∂v̄

∂t
≥ D∆v̄ + f(x, t, v̄) Ω, t ∈ [0, T ]

∂v

∂t
≤ D∆v + f(x, t, v) Ω, t ∈ [0, T ]

v(x, 0) ≤ v̄(x, 0) Ω

On suppose également que ∂v
∂η
≤ 0 ≤ ∂v̄

∂η
pour x ∈ ∂Ω. Alors :

v ≤ u ≤ v̄ dans [0, T ]× Ω.

De plus, si ∃(x0, t0) ∈ Ω× [0, T ] tel que v̄(x0, t0) = v(x0, t0), alors

v̄ = v dans [0, t0]× Ω̄.

Nous présentons quelques définitions et résultats utiles pour la suite de ce
mémoire
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1.4 Quelques notions de stabilité

On considère le système autonome suivant :

x
′(t) = f(x(t))

avec f : Ω ⊂ Rn 7−→ Rn localement lipschitzienne sur Ω, pour assurer l’existence
et l’unicité locale. Une première approche pour l’étude des systèmes dynamiques
consiste à rechercher les points d’équilibres satisfaisant f(x∗) = 0.
En pratique, on s’intéresse aux points d’équilibres qui possèdent certaines pro-
priétés de stabilité.

Définition 1.5. (Stabilité au sens de Lyapunov)
On dit qu’un point d’équilibre x∗ est stable au sens de Lyapunov pour le système
précédent si pour tout ε > 0, il existe un nombre réel positif δ, tel que pour
tout x0 ∈ Ω avec ‖x∗ − x0‖ < δ, alors la solution x ayant pour condition initiale
x(t0) = x0 vérifie :

∀t ≥ 0, ‖x(t)− x∗‖ ≤ ε

Le point d’équilibre est dit instable s’il n’est pas stable.

Définition 1.6. (Stabilité asymptotique locale)
On dit qu’un point d’équilibre x∗ est localement asymptotiquement stable si et
seulement si x∗ est stable et s’il existe un nombre réel positif δ, tel que pour tout
x0 ∈ Ω avec ‖x(t) − x0‖ < δ alors la solution x ayant pour condition initiale
x(t0) = x0 vérifie :

lim
t−→∞

‖x(t)− x0‖ = 0.

Définition 1.7. (Stabilité globale)
On dit que x∗ est globalement asymptotiquement stable sur V ⊂ Ω si pour tout
x0 ∈ V la solution x ayant pour condition initiale x(t0) = x0 vérifie :

lim
t−→∞

‖x(t)− x0‖ = 0

Nous présentons maintenant une version de Théorème de Krein Ruthmann.
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1.5 Théorème de Krein-Ruthmann

Soit l’opérateur linéaire suivant

L : φ 7−→ −D∆φ− r(x)φ

Théorème 1.8. Soit r est une fonction lipschitzienne sur Ω̄, alors il existe
un unique couple (λ1, φ) tel que : λ1 ∈ R (valeur propre principale de L), et
φ ∈ C2(Ω) (fonction propre principale de L) vérifiant :



−D∆φ − r(x)φ = λ1φ Ω
∂φ

∂η
= 0 ∂Ω

φ > 0 Ω
max
x∈Ω̄

φ(x) = 1

De plus, on a la formule de Rayleigh :

λ1 = inf
φ∈H1(Ω)r{0}

∫
Ω

[D|∇φ|2−r(x)φ2(x)]dx∫
Ω
φ2(x)dx

L’opérateur L admet une infinité dénombrable de valeurs propres réelles
(λ1 ≤ λ2 · · · ≤ λn · · ·λk−→∞) les fonction propres associées (φk) forme une base
orthonormée de L2(Ω).





Chapitre 2

État d’équilibre sans maladie
(DFE)

2.1 Introduction

Pour comprendre l’impact de mouvement des individus dans un environ-
nement hétérogène sur la persistance ou l’extinction d’une maladie, on consi-
dère dans ce chapitre un modèle de réaction-diffusion SIS(Susceptible-Infecté-
Susceptible).
On présente le modèle d’étude suivant :

Le modèle

Soit Ω ⊂ Rm, (m ≥ 1) un domaine borné de Rm avec un bord ∂Ω régu-
lier(quand m > 1).
Soit le système de réaction diffusion SIS suivant :



14 Chapitre 2. État d’équilibre sans maladie (DFE)



∂S

∂t
= dS∆S − βSI

S + I
+ γI Ω; t > 0

∂I

∂t
= dI∆I + βSI

S + I
− γI Ω; t > 0

∂S

∂η
= ∂I

∂η
= 0 ∂Ω t > 0

N =
∫

Ω
S(x, 0) + I(x, 0)dx Ω ; t > 0

(2.1)

Où S(x, t) et I(x, t) représentent la densité des individus susceptibles et infectés
à la position x et à l’instant t, dS et dI sont des constantes positives représentent
les taux de diffusion des susceptibles et des infectés ; et β et γ sont des fonctions
Holdériènnes positives sur Ω̄ qui représentent les taux de transmission de la
maladie et le taux de guérison à la position x, respectivement.On suppose qu’on
a pas de flux sur le bord.

∂S

∂η
= ∂I

∂η
= 0 x ∈ ∂Ω, t > 0

Et que les données initiales sont positives, i.e

(A1) :
∫

Ω
I(x, 0)dx > 0 avec S(x, 0) ≥ 0 et I(x, 0) ≥ 0 pour x ∈ Ω.

Sommons les deux premières équations de (2.1) puis intégrons le résultat sur Ω,
on trouve

∂

∂t

∫
Ω

(S + I) =
∫

Ω
∆(dSS + dII) =

∫
Ω

∂

∂η
(dSS + dII) = 0; t > 0

De cela, on conclut que la population totale est constante, i.e :

∫
Ω

(S + I) = N ; t ≥ 0

Définition 2.1.
On dit que x est un site à faible risque "low-risk site" si le taux de transmission
de la maladie β(x) est inférieure au taux de guérison γ(x).
Un site à haut risque "high-risk site" est définie d’une manière similaire.
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Soit :

H− = {x ∈ Ω : β(x) < γ(x)}, H+ = {x ∈ Ω : β(x) > γ(x)}

dénotent les ensembles de ces sites à faible et à haut risque, respectivement.
On dit que Ω est un domaine à faible risque "low-risk domain" si

∫
Ω
β(x)dx <

∫
Ω
γ(x)dx,

Un domaine à haut risque "high-risk domain" si

∫
Ω
β(x)dx >

∫
Ω
γ(x)dx

Et par continuité, l’ensemble

H0 = {x ∈ Ω : β(x) = γ(x)}

est aussi non vide.

(A2) : H− et H+ sont non vides.

(A3) : H0 consiste en un nombre fini de surface C1 disjointe (ou d’un nombre
fini de points dans le cas où m = 1).

2.1.1 Existence de solution :

Dans cette sous section on s’intéresse à l’existence d’une solution de notre
modèle, le résultat suivant montre l’existence d’une solution pour un modèle de
réaction-diffusion général : on considère le système suivant :


ut − d∆u = F (x, t, u) Ω, t > 0.

∂u

∂ν
= 0. ∂Ω.

(2.2)
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Où u = (u1, u2, ..., um) et F = (F1, F2, ..., Fm), et soit F une fonction Lipschit-
zienne

Théorème 2.1. Soit u0 ∈ L∞(Ω, IRm), et soit F une fonction Lipschitzienne,
alors le problème (2.2) admet une unique solution globale.

Démonstration. Pour la démonstration de ce Théorème, il suffit de voir [12, 7],
le principe de la démonstration consiste à utiliser la théorie des semi groupe ou
bien on peut utiliser le théorème de point fixe.

Pour faire une étude globale de notre modèle, la section suivante est dédiée
à l’étude de l’équilibre de notre modèle.

2.2 Problème d’équilibre

La recherche des états stationnaire de (2.1) nous amène à trouver les solutions
de système elliptique suivant :



−dS∆S = − βSI

S + I
+ γI Ω

−dI∆I = βSI

S + I
− γI Ω

∂S

∂η
= ∂I

∂η
= 0. ∂Ω

N =
∫

Ω
S(x, t) + I(x, t)dx.

(2.3)

Les conditions de Neumann nous conduit à chercher des solutions constantes de
(2.3).

2.2.1 Existence du DFE

Définition 2.2.
On désigne par équilibre sans maladie (disease-free equilibrium) une solution
dans laquelle I(x) = 0 pour tout x ∈ Ω. On la note par DFE.
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La seconde équation de (2.3) admet I∗ = 0 comme solution, en injectant cette
solution dans la première équation de (2.3) on trouve que dS∆S∗ = 0, de plus
de la quatrième équation de (2.3) on trouve que S∗ ∈ R.

∫
Ω
S∗dx = N =⇒ S∗ = N

|Ω|

Alors (S∗, I∗) = ( N
|Ω| , 0) est une solution de (2.3).Cet solution est l’état station-

naire de (2.1)
On appelle (S∗, I∗) l’état d’équilibre sans maladie noté par DFE (the disease free
equilibium).

2.3 État d’équilibre sans maladie (DFE)

Dans cette section on s’intéresse à la stabilité de DFE .

2.3.1 Stabilité locale du DFE

Pour étudier la stabilité du DFE on linéarise le problème (2.1) autour de
(S∗, I∗), et pour cela on pose ξ = S − S∗ ; µ = I − I∗. En remplaçant dans le
système (2.1) on trouve :



∂ξ

∂t
= dS∆ξ − β(ξ + S∗)µ

ξ + S∗ + µ
+ γµ Ω× (0, T )

∂µ

∂t
= dI∆µ+ β(ξ + S∗)µ

ξ + S∗ + µ
− γµ Ω× (0, T )

∂ξ

∂η
= ∂µ

∂η
= 0. ∂Ω× (0, T )

(2.4)

Ce qui implique que :


∂ξ

∂t
= dS∆ξ − β(ξ + S∗ + µ)µ

ξ + S∗ + µ
− βµ2

ξ + S∗ + µ
+ γµ Ω× (0, T )

∂µ

∂t
= dI∆µ+ β(ξ + S∗ + µ)µ

ξ + S∗ + µ
− βµ2

ξ + S∗ + µ
− γµ Ω× (0, T )

∂ξ

∂η
= ∂µ

∂η
= 0. ∂Ω× (0, T )

(2.5)
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En négligeant les termes d’ordre supérieur, on trouve le système linéaire suivant :



∂ξ

∂t
= dS∆ξ + (γ − β)µ Ω× (0, T )

∂µ

∂t
= dI∆µ+ (β − γ)µ Ω× (0, T )

∂ξ

∂η
= ∂µ

∂η
= 0 ∂Ω× (0, T )

(2.6)

On remarque du système (2.6) que la seconde équation est découplée de la pre-
mière ce qui nous ramène a étudier l’équation suivante :


∂µ

∂t
= dI∆µ+ (β − γ)µ Ω× (0, T )

∂µ

∂η
= 0 ∂Ω× (0, T )

(2.7)

Pour cela on définit l’opérateur L par :

L : ψ −→ −dI∆ψ − [β(x)− γ(x)]ψ

En appliquant le théorème de Krein-Ruthman sur cet opérateur, alors on peut
écrire µ(x, t) dans la base formée par les fonctions propres de L

µ(x, t) =
+∞∑
k=1

ak(t)ψk(x)

Pour chaque k fixé on a :

a
′

k(t)ψk(x) = ak(t)
[
dI∆ψk + (β(x)− γ(x))ψk(x)

]

Or :
−dI∆ψk − (β(x)− γ(x))ψk(x) = λkψk(x)

Ce qui implique que : a′k(t)ψk(x) = −λkak(t)ψk(x). Alors

ak(t) = ak(0)e−λkt
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Donc µ(x, t) peut s’écrire sous la forme suivante :

µ(x, t) = a1(0)e−λ1tψ1(x) + · · ·+ ak(0)e−λktψk(x) + · · ·

D’après le Théorème de Krein-Ruthman on définit la valeur propre principale
λ1 par :

λ1 = inf
ψ∈H1(Ω)r{0}

Φ(ψ)

Où

Φ(ψ) =
dI

∫
Ω
|∇ψ|2−

∫
Ω

(β(x)− γ(x))ψ2(x)dx∫
Ω
ψ2(x)dx

Remarque 2.1.
– Le cas où λ1 > 0 indique une décroissance exponentielle des individus
infectés d’où la disparition de la maladie.

– Le cas où λ1 < 0 indique une croissance exponentielle des individus infectés
d’où la persistance de la maladie.

2.4 Le calcul de R0

Notons par R0 le taux de reproduction de base et on le défini pour notre
modèle comme suit :

R0 = sup
ψ∈H1(Ω)r{0}

∫
Ω
β(x)ψ2(x)dx

dI

∫
Ω
|∇ψ|2+

∫
Ω
γ(x)ψ2(x) dx

Il est également intéressant de noter que R0 ne dépend pas de la valeur du
coefficient de diffusion dS pour les susceptibles.
Méthode de calcul de R0 :

Supposons que λ1 > 0 (i.e la disparition de la maladie) on sait que :

0 < λ1 ≤
dI

∫
Ω
|∇ψ|2 dx−

∫
Ω

(β(x)− γ(x))ψ2(x) dx∫
Ω
ψ2(x) dx
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Ce qui implique que :

0 < λ1

∫
Ω
ψ2(x) dx ≤ dI

∫
Ω
|∇ψ|2 dx−

∫
Ω

(β(x)− γ(x))ψ2(x) dx

Donc :

∫
Ω
β(x)ψ2(x) dx < λ1

∫
Ω
ψ2(x) dx+

∫
Ω
β(x)ψ2(x) dx ≤ dI

∫
Ω
|∇ψ|2+

∫
Ω
γ(x)ψ2(x) dx

Ce qui nous donne :
∫

Ω
β(x)ψ2(x)dx

dI

∫
Ω
|∇ψ|2+

∫
Ω
γ(x)ψ2(x) dx

<
λ1

∫
Ω
ψ2(x) dx+

∫
Ω
β(x)ψ2(x) dx

dI

∫
Ω
|∇ψ|2 dx+

∫
Ω
γ(x)ψ2(x) dx

≤ 1

De cela on conclut que :
∫

Ω
β(x)ψ2(x) dx

dI

∫
Ω
|∇ψ|2 dx+

∫
Ω
γ(x)ψ2(x) dx

< 1.

Alors,

R0 = sup
ψ∈H1(Ω)r{0}

∫
Ω
β(x)ψ2(x) dx

dI

∫
Ω
|∇ψ|2dx+

∫
Ω
γ(x)ψ2(x) dx

≤ 1.

Dans le cas ou R0 = 1, alors il existe une fonction ξ0 ∈ H1(Ω) tel que

∫
Ω
β(x)ξ2

0(x)dx =
∫

Ω
dI |∇ξ0|2dx+

∫
Ω
γ(x)ξ2

0(x) dx

Alors ∫
Ω

(β(x)− γ(x))ξ2
0(x) dx =

∫
Ω
dI |∇ξ0|2 dx. (2.8)

Calculons

Φ(ξ0) =
dI

∫
Ω
|∇ξ0|2 dx−

∫
Ω

(β(x)− γ(x))ξ2
0(x) dx∫

Ω
ξ2

0(x) dx
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Utilisons (2.8), on obtient

Φ(ξ0) =

∫
Ω

(β(x)− γ(x))ξ2
0(x) dx−

∫
Ω

(β(x)− γ(x))ξ2
0(x) dx∫

Ω
ξ2

0(x) dx
= 0.

Alors, il existe ξ0 ∈ H1(Ω) tel que

inf
ψ∈H1(Ω)r{0}

Φ(ψ) = Φ(ξ0) = 0

Donc
λ1 = inf

ψ∈H1(Ω)r{0}
Φ(ψ) ≥ 0.

Donc λ1 ≥ 0, ce qui est une contradiction avec le fait que λ1 > 0 ; et par suite :

R0 = sup
ψ∈H1(Ω)

Φ(ψ) < 1.

On procède de la même manière dans le cas où λ1 < 0 (i.e la persistance de la
maladie) et on trouve que R0 > 1.

Remarque 2.2.
– Dans le cas où R0 < 1 on aura la disparition de la maladie.
– Dans le cas où R0 > 1 on aura la persistance de la maladie.

2.4.1 Caractérisation de R0

Dans le but de démontrer la relation directe entre la valeur propre principale
et R0 et dans le même contexte de la 2ème méthode de calcul de R0, on présente
le résultat suivant :

Lemme 2.1.

– • Si λ1 < 0 alors R0 > 1.
– • Si λ1 = 0 alors R0 = 1.
– • Si λ1 > 0 alors R0 < 1.

Démonstration. [1]
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Il est bien connu qu’il existe une fonction positive φ ∈ C2(Ω̄) tel que :

−dI∆φ+ γφ = β

R0
φ pour x ∈ Ω et

∂φ

∂η
= 0 pour x ∈ ∂Ω

Considérons les deux équations suivante :

− dI∆ψ1 = (β − γ)ψ1 + λ1ψ1 x ∈ Ω (2.9)

−dI∆φ = β

R0
φ− γφ x ∈ Ω (2.10)

∂φ

∂η
= ∂ψ1

∂η
= 0 x ∈ ∂Ω. (2.11)

Rappelons que φ et ψ1 sont positives sur Ω. Utilisons φ comme fonction test dans
(2.9) et ψ1 comme fonction test dans(2.10) alors, on obtient :

dI

∫
Ω
∇ψ1∇φ =

∫
Ω
βψ1φ−

∫
Ω
γ(x)ψ1φ+ λ1

∫
Ω
ψ1φ dx (2.12)

Et
dI

∫
Ω
∇ψ1∇φ dx =

∫
Ω

β

R0
ψ1φ−

∫
Ω
γψφ dx (2.13)

On combine les deux équations (2.12) et (2.13), on obtient alors :

(1− 1
R0

)
∫

Ω
βψ1φ+ λ1

∫
Ω
ψ1φ = 0

Puisque
∫

Ω
βψ1φ et

∫
Ω
ψ1φ sont positives , on conclut que (1− 1

R0
) et λ1 ont un

signe opposé. Alors :
R0 > 1 quand λ1 < 0, R0 = 1 quand λ1 = 0, et R0 < 1 quand λ1 > 0.

Lemme 2.2. Soit le problème de valeurs propres suivant :

−δ∆ψ = µψ −mδ(x)ψ Ω
∂ψ

∂η
= 0 ∂Ω

(2.14)

avec δ > 0 et mδ(x) est une fonction Holderiènne sur Ω̄, et soit µ1 la valeur
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propre principale du problème (2.14). Supposons que

mδ(x)→ m(x) uniformément par rapport à x quand δ → 0.

Alors :
lim
δ→0

µδ1 = min
x∈Ω̄

m(x) ≡ m∗

Démonstration. Pour la preuve il suffit de voir [9].

Théorème 2.2.
Soit Ω ⊂ Rn, et λ1 est la valeur propre principale de l’opérateur L défini comme
suit

λ1 = inf
ψ∈H1(Ω)r{0}

Φ(ψ) = inf
ψ∈H1(Ω)r{0}

{dI ∫
Ω
|∇ψ|2dx−

∫
Ω

(β(x)− γ(x))ψ2(x)dx∫
Ω
ψ2(x)dx

}
(2.15)

Alors :

(a) λ1 est une fonction monotone strictement croissante en dI > 0.
(b) λ1 −→ min{γ(x)− β(x) : x ∈ Ω̄} < 0 ; quand dI → 0.
(c) λ1 →

1
|Ω|

∫
Ω

(γ − β) ; quand dI →∞.

(d) Si
∫

Ω
β(x) ≥

∫
Ω
γ(x) alors λ1 < 0 pour tout dI > 0.

(e) Si
∫

Ω
β(x) <

∫
Ω
γ(x) alors l’équation λ1(dI) = 0 a une unique racine

positive notée par d∗I , de plus, si dI < d∗I alors λ1 < 0 et si dI > d∗I alors
λ1 > 0.

Remarque 2.3.
Si
∫

Ω
β <

∫
Ω
γ

d∗I = sup
{∫

Ω
(β − γ)ψ2∫
Ω
|∇ψ|2

: ψ ∈ H1(Ω) et
∫

Ω
(β − γ)ψ2 > 0

}

Démonstration. Théorème 2.2
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(a)

− dI∆ψ1 = (β − γ)ψ1 + λ1ψ1 x ∈ Ω ∂ψ1

∂η
= 0 x ∈ ∂Ω (2.16)

Il est claire par définition de λ1 (2.15) que λ1 est une fonction monotone
croissante en dI > 0. Il reste à montrer que cette croissance est stricte,
pour cela on dérive (2.16) par rapport à dI pour obtenir :

∆ψ1+dI∆(ψ1)′+(β−γ)(ψ1)′+(λ1)′ψ1+λ1(ψ1)′ = 0 x ∈ Ω; ∂(ψ1)′
∂η

= 0 x ∈ ∂Ω.
(2.17)

Utilisons ψ′1 comme fonction test dans (2.16), on trouve alors

dI

∫
Ω
∇ψ1∇ψ′1 dx =

∫
Ω

(β − γ)ψ1ψ
′
1 + λ1

∫
Ω
ψ1ψ

′
1 dx (2.18)

Puis testons par ψ1 dans (2.17), on obtient :

dI

∫
Ω
∇ψ1∇ψ′1 dx = −

∫
Ω
|∇ψ1|2 dx+

∫
Ω

(β−γ)ψ1ψ
′
1+λ′1

∫
Ω
ψ2

1 dx+λ1

∫
Ω
ψ1ψ

′
1 dx

(2.19)
On combine les deux équations (2.18) et (2.19), on obtient alors :

∫
Ω
|∇ψ1|2 =

∫
Ω

(λ1)′ψ2
1

Puisque ψ1 > 0 alors (λ1)′ ≥ 0.
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Supposons que (λ1)′ = 0 dans ce cas ψ1 est une constante positive, donc
(2.16) implique

β(x)− γ(x) + λ1 = 0 ∀x ∈ Ω,

ce qui est contradictoire avec le fait que la fonction (β(x) − γ(x)) change
de signe. On conclut donc que (λ1)′ > 0.

(b) Ce résultat est une conclusion direct de l’application du Lemme 2.2, et
aussi avec la condition a).

(c) Posons ψ2 = 1
|Ω| dans la formule (2.15), on peut voir que λ1 ≤ max{γ(x)−

β(x) : x ∈ Ω̄} pour tout dI > 0. Par (a) λ1 est uniformément bornée pour
dI ≥ 1, ainsi qu’elle a une limite finie λ̂ quand dI →∞.
L’équation (2.16) nous donne :

∆ψ1 + β − γ + λ1

dI
= 0 x ∈ Ω

Par la régularité elliptique, il existe une constante positive ψ̄ tel que ψ1 −→
ψ̄ dans C1(Ω) quand dI →∞.
Intégrons (2.16) par partie sur Ω pour qu’on obtient :

∫
Ω

(β − γ)ψ1 + λ1

∫
Ω
ψ1 = 0,

puis faisons tendre dI vers l’infini, on tombe sur la relation :

λ̂ = 1
|Ω|

∫
Ω

(γ − β)

(d) On sait de (a) que λ1 est strictement croissante en dI > 0, de plus, de
(b) et (c)

lim
dI→0

λ1 = min{(γ − β) : x ∈ Ω} < 0.

Et
lim
dI→∞

λ1 = 1
|Ω|

∫
Ω

(γ − β) ≤ 0.
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Car par hypothèse :
∫

Ω
γ ≤

∫
Ω
β. Ce qui implique que λ1 < 0 pour tout

dI > 0.
(e) On sait de (a) que λ1 est strictement croissante en dI > 0, de plus

lim
dI→0

λ1 = min{(γ − β) : x ∈ Ω} < 0

et par hypothèse on a
∫
β <

∫
γ alors

lim
dI→∞

λ1 = 1
|Ω|

∫
Ω

(γ − β) ≥ 0

Alors l’équation λ1(dI) = 0 a une unique racine notée par d∗I , de plus λ1(dI)
change de signe en traversant la valeur d∗I .

Pour montrer la relation directe entre le coefficient de diffusion dI et le taux
de reproduction de base R0, on énonce le résultat suivant :

Théorème 2.3. Supposons que les conditions (A1) et (A2) sont vérifiées,
alors :

1. R0 est positive et monotone décroissante en dI > 0.

2. Si dI → 0 alors R0 → max{β(x)
γ(x) : x ∈ Ω̄}.

3. Si dI →∞ alors R0 →

∫
Ω
β(x)∫

Ω
γ(x)

.

Démonstration. Théorème 2.3

1. Par le structure de R0 : c’est une fonction monotone décroissante en dI .

2.

R0 = sup
φ∈H1(Ω)r{0}

{

∫
Ω
βφ2∫

Ω
dI |∇φ|2 +

∫
Ω
γφ2
} (2.20)

La preuve rassemble a celui de Lemme 2.2.

3. Soit le problème vérifié par R0

dI∆φ− γφ+ β

R0
φ = 0 (2.21)
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Divisons (2.21) par dI , et intégrons par partie sur Ω, puis faisons tendre dI
vers l’infini. Il existe φ̄ vérifiant −∆φ = 0 tel que φ −→ φ̄ dans C1(Ω). Et

lim
dI→∞

R0 =

∫
Ω
βφ2∫

Ω
γφ2

=

∫
Ω
β∫

Ω
γ
.

En conclusion on trouve que

R0 →

∫
Ω
β∫

Ω
γ

.

Remarque 2.4. Suivant la même philosophie de Théorème 2.2, alors on aura
les résultats suivant :

1. Si Ω est un domaine à faible risque (
∫

Ω
β <

∫
Ω
γ), alors il existe une unique

valeur d∗I > 0 tel que :
– Si dI < d∗I alors R0 > 1.
– Si dI > d∗I alors R0 < 1.

2. Dans un domaine à haut risque (
∫

Ω
β ≥

∫
Ω
γ), on a R0 > 1 pour tout

dI > 0.
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2.4.2 Stabilité globale du DFE :

Théorème 2.4.
Si R0 < 1 alors (S, I) −→ (S∗, 0) dans (C(Ω̄))2 quand t→∞.

Démonstration.
– I) On observe du système (2.1) que :

∂I

∂t
= dI∆I + βSI

S + I
− γI x ∈ Ω; t > 0.

Puisque S

S + I
≤ 1, on obtient :

∂I

∂t
≤ dI∆I + (β − γ)I x ∈ Ω; t > 0

Soit U(x, t) = Me−λ1tψ1(x) avec (λ1 > 0), on sait aussi que ψ1 > 0 sur Ω,
etM est une constante positive choisit assez grande de tel sorte qu’on aura
I(x, 0) ≤ U(x, 0).
Dérivons U(x, t) par rapport à t

∂U

∂t
= −λ1Me−λ1tψ1.

On a aussi :
−λ1ψ1 = dI∆ψ1 + (β − γ)ψ1

Donc
∂U

∂t
= Me−λ1t(dI∆ψ1 + (β − γ)ψ1)

Calculons maintenant ∆U :

∆U = Me−λ1t∆ψ1.

Ce qui nous donne :

∂U

∂t
= dI∆U + (β − γ)U, ∂U

∂η
= ∂ψ1

∂η
= 0.
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Par le principe de comparaison parabolique on conclut que I(x, t) ≤ U(x, t)
pour x ∈ Ω et t ≥ 0.
Or on sait que U(x, t)→ 0 quand t→∞, ∀x ∈ Ω, alors I(x, t)→ 0 quand
t→∞, ∀x ∈ Ω.

– II) On observe du système (2.1) que :

∂S

∂t
= dS∆S − βSI

S + I
+ γI x ∈ Ω, t > 0

Le résultat précédent et la continuité de β et γ implique qu’il existe une
constante positive C1 > 0 tel que :

| ∂S
∂t
− dS∆S |≤ C1e−λ1t x ∈ Ω, t > 0 (2.22)

(puisque S

S + I
≤ 1), et max

x∈Ω̄
ψ(x) = 1, et par continuité de β et la borni-

tude de Ω il existe C > 0 tel que (γ − β) < C.
On sait que C1e−λ1t → 0 quand t→∞, ce qui implique que

S(x, t) −→ C > 0 quand t→∞.

Pour voir ça, écrivons S sous cette forme :

S(x, t) = S1(t) + S2(x, t),

avec
S1(t) = 1

|Ω|

∫
Ω
S(x, t)dx,

et S2(x, t) vérifie :

∂S2

∂t
= ds∆S2 + f(x, t), ∂S2

∂η
= 0,

avec |f(x, t)| ≤ C3e−λ1t. Alors (2.22) s’écrit sous la forme suivante :

| ∂S1

∂t
+ ∂S2

∂t
− dS∆S2 |≤ C1e−λ1t x ∈ Ω, t > 0.
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Ce qui implique que :

| ∂S1

∂t
| − | ∂S2

∂t
− dS∆S2 |≤ C1e−λ1t x ∈ Ω, t > 0.

Or ∂S2

∂t
− dS∆S2 = f(x, t), alors :

| ∂S1

∂t
|≤ C1e−λ1t+ | f(x, t) | x ∈ Ω, t > 0.

Donc il existe C2 tel que :

| ∂S1

∂t
|≤ C2e−λ1t.

On a aussi S1(t) = 1
|Ω|

∫
Ω
S1(t)dx+ 1

| Ω |

∫
Ω
S2(x, t)dx, et puisque que S1(t)

ne dépend pas de x alors S1(t) = S1(t)+ 1
| Ω |

∫
Ω
S2(x, t)dx, ce qui implique

que ∫
Ω
S2(x, t)dx = 0 ∀t ≥ 0.

On sait par hypothèse que :

∫
Ω

(S + I)dx = N.

Et de la première partie de cette démonstration que I → 0 quand t→∞,
donc

∫
Ω

[S1(t) + S2(x, t)]dx = N , quand t −→∞ et alors

lim
t→∞

∫
Ω
S1(t)dx = N.

Ce qui nous donne
lim
t−→∞

S1(t) = N

|Ω| .

Soit 0 = λ̄1 < λ̄2 ≤ λ̄3 . . . les valeurs propres de −∆ avec condition de
Neumann, et {ϕk}∞k=0 les fonctions propres normalisées associées .
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Écrivons S2(x, t) dans la base formée par les fonctions propres {ϕk}∞k=0

S2(x, t) =
∞∑
k=0

ak(t)ϕk(x), et f(x, t) =
∞∑
k=0

fk(t)ϕk(x)

Notons que a0 = f0 = 0 avec
∫

Ω
S2(x, t)dx ≡ 0, il existe une constante

positive C4 tel que

|fk(t)| ≤ C4e−λ̄1t k ≥ 1.

On peut voir que |fk(t)| ≤ C5e−λ∗∗t pour tout k ≥ 1, avec C5 une constante
positive et λ∗∗ = min{λ1; λ̄1}.
On conclut donc que S2(x, t) −→ 0 pour x ∈ Ω quand t −→ ∞, et par
suite

S(x, t) −→ S∗ quand t→∞ pour tout x ∈ Ω.

Remarque 2.5. D’après le théorème précédent 2.4 (S∗, 0) est un attracteur
global, et puisque on a déjà démontré auparavant la stabilité locale, alors (S∗, 0)
est globalement asymptotiquement stable.

Théorème 2.5.
Supposons que β(x) = rγ(x); r > 0, alors si r ≤ 1, donc DFE est globalement
attractif.
Démonstration.
On divise ce cas en deux sous-cas r < 1 et r = 1.

a) Cas où (r < 1)
r < 1 =⇒ R0 < 1, on a déjà démontrer dans ce cas que DFE est globale-
ment asymptotiquement stable Théorème 2.4.

b) Cas où (r = 1)
Commençons par montrer que I(x, t) −→ 0 quand t→∞.
Soient β1 et β2 deux constantes positives telles que β1 ≤ β(x) ≤ β2.
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Dans ce cas le système (2.1) devient :



∂S

∂t
− dS∆S = β(x)I2

S + I
Ω, t > 0

∂I

∂t
− dI∆I = −β(x)I2

S + I
Ω, t > 0

∂S

∂η
= ∂I

∂η
= 0 ∂Ω, t > 0

(2.23)

Il existe une constante positive M dépend que de dS, dI , Ω et N tel que :

‖S(x, t)‖L∞(Ω) + ‖I(x, t)‖L∞(Ω) ≤M, ∀t ≥ 0 (2.24)

Considérons le système EDO suivant :



dS(t)
dt

= β2I
2

S + I
t > 0

dI(t)
dt

= − β2I
2

S + I
t > 0

S(0) = max
x∈Ω̄

S(x, 0) ≥ 0

I(0) = max
x∈Ω̄

I(x, 0) > 0

S(t) + I(t) ≤ M t > 0

(2.25)

Notons par (S(t), I(t)) par l’unique solution positive de (2.25). On re-
marque du système que S(t) croit, et I(t) décroit, et que les deux sont
bornées, par une simple analyse on déduit que

lim
t→∞

I(t) = 0.

Puisque S(t) + I(t) ≤ M , alors la possibilité que lim
t→∞

S(t) = ∞ tant que
I(t) −→ I0 (I0 une constante positive) est exclue.
Rappelons aussi que le système (2.23) est un système quasi-monotone crois-
sant, et (S(t), I(t)) est une sur-solution de (2.23), ce qui nous donne :
S(x, t) ≤ S(t) et I(x, t) ≤ I(t) pour tout t ≥ 0. Et de cela on conclut donc
que :

I(x, t) −→ 0, quand t→∞,
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de plus, on sait que
∫

Ω
(S(x, t) + I(x, t))dx = N , alors :

∫
Ω
S(x, t)dx −→ N, quand t→∞. (2.26)

D’autre part, par(2.24) et par la régularité parabolique de l’équation de
S(x, t) dans (2.23) il s’en suit qu’il existe une constante

M0 > 0, tel que ‖S(x, t)‖C1(Ω) ≤M0 pour t ≥ 0.

Donc, en passant à une suite {tn}n avec tn −→ ∞ (quand n → ∞), cette
dernière estimation et (2.26) nous permettre de conclure que :

S(x, tn)→ N

|Ω| quand n→∞.

De cela il est claire que

S(x, t) −→ N

|Ω| quand t→∞.

Alors, DFE est globalement attractif.

Remarque 2.6.

(a) Pour donner une explication de la présence de diffusion, supposons
que les paramètres dI = 0 et aussi, β, γ des constantes, notre modèle
réduit à : 

∂S

∂t
= dS∆S − βSI

S + I
+ γI Ω, t > 0

∂I

∂t
= βSI

S + I
− γI Ω, t > 0

∂S

∂η
= ∂I

∂η
= 0 ∂Ω, t > 0

N =
∫

Ω
S(x, 0) + I(x, 0)dx Ω, t > 0
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Le taux de reproduction de base est donné par :

R0 = β

γ
.

(b) La présence de diffusion avec les paramètres β, γ sont des constantes,
nous donne

R0 = sup
ψ∈H1(Ω)r{0}

β
∫

Ω
ψ2(x)dx

dI

∫
Ω
|∇ψ|2+γ

∫
Ω
ψ2(x)dx

.

Il existe une fonction ψ ∈ H1(Ω), telle que ψ = C. Alors

R0 = β

γ
.

(c) L’absence de diffusion avec β, γ sont des fonctions, il existe une fonc-
tion ψ ∈ H1(Ω) telle que ψ = C. Alors

R0 =

∫
Ω
β(x)dx∫

Ω
γ(x)dx

.



Chapitre 3

État d’équilibre endémique
(EE)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on démontre l’existence de l’état d’équilibre, et on prouve
la stabilité dans des cas particuliers.

Définition 3.1.
On désigne par l’état d’équilibre endémique (endemic equilibrium) une so-
lution dans laquelle I(x) > 0 pour certains x ∈ Ω, on la note par EE.

Définition 3.2.
Un point u ∈ V est dit équilibre pour un semiflow local (voir [13]) Φ si :

Φ(t)u = u.

Pour tout t ∈ [0,∞). Un point u ∈ V est dit sous-équilibre (ou sur-
équilibre) si :

Φ(t)u ≥ u (ou Φ(t)u ≤ u)

Définition 3.3.
Un point fixe u ∈ V est dit stable ordonné (order stable) s’il existe une
suite de sous-équilibre strictement croissante un ↗ u dans V .
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3.2 Problème d’équilibre

Rappelons, le modèle de l’équilibre,


−dS∆S = − βSI

S + I
+ γI Ω

−dI∆I = βSI

S + I
− γI Ω

∂S

∂η
= ∂I

∂η
= 0. ∂Ω

N =
∫

Ω
S(x, t) + I(x, t)dx; ∀t > 0.

(3.1)

Pour pouvoir traiter l’existence de l’équilibre endémique, en simplifiant le
système d’équilibre, on présente maintenant quelques systèmes équivalents

3.2.1 Problèmes équivalents :

On considère plusieurs alternatifs du problème d’équilibre,

Lemme 3.1. (S̃, Ĩ) est une solution de (3.1) si et seulement si (S̃, Ĩ) est
une solution du système suivant :



−dSS̃ = dI Ĩ − k Ω

−dI∆Ĩ = Ĩ(β − γ − βĨ

S̃ + Ĩ
) Ω

∂S̃

∂η
= ∂Ĩ

∂η
= 0. ∂Ω

N =
∫

Ω
S̃(x, t) + Ĩ(x, t)dx; ∀t > 0.

Démonstration. Commençons par sommer les deux premières équations
du système (3.1), on obtient

∆(dSS + dII) = 0 x ∈ Ω.

En appliquant le principe de maximum fort on aura

Soit dSS + dII = 0, ou dSS + dII > 0.
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Mais puisque dSS + dII = 0 pour tout x ∈ Ω, (une contradiction), alors
dSS + dII > 0, ∀x ∈ Ω. Ce qui implique qu’il existe une constante positive
k telle que

dSS + dII = k.

La deuxième équation de (3.1)

−dI∆I = βSI

S + I
− γI,

est équivalente à

−dI∆I = βSI + βI2 − βI2

S + I
− γI.

On obtient alors,
−dI∆I = βI − βI2

S + I
− γI.

Donc
−dI∆I = I(β − γ − βI

S + I
).

Et donc obtient le système équivalent suivant :



−dSS̃ = dI Ĩ − k Ω

−dI∆Ĩ = Ĩ(β − γ − βĨ

S̃ + Ĩ
) Ω

∂S̃

∂η
= ∂Ĩ

∂η
= 0. ∂Ω

N =
∫

Ω
S̃(x, t) + Ĩ(x, t)dx; ∀t > 0.
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Lemme 3.2. Soit (S̃, Ĩ) est solution de (3.1) si et seulement si (S̃, Ĩ) est
une solution du système suivant :



dSS + I = 1 x ∈ Ω
−dI∆I = If(x, I) x ∈ Ω

∂S

∂η
= ∂I

∂η
= 0. x ∈ ∂Ω

k = dIN∫
Ω

(dIS + I)

(3.2)

Démonstration. Par un simple changement de variables de normalisation
suivant :

S = S̃

k
, I = dI Ĩ

k

La première équation nous donne :

dSS + I = 1.

Et de la seconde équation :

−dI∆Ĩ = Ĩ(β − γ − βĨ

S̃ + Ĩ
).

Remplaçons Ĩ par kI
dI

−k∆I = kI

dI
(β − γ −

β(kI
dI

)

k(S + I

dI
)
).

Ce qui est équivalent à :

−dI∆I = βI − βI2

I + dI(1−I
dS

)
− γI.

Alors
−dI∆I = βI(1− dSI

dSI + dI − dII
)− γI.
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Posons f(x, I) = β(x)(1− dSI

dI + I(dS − dI)
)− γ(x), on obtient alors

−dI∆I = If(x, I).

On a aussi de la quatrième équation du système précédent :

N =
∫

Ω
S̃ + Ĩ =

∫
Ω

(kS + kI

dI
) = k

∫
Ω

(S + I

dI
)

Donc
k = dIN∫

Ω
(dIS + I)

.

On obtient alors le système normalisé suivant :


dSS + I = 1 x ∈ Ω
−dI∆I = If(x, I) x ∈ Ω

∂S

∂η
= ∂I

∂η
= 0. x ∈ ∂Ω

k = dIN∫
Ω

(dIS + I)

3.3 Existence et unicité de EE

Lemme 3.3. Supposons que R0 > 1, alors (3.2) possède une unique so-
lution positive (S̃(x), Ĩ(x)), avec S̃, Ĩ ∈ C2(Ω̄) et Ĩ(x) non identiquement
nulle dans Ω. De plus cette solution avec I 6= 0 est unique, S(x) > 0, et
0 < I(x) < 1 pour tout x ∈ Ω.

Démonstration.

– Existence :
Le système (3.2) est un système de deux équations séparées, donc on
peut traiter les problèmes séparément on commence par l’équation de I
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puis l’injecter dans la première équation pour tirer S.


−dI∆I = If(x, I) Ω

∂I

∂η
= 0. ∂Ω (3.3)

Soit
I = εψ1 , ε ∈ R∗,

où ψ1 est la fonction propre associée au système suivant :

−dI∆ψ1 = (β − γ)ψ1 + λ1ψ1 Ω

∂ψ1

∂η
= 0 ∂Ω.

(3.4)

Avec λ1 la valeur propre principale de l’opérateur

L : ψ −→ −dI∆ψ − [β(x)− γ(x)]ψ.

On cherche à avoir −dI∆I ≤ If(x, I) pour cela, on définit la fonction g
comme suit

g(U) = dSU

dI + (dS − dI)U
.

On remarque que la fonction g est croissante de 0 à 1, en U lorsque
U ∈ [0, 1]. Posons

G(I) = dI∆I + If(x, I) = G(εψ1) = ε[dI∆ψ1 + (β − γ)ψ1 − βψ1g(εψ1)].

Alors
G(εψ1) = εψ1[−λ1 − βg(εψ1)]

Supposons que (R0 > 1 ⇔ λ1 < 0) et que (ε << 1 choisit suffisamment
petit), ce qui implique que :

G(I) ≥ 0.

Donc I = εψ1 et une sous solution de (3.3) si (R0 > 1) et (ε suffisamment
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petit).

Choisissons Ī = 1 =⇒ −dI∆Ī = 0, donc Īf(x, Ī) = −γ(x) ≤ 0.

On conclut donc que Ī = 1 est une sur-solution de (3.3).
On sait que max

x∈Ω̄
ψ1 = 1 =⇒ εψ1 ≤ 1 si ε << 1. Donc

∃I ∈ [I, Ī] telle que I est une solution de (3.3). C’est a dire, il existe
I ∈ C2(Ω̄) satisfaisant (3.3) avec 0 < I(x) ≤ 1 pour tout x ∈ Ω.

– Bornitude stricte de I(x) < 1 :
On démontre par contradiction que I(x) < 1 dans Ω.
Supposons que ∃x ∈ Ω tel que I(x) = 1. Comme I atteint son maximum
dans un point x de Ω, il faut que ∆I(x) ≤ 0, mais

G(I(x)) = dI∆I(x)− γ(x) < 0,

ce qui est une contradiction.
On conclut donc que 0 < I(x) < 1 pour tout x ∈ Ω. On sait que
1 = dSS + I. Alors S ∈ C2(Ω̄) et S > 0 dans Ω. Donc, (S, I) est une
solution positive du système (3.2) avec S, I ∈ C2(Ω̄) et I < 1 pour x ∈ Ω.

– Unicité :
Pour démontrer l’unicité, on procède par contradiction.
Supposons que (3.2) admet deux solutions positives (S1, I1) et (S2, I2)
avec I1, I2 non identiquement nulles, et I1 6= I2,∀x ∈ Ω. Il s’en suit de la
première équation de (3.2) que 0 ≤ I1, I2 ≤ 1 dans Ω. Par le principe de
maximum on obtient 0 < I1, I2 ≤ 1 dans Ω̄. On doit choisir un ε assez
petit pour que I ≤ I1, I2 ≤ Ī dans Ω̄.
Soit In et In notons la solution minimale et maximale de (3.3), respecti-
vement, dans l’ensemble [I, Ī]. Comme I1 6= I2, on a In ≤ In et In 6= In.
Par le principe de maximum on en déduit que In < In dans Ω̄.
Soit

−dI∆In = Inf(x, In) Ω. (3.5)
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Et

−dI∆In = Inf(x, In) Ω (3.6)

Utilisons In comme fonction test dans (3.5) et In comme fonction test
dans (3.6), puis combinons les deux résultats, on obtient que :

∫
Ω
InI

n[f(x, In)− f(x, In)]dx = 0 (3.7)

Il est claire que ∂f(x, u)
∂u

< 0 pour x ∈ Ω et u ∈ [0, 1]. Donc f est
strictement décroissante, et par suite f(x, In)− f(x, In) > 0 dans Ω. Ce
qui est contradictoire avec l’équation (3.7) car In et In sont des fonctions
positives. On conclut donc que (3.2) admet une unique solution positive
(S, I), avec I non identiquement nulle dans Ω.

Comme conclusion, on a le théorème suivant :

Théorème 3.1.
Supposons queR0 > 1. alors (3.1) a une unique solution positive (S̃(x), Ĩ(x)),
avec S̃, Ĩ ∈ C2(Ω̄) et Ĩ non identiquement nulle dans Ω. De plus cette so-
lution est donnée par (S̃, Ĩ) = (kS, kI

dI
) où k est définie dans (3.2).

Démonstration. : Il suffit regrouper les Lemmes 3.3 et 3.1 ; prenons en
compte le changement de variables

S = S̃

k
, I = dI Ĩ

k
.

Donc on a démontré qu’il existe une unique solution de (3.3) strictement
positive, d’où l’existence de l’équilibre endémique EE pour (2.1).

Dans ce qui suit on démontre la stabilité globale de EE.
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3.4 Stabilité globale de l’état d’équilibre en-

démique (EE)

Dans le but de démontrer la stabilité globale de EE, on est obligé de sup-
poser des conditions supplémentaires.

3.4.1 Cas :dS = dI

Dans ce cas on suppose que l’épidémie étudiée n’influe pas sur le mouve-
ment des individus (i.e les individus infectés et les susceptibles ont la même
vitesse de diffusion).

Pour démontrer la stabilité globale, on a besoin du Lemme technique sui-
vant :

Lemme 3.4. Supposons que d est une constante positive, et que a et b
sont des fonctions continues sur Ω avec b(x) > 0 sur Ω, alors

d∆u =
[
a(x)− b(x)u

]
u Ω, ∂u

∂ν
= 0 ∂Ω.

Admet une solution unique v si et seulement si :

∫
Ω
a(x) > 0.

De plus, si v existe alors, v est globalement asymptotiquement stable pour
l’équation de réaction-diffusion suivante :

ut − d∆u =
[
a(x)− b(x)u

]
u Ω× (0,∞), ∂u

∂ν
= 0 ∂Ω× (0,∞).
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Démonstration.
Pour la démonstration voir [10].

Le résultat principal dans cette partie est le suivant :

Théorème 3.2. Supposons que dS = dI , si Ω est un domaine à haut risque
(i.e

∫
Ω
β(x)dx >

∫
Ω
γ(x)dx), alors EE est globalement asymptotiquement

stable, et si Ω est un domaine à faible risque (i.e
∫

Ω
β(x)dx ≤

∫
Ω
γ(x)dx),

alors DFE est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Posons d = dS = dI et ω(x, t) = S(x, t) + I(x, t) et donc
ω vérifie le système suivant :



∂ω

∂t
− d∆ω = 0 Ω, t > 0

∂ω

∂η
= 0 ∂Ω, t > 0∫

Ω
ω(x, t)dx = N t ≥ 0

(3.8)

et I(x, t) vérifie le problème suivant :



∂I

∂t
− d∆I = I[β(x)− γ(x)]− β(x)

ω
I2 Ω, t > 0

∂I

∂η
= 0 ∂Ω, t > 0∫

Ω
I(x, 0)dx > 0

(3.9)

Il est clair de (3.8) que ω → N

|Ω| uniformément dans Ω̄ quand t→∞, alors

∃ T > 0 tel que ( N
|Ω|)− ε < ω < ( N

|Ω|) + ε pour tout x ∈ Ω̄ et t ≥ T .
Considérons les deux problèmes auxiliaires suivants :



∂Ī

∂t
− d∆Ī = Ī[β(x)− γ(x)]− β(x)

( N|Ω|)− ε
Ī2 Ω, t > 0

∂Ī

∂η
= 0 ∂Ω, t > 0

Ī(x, T ) = I(x, T ) > 0 Ω.
(3.10)
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Et :

∂I

∂t
− d∆I = I[β(x)− γ(x)]− β(x)

( N|Ω|) + ε
I2 Ω, t > 0

∂I

∂η
= 0 ∂Ω, t > 0

I(x, T ) = I(x, T ) > 0 Ω.

(3.11)

Il est clair que Ī et I sont des sur et sous solutions de (3.9). Par le principe
de comparaison parabolique on a :

I(x, t) ≤ I(x, t) ≤ Ī(x, t), x ∈ Ω̄ ; t > T

(a) Dans H− (i.e
∫
β ≤

∫
γ) :

Dans ce cas et comme résultat du lemme 3.4 I(x, t) ≤ Ī(x, t) → 0
uniformément dans Ω̄, par conséquence
S(x, t) −→ N

|Ω| uniformément dans Ω̄.

(b) Dans H+(i.e
∫
β ≥

∫
γ) :

Par le lemme précédent avec a(x) = β(x)− γ(x) on sait que :
Ī(x, t) −→ Ī∗ε (x) et I(x, t) −→ I∗ε(x) uniformément dans Ω̄ quand
t −→ ∞, tel que Ī∗ε (x) et I∗ε(x) sont les états stationnaires unique
correspondant à (3.10) et (3.11), respectivement. Par un simple ar-
gument de sous et sur solutions et par l’unicité de la solution, alors
Ī∗ε (x) et I∗ε(x) converge vers Î(x) uniformément dans Ω̄ quand ε −→ 0,
où Î(x) est la solution du problème définie dans le lemme 3.4 avec
a(x) = β(x − γ(x)) et b(x) = β(x) |Ω|

N
. Ainsi notre analyse montre

que I(x, t) −→ Î(x) quand t→∞ uniformément dans Ω̄ et par suite
S(x, t) = [ω(x, t) − I(x, t)] −→ ( N

|Ω|) − Î(x) quand t → ∞, et par
unicité de EE, on obtient que :

(S(x, t), I(x, t)) −→ (S̃, Ĩ), quand t→∞.

Par conséquence (S̃(x), Ĩ(x) est un attracteur global de (2.1).
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3.4.2 Cas :β(x) = rγ(x)

Dans ce cas on suppose que le taux de transmission de la maladie β(x) est
proportionnel à celui de guérison γ(x) (i.e β(x) = rγ(x)) avec r est une
constante positive.

Recherche de l’équilibre Endémique :

Dans ce qui précèdes, on a démontré l’existence d’un unique équilibre en-
démique, on prend en considération l’unicité pour chercher des solutions
constante ; alors (S̃, Ĩ) ∈ IR2

+ qui vérifié (3.1), donc, on trouve l’équation
suivante :

βS̃Ĩ

S̃ + Ĩ
− γĨ = 0.

Supposons que Ĩ 6= 0
βS̃Ĩ

S̃ + Ĩ
= γĨ.

Donc
γ

β
= S̃

S̃ + Ĩ
=⇒ 1

r
= S̃

S̃ + Ĩ
,

ce qui implique que : rS̃ = S̃ + Ĩ . Alors

S̃ = 1
r

(S̃ + Ĩ) et Ĩ = (r − 1)S̃.

Or, on sait que quand t→∞

ω = S + I −→ N

|Ω| = S̃ + Ĩ .

Donc
(S̃, Ĩ) = (1

r
(S̃ + Ĩ), (r − 1)S̃) = (1

r

N

|Ω| ,
r − 1
r

N

|Ω|).

Si r > 1, alors l’unique EE est donnée par :

(S̃, Ĩ) = (1
r

N

|Ω| ,
r − 1
r

N

|Ω|). (3.12)

Théorème 3.3. Supposons que β(x) = rγ(x), alors si r > 1 EE est glo-
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balement attractif.

Démonstration.
Dans ce cas, on a besoin d’une fonction de Lyapounov. Soit la fonction
candidate suivante :

E(t) =
∫

Ω
W (S(x, t), I(x, t))dx,

avec
W (S, I) =

∫ S2 − S̃2

S2 dS +
∫ I2 − Ĩ2

I2 dI,

et
dE(t)
dt

=
∫ [

∂S

∂t

∂W

∂S
+ ∂I

∂t

∂W

∂I

]
dx.

Donc :

E ′(t) =
∫ [

S2 − S̃2

S2 (dS∆S) + I2 − Ĩ2

I2 (dI∆I)
]
dx

+
∫

Ω

[
S2 − S̃2

S2 (− βSI

S + I
+ βI

r
) + I2 − Ĩ2

I2 ( βSI
S + I

− βI

r
)
]
dx

= −
∫ [

dS
2S̃2

S3 |∇S|
2 + dI

2Ĩ2

I3 |∇I|
2
]
dx+

∫
{βI(1

r
− S

S + I
)( Ĩ

2

I2 −
S̃2

S2 )}dx

= −
∫ [

dS
2S̃2

S3 |∇S|
2 + dI

2Ĩ2

I3 |∇I|
2
]
dx+

∫
{βI( S̃

S̃ + Ĩ
− S

S + I
)( Ĩ

2

I2 −
S̃2

S2 )}dx

= −
∫ [

dS
2S̃2

S3 |∇S|
2 + dI

2Ĩ2

I3 |∇I|
2
]
dx

−
∫ [

βSI2

(S + I)
(
S̃ + Ĩ

)( S̃
S

+ Ĩ

I

)( S̃
S
− Ĩ

I

)2
]
dx.

Utilisons la formule (3.12), alors 1
r

= γ(x)
β(x) = S̃

S̃ + Ĩ
.

Par conséquence, pour tout t > 0, E est une fonction de Lyapounov pour
le système (2.1) avec β(x) = rγ(x), c’est a dire, pour t > 0, E ′(t) < 0, le
long des trajectoires sauf au point (S̃, Ĩ) où E(t) = 0. Donc :

(S(x, t), I(x, t)) −→ (S̃, Ĩ) dans [L∞(Ω)]2, quand t −→∞

.
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De plus, on sait que ‖S(., t)‖L∞(Ω) et ‖I(., t)‖L∞(Ω) sont bornées dans [0,∞).
Alors comme conclusion (S̃, Ĩ) attire toutes les solutions de (2.1).

Remarque 3.1.
On peut démontrer la stabilité de EE par le lemme suivant :

Lemme 3.5.
Soit u un point fixe stable ordonné "order stable" (Definition 3.3) dans V ,
alors u est stable

Démonstration. Voir [8], [10] où on considère la suite de sous équilibre
{u}ε qui vérifie (3.11).
Donc L’existence d’un attracteur global et la stabilité de l’équilibre, nous
donne la stabilité asymptotique globale de EE.
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