REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEURE ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

©

%92 THESE

&
A
)
887
Présentée a :
FACULTE DES SCIENCES — DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
Pour I’obtention du dipléme de :
DOCTORAT EN SCIENCES
Spécialité: Equations Différentielles

Par :

Mme DIB Fatima

Sur le théme

Meéthodes Variationnelles pour Equations
Différentielles

Soutenue publiquement le 13/05/2018 a Tlemcen devant le jury compose de :

M™® Djamila Hadj-Slimane Professeur Université de Tlemcen Présidente

Mr Mustapha Yebdri Professeur Université de Tlemcen Directeur de these
M™ Naima Daoudi-Merzagui Professeur Université de Tlemcen Co-Directeur de thése
Mr Sidi Mohammed Bouguima Professeur Université de Tlemcen Examinateur

Mr Abdelkader Lakmeche Professeur  Université de S.B.Abbes  Examinateur

Mr Rachid Regbaoui M.C. A Université de Brest Examinateur

Mr Abdelkader Boucherif Professeur Invité

Mr. Mohammed Hellal M.C. A Université de S.B.Abbes  Invité

Laboratoire Systémes Dynamiques et Applications (LSDA)
BP 119, 13000 Tlemcen - Algérie



Département de Mathématiques fatimadib1967@yahoo.fr
Faculté des sciences
BP 119 Tlemcen.



i

A la mémoire de mon cher pére
Mohammed et mes trois chéres
soeurs Zahra, Houria et Nadia.

A ma chére mére Hadja Fatma.

A la prunelle de mes yeux
ma cheére petite fille Lina.



Remerciements

Tout d’abord, je remercie Dieu tout puissant qui m’a donné la volonté et
la force afin de parfaire ce travail et le mener a terme.

Je tiens également a remercier mon directeur de thése, Mr le Professeur
Mustapha Yebdri, de m’avoir proposé ce sujet intéressant. Je lui exprime ma
gratitude pour sa patience et pour le temps qu il m’a consacré. Je le remercie
pour toutes les fois ou j’ai fait appel a lui pour une aide scientifique ou autre,
car il n’a jamais hésité pour répondre & mes sollicitations.

N

Ma gratitude va aussi & mon co-directeur de thése, M™¢ la Professeure
Naima Merzagui, qui par sa compétence, son regard critique et ses conseils,
m’a apporté un grand appui dans 'avancement de mes travaux de recherche.
J’ai beaucoup appris a son contact. Je la remercie aussi pour ses encourage-
ments et son soutien moral. Je lui témoigne ma sincére reconnaissance.

N

Je tiens aussi a remercier M™¢ la Professeure D. Hadj-Slimane, pour
I’honneur qu’elle me fait en présidant le jury de cette these.

Je remercie vivement Mr. le Professeur A. Boucherif d’avoir accepté
mon invitation pour faire partie du jury de cette theése.

iii



Je remercie Mr. le Professeur A. Lakmeche, d’avoir accepté de commen-
ter et d’évaluer ce manuscrit.

A mon Professeur S. M. Bouguima, j’exprime ma reconnaissance et ma
gratitude pour avoir accepté de se pencher sur ’évaluation de ce travail.

J’adresse & Monsieur R. Regbaoui, ’expression de mes sincéres remer-
ciements pour le temps qu’il m’a consacré et I’excellence de ses conseils, ceci
ne se mesure pas. Je vous en suis trés reconnaissante de m’avoir accueillie
dans votre laboratoire. Je vous remercie aussi pour faire partie du jury.

Je remercie également Monsieur M. Hellal pour avoir accepté de faire
partie du jury.

Je tiens aussi a remercier Monsieur B. Mebkhout pour son soutien le
long de mon parcours, et tous les enseignants du département de Mathéma-
tiques qui m’ont donné une partie de leur savoir en particulier le Professeur
H. Dib.

J’exprime ma profonde reconnaissance & ma grande famille Mouslim-
Dib de m’avoir supporté durant ces années d’étude ; en particulier & ma meére,
mes beaux parents, mon mari et mes enfants, pour leur soutien constant et
leur amour inconditionnel qui m’ont aidée & affronter les moments difficiles
de ce parcours.

Je remercie tous mes collegues du Département de Mathématiques de
I’école supérieure en sciences appliquées qui m’ont soutenue et particuliere-
ment lors de mes déplacements pour les stages et les congrés scientifiques et
pour les moments agréables que nous avons passés ensemble.

Je tiens enfin a remercier tous ceux qui ont contribué d’une fagon ou d’une
autre a la réalisation de ce travail, en particulier mes amies Nacéra Bouizem,
Meryem Hellal et Fatima Bensidhoum.

Fatima Dib

iv



Table des matieres

0.1 Introduction . . . ... ... . . . . .. ... )
0.2 Présentation . . . . . . . ... 8
1 Préliminaires 11
1.1 Notions d’analyse fonctionnelle . . . . ... ... ... ...... 11
1.1.1 Les espacesde Sobolev . . . . . ... ... ... .. ..., 11
1.1.2  Théoremes d’injection . . . . . . . .. ... ... ... .. 13
1.1.3 Espaces de Sobolev avec conditions aux limites périodiques 14
1.2 Méthodes variationnelles . . . . . .. . ... ... ... 16
1.2.1 Apergu général . . . . . ... 16
1.2.2  Approche variationnelle d’'un probléeme . . . . . ... ... 21
1.3 Rappel sur les équations différentielles a retard . . . . . . . .. .. 24
1.3.1 Définition et propriétés . . . . . . . .. ... 24
1.3.2 Classification . . . . ... ... ... ... .. ... ... . 26
1.3.3  Exemples de modéles aretard . . . . . . ... ... ... 27
2 Problémes aux Limites Réguliers 30
2.1  Approche Variationnelle pour Equations Différentielles & Retard . 30
2.1.1 Introduction . . . . .. .. ... ... ... ... ..., 30
2.1.2 Reésultats préliminaires . . . . . . . .. ... 32
2.1.3 Reésultat principal . . . . . .. ..o oL 32
2.2 Solutions Multiples pour Equations différentielles Impulsives a Re-
tard ... L 37
2.2.1 Introduction . . . . .. .. ... .. ... ... ... 37
2.2.2  Reésultats préliminaires . . . . . . . ... ... L. 40
2.2.3 Reésultat principal . . . . . .. ..o 0oL 45
3 Problémes aux Limites Singuliers 52
3.1  Solutions Périodiques Positives pour une Classe d’Equations Dif-
férentielles Impulsives & Retard .. . . . . . ... ... .. ... .. 53
3.1.1 Introduction . . . . .. .. ... ... ... ... ..., 53
3.1.2 Reésultats préliminaires . . . . . . . .. ... 54
3.1.3 Résultat principal . . . . . .. ..o oL 55



TABLE DES MATIERES 2

3.2 Solutions Périodiques pour une Classe d’Equations Différentielles
Impulsives a Retard avec Terme Amorti. . . . .. .. .. ... .. 64
3.2.1 Imtroduction . . . . . .. ... ... o 64
3.2.2 Reésultats préliminaires . . . . . . . . ... ... L. 65
3.2.3 Résultat principal . . . . ... o000 66

4 Conclusion et Perspectives 77

4.1 Conclusion . . . . . . . . . e 7

4.2 Etude numérique . . . . . . ..o L 7
4.2.1 Discritisation du probleme . . . . . . . ... ..o 78
4.2.2  Programme et simulation sur MATLAB . . ... ... .. 78

4.3 Perspectives . . . . . .. e 80

Bibliographie . . . . ... ... ... 81



Abreviations

EDO : Equation différentielle ordinaire
EDR  Equation différentielle a retard
p.p. presque par tout



Notations

Ensemble des nombres réels.

R xR x ... x R n fois.

Ensemble des nombres réels positifs.

Ensemble des nombres relatifs

Ensemble des nombres naturels

Ensemble ouvert de R".

Le vecteur nul de ’espace vectoriel V.
L’accroissement de la fonction F.

L’accroissement de la variable .

La dérivée de la variable x par rapport au temps .
La dérivée seconde de la variable x par rapport au temps .
borne inférieure essentielle



Introduction Générale

"The unified character of mathematics lies
in its very nature; indeed, mathematics

is the foundation of all exact

natural sciences.."

David Hilbert (1862-1943).

0.1 Introduction

Les équations différentielles permettent d’aborder d’un point de vue mathéma-
tique des phénomeénes observés, elles apparaissent souvent dans la modélisation
de processus de phénomeénes naturels. Elles sont omniprésentes dans les dif-
férentes sciences, Physique, Chimie, Biologie (voir [29, 36, 74, 96]).

L’inclusion de termes de retard dans les équations différentielles a donné
naissance aux équations différentielles a retard (EDRs) qui surviennent dans la
formalisation de nombreux phénoménes dynamiques ot certains effets ne sont pas
instantanés, autrement dit lorsque ’état évolue en fonction d’une ou plusieurs
valeurs prises dans son passé. Il peut s’agir de valeurs ponctuelles, on parlera
alors de retard discret (qu’il y ait un ou plusieurs retards), ou d’un ensemble
de valeurs prises dans un intervalle, borné ou non, on parlera alors de retard
continu.

Considérons par exemple le systéme a retard suivant:

2'(t) = f(t,z(t), z(t —1)).

La variable z dépend du temps. C’est une variable d’état car elle caractérise
I’état du systéme & un moment donné. Le systéme évolue. Sa vitesse d’évolution
x’ au temps ¢ dépend a la fois de 1’état de systéme au temps ¢ (explicitement en
t et & travers z(t)) mais également de I’état du systéme & un temps antérieur
t—r,r>0,atravers z(t —r).

C’est donc un systéme & mémoire car a l'instant ¢ I’état du systéme dépend de
I’état dans lequel il était a l'instant ¢ — r et donc ce "souvenir" influence son
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évolution.

Les EDRs ont des applications dans plusieurs domaines, notamment en économie
(évolution des marchés financiers), physique (propagations physiques), médecine
(description de plusieurs aspects de la dynamique de maladies infectieuses, la
pharmacothérapie et la réponse immunitaire), biologie (dynamique des popula-
tions), écologie (écologie de population : relation de concurrence et de prédateur-
proie), voir [2, 17, 24, 25, 54, 58, 68, ) ]. La signification du retard dans
un tel ou tel modele peut étre différente : ces retards peuvent représenter des
périodes de gestation, des périodes d’incubation, des retards de transport, ou
peuvent simplement exprimer 'interaction de processus biologiques compliqués,
ne tenant compte que du temps nécessaire a ces processus.

Le premier exemple traitant une classe générale d’équations a retard linéaires
est di a Polossuchin (1910) [75] et Schmidt (1911) [89]. V. Volterra en (1928)
[105], et (1931) [106] a initialement introduit les EDRs non linéaires pour étudier
respectivement le modele prédateur-proie et le modeéle de viscoélaticité. A partir
des années 1940, la théorie des EDRs a connu un grand développement. No-
tamment, avec les travaux de Bellman et Cooke (1963) [11], El’sgol’ts et Norkin
(1973) [37], Hale (1977) [40], Hale et Verduyn Lunel (1993) [17], Diekmann, Van
Gils Lunel et Walther (1995) [33],....

Les EDRs sont de dimension infinie, contrairement aux équations différen-
tielles ordinaires sans retard. La condition initiale d’une équation & retard est
définie sur un intervalle, de longueur égale au retard (ou égale au retard max-
imum dans le cas de plusieurs retards). Plusieurs méthodes ont été proposées
pour I'étude de I'existence et les propriétés qualitatives des solutions des EDRs:

- les méthodes topologiques (degré topologique, point fixe, transversalité
topologique), (voir [60, 116]),

- les méthodes numériques (voir [10, 119]),
- les méthodes variationnelles (voir [7, 86, 108]),
- la théorie du genre combinée avec les méthodes variationnelles (voir [13, 44]).

Les méthodes variationnelles ont une longue histoire qui remonte & Pierre
Fermat (1657) et Christian Huygens (1690) pour 1’étude de la propagation de
la lumiére (principe de Fermat et principe de Huygens-Fresnel). Néanmoins,
le calcul des variations est né publiquement en 1696, avec le probleme de la
courbe brachistochrone, posé par Jean Bernoulli (a la suite de Galilée dans son
dialogue sur les deux grands systémes du monde paru en 1632), et résolu par
Newton, Leibniz, Jakob et Johann Bernoulli [12]. Le développement extraor-
dinaire de I'analyse fonctionnelle, théorie de la mesure et de I'intégration qui a
explosé au cours du XXe siécle (avec I’étude précise des propriétés topologiques et
métriques des espaces vectoriels de dimensions infinies, la théorie de I'intégration
de Lebesgue et beaucoup d’autres techniques) a permis de développer la théorie
du calcul variationnel [6].

Depuis les travaux d’Elsgolc dans les années 60, [33], il existe un calcul des
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variations pour les systémes a retard, et par ailleurs une théorie du controéle
optimal de systémes gouvernés par des équations différentielles a retard. Les
solutions faibles des équations a retard sont les points critiques de fonction-
nelles d’Euler-Lagrange associées. Les espaces ou ces fonctionnelles sont étudiées
dépendent des conditions aux bords associées aux équations différentielles. Un
tel travail a été developpé en 1968 par Hughes, [51], et en 1969 par Sabbagh,
[81]. Plus précisement ils considérent le probléme variationnel de la forme

Minimiser / Pt (1), 2t — ), 2/ (t), 2/ (t — 7)) dt. (1)

L’équation d’Euler-Lagrange associée a (1) est divisée en deux parties:
Fowy(t,x(t—r),x(t), 2 (t —7),2'(t) + Fouy(t +r,2(t +7), 2(t), 2'(t +7),2'())
= %[Fx/(t) (t,x(t),x(t —r),2'(t),2'(t — )
+Eu(t+rat+r),zlt), 2 (t+7r),2 (1)), a<t<b—r
Fowy(t —r,a(t),x(t —r),2'(t),2'(t — 1)) =
L Fp(t,x(t —r),z(t),2'(t —r),2'(t)], b—r <t <b.

En 1974, Kaplan et Yorke [53] ont étudié Pexistence de solutions périodiques
de I’équation suivante :
o'(t) = —f(a(t 1)) = f(x(t=2)) — ... = f(z(t —n)). (2)

o f:R — R est continue et impaire, verifiant x f(x) > 0 pour = # 0.

Ils ont introduit une technique qui transforme ’équation (2) en un systéme dif-
férentiel ordinaire dont les points critiques sont les solutions périodiques de (2).
En utilisant cette méthode, ils ont prouvé que (2) a une solution périodique avec
une période minimale 4 (respectivement, 6) quand I’équation (2) a un retard (
respectivement, deux retards).

En 2005, Guo et Yu [11] ont considéré le probléme suivant:
v'(t) = —f (x(t = 7))
{ 2(0) = w(4r) )

Par le changement de variable

T
t— —t=\"1
- or ’

ils ont transformé le probléme (3) au suivant

#'(t) = =Af (z(t = 3))
{ 2(0) = (7). (4)

Puis, ils ont ramené 1'étude de la solvabilité de (4) a la recherche des points
critiques de la fonctionnelle .J définie sur Pespace de Hilbert Hz (S*,R") [1] par
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(@) = /O " B (#t+ 2),2(0) + )\F(x(t))] dt.

ou i est la dérivée faible de z;, V. F = f et S'denote la 1—sphere [65].

Par certaines de ses applications, la recherche de solutions périodiques de
systeémes différentiels a retard est importante, [73, 85, ]. Plusieurs approches
ont été utilisées pour les étudier : la méthode de Lyapunov, la méthode d’analyse
de Fourier, la théorie du point fixe et la théorie du degré de coincidence [60, 99,

, ] et récemment, les méthodes variationnelles [113, 12, 87].

La modélisation de I’évolution de processus subissant des changements soudains
dans leurs états, fait intervenir des équations différentielles impulsives. Les
processus avec un tel caractére apparaissent naturellement et souvent, en par-
ticulier dans I'ingénierie et la physique, la chimie-biochimie, la théorie du con-

trole, la dynamique de population, et la medecine [23, 10, 41, 52, 69]. Pour
cette raison, la théorie des équations différentielles impulsives est devenue un
domaine d’investigation important ces derniéres années, (voir [5, 20, 71, 93]). En

particulier les problémes aux limites périodiques associés aux équations différen-
tielles impulsives, impliqués dans divers domaines des mathématiques appliquées,
([70, 92]). Pour une application de la théorie fondamentale des équations différen-
tielles impulsives, voir [9, 59, &1] et les références qui s’y trouvent. Différentes
approches ont été appliquées pour étudier I'existence de solutions pour les équa-
tions différentielles impulsives: les théorémes des points fixes [22], la théorie du
degré topologique [77], La méthode des sous et sur-solutions avec une technique
itérative monotone [21] et les méthodes variationnelles, [20, 71, 93, 97, 98, 121].

Il est intéressant de considérer le cas des effets combinés : impulsions et
retards. Cela nous a motivé a étudier des systémes différentiels fonctionnels
impulsifs.

0.2 Présentation

Dans cette thése, nous discutons I’existence de solutions T-périodiques pour une
classe d’équations différentielles du second ordre du type;

() +q)x' (&) +F (@, A(t), x(t—7),z(t), z(t+7)) =0, teR\{t;,jeZ}, (5)
soumises aux conditions impulsives suivantes
—Ax'(t;) = L;(=(ty)), jEZ, (6)

ou r et T sont des constantes positives données, F( régulicre ou singuliere)
est de type Carathéodory et périodique en ¢ ; Az'(t;) = '(t]) — 2/(t]) avec
x (tf) = limtﬂtf 2'(t);t;, (j € Z) sont les instants ou les impulsions se produisent;
il existeun p € Ntel que 0 =ty < t; <ty < ... <tp <tpp1 =T, tjipp1 =
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t;+T; 1;, (j € Z) sont continues et 1,1 = I;, pour tout j € Z, F prend une
forme particuliere dans chaque probleme étudié, les fonctions g, Fet I; satisfont
certaines hypotheses, spécifiées dans la suite.

Cette these est constituée de trois chapitres répartis comme suit:
Chapitre 1: intitulé "Préliminaires", comprend un rappel de quelques défi-
nitions et notions de base de ’analyse fonctionnelle, un premier apercu sur les
méthodes variationnelles et leur applications, puis un autre sur les équations
différentielles a retard et leurs propriétés.
Chapitre 2: intitulé "Problémes aux Limites Réguliers" ou, nous étudions
I’existence de solutions périodiques de problémes associés & des EDRs du second
ordre ou la nonlinéarité est réguliére. Le chapitre se divise en deux parties.
La premiere partie est consacrée a I’étude du probleme aux limites suivant as-
socié a une équation différentielle fonctionnelle non autonome du second ordre

sutvant 2t —r)+ f(t,x(t),x(t —r),z(t—2r)) =0, tel, 7
2(0) — 2(2r) = 2/(0) — 2/(2r) = 0 (™)

sous la condition supplémentaire:

A%mwﬁ:o, (8)

ou f : R* — R est r-périodique vérifiant des hypothéses supplémentaires qui
seront présentées dans le chapitre.

Remarque 0.2.1 Utilisant la r-périodicité de f le probléme (7) est équivalent

au suvant
{ (1) + f(t 2t + 1), 2(0), 2t — 1)) = 0,
z(0) —z(2r) = 2'(0) —2'(2r) =0

qui est un cas particulier du probléme (5) — (6) ou les fonctions q et I;, j € Z
sont nulles, T' = 2r.

L’approche utilisée pour I’étude de la solvabilité de (7)— (8) est variationnelle,
elle est basée sur une minimisation directe sous contraintes.

La seconde partie est consacrée a I’étude d’un deuxiéme cas particulier du
probléme (5) — (6) ot la fonction ¢ est nulle et T" = 2r, avec les I; sont non nulles
: nous considérons le probléme périodique suivant

() + A f(a(t),a(t— 1) =0,  teR\{t;,j €T},
—Ad'(ty) = Ii(x(ty)), j €L, (9)
x(t) —x(t+2r)=2'(t) — 2'(t+2r) =0,

ou
Y

f(t.2,y) = g(t,z, ) + / o (6, o).
0
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Les fonctions f et g satisfont des hypothéses spécifiées dans la deuxiéme partie
du chapitre.

Nous nous basons dans ce cas, sur ’application d’une variante du théoréme du col
appelée Théoréeme de Clark, nous obtenons alors I'existence et la multiplicité de
solutions périodiques non constantes du probléme (9), en considérant la condition
(8).

Chapitre 3 : intitulé "Problémes aux Limites Singuliers", est divisé aussi
en deux parties. Nous établissons par approche variationnelle I'existence de
solutions périodiques, sous effet d’impulsions, pour des EDRs du second ordre
ou la nonlinéarité est singuliére.

La premiére partie est consacrée a un cas particulier du probléme (5) — (6) ou la
fonction ¢ est nulle, T" = 2r, avec les I; sont non nulles. Le probléme considéré

est :
—2"(t) + At)x(t) = f(t,x(t — 7)), ppt ER,
A (L) = L(a(ty), ] €2, (10)
z(t) —x(t+2r)=2'(t) —2'(t+2r) =0

sous des hypotheses suffisantes.

Se basant sur le théoréme du col, nous obtenons I’existence d’au moins une so-
lution 2r-périodique positive pour le probléme (10) .

Dans la seconde partie, utilisant toujours le théoréeme du col nous établissons
I’existence d’au moins une solution T-périodique positive pour un autre cas par-
ticulier du probléme (5) — (6) ou 7" est arbitraire et la fonction ¢ est non nulle,
continue et 7'—périodique, avec les I; sont non nulles. Le probléme étudié est le
suivant

2"(t) +qt)2'(t) + f(t,x(t—7r)) =0, t #t;, 0<t <T,
Ax'(t;) = Ii(x(ty), Jj € Z, (11)
z(0) —x(T) =2'(0) —2/(T) =0
sous un certain nombre d’hypotheses.

Nous achevons par une conclusion et perspéctives ol nous présentons une
synthése des travaux effectuées et les possibilités de continuation de ces travaux.



Chapitre 1

Préliminaires

Sommaire

1.1 Notions d’analyse fonctionnelle . . ... ... ... .. 11
1.1.1 Lesespacesde Sobolev . . . . ... .. ......... 11
1.1.2  Théorémes d’injection . . . . . . . .. ... ... ... 13

1.1.3 Espaces de Sobolev avec conditions aux limites péri-
odiques . . . . ... 14
1.2 Meéthodes variationnelles . . . . ... .. ... ..... 16
1.2.1 Apergugénéral . . . .. .. ... 16
1.2.2  Approche variationnelle d’'un probléme . . . . . . . .. 21
1.3 Rappel sur les équations différentielles & retard . .. 24
1.3.1 Définition et propriétés . . . . . . . ... ... ... 24
1.3.2 Classification . . . . . ... ... ... ... ...... 26
1.3.3 Exemples de modeles & retard . . . ... ... .. .. 27

Dans ce chapitre, nous rappellons quelques outils de I’analyse fonctionnelle,
nous donnerons un apercu sur les méthodes variationnelles. Nous terminons ce
chapitre par une introduction aux EDRs.

1.1 Notions d’analyse fonctionnelle

Pour plus de détails sur les notions rappelées dans ce paragraphe voir [15, 55].

1.1.1 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role fondamental dans le calcul variationnel.
Ils doivent leur nom au mathématicien russe Serguei Lvovitch Sobolev (1908

11
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-1989) [90]. Il s’avére donc judicieux d’en faire une bréve présentation avant
d’aborder les méthodes variationnelles. Nous commencons par donner quelques
définitions et notations nécéssaires pour l'introduction de ces espaces. Pour une
présentation plus compléte des espaces de Sobolev se référer a [1].

Espaces C*

Soit I un intervalle borné de R.
C* (I) est P'espace des fonctions = de classe C* sur I, muni de la norme suivante

k

] o = ZS};? ERIGIP

1=0

Si k=0,C°(I) = C(I), I'espace des fonctions continues sur /. La norme est
définie par

2]l = sup [z(#)]-
tel

C2 (1) est 'ensemble de toutes les fonctions définies sur 7, infiniment dérivables
a support compact.

Espaces de Lebesgue

LP(I), 1 < p < oo est 'ensemble de toutes les fonctions mesurables x définies

sur [ telles que la norme
el = ( [letorar)
I
est finie.

Pour p = oo, L™ (I) est 'ensemble de toutes les fonctions mesurables x
bornées sur I. La norme est définie par

]| oo = esssup [z(1)]
tel

LP (I) est un espace de Banach pour tout 1 < p < co.

Définition 1.1.1 (Fonction de Carathéodory) f : 1x(0,+00) — R est une
fonction LP-Carathéodory, 1 < p < oo, si:

— lapplication t — f(t,x) est mesurable pour chaque x € (0, +00);

— Uapplication x — f(t,x) est continue pour presque chaque t € I;

— pour chaque p > 0 il existe une fonction l, € LP(I) telle que, pour presque
chaque t € 1.

sup [ f(#, )| < 1,(1).

lz|<p
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Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Hoélder) Pour 1 < p < oo et p' le conjugué

depie s+ =1sifell(I)etge LP (I), alors f.g € L' et

/I ol < 1l Nl - (L1)

Espaces de Sobolev

< 00,k € ZT est lespace de toutes les fonc-

Définition 1.1.2 W*? (1), 1 < p
) LP (1) pouri=1,...,k; o les dérivées ') sont

tions x € LP (I) telles que x(
au sens des distributions.

WP (I) est muni de la norme

K v
=0

Remarque 1.1.1 1)- La norme 35 ||2©

tout x € WhP (I).
2)- WO (I)=Lr(I).

M|, est équivalente a [zl () POUT

Proposition 1.1.1 W"? (I) est un espace de Banach.
Pour p = 2, W*?2 (I) est souvent noté H* (I).

Proposition 1.1.2 H* (I) muni du produit scalaire réel

k . .
(@, Yz = /I Zx(”(t)y@(t)dt,

est un espace de Hilbert.

1.1.2 Théorémes d’injection

Les théorémes d’injection définissent les relations qui existent entre différents
espaces fonctionnels. Ils sont trés importants dans ’analyse moderne et les
problémes aux limites.

Définition 1.1.3 Soient E; et Es deux espaces de Banach. On dit que E; est
injecté dans Ey et on écrit By — Fy, si pour tout x € By on ax € Fy et ||z, <
cllzlly, , ot la constante ¢ ne dépend pas de x € Ey. On définit 'opérateur
d’ingection J : E1 — FEs, qui nous permet de considérer le méme élément v € E
comme un élément de Es.

Ey — FEs, est équivalent a dire que l'opérateur d’injection J : Fy — Fy est un
opérateur linéaire continu.

Si||z|| g, < cllxl|g, , pour tout v € Ey, alors ||| g _p < e
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Définition 1.1.4 Si Ey — FEy et l'opérateur d’injection J : E1 — Fy est un
opérateur compact, alors on dit que E est injecté de maniére compacte dans Es,
et on écrit: By —— F».

La compacité de lopérateur J : E; — Fy est équivalent a dire que tout sous-
ensemble borné de E; est un sous-ensemble compact de Fs.

Théoréme 1.1.2 (Rellich-Kondrachov ) Soit Q2 un domaine ouvert borné de
classe C' dans RY. On a :

sip < N alors WP (Q) << L1 (Q) pour tout q € [1,p*], ot p* = ]]\y—f;,

sip= N alors WP (Q) —< L1(Q) pour tout q € [1,+o0].

sip> N alors W' (Q) —— C (Q) .

En particulier, on a toujours :H' () —— L*(Q).

Remarque 1.1.2 a) La condition sur le domaine ) est nécessaire, si ) n’est
pas borné alors les injections ne sont pas compactes en général.

Inégalité de Poincaré L’inégalité de Poincaré est un résultat de la théorie
des espaces de Sobolev. Cette inégalité permet de borner une fonction a partir
d’une estimation sur ses dérivées et de la géométrie du domaine sur lequel elle
est considérée.

Soient p, tel que 1 < p < oo et € un ouvert borné. Alors il existe une
constante C, dépendant uniquement de €2 et p, telle que, pour toute fonction x
de Iespace de Sobolev W, (),

lzll, < C Vel .

Remarque 1.1.3 L’inégalité de Poincaré permet d’établir I’équivalence sur VVO1 P(Q)
entre la norme (1.2) et celle définie par

]| = Z [V |, . (1.3)

Il est évident que cette inégalité ne peut étre généralisée o W™P (Q). Pour s’en
convaincre, il suffit de considérer les fonctions constantes sur Q0 borné (ou de
mesure finie).

1.1.3 Espaces de Sobolev avec conditions aux limites
périodiques

Prenons I = [0,7], pour 1 < p < oo, 'espace de Sobolev W%’p est ’espace des
fonctions = € L? (I,R) ayant une dérivée faible 2’ € LP (I,R) avec z(0) = z(T).
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1 .
WP muni de la norme

=

[ lly2e = (/OT [z(@®)]” + |2’ ()["] dt) : (1.4)

est un espace de Banach réflexif.
Proposition 1.1.3 Siz € W%’p, alors il existe une constante c telle que

2]l < cllzllyrr (1.5)

de plus si fOT z(t)dt = 0, alors

7]l < cll2ll o -

H} est lespace de Hilbert, W%Qmuni du produit scalaire

(2.y) = / w(y(t) + 2/ () (1) dt

et de la norme correspondante ||z|| = ||I||W%,2 :

De plus, z € Hj peut étre exprimé comme suit;

2k

- 2k
z(t) = ap + Z (ak Ccos Tt + by sin %t) : (1.6)
k=1

Décomposition orthogonale de H.

H2 se décompose en somme directe H+ = HT & H~, ou H' dénote le sous-
espace de H} de fonctions & valeur moyenne nulle et H~ le sous-espace de H.k
de fonctions constantes. H' et H sont orthogonaux.

Dans ce cas, nous obtenons les estimations suivantes.

Proposition 1.1.4 Siz € H*, alors

T ) TQ T )
< — ! 1.
| oras = [Cwore (1.7

( Inégalité de Wirtinger) et

T (T N
2|2, < — ; |2/ (t)|” dt,

(Inégalité de Sobolev).
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1.2 Meéthodes variationnelles

Les méthodes variationnelles constituent une technique puissante dans I'analyse
non linéaire. Elles sont utilisées dans différentes disciplines des mathématiques
pures et appliquées (telles que: la physique mathématique, la théorie de jauge [95]
et 'analyse géométrique), faisant intervenir les problémes aux limites associés
a des équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles avec ou sans
retard.

1.2.1 Apercu général

1- Quelles sont les conditions pour qu'un probléme aux limites associé & un
systéme d’équations différentielles, admette une formulation variationnelle?

2- Si ces conditions ne sont pas satisfaites, est-il possible de transformer le
systéme en un autre systéme équivalent qui admet une formulation variation-
nelle?

Dans cette partie, se basant sur l'article de Tonti [101], nous allons essayer
de répondre a ces deux questions.

Nous commencons par préciser que la formulation variationnelle n’est opérée
que pour un probléme aux limites, mais non pas pour une équation : les condi-
tions initiales et aux bords sont les ingrédients essentiels.

Une réponse a la premiére question est donnée dans [39], ou il est précisé
qu’en 1887, V. Volterra a formulé un test précis pour savoir si un probléme
donné a une formulation variationnelle ou non. Ce test consiste & vérifier la
symétrie de 'opérateur, s’il est linéaire, ou bien la symétrie de sa dérivée au
sens de Gateaux, s’il est non linéaire. Le point essentiel, est que la symétrie de
I'opérateur linéaire, comme celle d’'une matrice, n’est pas une notion absolue,
elle est relative & une forme bilinéaire. Si le probléme donné ne satisfait pas la
condition de symétrie, il faudra essayer de le transformer en un autre probléme
satisfaisant cette condition. Pour cela il est possible d’utiliser les méthodes
suivantes :

1) Transformer le probléme donné en un autre ayant les mémes solutions.

2) Changer la forme bilinéaire (qui est une formulation variationnelle im-
plicite).

3) Changer la fonction inconnue.

Les deux premiéres méthodes sont équivalentes de sorte que chaque transforma-
tion du probléme original correspond a une forme bilinéaire et vice versa.

Il existe des équations, qui ont longuement résisté a la formulation variation-
nelle, c’est le cas de 'équation de Fourier (équation de la chaleur) et I’équation
de Fick (diffusion), qui ont donné une formulation variationnelle réelle vers 1964.
Ce résultat est obtenu par Gurtin [15] qui a montré comment donner une for-
mulation variationnelle & un probléme & valeurs initiales associé a une équation
différentielle linéaire & coefficients constants.
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L’idée de Gurtin était de faire une transformation préliminaire d’une équation
en une autre qui est intégro-différentielle avec I'introduction du produit de con-
volution de deux fonctions. Cette méthode a été simplifiée en 1972 par Tonti
[100] qui a montré qu’on peut intoduire une forme bilinéaire convolutive pour
donner une formulation variationnelle & un probléme & valeurs initiales associé
a une équation différentielle linéaire & coefficients constants.

L’idée d’adapter la forme bilinéaire au probléme donné a été perfectionnée par
Magri [64] en 1974, en donnant une méthode explicite pour obtenir une fonc-
tionnelle.

En 1978, Reiss et Haug [30], en utilisant le résultat de Magri, ont exploré la pos-
sibilité de trouver parmi les fonctionnelles associées aux problémes précédents
celles qui donnent un principe d’extremum.

Pour les problemes nonlinéaires, une premiere tentative pour étendre le résultat
de Magri a été faite par Telega en 1979 [94].

L’idée de trouver une procédure générale pour transformer le probléme donné
en un autre admettant une formulation variationnelle et ayant la méme solution,
a évolué a partir de la théorie du facteur intégrant. Le facteur intégrant doit étre
inversible pour s’assurer qu’aucune nouvelle solution n’est ajoutée au probléme
donné. Par exemple, considérons le probléme aux limites suivant

mu” + hu' + f(t,u) =0, 0<t<T
u(0) = u(T) =0, ueC*(0,7T).

Puisque 'opérateur n’est pas symétrique, le probléme n’admet pas une formula-
tion variationnelle. Si nous multiplions I’équation par le facteur intégrant

p(0) = exp( ),

le probléme devient

m [exp | +exp(Erpe) =,

ou l'opérateur différentiel % [exp(%)%] est symétrique. Maintenant, une formu-

lation variationnelle est possible. La fonctionnelle est

o) = /0 ' exp(%) Em(u')z + /0 ’ f(t,s)ds} dt.

Cette technique a été appliquée au chapitre 3 de cette thése.
En général le probléme d’existence du facteur intégrant pour ’équation

f(t,u,u’;u") =0
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est posé sous la forme suivante:
Existe-t-il une fonction r (¢, u,u’) non identiquement nulle vérifiant

r(t,u, ') f(t, u,u',u") =0, (1.8)

telle que (1.8) est I’équation d’Euler-Lagrange d’une certaine fonctionnelle?
Une solution explicite de I’équation (1.8) est en général impossible. Des solutions
particuliéres peuvent étre trouvées par la méthode d’essai et d’erreur.

Pour ne pas se limiter a la recherche d’un facteur intégrant, il est possible
de considérer un opérateur intégrant, en dérivant les deux menbres de I’équation
ou en effectuant une transformation de Laplace ou en multipliant un systéeme
différentiel par une matrice. Dans ce cas, 'opérateur intégrant cherché R est tel
que I’équation

R(u, f(t,u,u’,u")) =0,

admet la méme solution que I’équation d’origine. Pour le probléme ainsi posé,
non seulement il existe toujours un opérateur intégrant mais il existe un nombre
infini de tels opérateurs. Ces opérateurs intégrants peuvent étre déterminés
explicitement, tout comme les fonctionnelles. Il s’avére que la nouvelle équation
a la forme

/o r(t, u(t), ' (t), 7, u(r), ' (7)) f (7, u(T),d (1), u" (7))d = 0,

i.e. ’équation transformée devient une équation intégro-différentielle.

Si 'opérateur ne satisfait pas la condition de symétrie et avec la fonctionnelle
bilinéaire usuelle, le probléme aux limites n’admet pas une formulation variation-
nelle, alors au lieu de rechercher un opérateur intégrant, une deuxiéme solution
se présente: changer la fonctionnelle bilinéaire.

Soient U et V' deux espaces vectoriels, on définit la fonctionnelle bilinéaire
notée (.,.), par: (.,.) : V x U — R vérifiant les conditions suivantes:

1)- Elle doit étre a valeurs réelles (méme si U et V' sont des espaces vectoriels
sur le champ des nombres complexes).

2)- Elle doit étre bilinéaire sur le champ des nombres réels.

3)- Elle doit étre non dégénérée, i.e.

si (v,u) = 0 pourtoutv eV alors uy= 0y

si (vg,uy = 0 pour tout w € U alors vy = Oy,

ol le nombre réel s = (v, u) est le produit scalaire des deux éléments v € V' et
u € U ; et 'espace V' est le dual de 'espace U ie. V =U".

Exemple:

L’opérateur D donné par: Du = % avec u(0) =0 et u € C*(0,T), qui n’est
pas symétrique par rapport a la fonctionnelle bilinéaire usuelle

(v, u) :/0 v(t)u(t)dt
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mais symétrique par rapport a la fonctionnelle bilinéaire convolutive

(v,u), = /0 (T — t)u(t)dt = /0 v(t)u(T — t)dt

comme il est montré dans [100]. Si C denote 'opérateur de convolution défini
par
Cu(t) =v(T —t),

puisque C est un opérateur symétrique, nous pouvons écrire
(v,u), = (Cv,u) = (v,Cu) .

La symétrie de I'opérateur D par rapport a la fonctionnelle bilinéaire convolutive,
ie.
(Du,w), = (Dw,u),

est équivalent a dire que 'opérateur CD est symétrique par rapport & la fonc-
tionnelle bilinéaire usuelle

(CDu,w) = (Du,w), = (Dw,u), = (CDw,u) .

A ce stade la, nous pouvons dire que le changement de la fonctionnelle bil-
inéaire est équivalent & la pré-multiplication par un opérateur. Ceci implique
que dire que la symétrie de I'opérateur est reliée a une fonctionnelle bilinéaire
est équivalent a dire que 'opérateur peut devenir symétrique par application d’'un
opérateur intégrant. Il est clair que dans cette équivalence, I’exigence que la nou-
velle fonctionnelle bilinéairee soit non-dégénérée est équivalente a ’exigence que
lopérateur intégrant soit inversible. Pour les opérateurs linéaires, la question
de choisir entre les deux solutions ne se pose pas, mais pour les opérateurs non-
linéaires, il est plus simple d’utiliser la fonctionnelle bilinéaire usuelle (canonique)
et appliquer un opérateur intégrant.

Le probléeme de trouver qu'un opérateur donné est le gradient d’une certaine
fonctionnelle et de trouver cette fonctionnelle, est connu comme le probléme
inverse du calcul variationnel. Inversement, le probleme simple de trouver le
gradient d’une fonctionnelle donnée peut étre appelé le probléme direct. Nous
distinguons deux types de formulation variationnelle:

1)-Formulation variationnelle dans le sens restreint:

Soit le probleme N(u) = Oy avec N : D(N) ¢ U — V = U*, trouver une
fonctionnelle F' telle que 'opérateur N est le gradient de F) i.e. tel que

OF = (N(u),du) .

Ceci implique que les solutions du probléme donné sont les points critiques de
la fonctionnelle F' et vice versa. Cette forme du probléme inverse est donnée en
1897 par Hirsch [18]. L’existence de la formulation variationnelle dans le sens
restreint pour un probléme donné est basée sur le théoréme fondamental suivant:
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Théoréme 1.2.1 (Volterra, 1913) Pour qu’'un opérateur N : D(N) C U —
R(N) C V. = U* soit le gradient d’une fonctionnelle, il est nécessaire que la
circulation de l’élément v = N(u) le long de toute ligne réductible fermée con-
tenue dans D(N) disparait. En prenant un parallélogramme infinitésimal, la
disparition de la circulation s’exprime par

i.e. lopérateur N|(u;.) doit étre symétrique. Sile domaine D(N) est simplement
conneze, la condition devient suffisante. Dans ce cas, sin(\) dénote une famille
a un parameétre d’éléments (une ligne de ug a u ) avec n(0) = ug et n(1) = u, la
fonctionnelle est donnée par

A=1

F(u) = F(ug) + /

A=0

(¥ 6o G yan

2)-Formulation variationnelle dans le sens étendu:

Soit le probleme N(u) = Oy avec N : D(N) C U — V = U*, trouver une
fonctionnelle F' dont les points critiques sont les solutions du probléme donné et
vice versa. Ceci imlique que pour un opérateur donné N un opérateur N existe
tel que

0F = (N(u),du)

et les problemes N (u) = Oy et N(u) = Oy ont les mémes solutions.

Cette forme du probléme inverse a été donnée en 1928 par Davis [20] et a
été utilisée en 1941 par Douglas [27]. Cette formulation est moins exigeante
que la premiére, car les points critiques doivent coincider avec les solutions du
probléme donné, sans que NN soit nécessairement le gradient de la fonctionnelle
F. Le gradient de la fonctionnelle F' est un autre opérateur, dit N, qui sera lié
d’une certaine fagon a I'opérateur V.

La formulation variationnelle dans le sens étendu pour les problémes non-
linéaires, a été montrée par le théoréme suivant:

Théoréme 1.2.2 (voir [101]) Considérons le probléme
N(u) = Oy (1.9)

ot N est un opérateur non-linéaire défini par N : D(N) C U — R(N) C V =
U*, tel que

(1) la solution du probléme eziste et elle est unique;

(2) D(N) est simplement connexe;

(3) la dérivée au sens de Gateaur N (u;.) existe;

(4) D(N)) est dense dans U;

(5) Uadjoint de lopérateur N (u;.) noté N*(u;.) est inversible pour tout u €
D(N).
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Alors pour tout opérateur K qui satisfait les conditions suivantes:
(6) D(K) D R(N); et R(K) C D(N);

(7) K est linéaire, inversible et symétrique,

Uopérateur N défini par

N(u) = Ny (u; KN (u))

a les propriétés suivantes:

(a) son domaine coincide avec celui de N;

(b) les problémes N(u) = Oy et N(u) = Oy ont la méme solution;

(c) il est un opérateur potentiel.

Des propriétés (b) et (c), il suit que la solution du probléme (1.9) est le point
critique de la fonctionnelle

Flu) = 5 (N(u), KN (u))

dont le gradient est l'opérateur N. De plus si K est définie positive, alors
(d) F(u) a un minimum au point critique.

La figure 1 montre la relation entre les deux formulations. Pour plus de
détails consulter [101].

SFlul=0 SFui=0
i
|
strict| extended strict
[
|
|
' $
N(u)=2, - — - Mul=2,
figl : Formulation variationnelle dans le sens restreint et dans le sens étendu.

1.2.2 Approche variationnelle d’un probléme

Le but principal de cette section est de présenter une bréve introduction a la
théorie des points critiques des fonctionnelles de classe C!' sur un espace de
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Banach. Un certain nombre de problémes dans la théorie des équations différen-
tielles peuvent étre exprimés sous la forme d’une équation

Az =0, (1.10)

ot A: X — Y, X etY sont des espaces de Banach. Cette équation a une
structure variationnelle, s’il existe une fonctionnelle ¢ : X — R telle que

t _
(Afa). ) = lim PELI = AD),
ou Y = X* le dual de X, (.,.) est le couple de dualité entre X et X*. Dans ce
cas, nous pouvons écrire A = ¢’ et I’équation (1.10) devient

(¢'(x),y) =0, pour tout y € X. (1.11)

L’équation (1.11) signifie que les solutions de (1.10) sont des points critiques de
la fonctionnelle ¢. En écrivant ’équation (1.11), nous avons exprimé 1’équation
(1.10) sous une forme faible. Le probléme que nous devons résoudre se trans-
forme alors, en la recherche des points critiques de ¢. Si X = R", les candidats
évidents pour les points critiques sont les maximums et minimums locaux de ¢.
La situation est plus compliquée si ¢ est une fonction définie sur un espace de
dimension infinie.

Dans la suite, nous discuterons des arguments pour prouver l’existence de points
stationnaires des fonctionnelles réelles ¢ définies sur un espace de Banach X.
Nous introduisons les définitions nécessaires pour I’énoncé des théorémes d’existence
de ces points.

Définition 1.2.1 (Point critique d’une fonction) Un "point critique” de ¢
€ C!' (X,R) est un point x € X pour lequel p(x) = 0.

Définition 1.2.2 ( valeur critique d’une fontion) Une "valeur critique"” de
@ est un nombre c tel que p(x) = ¢ ot x est un point critique de .

e Semi-continuité inférieure
Soit X un espace normé.

Définition 1.2.3 Une suite minimisante pour une fonction ¢ : X — |—00, +o0]
est une suite (xy) telle que

¢ () — inf ¢ quand k — oc.

Une fonction ¢ : X — |—o00, +00| est semi-continue inférieurement (respective-
ment faiblement semi-continue inférieurement) si

()
().

xrp — o= liminfe(zg) > ¢
(resp. x, — x = liminf (zx) > ¢
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Théoréme 1.2.3 ( voir [Th. 1.1 dans [07]]) Soit X un espace de Banach
refléxif, E un sous enemble faiblement fermé de X, et ¢ : E — R est faiblement
semi-continue inférieurement, alors ¢ a un minimun sur E si et seulement si
elle admet une suite minimisante bornée sur E.

Remarque 1.2.1 L’existence d’une suite minimisante bornée est assurée quand
@ est coercive, i.e., @ est telle que

o (2) = +o0 si |lally — +oo.

Dans le cas ou la fonction ¢ est minorée (respectivement majorée), il est
raisonnable d’essayer de montrer que le minimum (respectivement le maximum)
est atteint.

Pour les fonctionnelles convexes, un résultat classique est donné par le théoréme
(voir [15] page 46).

Si  n’est pas convexe, elle n’a pas besoin d’atteindre son infimum. Toute
fois, le résultat d’Ekeland (voir [91] page 51) montre 'existence de points qui
sont presque des minimum.

Une condition de compacité qui est habituellement employée pour prouver
I'existence de points stationnaires est la condition de Palais-Smale (PS), pour
une fonction ¢ € C* :

Définition 1.2.4 (Condition (PS)) Toute suite {z;} € X telle que: |p(x;)]
< M et ¢'(z;) — 0 en norme dans X* (I’espace dual de X ) admet une sous-
suite fortement convergence, ot @' (x) représente la dérivée de p en x, et est un
élément du dual X*’espace des fonctions linéaires continues sur X. Une telle
fonction atteint toujours son infimum.

Lemme 1.2.1 Soit ¢ une fonction réelle de classe C' définie sur un espace
de Banach X satisfaisant la condition (PS) et bornée inférieurement. Alors ¢
atteint un minimum en un certain point xro de X .

Pour une fonction qui n’est pas bornée, chercher ses points critiques revient
a chercher des points selles de la fonctionnelle associée au probléme étudié. Ces
points sont déterminés par des arguments de type minimax. Ce qui nous raméne
a 'utilisation du théoréeme du col et ses variantes.

Théoréme 1.2.4 (Theoréme du col) [Th. 4.10 dans [67]] Soit X un espace
de Banach et ¢ € CY(X,R). Supposons qu’il existe vo € X,z1 € X, et un
voisinage ouvert borné I de xq tel que x1 € X/I et

igllfgo > max (¢ (zg), ¢ (1)) .

Soit
I'={g€C([0,1];X); g(0) = o, g(1) = a1},
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et

¢ = inf max ¢(g(s)).

St @ satisfait la condition de Palais-Smale, alors ¢ est une valeure critique de ¢
et

c¢>max (¢ (zg), ¢ (r1)).

Théoréme 1.2.5 ([ Th. 9.1 dans [75]]) Soit E un espace de Banach réel, p €
CY(E,R) est une fonctionnelle paire qui satisfait la condition de Palais-Smale, ¢
est bornée inférieurement et p(0) = 0; supposons qu’il existe un ensemble K C E
tel que K est homéomorphe a S™ ' (la sphere unité (n — 1)-dimensionnelle ) par
une application impaire et sup,cx @(z) < 0, alors ¢ a au moins n paires de
points critiques non triviaux distincts .

1.3 Rappel sur les équations différentielles a re-
tard

Bien que ressemblant en apparence aux équations différentielles ordinaires, les
équations différentielles & retard ont plusieurs caractéristiques qui compliquent
leur analyse. Dans la suite, nous présentons quelques informations utiles au sujet
de ces équations (voir [16, 10]...).

1.3.1 Définition et propriétés

Etant donné un nombre r > 0, R™ est un R-espace vectoriel de dimension n muni
de la norme euclidienne |.|, C([a, b], R™) est ’espace de Banach des fonctions con-
tinues définies sur [a, b] & valeurs dans R” muni de la topologie de la convergence
uniforme. Si [a, b] = [—r,0], on désigne la norme d’un élément ¢ € C([—r, 0], R")
par ||¢|| = sup_,<;<q|lp(t)]. Sito € R, A>0et xz € C([tg —r,to + A],R™), alors
pour tout ¢ € [ty, to + AJ, on définit 2, € C([—r,0],R") par 2,(s) = x(s +t) pour
tout s € [—r,0].

Définition 1.3.1 Si D est un sous ensemble de R x C([—r,0],R"), et f: D —
R™ une fonction donnée, la relation

2(t) = f(t, ), (1.12)

ou

z(s) =x(s+1t), se€[-r0];
est une équation différentielle fonctionnelle & retard sur D notée parfois EDR(f).
Le nombre r est appelé le retard.
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Les termes de retard sont généralement des constantes positives ou des vari-
ables dépendant contintiment du temps ou de 1’état du systéme. Dans le cadre
de cette étude, seul le cas d’un retard constant est considéré.

Un probléme & valeur initiale nécessite plus d’informations qu’un probleme
analogue pour un systéme sans retard. Pour un systéme différentiel ordinaire,
une unique solution est déterminée par un point initial dans l’espace eucli-
dien & un temps initial ¢;: Pour un systéeme différentiel a retard, on a besoin
d’informations sur tout 'intervalle [ty — r, ¢y]. De toute évidence, pour connaitre
le taux de variation a ¢y, on a besoin de x(ty) et x(to — ), et pour z'(tg + ¢),
on a besoin de connaitre x(ty + ¢) et z(tg + ¢ — r). Il faut donner une fonction
initiale, la valeur de z(t) pour l'intervalle [t, — 7, o). Chacune de ces fonctions
initiales donne naissance & une solution unique de I’équation différentielle a re-
tard. Si nous exigeons que les fonctions initiales soient continues alors I’espace
des solutions a la méme dimension que C([to — 7, %], R). En d’autres termes,
il est de dimension infinie. Cette dimension infinie est apparue dans I'étude
des systémes linéaires. Tout comme pour les équations différentielles ordinaires,
on cherche des solutions exponentielles, pour cela on détermine une équation
caractéristique. Plutot qu’'une équation polyndmiale, on arrive & une équation
transcendante de la forme

Py(\) + P (N)e™™ =0,

ou Py et P; sont des polynémes en \. Généralement, cette équation a une in-
finité de solutions correspondant & une famille infinie de solutions indépendantes
de 'équation différentielle a retard [37]. Bien que les méthodes standard pour
déterminer l’emplacement des racines d’un polynome (les critéres de Routh-
Hurwitz, voir [35]) ne sont pas applicables ici, il existe d’autres méthodes qui
sont disponibles (voir [11, 18, 31]). L’analyse de stabilité linéaire est donc plus
difficile pour ces équations différentielles. Deux mathématiciens ont permis de
généraliser 1'idée de Lyapunov au cas des équations différentielles fonctionnelles
et ont aussi rattaché leurs noms a la théorie, il s’agit de Krasovskii et de Razu-
mikhin [57, 79], De nombreuses avancées furent ajoutées par la suite a cette
base.

Alors qu’en régle générale, le comportement des équations différentielles a
retard est plus complexe que celui des équations différentielles ordinaires, il existe
tout de méme certaines exceptions. Un excellent exemple est fourni dans [16].
Il est bien connu que les solutions de #/(t) = (x(t))* divergent vers l'infini en
temps fini. Les solutions de 'équation différentielle a retard 2/(t) = [x(t — r(t))]?,
cependant, sont continues pour tout t si r(t) est positif pour tout t.

Dans le cas d’équations differentielles présentant un retard constant, cela peut
étre vu par la méthode des pas dite “pas a pas”, c’est-a-dire I'intégration directe
sur des intervalles de longueur 7, de type [kr, (k + 1)r] ot k représente un entier
naturel non nul. Cette méthode fut présentée dans [I1]. D’autres ont montré
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qu’elle restait aussi valable pour les retards variables a condition que le retard
ne s’annule jamais [37].

A

Xt )r’ . X(t)
. >
-T 0 t'-t t t
Fig 2 : Chaque segment de longueur 7 est vu sur l'intervalle [—r, 0].

1.3.2 Classification

Voici les différents types d’équations a retard que l'on peut rencontrer dans la
littérature [53].

1.Equation différentielle fonctionnelle a retard:

L’équation (1.12) est de type général, elle inclut:

- les équations différentielles ordinaires (le cas ou r = 0).

- Equations au différences différentielles

dx
) = ft ), a(t = n(t)), .., a(t = (1)),
ou F(t,x) = f(t,x(t), x(t—r1(t)), ..., x(t—rp(¢))), 000 < 7i(t) < rji=1,2,...,p.
- Les équations intégro-différentielles avec retard

dz K
E(t) = G(t, /t_r k(s)x(s)ds)

o F(t, ) = G(t, [| k(s)x(s)ds).
2. Equations différentielles & retard de type neutre

d
%F(t, ﬂft) = G(t, ﬂft),

i.e. le retard intervient aussi sur la dérivée.
Par exemple,

d

%(x(t) —cx(t—1)) = f(z(t),z(t — 1)),
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F(t,z) = x(t) — cx(t — 1),

en fait, nous ne pouvons pas écrire 4x(t) — ¢

dt
x est dérivable.
3. Equations différentielles a retard dépendant de 1’état

d

Zx(t — 1) car nous ne savons pas si

d
() = fla(t = r(z(1))),

z(t) eRY, f:RY - RV et r: RY — RT.
4. Equations a retard aux dérivées partielles

dx
E@) = Ax(t) + F(z(t — r))

ou A est un opérateur aux dérivées partielles par rapport a la variable spaciale
défini sur une partie d'un espace de Banach X (généralement un espace fonc-
tionnel, par exemple A sur H} ), F étant définie sur X a valeurs dans X.

exemple: 24(t,z) = Ayu(t,z) + f(u(t — 1),z)), ot A, est le laplacien par
rapport a .

5. Equation Différentielle Avancée

Nous citons ’exemple suivant

d
d—f(t) = f(z(t+7))ir >0 (1.13)
En posant w = —t, (1.13) devient un cas particulier de I’équation & retard
(1.12).
6. Equation Différentielle a Retard de type Mixte
dx
E(t) = f(x(t—r),z(t+7));r>0. (1.14)

Cette derniére équation a une caractéristique, c’est qu’on ne sait pas sous
quelles conditions I’équation (1.14) définit une fonction pour ¢t > 0 car sa dérivée
dépend & la fois du passé et du futur.

1.3.3 Exemples de modéles a retard

Beaucoup de phénomenes naturels ont trouvé dans la théorie des EDRs un bon
moyen de modélisation, un moyen plus réaliste que dans le cas des équations
différentielles ordinaires.

Nous donnons ici des exemples de modeéles ou interviennent des EDRs du second
ordre, I'objet d’étude de cette these.
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Controle d’un Bateau de Minorsky En 1962 Minorsky (voir [16]) a congu
un dispositif pour le controle automatique de la direction pour un bateau. De
toute évidence il y a un décalage (retard) de magnitude A > 0 en temps entre
le moment ou le moteur électrique exerce la force pour redresser le bateau et
le moment ou le bateau réagit pour se réorienter. Minorsky décrit cela par
I'équation suivante donnée sur z(t), une position angulaire (& U'instant t) fixée
du gouvernail de direction du bateau en supposant qu’il existe une force de
frottement proportionnelle a la vitesse —cz/(t),

2"(t) + ca'(t) + g(z(t — h)) =0,

ou il considére que zg(z) > 0, si  # 0 et ¢ une constante positive. L’objectif
du probleme est de chercher des conditions qui assurent le maintien de x pres de
zéro de sorte que le bateau suivra étroitement son cours approprié pour arriver
a sa destination fixée.

Le modéle de tournesol de Somolinos La fleur de la plante de tournesol
tourne d’un coté vers ’autre d’une fagon périodique. Ceci est dii & une hormone
qui réagit au contact de rayon solaire. En 1978, Somolinos [16] modélisa ce
mouvement par I’équation

a b
2"(t) + —2'(t) + —sinz(t —r) = 0,
r r
dite I’équation de tournesol. Il obtient des résultats intéressants sur I’existence
de solutions périodiques.

Le modéle d’enlévement de matériau abradable L’exemple suivant est
utilisé pour modéliser I’enlévement de matériau abradable lors de contacts aube/carter
dans des turbomachines aéronautiques.

Un revétement abradable, lorsqu’il est mis en contact avec un corps mobile, s’use
préférentiellement a ce corps mobile. De tels revétements servent 1a ot des piéces
mobiles doivent étre au plus prés de piéces fixes : compresseur, turbines, rotors,
etc.

L’application premiére qui a permis la création de ces revétements, & la fin des
années 1960, est le joint a revétement abradable de compresseur ou de turbine
d’un turboréacteur d’avion. En effet, en réduisant au minimum le jeu entre les
ailettes mobiles et le carter de la conduite gazeuse, on augmente 'efficacité et
le rendement du turboréacteur. Le revétement abradable garantit la fiabilité du
dispositif en cas de contact avec ’aube : il sera creusé par 'aube et celle-ci ne
subira quasiment aucune usure. Sans ce matériau, le choc serait trop violent et
casserait 'ailette.

Ces revétements abradables sont usuellement disposés sur le carter afin de min-
imiser le jeu de fonctionnement avec les sommets d’aubes tout en réduisant les
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efforts de contact en cas d’interaction.

Il s’agit notamment de supposer qu’une seule aube entre en contact avec I’abradable
et qu’aucune séparation n’est possible. L’axe de rotation de I'arbre est parfaite-
ment rigide et le contact est la conséquence de la vibration des aubes ou de la
déformation du carter uniquement et 1’équation du mouvement s’écrit :

Ma"(t) + Ca'(t) + Ka(t) = f(t,z(t), x(t — 1))

ou M, C' et K sont respectivement les matrices masse, amortissement et raideur
de laube étudiée, et f est le vecteur des efforts extérieurs dépendant de ’état
du systéme aux temps t et ¢ — r. Ce terme de retard provient de la rotation de
I’aube et du fait que sa pénétration dans ’abradable & un temps ¢ dépend du
méme événement au tour précédent (voir [83]).
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2.1  Approche Variationnelle pour Equations
Différentielles & Retard

2.1.1 Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons a 1’équation différentielle fonctionnelle
non autonome du second ordre suivante

2"t —r)+ f(t,x(t),z(t —r),x(t —2r)) =0, tel, (2.1)

30
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avec les conditions aux limites intégrales:

2(0) — 2(2r) = 2/(0) — 2/(2r) = 0, /0 "o(t)dt = 0, (2.2)

ou r > 0 est une constante donnée, I = [0,2r] et f : R* — R satisfait les
hypothéses de base suivantes:

(H1) f(t,uy, uz,us) est une fonction de type L>*°-Carathéodory, r—périodique
en t.

(H2) 1l existe une fonction F(t,vq,vy), r—périodique en t, de type L>-
Carathéodory, F! = g—fz et Iy, = g—f; existent et sont de type L*>°-Carathéodory
telles que

1

F’Ll)l <t7 U/Q, U3> + Fliz<t7 ul? ’UQ) - f(t7 ul) u27 U3).

Les problémes aux limites avec les conditions intégrales ont fait ’objet de
plusieurs travaux ces derniéres années [1, 50, , |. En particulier, pour les
problémes aux limites de second ordre sans retard avec les conditions périodique-
intégrales (voir [19, 50]).

Dans la littérature, certains outils classiques ont été utilisés pour étudier ces
problémes: les théorémes du point fixe [14], la méthode des sur et sous solutions
[107], la théorie des opérateurs monotones mixtes [56], la méthode d’estimation
a priori avec le théoréme du point fixe de Leray-Schauder [118] et les méthodes
variationnelles [62]. D’un autre coté, 'utilisation des méthodes variationnelles
pour étudier I’existence de solutions périodiques pour les équations différentielles
fonctionnelles est plus difficile en raison de la structure de ces équations [13, 80].

En 2005, Shu et Xu [30] ont étudié 1'équation (2.1) ou f € C(R* R), est
r—périodique en t et impaire par rapport & ses trois derniers arguments. Sous
des conditions additives, ils ont prouvé I’existence de solutions 2yr—périodiques
pour (2.1), ol v est un entier positif, par moyen d’une structure variationnelle
combinée avec la théorie du genre.

En 2014, Ayachi et Lassoued [3] ont montré I'existence d une solution presque-
périodique au sens de Besicovitch de (2.1) en appliquant une approche variation-
nelle basée sur une minimisation directe. La nonlinéarité F': R x H x H — R
ou H est un espace de Hilbert, est différentiable, bornée sur R x § x .S, S étant
un sous ensemble fermé borné et convexe de H, concave et lipschitzienne par
rapport aux deux derniers arguments.

Motivés par les travaux cités ci-dessus, notre but est de montrer 1’existence
des solutions pour le probléme (2.1) —(2.2) avec des hypothéses suffisantes moins
fortes que celles considérées dans [36], en utilisant une approche variationnelle
basée sur une minimisation directe.
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2.1.2 Reésultats préliminaires

Nous nous intéressons a l’existence des solutions 2r—périodiques avec valeur
moyenne nulle, nous considérons donc le sous-espace faiblement fermé E de H3,

défini par:
2r
E=H"= {x € ng,/ x(t)dt = 0} :
0

équipé de la norme
1
2r 2
2
]| = (/ |2'(¢)] dt) ,
0

équivalente a la norme ||.|| oo (1.4), a l’aide de I'inégalité de Wirtinger (1.7).
La périodicité de f en ¢ , implique I’équivalence de 1’équation (2.1) &

2"(t) + ft,x(t+7r),x(t),z(t —1r)) = 0. (2.3)

Soit y € E, multiplions les deux membres de 1'égalité (2.3) par y et intégrons
entre 0 et 2r, nous obtenons

/0 W)+ Ft a4 ), w(t), 2(t — )] y(t)dt = 0.

De plus, puisque y(0) = y(2r), nous avons

/0 ' ')y (t)dt — f(t,x(t+r),x(t), x(t —r))y(t)dt = 0.

Définition 2.1.1 Une solution faible de (2.1) — (2.2) est une fonction v € E
telle que

/0 Tx'(t)y’(t)dt — /O ' flt,x(t+r),x(t),z(t —r))y(t)dt =0,

pour tout y € E.
2.1.3 Reésultat principal

Dans la suite, nous énnongons un résultat principal ainsi que deux corollaires.

Théoréme 2.1.1 Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites et
supposons, en outre, que:

(H3) hmlvh—mw =1< 1—22, pour t € [0,r], ot |v], = \/vi+v3, et v =
v 1 T

(Ul, Ug) c R2.

Alors le probléeme (2.1) — (2.2) admet au moins une solution faible.
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Preuve: Soit ¢ : E — R définie par

o(x) :/0T%|x’(t)|2dt—/0TF(t,x(t},m(t—r))dt, (2.4)

pour tout x,y € E et € > 0, nous avons

S +ey) = /OT%‘(eray)'(t)fdt—/oTF(t, (z + ey) (1), (z + e) (£ — )t

- /0 r[%a:’(t)th+sx’(t)y’(t)dt+%(y’(t))Q]dt— /0 (o (t), 1(t — )t

2 [ 1B a(t) + 000, 0lt = 1)+ <0l0)yle ~ (e
+F,, (t,x(t) +e0(t)y(t), z(t —r) +ed(t)y(t —r))y(t —r)|dt

= o) vl [ 00 -
/0 B (4 a(t) + 00y (t), alt — 1)+ 0By (t - r))a(t)dt
_ /0 " (6 0(t) + 2000 (0), 2t — 1)+ 20(E)(t — 1)yt — )]
+5 [ wta

ou 0 < 0(t) < 1. Alors d’aprés (H1) et (H2) ¢ € C1(E,R) et il est facile de voir
que

Hay = lim L (6(r+ 9) — o())
2r 2r
= [ s i [ R o
0 0
2r
= [ Bt = rte = e
0

D’apres la périodicité de z(t) de F(t,z(t),z(t — r)) en t, nous avons,

§(a)y = / () ()t~ / R (¢, 2(t), at—r)y(t)di— / R (b, 2t o(8)y(t)dt.

D’aprés (H2), nous obtenons

§(a)y = / () ()t / (ot + ) a(t). 2lt — r)y()de
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Par conséquent, les solutions faibles du probléme (2.1) — (2.2) correspondent aux
points critiques de ¢. De plus, E est faiblement fermé dans H,,., il en résulte que
¢ est faiblement semicontinue inférieurement. En effet, si (z,) C E, x € E, et
r, — x, alors (x,) converge uniformément vers x sur I et x, — x dans L2 (I),
et en combinant le fait que liminf, . ||z,|| > ||z|| , nous avons,

n—oo n—oo 2

liminf ¢ (z,) = liminf </2T 1 2 (&) dt — /QT F(t,z,(t), z,(t — T))dt)
0 0
' ‘ 1 ) 2r
- hrrlrigolf <§ lxal|” — /0 F(t,z,(t), x,(t — r))dt)

> Glell = [ F(eate)afe - )t
_—y

tm(t) z(t—r)

+(:13(t—'r 2 _l‘ < 6, i.e.

D’apres (H3), nous avons pour tout € > 0, ’

F(t,z(t),z(t —1))) < (e +1) [(z(t)* + (x(t — ))?]

72

soit ¢ tel que 0 < ¢ < [ — [, en utilisant I'inégalité de Wirtinger (1.7) et la
périodicité de x, nous obtenons,

oa) = [ Gl@ra= [ Fea.at -

> %Hx‘|2_(1+5)/0T(x2(t)+x2(t—r)) dt

el — 1+ o) (/02 2 (1)t + / mz(t)dt>

1 2r
5 x| — 2(l+€)/ 2 (t)dt
0

1 2
> (5-Z0+a)

v

v

ce qui montre que ¢ est coercive sur E, qui est faiblement fermé dans H,, .
D’apres le théoreme 1.2.3, la fonctionnelle ¢ admet un minimum z* € E. Alors,
le probléme (2.1) — (2.2) admet au moins une solution faible. Ce qui compleéte
la preuve. m

Exemple 2.1.1 Considérons l’équation différentielle

" (t—r)+x(t—r)

1 1
sint 18
V31+a22(t —r)+a2(t —2r) \/1+a:2 )+ a2 (t—r
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sous les conditions aux limites suivantes

z(0) — x(2r) = 2/(0) — 2/ (2r) = 0, /0 ' z(t)dt = 0,

s
3et

f(t ) int L + L +8
LU, Uz, U3) = Us |sin
b 2 \/1—|—u§+u§ \/1+u%—|—u§

= F, (t,ug,us) + F, (t,u1, uz),

F(t,v1,v9) = (\/1 +v? + v%) sint + 2(v} + v3).

Il est facile de voir que

avec r =

ou

F(t 29
T LU
[v]; —o0 ’U|1 4r 4

En appliquant le théoréme 2.1.1, le probléme (2.5) — (2.2) admet au moins
une solution faible.

Remarque 2.1.1 Si F' satisfait la condition suivante

(H3)" F est bornée supérieurement c-a-d. 3k € R tel que F(t,vy,v9) < k,
V(t,v1,02) € [0,7] x R2

Alors, ¢ est coercive sur F.

Nous pouvons donc énnoncer le résultat suivant.

Corollaire Supposons (H1), (H2) et (H3)" sont satisfaites, alors le probléme
(2.1) — (2.2) admet au moins une solution faible.

Preuve: D’aprés (H3)', nous avons

>

1 2r
o(r) = / 5 ) dt — / F(t,z(t), z(t — r))dt
0
1
—|lz||” — 2r |k

Sl =2 [kl

Alors, ¢ est coercive sur E, un sous-espace faiblement fermé de H, ., et puisque,
¢ est semicontinue inférieurement, alors en appliquant le théoreme 1.2.3, la fonc-
tionnelle ¢ admet un minimum z € F, et par conséquent le probléme (2.1)—(2.2)
admet au moins une solution faible. Ce qui achéve la preuve. =
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Exemple 2.1.2 Considérons l’équation

"(t—r)—2x(t—7) cos ! : N
o (t=r)=2(t-7) 2t((1+a:2(tT)+a:2(t27“))2+(1+332(t)+$2(t(2T25))2) 0’

sous les conditions aux limites suivantes
2r
z(0) — x(2r) = 2/(0) — 2/ (2r) = 0, / z(t)dt = 0,
0

avec r =, et

f(t ) 2 Qt( L + ! )
y U, Uz, U3z) = —4&U2COS
(1+ud+ud)”  (1+uf+ul)

= F, (t,ug,u3) + F, (t,u1, us),

ou of
cos
F(t =
(71}1’”2) 1+U%+U%

Il est facile de voir que
F(t,v1,v3) < 1, pour tout (t,vy,vy) € [0,7] x R?.

En appliquant le corollaire 2.1.3 le probléme (2.6) — (2.2) admet au moins
une solution faible.

Remarque 2.1.2 Si F' satisfait la condition suivante:

(H3)" F(t,v1,v9) < av?+bvi + cvy +dvg +e pour tout (£, v1,ve) € [0,7] x R?,
2
oua+b< g3; ¢ det esont des constantes réelles, alors ¢ est coercive sur E.
Par suite, nous pouvons énnoncer le corollaire suivant.

Corollaire Supposons (H1), (H2) et (H3)" sont satisfaites, alors le probléme
(2.1) — (2.2) admet au moins une solution faible.

Preuve: D’aprés (H3)”, nous avons:
2r 1 2r
ow) = [ S OP it~ [ Fa.a - )
10 2r ’ 2r
> = HxH2 — / (az?(t) + ba®(t — 7)) dt — / (cx(t) + dx(t — 1)) dt — 2re
0

v

—||x|| - a+b/ 22(t)dt — 2re

0

1
> <——T— a+b)||x|| — 2re
2 w2
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Alors, ¢(z) est coercive sur F, un sous-espace faiblement fermé de Hj, ., et
puisque, ¢ est semicontinue inférieurement, alors, d’apres le théoréme 1.2.3, la
fonctionnelle ¢ admet un minimum z; € E, et le probléme (2.1) — (2.2) admet
au moins une solution faible. Ce qui achéve la preuve. =

Exemple 2.1.3 Considérons [’équation
2"t —7) +x(t) + x(t —r)sin® (4t) + 2(t — 2r) = 0, (2.7)

sous les conditions aux limites suivantes

z(0) — x(2r) = 2'(0) — 2'(2r) = 0, /o ' z(t)dt = 0,

avec

T

r=—=

2

et
f(tur, ug,uz) = uy + ugsin® (4¢) + uz
e Fél<t,UQ,'U,3) +Fé2(t,u1,'u,2)
ou

1
F(t,v1,v9) = Z(Uf + v3) sin? (4t) + vy vs.

Il est clair que F vérifie (H3)", en effet

2

3
(v? + v3) pour tout t € [0,7] x R? et = < T 9

F(t <

A~ w

En appliquant le corollaire 2.1.3 le probléme (2.7) — (2.2) admet au moins une
solution faible.

2.2 Solutions Multiples pour Equations différen-
tielles Impulsives & Retard

2.2.1 Introduction

Cette partie du chapitre est consacrée a I’étude de I'existence et de la multiplicité
de solutions du probléme aux limites suivant

() + Af(t,x(t), x(t — 1))

—Ad'(ty) =
x(t) —x(t+2r) =2

0, teR\{t;,j €Z},
(L)), j €T, (2.8)
(t) —2'(t+2r) =0,

~
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ot 7 > 0 et A > 0 sont des constantes données. Az'(t;) = 2/(t]) — 2'(t;) avec
x (tj[) = limHt;: 2'(t); t;, (j € Z), les instants ou les impulsions se produisent
sont tels que 0 =ty < t; < g < ... <1y <tpp1 =20, tjppy1 = t; +2r, pour p € N
fixé et les fonctions f et I;, (j € Z) satisfont certaines conditions données par la
suite.

L’étude de l'existence et de la multiplicité de solutions pour les problémes
aux limites associées & des équations différentielles ordinaires ou fonctionnelles
en présence ou bien en absence des impulsions a fait 'objet de plusieurs travaux
[44, 63, 87, 88, , ]. D’un autre coté, les méthodes variationnelles et la
théorie des points critiques ont été appliquées avec succés, pour des problémes
aux limites périodiques avec retard voir [43, 806, , 113].

Dans [20], H. Chen and J. Lile ont étudié 'existence de n distinctes paires
de solutions nontriviales pour le probléme de Dirichlet impulsif suivant
a"(t) + Af(t,z(t) =0, t#t; pp.tel0,T],

—AJZ( ) ]( ( ))7 ] 1,2,.-.,]?,
(1) = 2(T) = 0,

oul =t <ty <ty <..<t,<tp=T,A>0 feC(0,T]xRR),
;€ C(R,R) j=1,2,...,p, Aa!(t;) = 2'(t]) — 2/(t]) avec x’(t?c) =lim, =+ /(%)
pour j =1,2,...,p. ’
Dans le but de généraliser [20], nous étudions dans cette partie, 'existence et

la multiplicité de solutions non constantes du probléme (2.8) en utilisant le
Théoréme 1.2.5.

Remarque 2.2.1 Si © est une fonction 2r-périodique connue pour t € [0,2r],
alors x(t — r) est bien définie sur [0,2r]. En effet, si nous posons s ==t —r,
alors s € [—r,r], donc pour s € [—r,0], la périodicité de x implique que, x(s) =
x(s + 2r) avec s + 2r € [r, 2r].

C’est pourquoi, le probléme (2.8) est réduit au suivant,

O tej\{tj,j:172>"'ap}>

z(t), j=1,2,...,p, (2.9)
2'(0) — 2/(2r) = 0,

ou I =1[0,2r].

Pour établir notre résultat principal, nous considérons les hypotheses suiv-
antes:

Ay) (i) f: R® — R est r—périodique par rapport & son premier argument ¢,
telle que fljo,)xr2 est une fonction L>°Carathéodory.

(1) Tl existe une fonction g : R® — R, r—périodique par rapport a son
premier argument ¢, telle que gl ,)xr2 est une fonction L Carathéodory,
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impaire par rapport aux derniers arguments et g, = % existe, est L™
Carathéodory sur [0, 7] x R? telle que,

Y

F(tay) = gt 7, y) + / gL (t, 7, w)dw,
0

(737) 11 existe une constante o > 0 telle que:
g(t,z,a) <0, si (t,x) € [0,7] X (R\ [-a, a])

et,

g(t,z,w)dw <0, sixz>a, yeR.

g(t,z,w)dw >0, six < —a, y € R.

[
| /

iv) hm Y 2/9 (t,z,w)dw = 1, ou |(x,y)|, = v/a?+ y? est la norme

7y |2‘>0

0
Euclidienne de (z,y) € R%
Ay) I; :R—R,j=1,...p, sont des fonctions continues vérifiant:

(i)Lj+p+1 = I, pour tout j =1,...,p,
(11)1;(—s) = —1;(s) pour tout s € R,

i11) 11 existe a;,b; > 0, et v, € [0,1) tels que
i) Tl existe aj,b; > 0, et v, € [0,1) tel
I1;(s)] < a; +bj|s|” pour tout s € R.

Remarque 2.2.2 1. (2.8) est un probléme impulsif, donc les fonctions (I;),j =
1,...,p sont non nulles.
2. Si g est impaire par rapport a ses deuxr derniers arqguments, alors [ est
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aussi impaire par rapport a ses deux derniers arguments, en effet,

v ooy gt —r b —y) — gt —x, —y)
h—0 h
h—0 —h
— lim g(t,x—l—h,y)—g(t,w,y)
h—0 h
= g:’t(t7x’ y)7

alors, d’aprés (2.10) nous avons

-y

f(t7 —x,—y) = g(ta —QZ,—y)—i—/g;(t, —x,w)dw
0

Yy
= _g(taxay) - /galv(tv -, —O')dO'
0

Y

= - g(t,x,y)Jf/g;(t,xaU)dU = —ft,z,y).

0

2.2.2 Résultats préliminaires

Pour étudier I'existence des solutions du probléme (2.9) , nous utilisons une ap-
proche variationnelle basée sur une minimisation avec contraintes et une appli-
cation du théoréeme 1.2.5.

Considérons Hj D’espace de Sobolev classique muni de la norme,

2

2r 2r
fellag = | [lePar+ [ laor a
0 0

Remarque 2.2.3 Si E dénote le sous-espace faiblement fermé de H,,. défini par

2r
E:=H"={z€cH,, /x(t)dt:O :
0

alors, une solution du probléme (2.9) appartenant a E, est une solution 2r— périodique
non constante du probléme (2.8) .
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L’inégalité de Wirtinger (1.7) conduit a:

N[

loll = | [P ) . 2.1)

est équivalente a la norme |||z sur E.
L’inégalité de Holder (1.1) implique que pour tout = € E,

2]l < v2r (]l (2.12)

ou, ||lz|, = max |z(t)| est la norme dans C' (I, R), 'espace des fonctions contin-
ues.
Si nous notons x_,(t) := x(t—r) pour tout t € R, alors, d’apres la périodicité
de x, nous avons
[l = ol et 2l = ] - (213

Maintenant, en s’inspirant du travail [121], nous définissons le concept de la
solution pour le probléme (2.9).
Pour x € H?(I), nous avons = et 2’ sont absolument continues et z”” € L*(I,R),
alors Ax'(t;) = 2/(t]) —a'(t;) = 0 pour tout t € I. Si x € Hy,, alors  est absol-
ument continue et 2’ € L*(I,R). Dans ce cas, les dérivées a gauche et a droite
x! (tj), 2'(t;) en t; peuvent ne pas exister, par conséquent nous introduisons la
définition suivante.

Définition 2.2.1 = € H,,, est une solution classique de (2.9) si v € C(I,R),
satisfait ’équation différentielle du probléme (2.9) pour t # t;,t € I, x; :=
Tl 00 € H(tj, i) pour tout j = 1,2, ..., p, les limites '(t]), 2'(t]), j =
1,2,...,p emxistent, les conditions d’impulsion et les conditions aux limites 2r-
périodiques de (2.9) sont vérifiées.

Supposons que xz € C(I,R) satisfait les conditions périodiques du probléme
(2.9), et pour tout j = 1,2,....,p, tjest tel que 0 = t) <t <ty < ... <t, <
tpi1 = 2r et zj = [, 4,,,) € H2(t),t41).

Multiplions I'équation x”(£)+\f (¢, x(t), z(t—r)) = 0 par y € H,, et intégrons

sur [,
2r

/ (1) 4 At 2(8), 2t — )] y(E)dt = 0, (2.14)

0
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de plus, puisque z(0) = x(2r), 2/(0) = 2'(2r) et y € H,,, nous avons

7x”(t)y(t)dt = ; 7136”(t)y(t)dt
- po ' (t)y(t) g“ - 7 2 (t)y'(t)dt
S é A (t;)y(t;) — 2'(0)y(0) + o' (2r)y(2r) — 7 z'(t)y ()t
- —7x’(t)y'(t)dt — i Az'(t;)y(t))
_ _7x’(t)y’(t)dt + é Li(z(t5))y(t;)

En combinant cela avec (2.14), nous obtenons

/ t)dt — /f (t, 2(t), x(t —r))y(t)dt — le(x(tj))y(tj) =0. (2.15)

Définition 2.2.2 Une solution faible de (2.9) est une fonction x € H,, telle que
(2.15) est satisfaite pour tout y € H,,.

Considérons la fonctionnelle ¢ : Hj. — R définie par

hS]

x(t5)
:—f\ ]dt—)\fGta: z(t—r)) [ Ii(s)
0

J=1

z(t—r)
on, G(t,z(t), z(t —r)) = bf g(t, z(t),w)dw.

¢ est bien définie, continue et différentiable, en effet, pour tout z,y € Hi et
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e > 0, nous avons
platey) —plz) = é‘f ')y (t)dt

z(t—r)+ey(t—r)
ef ( [ gt +e<t>ey<t>,w>dwy<t>> dt

0

z(t—r)+ey(t—r) g2 2r
+f ( I gt a(t),w)dwy(t )) dt] + f t))%dt

(t—r)

i( ﬁy(t) )ds), (2.16)

j=1 z(t;)

on0<A(t) <1
D’apres la périodicité de g, x et y, et en utilisant un théoréme trés connu d’analyse,
nous obtenons,

1 z(t—r)+ey(t—r) 1 x(t+r)+ey(t+r)
lim ~ i g(t,z(t),w)dw = lim= J gt + 7 x(t),w)dw
e=0¢€ z(t—r) e~0e z(t+r)

= g(t+rx(t),z(t+7r)ylt+r),

et,
o t)et)
lim= [ I(s)ds = L;(x(t;)y(t;).

e aty)

D’apres la périodicité de g, et y nous trouvons

zfrg(t +rz(t),x(t+7)y(t+r)dt = 7g(t, x(t—r),x(t))y(t)dt
~ fotta(e— ). aO))a

= { g(t,x(t), z(t — r))y(t)dt.
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ainsi,

J(@)(y) = lim= (o +ey) — o))

e—0 &
p

— [0 =Y Lel)ule)
z(t—r)
- ( [ dhtt, (0, )o + gt 2(0), 1~ r>>> yit)
= fx dt—)\fft:r ot —1r))y(t)dt

-3 L)) (2.17)

L’intégration par parties implique,

:fxmy'(t)dt = ayCer) =00 = AT )yth) - [ i

= fx" t)dt + Z I (
d’ou,
¢'(z) (y) = ?[—x"(t) — Af(t, z(t), z(t — r))] y(t)dt. (2.18)

Ainsi, nous pouvons avoir les solutions faibles de (2.9), en cherchant les points
critiques de la fonctionnelle ¢.

Lemme 2.2.1 Si x € H,, est une solution faible du probléeme (2.9) alors = est
une solution classique du probléeme (2.9).

Preuve: Considérons z € H,. une solution faible du probléme (2.9), nous
avons z(0) = x(2r). D’aprés la définition 2.2.2, pour tout y € H, , nous avons
pour j € {1,2,3,...,p}

/ t)dt — /ftx z(t —7)) @ﬁ-}j@@@nmm:m.(zw)

Choisissons y € Hj, tel que y(t) = 0 pour tout ¢ € [0,t;] U [t;41,2r]. Alors
tit1 tjt1

/f@y@ﬁ—x/f@ﬂwwu—mwmﬁ:o (2.20)

tj tj
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D’apres la définition de la dérivée faible,

/ £ () (t)dt = — / o (E)y(t)dt,
(2.20) implique que
/ o (E)y(t)dt + A / F(t, (), x(t — r)y(t)dt =0,

ainsi,
z"(t) + Af(t,x(t), z(t — r)) = 0, pour persque tout ¢t € (¢;,t;41). (2.21)

Par conséquent, z; = x|, ,,,) € H 2(t;,t;4+1) et x satisfait équation du probléme
(2.9) pour persque tout ¢ dans /. En intégrant (2.19), nous obtenons,

2r

= D2 A yla) (0 = A (0, 0= )]y~ L (1)) = O

(2.22)
Combinons (2.22) avec(2.21), nous avons pour tout y € H,

=20 A () = D L)),

alors, Az'(t;) = I;(x(t;)) pour tout j =1,2,3,...,p, et les conditions impulsives
du probléeme (2.9) sont satisfaites. Ceci compléte la preuve. =

2.2.3 Reésultat principal

Nous proposons le résultat suivant:

Théoréme 2.2.1 Siles hypothéses (A1) et (Aa) sont satisfaites, alors, pour tout
n € N, il ezxiste \,, tel que pour A > N\, le probléme (2.9) a au moins n distinctes
paires de solutions 2r-périodiques non constantes.

Preuve: Nous procédons en cinqg étapes.
Etape 1: Modification du probléme.
Considérons la fonction modifiée h : R* — R définie par,

g(t,z,a), siy > a
ht,z,y) = q 9(t,z,y), sty <a . (2.23)
g(t,z,—a), siy < —«a
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La fonction A(t,z,y) a les propriétés suivantes:

1- r—périodique par rapport a son premier argument, ¢,

2- sa restriction & [0, 7] x R? notée h|j, xr2 est une fonction L*-Carathéodory,
impaire par rapport a ses deux derniers arguments,

3- hl, = 9" existe, est une fonction L>®-Carathéodory sur [0,7] x R
Maintenant, définissons F : R® — R, par

)

Fta,) = hit,o.p) + [t 0,w)de, (2.24)
0

et considérons le probléme modifié

2'(t) + AF(t,z(t),z(t — 1)) =0, t #t;, t €1,
—Afl]/(tj) = ]]($<tj))7 j = 172, -y Py (225)
z(0) — z(2r) = 2/(0) — 2'(2r) = 0.

Etape 2: les solutions du probléme (2.25) sont solutions du probléme (2.9) .
En effet, soit 2y une solution du probléme (2.25), nous devons montrer que
c’est une solution du probléme (2.9). D’apres (2.24), il suffit de montrer que
|zo(t)] < v pour tout t € I, ¢ #t,.

Premiérement, si Orgzg(rxo(t) > «, alors il existe un intervalle [a,b] C I, tel que

zo(a) = xo(b) = «, et xo(t) > a pour tout t € (a,b),t #t; (2.26)

d’apreés la r—périodicité de g et h, la 2r—périodicité de zg, et (A;)(iii) nous
avons, pour presque tout ¢ € [a,b],

zy(t) = —)\F:(t, xo(t), zo(t — 1))

= =\ |h(t, zo(t), mo(t — 1)) + / P (t, 20(t), w)dw

v
ja=)
o
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Alors, xz((t) est croissante pour presque tout ¢ € [a,b]. D’aprés z((a) > 0 et
zy(b) < 0,nous avons

0 < zg(a) < z5(t) < x5(b) < 0, pour presque tout t € [a,b]. (2.27)

Cela veut dire que, x((t) = 0 pour presque tout ¢ € [a, b] . Donc, z( est constante
pour presque tout ¢ € [a,b], ce qui contredit (2.26).Alors max zo(t) < a, pour

presque tout ¢ € I. D’une fagon similaire, nous pouvons prouver que mu% xo(t) >
T

—q, pour presque tout t € I. Alors, z4(t) est solution du probléme (2.9) .
Considérons la fonctionnelle 1) : H) — R définie par

LN A(7)

:—f|’ |dt—)\thx t),x (t—r))dt—z [ Ii(s)ds,  (2.28)

— 0

z(t—

ou H(t,x(t), z(t —r) f w)dw.
D’apres (2.18), 1) est bien déﬁnie, différentiable et,

2r
V(@) (y) = [[=2"(t) = AF(t, z(t), (t — 7)) y(t)dt. (2.29)
0
Par conséquent, I’équation d’Euler correspondante & la fonctionnelle ¢ est
2"(t) + AF(t,z(t),z(t — r)) = 0. (2.30)

Alors, nous pouvons avoir les solutions 2r—périodiques nontriviales du probléme
(2.25), en cherchant les points critiques de la fonctionnelle 1. Intéressés par des
solutions non constantes du probléme (2.9), nous allons minimiser la fonction v
sur le sous-espace F de Hj,.

Il est clair que d’apres (2.28), (A1) (ii) et (A3)(i), ¥ € C'(X,R) est une fonc-
tionnelle paire vérifiant ¢(0) = 0.

Etape 3: ¢ est bornée inférieurement.

En effet, d’aprés la périodicité de x(t) et z(t — r), nous obtenons max |z(t)| =

tel
max |x(t —r)|, alors, nous avons
€
< — < a. 2.31
Tgx\x()\_a@rggx]w(t r)| <a (2.31)

D’apres (A;)(iii) et (2.31), si z(t —r) > a alors z(t) > «a, h(t,z(t),z(t —r)) =
g(t,x(t),a) <0 et x(t —r)h(t,z(t),z(t — 7)) < 0, de méme, si z(t — 1) < —«
alors z(t) < —a, h(t,z(t),z(t — 1)) = g(t,z(t),—a) = —g(t, —x(t),a) > 0 et
x(t —r)h(t,z(t),z(t —r)) < 0. Donc, nous obtenons pour |z(t — r)| > a,

xz(t —r)h(t,z(t),z(t —r)) <0. (2.32)
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D’un autre coté, d’apres (2.23), h est intégrable par rapport au premier argu-
ment, continue par rapport au second et au troisiéme argument, ceci implique

2r o
pour tout = € Hy,, [ ( > dt est bornée.
0

[h(t,z(t), w)dw
2r
Soite::f(

0

Jh(t, x(t), )dw') dt, alors d’aprés (2.32),
0

2r (t T’)

7H(t,x(t),x(t—r))dt = f( [ h(t,z(t), )dw) dt

0

2r [ « z(t—r)

= f(fhta: w)dw + f h(t,x(t), )dw)dt

0

2r
I
Soient M; = max{a,as,...,a,}, My = max{by,by,....b,}, d’aprés (As) (i),
(2.12) et (2.33) nous avons, pour tout x € E,

IN

) dt =e. (2.33)

/Oah(t (), w)dw

12r P x(ty)

Y(x) = —fy |dt—)\th:c) (t—r))dt—z Offj(s)ds

1 p wj-s-
> 5 llel® = Ae = pMaV2r | = My ) (2r) 2 ol
j=1

> —o0, (2.34)

alors, 1 est bornée inférieurement.
Etape 4: 1) satisfait la condition de Palais-Smale .
En effet, soit {xy} C E telle que {¢ (z1)} est une suite bornée et klim Y () = 0.

Alors, il existe C' > 0 telle que

[ (z)] < C.
D’apres (2.34) nous avons
1 2 b vt 'v]+1
5 lzll” < €+ e + pMiV2r (o] + My Y (2r) 7 |
j=1

Il s’en suit que {x;} est bornée dans F, puisque H.. est réflexif, nous pouvons
extraire une sous-suite faiblement convergente qu’on notera aussi {z}, or E est
un sous-espace de Hj . faiblement fermé, donc, zp — x dans E.
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Maintenant, nous allons vérifié que {z;} converge fortement vers z dans F.
D’apres (2.28) nous avons

2r

(¢ () =9 (2)) (25 — 2) = [ |2}, — ' dt

0

—/\f (t,xp(t), ze(t — 1)) — F(t,x(t), x(t — r))] (xx(t) — x(t)) dt
- Z 1 (k) — I (e (t;))] (2 (t;) — 2(E5)) (2.35)

en utilisant le théoreme 1.1.2, la faible convergence de (xy) vers x dans E, (c-
a-d. zp — x), implique x;, — x dans C'(I) et x;, — x dans L? (). D’aprés la
continuité de F' par rapport a ses deux derniers arguments et la continuité de /;,
j =1,2,...p, nous avons,

)\Zfr[F(t, xp(t), xp(t —r)) — F(t,z(t), z(t — r))] (zx(t) — x(t)) dt — 0,
> [Li(k(ty)) — Li((t))] (2 (t;) — 2(t;)) — 0, quand k — oo.
(2.36)
Dapres limy, o ¢’ (73) = 0 et 2, — x, nous obtenons

(V' (z1) — ' (2)) (2, — ) — 0, quand k — oo. (2.37)

(2.35),(2.36) , (2.37) et 7, — x dans L? (I) impliquent que ||z — z|| — 0, quand
k — oo; cela veut dire que, {x}} est fortement convergente vers x dans E, ce qui
montre que 1 satisfait la condition de Palais-Smale.
Etape 5: On montre qu’il existe un ensemble K C E tel que K est homéomor-
phe & S"~! (la sphére unité (n — 1)-dimensionnelle) par une application impaire
et sup,x ¢ () < 0.

Soit v, = % cos ™*t,m =1,2,...,n, alors,

HVmH —/|1/ \ dt = /sm —tdt—l m=1,2,..n

Pour tout p > 0, définissons

_{icme;iCEn_,f}CEa (238)
m=1 m=1

alors, il existe un homéomorphisme impaire J : K, (p) — S"1, ou S" ! est la
sphére unité (n — 1)-dimensionnelle. D’aprés (A;) (iv), nous avons, pour tout
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0 <e<1,il existe 6. = d(¢) > 0 tel que, ||=|% + ||z.]° < 6., c-a-d. |z, <

55 L . .
\/ 5 = 0 implique
z(t—r)

H(t,x(t),z(t—7r))= [ ht,z(t),w)dw > (1 —e)z*(t —1).
0
Considérons p tel que 0 < p < min{\g?, \/527} ,alors ||z|| < V2r|z|| = v2rp <

min {«, §} pour tout z € K,(p).
Ainsi, pour tout z € K,(p)

2r

JH(t,z(t),x(t —r))dt > (1 —¢) 2fa:2(t —r)dt = (1—¢) 7x2(t)dt > 0.

Soit 3,, et o, définis par

2r z(t;)
= inf |[H(t,z(t),x(t —r))dt; o, = inf I:(s)ds,
8= ot TH(2(0)a(t —rdbs o= nf S5 [ 1)

d’ou, 3, > 0. Si A\, = max { (% - O'n> (B,)"" ,O} , alors, pour tout x € K,(p),

nous avons

2

ba) < 528, —an
2

< %—)\nﬁn—an
< 0

Les hypotheses du théoréme 1.2.5 sont satisfaites ainsi, ) posséde au moins n
distinctes paires de points critiques. Alors, le probléme (2.25) admet au moins n
distinctes paires de solutions 2r— périodiques non constantes, nous concluons que
le probléme (2.9) admet au moins n distinctes paires de solutions 2r— périodiques
non constantes.

[ ]

Exemple 2.2.1 Considérons le probléme aux limites suivant

") + Af(t,x(t),z(t —r)) =0, t#t;, te][0,2r],
—A2'(t;) = ¥/x(t;), =12, (2.39)
z(0) — z(2r) = 2/(0) — 2'(2r) = 0,

8
<
~—

ou,

flt,x(t), z(t—r)) = 2x(t—r) |1 —2(1 4+ sinQ(%t)) ((2*(t) + 2°(t — 7)) + 2z(t)z(t — 7)) |,
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et

Nous avons
glt,x(t),z(t —r)) =2zt —7r)—4 ll + sin2(ﬂ7t)] [2°(t) + 2*(t — )] x(t —7),

donc t
g(t, @1, 32) = 222 — 4 [1 + SmZ(W_)] (23 + 23) 2s,
r

et X
Ii(s)=s3, j=1,2.
Pour éviter les détails du calcul, nous donnerons les principales étapes de
vérification des hypotheses (A1) et (Az) du théoréme2.2.1.

Pour 7 = § et a = 1, les conditions (A;) et (Az) du théoréme 2.2.1 sont
vérifiées.
En effet,

I;(—s) = (—S)é — —s3, pour tout s € R.

et
1
sS3

<1485,

[1(s)| =

Soit p = =, d’aprés la définition (2.38) de K, (p), nous avons
Ve

B, = inf //t_ 2w — 4 [1 +sin®(2t)] (2*(t) + w?) wdw

€K (p)
= inf / (t——)—[1+sm(2t)] [2:1;() 2(t —f)+x4(t_f) dt
2€Kn(p) 2 2 2
1 [7 T
inf — 2t — 2)dt
~ wéllr(ln(p) 2/0 ' 2)

. L[, p
= inf — [ z%(t)dt > —,
Z‘EKn(p) 2 0 277,2
et
Z (%) . Z 3 4 3
:wélfgnf / SSdS_acElI?f(p)_ Z|x(t])|3 - _5’
alors,

Ap = (p—Z—U)(ﬁ )7t < (14 487) n?
n — 9 n n

Appliquons le théoréme 2.2.1, alors pour tout n € N, quand A > (1 + 487) n?
le probléme (2.39) a au moins n distinctes paires de solutions 2r— périodiques
non constantes.
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Dans ce chapitre, nous étudions ’existence de solutions pour des problémes
aux limites périodiques associés a des équations différentielles non linéaires a
retard sous 'effet des impulsions et dont la nonlinéarité présente une singularité.
Nous adopterons une approche variationnelle basée sur le théoréme du col 1.2.4.
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3.1 Solutions Périodiques Positives pour une
Classe d’Equations Différentielles Impulsives
a Retard .

3.1.1 Introduction

Dans cette premiere partie du chapitre 3, nous nous intéressons a 1’existence de
solutions positives périodiques pour une EDR ou la nonlinéarité F(t, A(t), z(t —
r),x(t),x(t+71)) = Mt)z(t) — f(t,z(t —r)) avec f présentant une singularité par
rapport a sa deuxiéme variable, nous developpons larticle [31].

Les méthodes variationnelles et la théorie des points critiques ont été utilisées
avec succes pour étudier les équations différentielles impulsives lorsque la non-
linéarité est réguliere. Le travail de pionnier dans cette direction est d & Nieto
et O’Regan [71], qui en utilisant la minimisation et le théoréme du col, ont
prouvé la solvabilité du probléme impulsif du second ordre (sans retard et sans
singularité), suivant

—2"(t) + Ax(t) = f(t,x(t)), t #t;,t €[0,71],
2(0) = (T) = 0,
ACL’/(tj> :I](x(tj)), j: 1,2,...,]7
ou f:[0,7] x R— Ret I, : R — R sont continues.
Toujours en utilisant le théoréme du col, dans [19] les auteurs ont prouvé
I’existence d’au moins une solution 27 —périodique pour le systéme différentiel a
retard impulsif (sans singularité) suivant,

a(t) —x(t) = —f(t.z(t — 7)), tE€ (1))
x(t)—x(t—i—?w):x(t)—x(t—i-Qﬁ) 0o

AL'(ty) = g;(a(t; — ).

ou, j € Z, f :R x R" — R est m—périodique en t et satisfaisant certaines
conditions techniques. t;, j € Z sont les instants ou les impulsions se produisent;
ilexiste p e Ntel que 0 =ty <t <tp <...<tp <tpi1 =, tjspr1 = t; +7; 95,
J € Z, sont continues; et g;p+1 = g; pour tout j € Z.

Les problémes aux limites singuliers sans impulsions ont fait l'objet des

travaux [3, 4, 13, 66], cependant, peu de documents ont abordé le cas des prob-
lémes aux limites impulsifs avec une non-linéarité singuliere [30, 92, 93]. En fait,
il semble que le travail [93] soit le premier article de cette ligne.

Motivés par ce qui précede, nous nous intéressons dans ce chapitre, a ’étude
du probléme aux limites suivant

—a"(t) + A()z(t) = f(t,z(t — 7)), t€R\{¢;,j € Z},
2(t) — a(t +2r) = 2/ (t) — 2'(t + 2r) = 0, (3.1)
Ad'(ty) = Ii(x(t;), J€Z,
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ou 7 € R** est une constante donnée, Az'(t;) = a'(t]) — 2/ (t}) avec ' (t]i) =
limtﬂtf z'(t);tj, j € Z sont les instants ou les impulsions se produisent; il existe
peENtelque 0 =1y <t; <ty <..<tp<tpy1 =21 tjyp1 =1t;+2r; etles
fonctions f, A et I;, j € Z vérifient des conditions spécifiées par la suite.
Dans ce travail, nous déterminons des conditions suffisantes simples garantissant
Iexistence d’au moins une solution 2r-périodique positive pour le probléme (3.1)
lorsque la non-linéarité f est singuliére en 0 et les impulsions sont indépendantes
du retard, contrairement au travail de D. Chen et B. Dai [19] dans lequel, les
impulsions dépendent du retard.

3.1.2 Reésultats préliminaires

La recherche des solutions 2r—périodiques du probléme (3.1) est alors réduite a
la recherche des solutions du probléme suivant:

—2"(t) + Nt)x(t) = f(t,x(t —7r)), t € I\{t;,j =1,2,....,p}
z(0) — x(2r) = 2/(0) — 2'(2r) = 0, (3.2)
A.T/(tj = [j(.%’(tj)), ] = 1,2, Py

ou I =[0,2r].
Pour x,y € Hj, nous définissons le produit scalaire (.,.) et la norme ||.|| par
2r 2r
@) = [ Oy ®dt+ [
0 0
et

1
9 2 2
ol = (1ol + Ve, )

H; muni de la norme ||.|| est un espace de Hilbert réflexif.
En comparant la norme ||z| avec la norme ||z||;., nous trouvons

1 .
2] 2 < o lz|| ou, a = essinfA(t). (3.3)

t
Pour tout * € H, , si nous notons par z_,.(t) := z(t —r) pour t € R,
d’aprés un résultat élémentaire d’analyse, nous avons que si z est une fonction

T THa
T-périodique, alors [ z(t)dt = [ x(t)dt, pour tout a € R. Par conséquent, pour
0 a

tout = € Hy,,
[zl = flz[l - (3-4)

Pour tout x € Hj,, nous avons (voir [15])

1
< |$||L2+§||x/||L2' (3-5)

ol < — |
Tllroo S —=
L NG
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Maintenant, nous introduisons le concept de solution pour le probléme (3.2).
Soit H? (a,b) = {z : (a,b) — R; z, 2’ sont absolument continues, z” € L?(a,b)} .
Pour z € H?(0,2r), = et sa dérivée 2’ sont absolument continues et z” €
L?(0,2r). Par conséquent Az'(t;) = 2/(t]) — 2/(t;) = 0 pour chaque t € I.
Si x € Hj,, alors x est absolument continue et 2/ € L*(0,2r). Dans ce cas, les
dérivées a droite et a gauche 2'(t]), 2/(t;) peuvent ne pas exister. Pour cela,
nous devons introduire un concept différent de solution.

Définition 3.1.1 = € Hj, est une solution de (3.2), si x € C(I), pour chaque
J=12,.,0, % = 2|, 4;,1) € H?(tj,t;41) et satisfait l’équation différentielle du
(3.2), pour t # t;, les limites 2'(t}), o'(t]) j = 1,2,...,p existent, les conditions
impulsives et les conditions aux lzmztes 2r-périodiques de (3.2) sont vérifiées.

3.1.3 Reésultat principal

Dans cette section, en utilisant une méthode variationnelle nous montrons I’existence
d’au moins une solution positive pour le probléme (3.2) qui est considéré sous
les hypothéses suivantes,

(Hy) (i) f:1 x(0,400) — R est 2r—périodique par rapport au permier argu-
ment ¢, et est une fonction L!-Carathéodory,

(77) limg o+ f(,s) = —o0, uniformément pour presque tout ¢ dans I,

(it7) K := sup f(.,s) est une fonction appartenant a L' (I, R),
$€]0,+00[

(1v) limg_ ;o0 F(t,s) = 400, pour presque tout ¢ dans I, ou F(t,s) :=
[7 f(t,€)d¢, la primitive de f,

(v) Dy1F(t,s) := %L(t,s) existe et est minorée par —c, pour presque tout
t dans I, ou c est une constante positive.

(H2) (i) 1;, j =1,2,...,p, sont continues, I;,,+1 = I;, pour tout j =1,...,p et il
existe deux constantes m, M € R telles que, pour tout s € R,

m < I;(s) < M <0, pour tout j =1,2,...,p

(17) A € L*°(I), 2r—périodique avec a := infessA(t) > 0.
tel

Théoréme 3.1.1 Supposons que les hypothéses (Hy), et (Hs) sont satisfaites.

\/7“ a+\/ H)‘H

Alors, pour 1, le probléme (3.2) a au moins une solution

positive.



3. Problémes aux Limites Singuliers 56

Preuve: Nous utiliserons une approche variationnelle basée sur le théoréeme du
col 1.2.4 pour prouver ce résultat et nous procédons en cing étapes.

Etape 1: Modification du probléme.

Pour éviter le point de singularité 0, nous introduisons la fonction de tron-
cature fg définie pour S € (0,1), par fz:[0,2r] x R — R,

e ={ J) 5 iZ0 (3.5

et nous considérons le probléme modifié suivant,

—a"(t) + At)x(t) = fa(t,z(t — 7)), t € I\N{t;,j =1,2,...,p}
z(0) — z(2r) = 2/(0) — 2/ (2r) = 0, (3.7)
Ax'(ty) = Li(z(t;),  J=1,2,....p,

Soit Fs(t,s) = fls f5(t,€)dE, la primitive de f, nous définissons la fonctionnelle
Ps: Hj — R par,

p x(t;) 2r
D5(r) = 3 ||x||2+Z/O Ij(s)ds—/o Folt ot —r))dt.  (3.8)

(H,y) et (Hj), impliquent que @5 est bien définie, faiblement semi-continue in-
férieurement sur HJ. et est continument différentiable, dont la fonctionnelle
dérivée ®%(z) est donnée par,

Wy = [ @@ [ AOuod+ D L)) 69

- / falta(t — )y (Dt

les points critiques de ®3 sont les solutions faibles de (3.7). Donc, pour prouver
existence des solutions du probléme (3.2), nous montrons l’existence des points
critiques de ®5 qui sont plus grands qu’un certain /3.

Etape 2: La fonctionnelle ®4 satisfait la condition de Palais-Smale.

En effet, soit {z,}, .y une suite dans H, telle que {®3(x,)}, . est bornée
et C%(xn) — 0 quand n — +o00; c-a-d, il existe une constante c¢; > 0 et une suite
{en}tnen C€ R avec €, — 0 quand n — 400 telles que pour tout n assez large,

1

§ S C1,

2r p Tn(t;)
ol = [ sttt e+ S [ rs
0 0

j=1

et pour tout y € H,,

2r /

o Tn(t)y'(t)dt+
AT Oy )t + 30 Li(wa (8)y(t) — Jo falt ma(t — r))y(t)dt
< enlyll- (3.10)
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Maintenant, nous montrons que {z,} est bornée dans H, . Prenons y = 1 dans
(3.10), nous obtenons, pour tout n assez large,

< e, V2r.

| sttt = ) = MO 0] = D 1 (1)

de sorte que

2r

IA

2r
0

e 2+ / Atz ()] dt + Z |1 (n(t;))]

i fo(t, xn(t — r))dt'

< eV + Azl + p|m]
< ot Azl (3.11)
ol ¢ = £,V/2r 4+ p|m].
Soit
I = {t €[0,2r]; fs(t,zn(t —7)) >0},
et

L, :={t €[0,2r]; fa(t,z,(t —7)) <O0}.
Il résulte de (3.11) que

fo(t,xn(t —r))dt

IQ,n

< ot Awllp + [ fa(t za(t —7))dt

Il,n

< et Al HIE

L (3.12)

Alors, d’apres (3.12) nous avons pour tout n:

fa(t,z,(t —r))dt

I2,n

+ fa(t,z,(t —r))dt

Il,n

/0 sttt — ) dt =

IA

o Azl +2 [ fa(t,an(t —7))dt

Il,n

ca + [ Azl + 21K 1
cs + [ Azl 1 (3.13)

IA A

ou ¢z :=cy+ 2| K|,
D’un autre coté, si nous prenons, dans (3.10), y(t) = z,(t), en tenant compte de

(Hs)(i), (3.13), (3.5) et ‘/’j\%z;@ A, < 1, nous trouvons pour tout n assez
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large,

2r

colleall > llaall* - i Fot,@a(t = r)xa(t)dt + Y Li(wa(t;)aa(ty)

J=1

v

2
all? = (ea -+ IXall 1) all e + P ]l
1 1
> ol = VE I Bl (5 Bl + 5 el ) + (ca = pm) ol -
v

2 2 r
[2n]l” = V7 1M oo l2nll72 — i A oo (120l g2 11201 22 + (e3 = pm) [[2n]] oo

Vrla+v2)

2 2
Tn — X - " X oo ||Zn]||” + (€3 —pm) ||ZTh]| oo
[ o2 Al oo lznll” + (c3 — pm) l|lzall,

V(o ++/2) 2
(1 — W H)\HLoo> Han — ||an )

pour une certaine constante ¢, > 0. Il s’en suit que {z} est bornée dans Hj,. Ce
dernier étant un espace réflexif, nous pouvons extraire une sous-suite faiblement
convergente qu’on notera aussi {z;}, donc il existe v dans Hj , telle que z — .
Ensuite, nous allons vérifier que {z}} est fortement convergente vers z dans H,,..
D’apreés (3.9) nous avons

>

(@ (2x) — P () (x1 — ) (3.14)

= lzx — al|* - /0 [faltan(t = 1) = faltsalt = )] (mat) — a(®) at

+Z (L (ke (t5)) = L ()] (2 (t;) — x(t5)) ,

puisque z; — x dans H,,, et d’apres le théoréme des inclusions de Sobolev 1.1.2,
nous avons z — = dans C (I) et p — = dans L? (I). Ainsi,

2r

[ Us(toan(t =) = fo(t,w(t — )] (2 (t) — x(t)) dt — 0, (3.15)

0
>y [L(aw(ty) — Ii(@(t))] (wx(ty) — 2(t;)) — 0, quand k — oo.
De limy_,oo ®5 (zx) = 0 et x;, — z, nous déduisons que

(@ (zx) — @ () (zx — ) — 0, quand k — oc. (3.16)

D’apres (3.14), (3.15), (3.16) , et x;, — = dans L? (I) nous obtenons ||z — z| —
0, quand k& — oo. Alors, {z}} est fortement convergente vers = dans Hj , ce qui
signifie que ®g satisfait la condition de Palais-Smale.
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Maintenant, nous procédons & montrer que ®5 a une géométrie de passe-
montagne.
Soit
A:={z € Hy;minz > 1},
et,
OA = {x € Hy;x(t) > 1 pour tout ¢ € (0,2r),3t, € (0,2r) : x(t,) = 1}.

Etape 3: Il existe d > 0 tel que inf,cpp Pg(x) > —d.
En effet, pour x € JA, il existe t,, € (0,2r) tel que infic; 2(t) = x(t,) = 1, alors
ty €]ti—1,t;[ pour un certain ¢, 1 < i < p. D’apres la 2r-périodicité de z, 2/, Fj
et [;, en tenant compte de (3.4) nous avons

tot2r tot2r
ba) = 5 [ [OF 06O d - [ Faltat -
+p ~ /x(tj)lj(s)ds
1

B 5/t: [0 + O] dt - /t Fylt,alt - )t

p+i—1 p+i—1

1 z(t;)
+ ) /0 L(s)ds + Z/l I;(s)ds
j=i j=i

L2

> Sl = 1Kl o 2 = Tl + pm o+ pm o — 1.
1 5 1

> Sl =~ Il o = 10+ pm + cgpm o — 1

1., (1
> Shel® = (5 1ol = copm ) o = 1]+

pour une certaine constante cg > 0. Ainsi, ’application de I'inégalité triangulaire
a ||z — 1|| nous donne,

1 1
0a(o) = g hel? = (5 Wl = coom ) (Jel + VEF) + g
1 5, /1 V2r
= Sl = (20l = copm) Ll + g (c0 = vEF) = L2 o]
« «
L’inégalité ci-dessus montre que
Ps(x) — +oo quand |z|| — +oo, x € IA.

Nous en déduisons que @4 est coercive, et ainsi, elle admet une suite minimisante,
la faible semicontinuité inférieure de ®5 donne

zlenafA Ds(z) > —o0,
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par suite il existe d > 0 tel que inf,cop Ps(z) > —d.
Etape 4: 1l existe 3, € (0,1) tel que pour tout 5 € (0, 3,) , toute solution x
de (3.7) vérifiant ®p(x) > —d satisfait minx > f,,.
Supposons par contradiction, qu’il y a des suites {3, },,cn €t {Zn},cy telles que
(@) 6, < L,
(b) x,, est une solution de (3.7) avec 5 = 3,
(0) D, () > —d.
(d) mina,, < L.
D’apres (Hy) (iii), et

/OT[fﬁn(t,ajn(t—r))—)\(t)xn(t)] dt = —/Orx;;(t)dt

p

— _;0 /t o ! (t)dt

_ _i)(x;(tj“) ()
_ 22 Adl (t;) + 2,(0) — 2, (2r)
_ ilj(xn(t]))

Alors, si h dénote la fonction
h(t) = fs, (&, zn(t = 1)),
(H3) implique P'existence d’une constante c¢; > 0, telle que
[l < er.
Par conséquent,
|z, || ;o < cs, pour une certaine constante cg > 0.

Maintenant, puisque ®3 (r,) > —d il en résulte qu’il doit exister deux con-
stantes Ry and Ry, avec 0 < R; < Rs telles que,

max{z,(t); t€l} € [Ry, Ry.

Dans le cas contraire, par ’hypothese (b), x,, est une solution périodique de (3.7)
avec [ = f3,,, alors, z,, tendrait uniformément vers 0, et dans ce cas, en tenant
compte de (H;) (iv) et ||z;,|| ;0 < cs, Pg, (25) tendrait vers —oo, ce qui contredit
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(I)ﬁn ($n> Z —d.
Pour n assez large, la continuité de z,, implique qu'il existe 71,72 € I tels que,

1
xn(TTlL—T):E<R1:$n(7'i—T’).

Multiplions I'équation ) (t) + fz (t,xn(t — 7)) = Mt)x,(t), par z;,(t — r) et

intégrons I’équation résultante sur 71, 72], ou sur [72, 71], nous obtenons,

n''n

2

Tn T%
J o= / ()l (t —r)dt + / fa, (t,xn(t — 7))z, (t —r)dt
TL Tl

_ / Bz (Ot — ).

1
Puisque x,,, ¥/, € L? (I;R), et A € L> (I;R), J est bornée.
Ecrivons J comme suit,

2

J=J + / ' xh (), (t — r)dt,

1
n
ou

J, = / " fa (@t — r))Tl(t — r)dt,

puisque, 71,72 € I, alors il existe 1 < k,I < p tels que 71 €]t)_1,tx[ et 72 €

n’'n

ti—1, ], alors, ||2) ||, < cg implique
] ) [7 y 1 nllL pliq

2
n

/ PO (=)t < ey / (1)t

n n

3N

par conséquent J; est bornée.
D’un autre coté, pour presque tout ¢t € I, nous avons
) )

fa, (t,xy(t — 7)) (t—7) = %Fﬁn (t,xn(t — 7)) — DiFp (t,x,(t —1)).
Alors,
1 m
Bi= Fa (P R) = Fo (b ) = [ DB, (bt = 1))
n L

I'hypothese (H;) (v) implique que,

1
Jl < F,Bn(Tzw Rl) - Fﬁn(T:w _) + c2r.
n



3. Problémes aux Limites Singuliers 62

Il résulte de (H;) (iv) que J; est non bornée. Ceci est une contradiction.
Par conséquent, il existe 5, € (0, 1) tel que pour tout 5 € (0, 3,), toute solution
x de (3.7) vérifiant ®g(x) > —d satisfait minaz > [, alors d’apres (3.6), x est
solution de (3.2).

Etape 5: 3 a une géometrie de passe-montagne pour tout 3 < 3, ou f3,
est défini dans I’étape4.
En effet, 'hypothése (H;) (ii) nous permet de choisir 5 € (0, 3,] tel que f(t, 5) <
0, uniformément pour presque tout t € I.

R0 = [ atsis = [ gt
:_A%W@m_éﬁﬁﬂw
= [ s - [ sy

= Bf(t5) - /ﬁ fa(t, s)ds.

Ceci implique que

1 B8
Fy(t,0) > — /ﬁ fot, 5)ds = / fo(t, 5)ds = Es(t. 5),

donc o o
¢M®——/ &@mﬁ<—/ Fy(t, B)dt.
0 0

D’apres (Hy) (i7), nous pouvons considérer 3 € (0, 3,] tel que

d
Fs(t, ) > 5, bour presque tout t € I,
r

il s’en suit que ®5(0) < —d.
Aussi, en utilisant (H;) (iv) nous pouvons trouver J, suffisamment grand (6 > 1),
tel que pour presque tout t € I,

d+ Al rs?

Fg(t,a) > 9y

D’apres (Hs) (i) nous avons

@ﬁ(d) = —/OZTFﬁ<t,§)dt+i/06[j<8)d8—|—/02T %Wdt

2r
< - [ Bats)d+ v
0
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ceci implique que
@5(6) < —d.

Puisque A est un voisinage de 6, 0 ¢ A et
max {®5(0), D5(0)} < mf Ps(x).
HAS

Donc, nous sommes dans la situation du théoréme du col 1.2.4. L’étape 2 et
I’étape 5 impliquent que ®3 admet un point critique x3 tel que

®s(ug) = inf max Pg(n(s)) > inf Ps(z),

nel 0<s<1 TEIA

ou
:={neC([0,1]; Hy); n(0) =0, n(1) = R}.
Maintenant, puisque d’aprés 'étape 3, inf,cop Ps(z) > —d, I'étape 4 implique
que zz est une solution de (3.2).
Ceci achéve la preuve du résultat principal. =

Exemple 3.1.1 Considérons le probléme suivant

—2"(t) + At)z(t) = f(t,,x(t —1)), t#1t;, 0<t<2r,
z(0) — z(2r) = 2/(0) — 2/ (2r) = 0, (3.17)
),

Ax'(t;) = Li(=(ty), J=12

ft,x(t—r)) = p(t) %, 0<t<2r avecu(t)= { 1t ;Z BE;E; ,
Li(z(t1)) : =cos(z(ty)) — 2,
(a(t2)) ALY

T (@)1

et,

t+2 ss0<t<r
A(t) '_{ 24sint sir<t<2r

Les conditions (Hy) et (Hs) du théoréme 3.1.1 sont satisfaites, en effet,
(H1)(@) f:Rx (0,+00) — R; donnée par f(t,s) = u(t)22 est une fonction
de Carathéodory, 2r—périodique en t.

(73) lim, o+ f(t,s) = —o0, pour presque chaque t dans I,
(1) 11 est facile de voir que la fonction s — 1“75 admet un maximum au point
s=-ceet
Ins 1

max — =¢€
$€]0,+00[ S
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D’ou par positivité de u(t),

K(t)= sup f(t,s)=p(t)e
$€]0,+o00[

est une fonction dans L' (I, R).
(iv) Puisque u(t) est 2r—périodique , alors elle est bornée, donc nous avons

2

. . (Ins)
| F =1 _
Jim F(ts) = lim p(t)—— = +oo,
pour presque chaque ¢ dans I.
(v) Pour tout (¢,s) € (0,2r) x (0, +00),
2
OF (Ins)”
DiF(t,5) = 0 (ts) = 5 s 0st<r
t 0 st r<t<2r

Alors, D1F(t,s) > 0 pour tout s € (0,400) et pour presque chaque ¢ dans I,
donc il existe une constante réelle positive ¢ telle que Dy F'(t, s) est minorée par
—c.

(Hs) (i) Pour m = —3 et M = —1, nous avons

m < I;(s) < M <0, pour tout s € R,et j=1,2.
(i)A € L(I) avec o := essinfA(t) =2 >0, A« =2+ sin 2.
tel
Alors, puisque *[(aJ”f Al ;o = 0,912 < 1, le probléme (3.17) admet au

moins une solution —-perlodlque positive.

3.2 Solutions Périodiques pour une Classe d’Equations
Différentielles Impulsives & Retard avec Terme
Amorti.

3.2.1 Introduction

Nombreux sont les auteurs qui ont utilisé les méthodes variationnelles et la
théorie des points critiques pour étudier 'existence et la multiplicité de solutions
pour des problémes aux limites amortis avec ou sans singularité [111, 63, G1].
Mais, cette méthode a rarement été utilisée pour les problémes périodiques amor-
tis associés a des EDRs.

En 2010, Nieto [72] a introduit le concept d’'une solution faible pour une
équation linéaire amortie avec des conditions aux limites de Dirichlet et des
impulsions. Il a utilisé le théoréme classique de Lax-Milgram pour révéler la
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structure variationnelle du probléme et obtenir I’existence et 1'unicité de solution
faible. Cela, a permis par la suite de traiter les problémes non linéaires amortis et
de rechercher des solutions en tant que points critiques de fonctionnelles d’énergie
associées.

Dans cette seconde partie, nous développons Iarticle [32] en étudiant ’existence
de solutions T-périodiques positives de I’équation différentielle nonlinéaire a re-
tard du second ordre avec un terme amorti,

() + q(t)2' () + ft,x(t—71) =0, t #t; , 0 <t <T, (3.18)
avec les conditions impulsives,
A (ty) = Li(z(t;), J=1,2,..,p, (3.19)

ou r € R™ est une constante donnée, f: Rx (0,+00) — R est T—périodique en
t, avec T une constante positive arbitraire et f(t,.) est singuliere en 0; Az'(¢;) =
x’(t;r) —/(t; ) avec x’(tj[) = limtﬂtf 2'(t);t;, j = 1,2,...,p sont les instants ou les
impulsions se produisent; 0 = 5 < t; <ty < ... <1, < lpy1 = 2r, tjpp1 = ;4275
I;, (j =1,2,...,p) sont continues et I;;, 1 = I;, les fonctions ¢, f et I; satisfont
certaines hypotheses spécifiées ci-dessous.

Nous devons faire la remarque que Li et al.[61] ont étudié un cas particulier
du probléme T-périodique (3.18) — (3.19),

2 (t) + q()'(t) + f(x(t)) = g(t), , 0 <t <T,

our =0, (j =12,..p) sont nulles. En utilisant une approche variation-
nelle, ils ont établi 'existence d’une solution dans le cas ou f € C'((0,400),R)
est singuliere en 0 et les fonctions ¢ et ¢ sont continues, vérifiant des conditions
supplémentaires.

Dans le but d’améliorer le résultat [01]; nous avons introduit les effets com-
binés: impulsions et retard. Sous des conditions suffisantes, nous allons prouvé
'existence d’au moins une solution T-périodique positive du probléme (3.18) —
(3.19) en se basant sur le théoréme du col.

3.2.2 Reésultats préliminaires

Pour obtenir I'existence des solutions T-périodiques du probléme (3.18) — (3.19),
nous utilisons une approche variationelle basée sur la version du théoréme du col
1.2.4.

Tout au long de cette partie, nous considérons H. I'espace de Sobolev classique
muni de la norme,

2

T T
folly = | [ et de+ [ 12700
0 0



3. Problémes aux Limites Singuliers 66

La présence d’impulsions nécessite une précision de la notion de solution pour
(3.18) — (3.19).

Remarque 3.2.1 Pour x € H*(I), x et 2’ sont absolument continues et z" €
L2(I), alors Ax'(t;) = '(t]) — ' (t;) = 0 pour tout t € I. Si x € Hy, alors = est
absolument continue et ' € L*(I). Dans ce cas, les dérivées a gauche et a droite
ent; a (t;r), 2'(t;) peuvent me pas exister, par conséquent nous introduisons la
définition suivante.

Définition 3.2.1 z € H}, est une solution de (3.18) — (3.19), si z € C(I) sat-
isfait 'équation (3.18), pour chaque j =1,2,....p, Tj = x|, ;1) € H%(tj,t541),
pour t # t;, les limites a:'(tj_),x’(t;“) j =1,2,...,p existent, les conditions im-
pulsives de (3.19) et les conditions auz limites T-périodiques sont vérifiées.

3.2.3 Reésultat principal

Nous considérons (3.18) — (3.19) sous les conditions suivantes:
(C1) (i) f : I x(0,400) — R, est une fonction de type Carathéodory,
T—périodique en t,
(73) limg o+ f(t,s) = —o0 et lims_, o F(t,s) = +00, pour presque
tout ¢ dans I, ou F'(t,s) := 18 (t,€)dE, la primitive de f,
(i11) K := sup f(.,¢) est une fonction de L' (I, R),
¢€]0,+00]
(1w)D1F(t,() := %—f(t, () existe et minorée par —c, pour presque tout
t dans I, ol ¢ est une constante positive.
(C2) (i) q est une fonction continue T'—périodique dont la valeur moyenne
sur [ est nulle,
(1) I; est une fonction continue bornée telle que, mcaxfj(( ) <0,

vérifiant [;,,,1 = I;, pour tout j =1, ..., p.

Remarque 3.2.2 D’aprées (C2)(i), il est évident que, e~ 191t < eQ®) < elldllir o,
¢

Q(t) == /q(a)da, et d’apres (C2)(ii), il existe deux constantes m, M telles que,

pour tou(z)f CeR, m<I;(¢) <M <O, pour chaque j =1,2,...,p.

Théoréme 3.2.1 Supposons que (C1) et (C2) sont satisfaites, alors, le probléme
(3.18) — (3.19) a au moins une solution T-périodique positive.

Preuve: Pour prouver ce résultat, nous utilisons une approche variationnelle
basée sur le théoreme du col 1.2.4 et nous procédons en cing étapes.
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Etape 1: Modification du probléme.
Pour éviter le point de singularité 0, nous introduisons la fonction f3 : I xR — R,
pour 5 € (0,1)

pa={ 1S w ezl (3.20)

) si

et le probleme modifié correspondant

'(t) + qt)2'(t) + fo(t,z(t —7)) =0,t #t; 0<t<T,
z(0) — 2(T) = 2/(0) — 2/(T) = 0, (3.21)
'(t;) = Li(x(t;), j=1,2,...,p.

Multiplions z”(t) + q(t)z'(t) + fs(t,z(t — 7)) = 0 par e?® pour arriver &,

(eQ(t)x'(t)), = —eQO fa(t, a(t —1)). (3.22)

Intégrons le produit de (3.22) par y € Hj. sur I, et nous obtenons

[0 ﬁ+§jQ%U i) = [ 0ttt - it

(3.23)
Ainsi, a partir de (3.23) , nous pouvons définir la fonctionnelle d’énergie associée
a (3.21), U5 : H} — R par,

(t5)

Us(z) = /OT e@® B(:ﬂ'( )? — Fs(t,x(t —r } dt + ZeQ(t / Ij(w)dw,
(3.24)

ou, Fs(t,() = ff f5(t,w)dw est la prémitive de f3.
D’apres (C1), et (C2), ¥ est bien définie sur Hr, continue et différentiable,
dont la dérivée est la fonctionnelle W) (z), donnée par,

W(r).y = /0 O [a"()y/ (8) — fo(t,a(t — r)y(t)] dt + Z QW (a(t))y(t)),

(3.25)
de plus, les points critiques de ¥ sont les solutions faibles de (3.21).
Pour trouver les points critiques de ¥, nous appliquons le théoréme du col (voir
1.2.4).

Etape 2: La fonctionnelle Vg satisfait la condition de Palais-Smale.

En effet, soit {x,},y une suite dans Hj telle que {Us(z,)},  est bornée et
W5 (2,) converge vers 0 quand n — +o00; c-a-d. il existe une constante c¢; > 0
et une suite {e,}, .y C RT avec €, — 0 quand n — 400 telle que, pour n assez
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large et pour tout y € Hr,

xn(tj

et,

|0 G0 ® = gt = o] e+ 30O o (1))t

Nous allons montrer que {z,} est bornée dans H}.
Prenons y = 1 dans (3.27), nous obtenons, pour n assez large ,

T
/ QO fo(t, xn(t — 1)) Ze ) (2 ()| < enVT.
0

Ainsi,

T p
/ eQ“)fﬂ(t,xn(t—r))dt\ < VT4 3 O 1 (aat))
0 =1

p
< enVT + el N |1 (aa(t)))
j=1

< 5n\/T —i—p[m\euq”“ = Co.
Soit
L =A{tel; fs(t,x,(t—7r)) >0},

et
Ly, ={tel, fs(t,z,(t —r)) <0}.

11 résulte de (3.28) que pour n assez large,

/ Q) £t (t — 1))dt
IQ,n

< eyt Tellall L1 ||K||L1 .

Alors, il existe c3 > 0 tel que:

T
/ Q) |fa(t, xp(t — 1)) dt < cs.
0

/0 QU)B( ' (1))? Fg(txnt—r]dt+z / w)dw

< 1,

(3.26)

<enllyll-

(3.27)

(3.28)

< o4 / Q0 f5(t (¢ — 1))t
Il,n

(3.29)
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D’un autre coté, si nous prenons dans (3.27) , y(t) = w,(t) := x,(t) — Tp, 00 Ty,
est la valeur moyenne de z,, sur 'intervale I, nous trouvons (en tenant compte

de (3.29)),

callwal = [ @0 [l (0) = fo(ta(t = r)un®)] b+ 30 DT o 1)) (1)

—llall 1

e L

> o lwnlize = (es + elsr pm) [Ju, |
el 1l

> g llwlzs = (es — e pm) flun |
—llall 1
e L 2

> iz = eallwall,

ou c4 est une constante positive. Par conséquent, en utilisant l'inégalité de
Wirtinger (1.7) pour les fonctions & valeur moyenne nulle dans I’espace Hz., nous
affirmons D'existence de c5 > 0 telle que

27l < llwall < cs. (3.30)
Supposons, maintenant, que
||| = 400 quand n — +o00.

Puisque (3.30) est vérifiée, nous avons, en passant a la sous-suite si ¢’est néces-
saire,

M, : =maxx, — 400 quand n — 400, ou

m, : =minz, — —oo0 quand n — 400

1) Supposons que la premiére possibilité est vraie c-a-d M,, := maxx, — 400
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quand n — +oo. D’apres (C2), nous avons
T p Jﬁn(t‘j)
/ COFS(t, 2, (t —7))dt — Z eQt) / I;(w)dw

T M, _Mn
_ / Q) ( fa(t,w)dw —/ fﬁ(t,w)dw> dt
0 1 T

n(t—r)
P M, P 2a(ty)
- Z @) / I;(w)dw — Z @it / Ii(w)dw
j=1 0 j=1

M’VL
T
> / QO (1, My)dt — eIt pMM, — s || K|, [ My — an(t — 1)
0
+ellaller pmy |M,, — x,(t;)]

T
> /0 eQ(t)Fg(t, M,,)dt — eldlcr parag, — elldllcs (HKBHLl _ pm) | M, —m,,|

to
/ x;(t)dt’
t1

T T
> /0 W Fy(t, My)dt — el pM M, — eIt (| K|, — pm) /0 |7, (8)] dt,

T
> / e Fy(t, My)dt — el It pM M, — eVl (|||, — pm)
0

ot K(t) :=sup {fs(t,();0 < ( < +oo} et ty,ts sont tels que z,(t1) = my, T,(t2) =
M,.
Soit x = fOT eCOFy(t, M,)dt — elldler pM M, alors d’aprés (C1)(i4) nous
avons

X — 400 quand n — +00. (3.31)

D’un autre coté, en utilisant 1'inégalité de Holder ,

T P zn (t)
x < / COF(t,ap(t — r))dt — Y QW) / Ij(w)dw +  (3.32)
0 0

Jj=1

+VT (HKﬁHLl —pm) ellal: 23 22 -

De (3.26) et (3.30), nous déduisons que x est bornée, ceci contredit (3.31).
2) Supposons que la seconde possibilité est vraie, c-a-d. m,, — —oo quand n —
+00. Nous remplacons M, par —m, dans les arguments précédents, et nous
arrivons aussi & une contradiction. Nous concluons que W4 satisfait la condition
de Palais-Smale.

Maintenant, nous procédons a montrer que Wg a une géométrie de passe-
montagne. Définissons I’ensemble A; par,

A= {x € Hy; minz > 1},

et A, == {x € H}; x(t) > 1 pour tout t € (0,T), Jt, € (0,T) : x(t,) =1} .
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Etape 3: Il existe d > 0 tel que inf,cop, Us(z) > —d.
En effet, pour x € A, 3t, € (0,T) tel que infyc; 2(t) = z(t,) = 1 donc, il existe
1 <i<ptel quet; <t, <ti1.Le x considéré est supposé donc non constant,
d’apres la T-périodicité de z, 2, Fjz et I;, nous avons

1 te+T te+T
Ug(x) = 5/ @O (2! (1)) 2dt — / COF,(t, x(t —7))dt
te ta
p+i—1

z(t;)
+ Z eQ(tf)/ I;(w)dw
j=i 0

1 ta:+T tac+T
> 5/ @O (2! (1)) 2dt — / COK (1) (w(t —r) — 1)dt
te t
pril x(t;)
+ Z eQ(tf)/ I;(w)dw
— 0
el o g lal
2 — 2|72 — " ([ Kl o |- — 1| 2 + prel@iet [zf|

ainsi en appliquant l'inégalité triangulaire & ||x_, — 1||., et d’aprés (3.4) nous
avons,

—llall 1
e L
() = S o — el 1l (ol + VT) + el pme ]
—llall 1
e L
= S — el (1Kl — pmes) el o — VT K]l

et 'inégalité de Poincaré implique,

o~ lall 2

Wy(z) > |72 = T2eller (1K)l 2 — pmce) l|a ]| 2 = VTl || Kl .

ceci montre que
Us(x) — +oo quand ||2'[| 2 — +00, € OA;.

Pour x € JA4, vérifions que ||z| — 400 est équivalent & ||2’|| . — +o00. En effet,
quand x € JAy, inf,e; x(t) = 1, nous avons

1
2 2
ol = (llzliZa + 12132

1
> (T+1e)3)"
il est clair que, ||2’|| ;. — +oo implique que ||z|| — +o00. Maintenant, supposons
que ||z]] — 400 et ||2'|| ;2 est bornée; alors ||z|| ;2 — +00. Puisque inf;e; 2(t) = 1,

1
t T 2

a(t) —1= /a:’(o)da < /|x’(0)]do <VT /T]a:’(a)lzda

ty
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Par conséquent, = est bornée dans L? (), qui est une contradiction. Donc,
Us(x) — 400 quand ||z|| — 400, x € OI.

Nous déduisons que Wy est coercive et donc elle admet une suite minimisante,
la faible semicontinuité inférieure de W3 donne

B, Vo) = oo

Par suite il existe d > 0, tel que inf,ep, Yp(x) > —d.

Etape 4: 1l existe 3, € (0,1) tel que pour tout 5 € (0, 3,) , toute solution =
de (3.21), vérifiant Wg(z) > —d satisfait minz > f,,.
Supposons par contradiction qu’il existe deux suites {3}, cy €t {Tn}, ey telles
que

(@) By <
(b) z,, est une solution de (3.21) avec 5 = f3,,,
(c) W3, (wn) 2 —d,
(d) minz, < .

Premiérement, d’apres (3.21)

TeQ(t)fB (t,zn(t —7))dt = — ' QY () dt
[, (02,
= —pZ / (0

p+1

= Ze Q) (al,(t541) — 20, (t]))
= Z Q tJ)A:L‘ )+ @0y '(0) — eQ(T)x'n(T)

= YR (1)

Alors, si nous notons par hg (t) := e?® f (t,2,(t — r),nous avons

/ ' hs (t)dt = i QU (2,(t5)), (3.33)

ainsi, d’apres (C2),

thn H ;1 < €7, OU ¢7 est une constante positive.
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Par suite
25| ;o < cs, OU cg est une constante positive. (3.34)

Puisque V3 (r,) > —d, il existe deux constantes Ry et Ry, avec 0 < Ry < Ry
telles que

max {z,(t); t€ I} € [Ry, Ry,

autrement, x, tendra uniformément vers 0 ou +oo et dans ce cas ¥z (x,) va
tendre vers —oo, (d’apres (C2) (i1) et ||2], |« < cs), ce qui contredit ¥g (x,) >
—d.

Soient 71, 72

n''n

tels que, pour n assez large
:En(TTlZ—T) = <R1:mn(7',21—r).

Multiplions 'équation différentielle 7' () + q(t)2'(t) + f3, (t,zn(t — 7)) = 0 par
1 1

z(t — r) et intégrons I’équation résultante sur [r.,72], ou sur [72,71], nous
trouvons,
-2 -2
J o= / xy (t)x, (t —r)dt + / fa, (t,z,(t — 7)), (t —r)dt
L .

2

= = [ awa el e - e

1
n

Il est clair que
2

J=] +/ xl (t)x) (t — r)dt,

n

ou ,
Jy = / Cfa (wa(t — 1))l (t — r)dt,
1

puisque g est bornée et ||z} ||~ < cs, alors J est bornée. De plus, nous avons

2 2
n

[t — i < e [t = ol ) - )L

n n

Par conséquent J; est bornée.
D’un autre co6té, nous avons

, d
Io, (txn(t —7))a,(t —1) = %an (t,zn(t = 7)) = DiFp (L, 2,(t — 1)),
alors,

1 T?L
Ji=Fs (12, Ry) — Fp (11, ) — / D1 Fp (t,z,(t —r))dt.
n .,.711
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L’hypothese (C1) (iv) implique que
1
J1 < Fg. (72, Ry) — Fg. (1L, =) + c2r.
n

Il résulte de (C'1) (i) que J; n’est pas bornée. Ceci est une contradiction.
Par conséquent, il existe 5, € (0, 1) tel que pour tout 5 € (0, f,), toute solution
x de (3.21) vérifiant Wg(x) > —d satisfait minz > 3, ainsi d’apres (3.20), x est
solution de (3.18) — (3.19).

Etape 5: U3 a une géométrie de passe-montagne, pour tout 5 < f3,, ou f3,
est défini dans I'étape 4.
En effet, d’apres (C1) (ii), nous pouvons choisir 5 € (0, 5] tel que f(¢,5) < 0,
uniformément pour presque tout ¢t € I,

B0 = [ ftdo=- [ it
= [ pttras - [ st
= [ - [ st

— Bf(t5) — /ﬁ fo(t,w)dw.

Ceci implique que,

1 B
F/g(t,O) > —/ﬁ fg(t,w)dw = \/1 fg(t,w)dw = Fg(t,ﬁ).

Alors . .
By(0) = — / Q0 (1 0)dt < — / QO (1. B)dt.
D’apres (C1) (id) , il exist(j B e (0,5, tel que, 0
Fs(t,B) > %e”qlﬂ pour tout t € I,
qui implique que ¥gz(0) < —d.

Aussi, en utilisant (C'1) (iv) et (C2) nous pouvons trouver R, suffisamment large
tel que R > 1 et,

T p R
Us(R) = — /0 O Fy(t, Rydt + Y _ e /0 I;(w)dw < —d.
j=1

Puisque A; est un voisinage de R, 0 ¢ A; et,

max {Ws(0), Vs(R)} < Jnf Us(x),
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nous sommes en situation du théoréme du col (voir théoréme 1.2.4). L’étape 2
et I’étape 5 impliquent que ¥4 a un point critique s vérifiant

. .
Vs(wp) = inf max Ws(n(0)) 2 inf Ws(x),

oul :={neC(0,1];Hr); n(0) =0, n(1) = R}. Maintenant, puisque d’aprés
I'étape 3 inf,econ, ¥s(x) > —d, Pétape 4 implique que xs est une solution de
(3.18) — (3.19). Ceci acheve la preuve du résultat principal. =

Exemple 3.2.1 Considérons le probléeme suivant

r))=0,t#t;, 0<t<2m
z(0) — z(27) = 2'(0) — 2/ (27) = 0, (3.35)
Ax'(ty) = L(x(t;)),  J=12

our € RY est une constante donnée,

Fta(t—r) :a(t)%, 0<t<om
tsi 0<t<m
avec off) = { 1 st m<t<2m”’
Li(z(t1)) : =sin(x(t1)) — 2,
Lx(ty)) : =2

et
q(t) = cost.

Les hypotheses (C}) et (C2) du théoréeme 3.2.1 sont satisfaites, en effet,
(Hy)(i) f:]0,27] x (0, +00) — R; donnée par f(t,() = Oz(t)% est une fonc-
tion de type Carathéodory, 2m-périodique en ¢.
(1) lime_o+ f(t,¢) = —o0, pour presque tout ¢t € [0, 27],
(73i) K(t) = sup f(t,¢) = a(t)e ! est une fonction de L' (I,R), ot e ' = max®e.

¢€]0,4-o00] ¢€]0,4o00[ ¢
(1v) Puisque «(t) est 2m-périodique, alors elle est bornée, donc, nous avons
: : (In¢)”
lim F(t,¢) = 1 ¢ — foo,
Jm F(t,0) = lim a(t)"— 00

pour presque tout t € [0, 27] .
(v) Pour tout (¢,¢) € (0,27) x (0, +00),

%Si 0<t<m
0 st m<t< 2w

Y

DiF(0) = 1.6 = {
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alors, D1 F(t,() > 0 pour tout £ € (0, +00) et pour presque tout ¢ € [0, 27].
(Hs) (i) Pour m = —3 et M = —3, nous avons

m < I;(() <M <0, pour tout ( € R, et j=1,2.

Alors, le probléme (3.35) admet au moins une solution 27-périodique positive.



Chapitre 4

Conclusion et Perspectives

4.1 Conclusion

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés aux questions d’existence et de
multiplicité de solutions périodiques pour des problémes associés & des équations
différentielles fonctionnelles & retard non linéaires et non autonomes du second
ordre, sous l'effet d’impulsions. Deux types de problémes ont été étudiés. Le
premier est associé¢ a des nonlinéarités régulieres tandis que le second traite le
cas de non linéarité singuliére.
L’approche utilisée est variationnelle basée sur une minimisation directe (dans
chapitre 2) et 'application des variantes du théoréme du col (chapitres 2 et 3).
L’étude a été couronnée par la publication de deux articles :
1. N. Daoudi-Merzagui and F. Dib, Positive periodic solutions to impulsive delay
differential equations, Turkish Journal of Mathematics, 41, (2017), 969-982.
2. F. Dib and N. Daoudi-Merzagui, Periodic solutions to singular damped delay
differential equations with impulses, International Journal of Dynamical Systems
and Differential Equations, 8(1-2), (2018), 33-47.

4.2 Etude numérique

Nous avons établi dans notre étude 'existence et la multiplicité de solutions
positives sans les déterminer explicitement. Dans le but de donner une étude
numérique (solutions explicites) aux problémes de type

u"(t) + f(tu(t),ut —r)) =0, teR\{t,jeZ}
u(t) —u(t+2r) =u'(t) —u/'(t 4+ 2r) =0,
Au'(t;) = Ii(u(ty)), J €2

j’ai éffectué un stage fort intéressant au Laboratoire des Mathématiques de Bre-
tagne Atlantique (LMBA) a I'université de Brest sous la direction du Professeur

7
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M. Sadkane.
Dans un premier pas, nous avons commencé par 1’étude du probleme suivant

u"(t) = —f(tult),ult—r)), teR. (4.1)
ut) = ¢(t), tel-r0
o(t) = pt+2r), tekR
Nous avons réalisé :
- une discritisation du probléme (4.1) .
- un programme sur MATLAB en considérant deux exemples du probléme

(4.1).
- une simulation numérique d’un exemple de (4.1).

4.2.1 Discritisation du probléme

Nous allons restreindre notre étude sur [0, 7| et pour obtenir la solution de (4.1)
sur R tout entier il suffit de répéter le méme travail sur des intervalles de la
forme [ir, (i + 1)r], i € Z.

Soit le réseau régulier défini sur [0, r] par

W:{tk,k}:]_,...,N; t():O, tlzh, t2:2h,...,tN:T},

ou h =  est le pas de cette subdivision.
Sur lintervalle [0, 7], 'équation u”(t) = — f(t,u(t), u(t — r)) devient

u'(t) = = f(t,u(t), ot —1)). (4.2)
e Discritisation de I’équation (4.2)

Posons Uy, = u(t),k = 1,..., N, on obtient le shéma suivant

Up—1 —2U; + Upta
72

= f(tk; Uk, (P(tk - 7’)),

qui s’écrit

Uk+1 = 2Uk — Uk—l — th(tk, Uk, (,D(tk — 7”))

4.2.2 Programme et simulation sur MATLAB

Considérons sur [—r, 0] le changement de variable suivant

{ v(k) =u(—r+1tk)), k=1,.,N+1
t(k) = (k—1)h
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plus précisement

’LL(—T), ( r+ h)> - u<_h)’ U(O),
! ! ! l
v(1), v(2), v(N), (N+1)

alors sur [0, 7], nous avons
v(N+k+1)=20(N+k)—o(N+k—1)—hf((k—1Dh,o(N +k),v(k)).

Considérons les exemples suivants :
Exemple 1:
Soit le probléme

u'(t) = —su(t) + tu(t — ), t € [0, ]
{ u(t) =1—sint, te€[-m0] , (4.3)

qui admet pour solution exacte
u(t) =1 —sint.

Exemple 2:
Soit le probléme

{ u’(t) = u(t — ), (4.4)

qui admet pour solution exacte
u(t) = cost.

Le programme pour le probléme (4.1) et la simulation du probléme (4.3) sont
obtenus comme suit.



o\

Exemple de programme : Euler explicite
pour 1l'équation u''(t) = f(t,u(t),u(t-r))%

o o°

o\

r : période
r = input(' r ? : ');
% N: nombre de points de l'intervalle [0 , h]
N = input(' N 2 : ") ;
h = pas de discrétisation
h = r/N;
initialisation
t = zeros(l, N+1);
sol = zeros(1,N+1);
v = zeros(l, 2*N+2);
discrétisation de t : 0,h,2h, ...,r
for k = 1: N+1
t (k) = (k-1)*h;
end
solution donnée dans [-r , 0]
on applique la formule v(k) = u(-r+ t(k)), k=1, ...,N+1
ci-dessous 2 exemples
for k = 1:N+1
v(k) = 1 - sin((k-1)*h)
% v(k) = cos((k=-1*h));
end
itération principale
for k = 1:N+1
v (N+k+1) = 2*v (N+k) - v (N+k-1) -h*"2*f(t(k),v(N+k),v(k));
end
tracer la courbe de la solution calculée dans [0, r]
plot (t (1:N+1),v(N+2:2*N+2),"'o");

o\

o°

o°

o o°

o\

o°

o\

title(['" N = ', num2str(N)]);

% Afficher la valeur de la solution en t=r
disp( ' La valeur en t = r est : '");
format long;

v (2*N+2)

% courbe de la solution exacte

for k =1 : (N+1)

% sol (k) = cos((k-1)*h);

sol(k) = 1 - sin((k-1)*h);
end
hold on
plot (£t (1:N+1), sol(1:N+1),'r");

o°

o\

function [u2p] = f(t,u,ur)

o°

o\

cela représente u''(t) = f(t,u(t),u(t-r))
deux exemples sont donnés ci-dessous

o°

o\

u2p = -0.5*u + 0.5*%ur;

[}

u2p = ur;
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4.3 Perspectives

Ces types de problémes sont largement utilisés pour la modélisation de certains
phénomeénes de la physique, de la chimie ou de la biologie. Trouver une solution,
qui est de plus positive, a ces problémes se rameéne & entrevoir de nombreuses
perspectives a notre travail. Des généralisations des résultats obtenus, sont en-
visagées dans les cas suivants:

1. Projet d’étude de solvabilité de problemes persque-périodiques associés a
des équations différentielles & retard du second ordre soumis & des impulsions.

2. Un autre projet d’étude de 'existence et de la multiplicité des solutions
positives pour des problémes aux limites singuliers associés & des équations dif-
férentielles fractionnaires a retard (en cours de réalisation).

3. En plus d’une deuxiéme partie du travail présenté dans I’étude numérique.
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Résumé

Cette thése traite des questions d'existence et de multiplicité de solutions
pour des problémes aux limites périodiques associés a des équations
différentielles fonctionnelles a retard du second ordre, sous effets impulsifs.
Deux types de problemes ont été étudiés. Le premier est associé a des
nonlinéarités régulieres tandis que le second traite le cas de nonlinéarités
singulieres. L'approche utilisée est variationnelle, avec ou sans contraintes avec
application de certaines variantes du théoreme du col.

Mots clés: Equation différentielle a retard, solution périodique, probleme
impulsif, singularité, méthode variationnelle.

Abstract

In this thesis, we study the existence and multiplicity of solutions for periodic
boundary problems associated to second-order delay functional differential
equations, under impulsive effects. Two types of problems have been studied.
The first one is associated to regular nonlinearities while the second one deals
with singular nonlinearities. We use variational approach, with or without
constraints. Some variants of Mountain-Pass theorem are used.

Key words: Delay functional differential equation, periodic solution, impulsive
problem, singularity, variational method.
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