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Introduction générale

Le comportement dynamique d’un procédé peut étre entierement décrit par I’évolution de ses
variables d’état. Pour la commande et la supervision d’un systeme dynamique, la connaissance de
ces variables est capitale. Or ces variables ne sont pas en général, accessibles par des mesures. Ce
probléme peut étre résolu, sous certaines conditions, en introduisant un observateur d’état ou un esti-
mateur d’état dont la tache sera de fournir une estimation (asymptotique ou exponentielle) du vecteur
d’état du systeme étudié en fonction des informations disponibles sur ce systeme (les mesures d’en-
trée et de sortie et le modele dynamique du procédé).

Les premiers observateurs, dédiés a 1’estimation de 1’état des systemes linéaires, ont été dé-
veloppés par Luenberger dans un cadre déterministe et par Kalman dans un cadre stochastique. Ce
dernier a eu un impact considérable dans la pratique et a ét€ appliqué a de nombreux problemes tels
la poursuite des cibles, le démographique, etc. Ces deux observateurs, de Luenberger et Kalman sont
largement utilisés de nos jours, mais les systemes linéaires ne couvrent qu’un faible pourcentage des
procédés industriels, des solutions spécifiquement non linéaires ont rapidement été envisagées. Ce-
pendant, le probleme d’estimation d’état des systémes non linéaires reste sans solution dans un grand
nombre de cas et cela, malgré les nombreuses méthodes proposées dans ce sens. En effet, les systemes
non linéaires ont des représentations d’état tres vari€es, qui exploitent la structure et les propriétés de
la fonction non linéaire qui intervient dans le modele du systéme. I semble donc difficile a priori,
étant donné I’état des travaux actuels, de trouver une théorie générale sur I’estimation d’état non li-
néaire, qui unifierait les approches déja établies. Parmi les méthodes utilisé dans 1’observation des
systemes non linéaires, La méthode de transformation non linéaire qui fait appel a un changement de
coordonnée afin de transformer un systéme non-linéaire a un systeme linéaire. Une fois qu’une telle
transformation est faite, 1’utilisation d’un observateur de type Luenberger suffira pour estimer 1’état
du systeme transformé, et donc pour obtenir 1’observateur de 1’état du systeéme original en utilisant
le changement de coordonnés inverse, et on a 1’observateur de Thau qui s’applique sur une classe
spécifique pour les systemes non linéaires qui sont Lipschitz.

L’objectif de ce mémoire est de développer les divers points évoqués ci-dessus. Ce manuscrit

s’organise de la facon suivante :
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2 TABLE DES MATIERES

* Le premier chapitre est consacré essentiellement a une présentation de quelques rappels indispen-
sables et nécessaires a la compréhension de ce mémoire. On donne de courtes définitions de
la controlabilité, apres nous étudions en détail les systeémes linéaires autonomes. Leur contro-
labilité est caractérisée par le critere de Kalman. Pour les systeémes non linéaires, le probleme
mathématique de contrdlabilité est beaucoup plus difficile, nous aborderons que 1’étude de la
controlabilité locale de tels systemes. Apres On donne quelques définitions sur I’observabilité

des systemes linéaires et non linéaires.

* Le deuxieme chapitre est consacré aux différentes approches de construction des observateurs.
Dans le cas linéaire, on donne la synthese de I’observateur de Luenberger, puis pour les sys-
temes non linéaires on aborde la méthode de transformation non linéaire et I’observateur de

Thau pour une classe spécifique qui sont Lipschitz.

* Dans le troisieme chapitre, on présente quelques résultats de simulation élaborés sous le logiciel

Matlab, en particulier Simulink et LMI contr6l toolbox.

Nous terminerons notre travail par une conclusion générale.
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Chapitre

Controlabilité et Observabilité

1.1 Introduction

La contrdlabilité fait partie des propriétés dites structurelles qui caractérisent les systemes,
et éventuellement permettent de les classifier, par leurs propriétés algébriques et géométriques. Elle
est indispensable dans les applications pour qu’un systéme puisse étre convenablement commandé et
permet de construire des lois de commande de fagcon effective. Cependant, elle sert d’introduction a
de nombreuses questions d’une grande importance pratique, comme la planification de trajectoires.

La premicre partie de ce chapitre aborde la contrdlabilité, apres de courtes définitions, nous étu-
dions en détail les systémes linéaires autonomes. Leur contrdlabilité est caractérisée par le critere de
Kalman.

Pour les systemes non linéaires, le probleme mathématique de contrdlabilité est beaucoup plus
difficile, nous aborderons que 1’étude de la controlabilité locale de tels systemes.

La propriété d’observabilité consiste a garantir que les mesures faites sur un systeme sont suffi-
samment informatives pour pouvoir en déduire toutes les variables non mesurées du systeme. Ainsi,
il est important de faire 1’étude de cette propriété lorsqu’il s’agit de construire un observateur permet-
tant I’estimation de 1’état d’un systeéme.

La deuxieme partie de ce chapitre aborde la notion de I’observabilité. On donne quelques défi-

nitions sur I’observabilité pour les systemes linéaires et non linéaires.

1.2 Controlabilité

1.2.1 Systéme controlé

Un systeme controlé (ou commandé€) est un systeme différentiel de la forme ;

x(t) = f(x(t),u(t)),x(t) e M,u(.) € U. (1.1)

Berraho Rahmouna Master Analyse numérique «2016»



4 CHAPITRE 1 : Contrélabilité et Observabilité

En générale, le vecteur des états x(¢) appartient a une variété différentielle M de dimension n (on
supposera ici que M est un ouvert connexe de R"), et les controles u(.) appartiennent 2 un ensemble de
contrdles admissibles U, qui est un ensemble de fonctions localement intégrables définies sur [0, 4-oo)
a valeurs dans U C R™. On suppose le champ de vecteur f suffisamment régulier, de sorte que pour
toute condition initiale xo € M et tout contr6le admissible u(.) € U, le systeéme (1.1) admet une unique
solution x(z) telle que x(0) = xo, et que cette solution soit définie sur [0, +c<). On notera cette solution
par x/ (¢,x0,u(.)), quand il n’y a pas de risque de confusion, on pourra omettre dans cette notation le
champ f, la condition initiale x(, ou bien le controle u(.).

Le systeme (1.1) est dit en boucle ouverte et est représenté par le diagramme suivant (voir figure

(1.1)) :

u—- &= flz,u) —>zx

FIGURE 1.1 — Systeme contr6lé

Le probleme de controlabilité est le suivant, étant donnés deux états x1,x, € R”, existe-il un temps

T et un controle admissible u tel que la trajectoire x,(¢) associée a ce contrdle joigne xo = x(0) a
x1 = x(T) ? C’est le probleme de contrdlabilité.

L’objet de cette section est de caractériser la contrdlabilité des systemes linéaires, on verra qu’il

existe une caractérisation algébrique de la contrdlabilité d’un systeme linéaire due a Kalman.

1.2.2 Controlabilité des systemes linéaires

Le probleme général étudié dans cette partie est le suivant : soient n et m deux entiers naturels non
nuls, 7/ un intervalle de R, et soient A et B deux applications L™ sur /, a valeurs respectivement dans
M, (R) et M, ,»(R). Soit Q un sous-ensemble de R™, et soit xy € R". Le systeme de controle linéaire
auquel on s’intéresse est :

vtel, i(t)=A(t)x(t) +B(t)u(t) (1.2)

ou I’ensemble des controles u considérés est I’ensemble des applications mesurables, et localement

bornées sur I, a valeurs dans le sous- ensemble Q C R™.

Avant de développer la notion de la controlabilité, on donne une définition sur I’ensemble acces-
sible ;

Définition 1.2.1. : (/31l]) L’ensemble des points accessibles a partir de xy en un temps T > 0 est
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1.2 Controlabilité 5

défini par :
Acc(xg,T) ={x,(T) |u e L=([0;T],Q)}

ou x,(.) est la solution du systéme (1.2) associée au contréle u.
Autrement dit Acc(xo,T) est ’ensemble des extrémités des solutions de (1.2) au temps T, lorsqu’on

fait varier le contréle u. Pour la cohérence on pose Acc(xo,0) = {xo}.

Définition 1.2.2. : ([31)]) Le systéme contrélé x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) est dit contrélable en temps
T si Acc(xp,T) =R", i.e., pour tout xo,x; € R", il existe un contréle u tel que la trajectoire associée

relie xo a x| en temps T (voir Figure 1.2).

FIGURE 1.2 — Controlabilité

1.2.1 Controlabilité des systemes linéaires autonomes

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de contrdlabilité dans le

cas ou A et B ne dépend pas de ¢, elle est dite condition de Kalman ;

Théoreme 1.2.3. : ([31]]) Le systéeme % = Ax(t) + Bu(t) est dit contrélable en temps T si et seulement

si la matrice
C=(BABA’B ... A" 'B)

est de rang égal a n.

La matrice C est appelée matrice de Kalman. La condition rgC = n est appelée condition de Kalman.

Remarque 1.2.4. La condition de Kalman ne dépend ni de T ni de xo. Autrement dit, si un systéme
linéaire autonome est controlable en temps T depuis xo, alors il est contrdolable en tout temps depuis

tout point.
Démonstration : L’essentiel de la preuve est contenu dans le lemme suivant :

Lemme 1.2.5. : ([31|]) La matrice C est de rang n si et seulement si l’application linéaire

0:L>([0,T],R") — R"
T

u /e(T_t)ABu(t)dt
0

est surjective.

Berraho Rahmouna Master Analyse numérique «2016»



6 CHAPITRE 1 : Contrélabilité et Observabilité

Preuve de lemme : Supposons tout d’abord que rgC < n, et montrons qu’alors ¢ n’est pas surjec-
tive. L’application C étant non surjective, il existe un vecteur y € R" — {0}, que I’on supposera étre

un vecteur ligne, tel que YC = 0. Par conséquent,
YB=yAB=..=yA" 'B=0.
Or d’apres le théoreme de Cayley — Hamilton, il existe des réels ag,ay,...,a,— tels que
A" =apl + ...+ a,_1 A" L.
On en déduit par récurrence immédiate que, pour tout entier k,
YA*B = 0;

et donc, pour tout t € [0,T],
ye'“ B = 0.

Par conséquent, pour tout contréle u, on a

T
\u/ T DABu(t)dt = 0
0

i.e. YWo(u) = 0, ce qui montre que O n’est pas surjective.
Réciproquement, si ¢ n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne y € R" — {0} tel que pour

tout contrdle u on ait

T
\u/ e TDABu(t)dr = 0.
0

Ceci implique que, pour toutt € [0,T|
We(T_’)AB =0.

Ent =T on obtient YB = 0. Ensuite, en dérivant par rapport a t, puis en posant t = T, on obtient
YAB =0.

Ainsi par dérivations successives, on obtient finalement :
-1
YB=YAB=..=yA" 'B=0,

donc yC = 0, et donc rgC < n.
Ce lemme permet maintenant de montrer facilement le théoréme.
n

Si la matrice C est de rang n, alors d’apres le lemme I’application § est surjective, i.e. (L) = R".

Or, pour tout contréle u, I’extrémité au temps T de la trajectoire associée a u est donnée par

T
x(T) =e™x +/ e T=4Bu(t)dt,
0

Berraho Rahmouna Master Analyse numérique «2016»



1.2 Controlabilité 7

de sorte que I’ensemble accessible en temps T depuis xg € R" est :
Ace(T,x0) = " xo + O(L7) = R",

ce qui montre que le systeme est controlable.

Réciproquement si le systeme est controlable, alors il est en particulier controlable depuis xy, et

[’ensemble accessible en temps T s’écrit :
Ace(T,x0) = 6(L™) = R",

Ce qui prouve que § est surjective, et donc, d’apres le lemme, la matrice C est de rang n.

Exemple 1.2.6. On considere le systeme linéaire suivant :

x=Ax+Bu (1)
avec
0 0 0
30° 0 0 20
A=
0 0 0 1
0 20 0 O
et
00
1 0
B= ,w#0
00 7
0 1

Ce systeme de contréle est-il controlable dans R* ?
Pour cela calculons la matrice C = (B AB A>’B A’B)

00 1 0 0 20 —@* 0
c_| 10 0 20 -o> 0 0 20
00 0 1 20 O 0 —4o?
01 20 0 20 —40* 20° 0
On remarque que :
00 1 0
10 0 2
=140
00 0 1 7
01 20 0

donc rang C = 4 = dimR*. D’oui le systéme (1) est contrélable.

Berraho Rahmouna Master Analyse numérique «2016»



8 CHAPITRE 1 : Contrélabilité et Observabilité

Exemple 1.2.7. On considere le méme systeme (1) mais avec

S O = O

La matrice de controlabilité est :

0 1 0 -
1 0 -
C= ,det C=0
0 0 20 0
0 20 0 20

donc le rang C < 4.

Conclusion : le systeme n’est pas contrdlable.

Commentaire : si on change B, les résultats changent aussi avec le méme controle u. B représente

la manieére d’utiliser le contréle u.

1.2.3 Controlabilité des systemes non linéaires

Le probleme de la caractérisation de la controlabilité locale et globale des systémes non-linéaires
est difficile et fait partie des problemes critiques du domaine de la théorie des systeémes non-linéaires.
(voir ([21]]) pour une présentation lucide des travaux dans ce domaine). Un résultat fondamental sur
la contrdlabilité d’un systeme non-linéaire provient d’un théoreme qui énonce que si la linéarisation
d’un systeme non-linéaire autour d’un point est controlable alors le systeme non-linéaire est lui-méme
localement contrdlable ([21]). L’étude de la contrdlabilité d’un systeme non-linéaire conduit a des
calculs plus lourds, qui pour étre présentée de facon compacte, nécessite le langage de la géométrie
différentielle et les crochets de Lie ([I12]]).

Considérons le systeme de contrdle non-linéaire suivant :

x(t) = f(t,x(t),u(t)),t €l

£(0) = 10 (1.3)

On dispose de la définition mathématique de la controlabilité (ou de commandabilité) :

Définition 1.2.8. Comme dans le cas linéaire, on dit que le systeme (1.3) est contrdlable (ou com-
mandable) si pour tout xg, x; € R", il existe un contrdle u tel que la trajectoire associée relie xy a x|

entemps T ie. :
Vxo,x1 € R", 3u e L, . ([0, T],R™),3x:[0,T] = R"

Berraho Rahmouna Master Analyse numérique «2016»



1.2 Controlabilité 9

Remarque 1.2.9. en général, la commande u n’est pas unique, il en existe une infinité. Cette étape
s’appelle planification de la trajectoire : calculer t — u(t) a partir de la connaissance de f,xg,x]
constitue l'une des questions majeures de 1’automatique. Cette question est tres loin d’étre résolue

actuellement.

Exemple 1.2.10. Considérons I’équation de pendule pesant
ml*0 +mlgsin® = u ()

ou

u : représente la somme des moments des forces autres que le poids.

m : la masse de pendule,

[ : Longueur du pendule " distance entre I’axe et le centre de gravité du pendule ",
g : Uaccélération de la pesanteur,

0 : ’angle que fait le pendule avec la verticale.

En posant ® = 0, ’équation (*) devient :

0=,
®=—7sm0+ -

On notera alors x = (8,)T I’état du systéeme. Le champ de vecteurs est :

F(6,0) ® S Y
R = = u
—4$sin@+ 155 —4£5in6 #

Etudions maintenant la contrélabilité du systeme (2). Considérons deux états du pendule pesant :

Xy = et xp =
(O] ()]

Soit @ une fonction de classe C* sur Uintervalle [0,T), qui vérifie :
¢(0) =61,9(T) =6,

$(0) = 01, ¢(T) =

On pose :
w(r) = mi? (3 sin((1)) + (1))

Berraho Rahmouna Master Analyse numérique «2016»



10 CHAPITRE 1 : Contrélabilité et Observabilité

eton a alors :
=S Sinfo(1) + (1) = 900

mi?

¢

que son état initial est x| et son état final est x». Par conséquent étant donnés deux états quelconques,

autrement dit ( @ ) est solution de I’équation du pendule pour I’entrée v(.) sur [0,T]. Il est clair

et pour tout temps T > 0, il existe un contréle défini sur [0, T| qui permet d’aller d’un état a autre.

Le pendule pesant est contrdlable en temps T pour tout T > .

1.2.3.1 Controlabilité locale d’un systeme non linéaire

Soit I un intervalle de R. Considérons le systeme linéaire X = Ax + Bu, sachant que ce systeme est

généralement obtenu par linéarisation d’un systeme non-linéaire de type :

{ i(t) = f(t,x(t),ut)),t €l (1.4)
x(0) = xo

autour d’une trajectoire (X,).

Soit (x,u) une trajectoire proche de (¥,i), on écrit x = X+ €y, u = ii + €v avec € petit, oll y et
v sont deux nouvelles variables.

On a, avec un développement a I’ordre 1 en € :

X = x+ey=f(t,x+¢€y,i+ev)

~ f(t,x,zz)+e(g—§(t,x,ﬁ)y+g—i(t,x,ﬁ)v)
et donc :
§ = Al)y+ B(O)v
A = 2L (050,200 € LR,
B() = L (1. 2(0), (1)) € LR,

" ou
ou L(R”;RY) désigne I’ensemble des applications linéaires de R” dans RY. On ne dispose pas de

condition nécessaire et suffisante de controlabilité locale qu’on peut obtenir par linéarisation.

On donne la définition de la contrdlabilité locale :

Définition 1.2.11. Le systeme de contréle x = f(t,x(t),u(t)),t € I est localement contrélable le long
de la trajectoire (X,i) si, pour tout € > 0, il existe | > 0 tel que pour tout a € R" et tout b € R" avec

Berraho Rahmouna Master Analyse numérique «2016»



1.3 Observabilité 11

| x(0) —a|<met|x(T)—b|<m, il existe un controle u € L ([0,T],R™) tel que :

loc
x=f(t,x(t),u(t)) p.pet x(0) =a= (x(T) =0b),| u(t)—a(t) |< eVt €[0,T].

On a alors le théoréme suivant :

Théoreme 1.2.12. : ([32]]) Si le linéarisé autour de la trajectoire (X,i) est contrdlable, alors le

systeme de contréle x = f(t,x(t),u(t)) est localement contrélable le long de la trajectoire (X,i).

La réciproque de ce théoreme est fausse, par exemple, si n =m = 1, f(¢,x(t),u(t)) = u®,Ty =
0T =1 et T=i=0.

1.3 Observabilité

1.3.1 Systéme commandé-observé

Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seulement de 1’état du systeme, appelée la sortie
ou la variable observée est mesurée. Un systeme commandé-observé est un systeme différentiel de la

forme :

ou le vecteur x est le vecteur des états du systeme, le vecteur u celui des contrdles (entrées) et le
vecteur y celui des variables observées (sorties). Ce systeme est dit en boucle ouverte et est représenté

par la figure (1.3).

i u

FIGURE 1.3 — Systeme commandé-observé

D’apres ce qui précede, deux définitions de base peuvent étre énoncées :

Définition 1.3.1. On appelle mesurabilité d’une grandeur physique la propriété d’effectuer la mesure

de celle-ci.

Définition 1.3.2. On appelle observabilité d’un systeme la possibilité d’évaluer ’ensemble des gran-

deurs constitutives du vecteur d’état a partir des mesures effectuées sur le systeme.

Donnons-nous maintenant une définition plus précise des notions citées précédemment.
Les systemes concernés dans toute la suite de ce mémoire sont les systémes commandés-observés ()

de la forme :
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12 CHAPITRE 1 : Contrélabilité et Observabilité

5[ F=
y = h(x,u),

avec f:R"xR" — R"et h: R” x R™ — R? deux fonctions supposées suffisamment régulieres.
Le vecteur x est celui des états du systeme, le vecteur u(.) € L([0,T],R™) celui des contrdles (entrées,
consignes) supposé connu, et le vecteur y celui des variables observées (sorties, mesures).
Notons x(z,xq,u(.)) la solution (trajectoire) du systeme (S) de condition initiale x(0) = xo € R”, et
y(t,x0,u(.)) la sortie correspondante pour 7 € [0, 7).

Dans le cas des systemes non linéaires, la notion d’observabilité est liée aux entrées et aux
conditions initiales. Il existe plusieurs facons de définir la notion d’observabilité. En lien avec le
concept d’indiscernabilité (ou d’indistinguabilité) des états, une définition tres fréquente a été établi

dans ([16]).

Définition 1.3.3. Fixons une entrée t — u(t), t € [0,T]. Cette entrée sépare, ou distingue, les états

initiaux xq et x| du systeme (S) s’il existe t € [0,T],

y(l,XQ,M(.)) 7é y(t,xl,u(.)).

Autrement dit, xq et x| sont distinguables s’il existe un contrédle u tel que les trajectoires observées

sont différent.

Définition 1.3.4. Le systéme (S) est observable en temps T, si pour toute paire d’états initiaux xo et

X1, avec xo # x1, il existe une entrée u € L*([0,T],R™) qui distingue x et x,. Autrement dit :
Vxp,x1 € R" xg #x1 = Ju € L([0,T],R™) tel que y(t,x0,u(.)) # y(t,x1,u(.)).
De maniere équivalente, on peut dire :
Vxop,x1 € R",Vu € L*([0,T],R™), y(t,x0,u(.)) = y(t,x1,u(.)) = xo = x1.

Le probléme de I’observabilité est donc d’établir Uinjection xo — y(t,xo,u(.)). Si cette application
est injective pour une certaine entrée u € L([0,T],R™), le systeme (S) est dit observable, et si de

plus elle est injective pour toutes les entrées u, le systeme (S) est dit uniformément observable.

Exemple 1.3.5. Munissons le pendule pesant de I’exemple 1.2.14 de la sortie
h(0,0) =6
d’out le systeme controlé et observé est :

0=0,
®=—%sin®+ 15
y=8
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1.3 Observabilité 13

Supposons que pour une certaine entrée qu’on ne précise pas, les deux états (01,®1) et (62,;)
induisent la méme sortie : 01 (t) = 0,(t), pour tout t. En dérivant cette égalité on obtient ®; (t) = @y (1),

pour tout t, donc en particulier ces égalités prises a t = 0 donnent
(81,01) = (62,2).

On voit que toute entrée sépare toute paire d’états initiaux distincts, et ceci sur un intervalle de temps

arbitrairement petit. Donc le systeme est uniformément observable.

1.3.2 Observabilité des systémes linéaires

Les criteres d’observabilité d’un systeme linéaire sont décrits dans de nombreuses références ([2]),

([311) et ([32]).

Considérons le systeme dynamique linéaire stationnaire SLS :

X =Ax+Bu

1.5
V= Cx (1.5)

ou x(t) € R", u(t) € R™ et y € RP. Les matrices A, B et C sont de dimensions appropriées.

Définition 1.3.6. : (/5)]) SLS est completement observable si, quel que soit I'instant initial to, [’état
initial xy a ty, et 'instant final T différent de to, la seule connaissance de sa sortie y(t) et de son entrée

u(t) sur Uintervalle ty <t < T permet de connaitre I’état initial xo.

Définition 1.3.7. : ([5]]) Un SLS est completement observable si et seulement si, en régime autonome
(u=0), l’observation d’une sortie y(t) uniformément nulle pour ty <t < T n’est possible que pour
un état xg (a to) nul.

Pour un SLS parfaitement connu, et puisqu’on suppose I’entrée u(t) est connue et que la matrice
B n’intervient pas dans les criteres d’observabilité, on peut donc ramener ’étude de I’observabilité
a Uétude de la paire (A,C). On dira donc indifféremment que "la paire (A,C) est complétement

observable"”, ou que "le SLS est completement observable".
Il existe une caractérisation algébrique de I’observabilité d’un systeme linéaire due a Kalman :

Théoreme 1.3.8. :([32l]) Le systeme linéaire commandé-observé (1.5) est observable (en temps T

quelconque) si et seulement si la matrice d’observabilité de Kalman :

C
CA
O(A,C) =
CAn—]

est de rang n. On dit alors que la paire (A,C) est observable.
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14 CHAPITRE 1 : Contrélabilité et Observabilité

Preuve : Dérivons y et utilisons 1’équation d’état. Une premiere dérivation donne :
y = Cx = CAx+ CBu.
Donc x est nécessairement solution du systeme (les fonctions y et u sont connues).

Cx =y
CAx = y—CBu.

A ce niveau, tout se passe comme si la quantité y; = y — CBu était une nouvelle sortie. En la dérivant
de nouveau, nous avons CA%x = y1 — CABu. Maintenant, x est nécessairement solution du systeéme

étendu

Cx=yo=y
CAx =y, =y—CBu
CA%x =y, = j; — CABu.

Il est alors facile de voir que x sera nécessairement solution des équations :

ol les quantités connues CA*x = ¥, sont définies par la récurrence y; = yx_; — CAK"'Bu pour k > 1
etyo =y.
Si le rang de la matrice d’observabilité est maximal et égal a n, elle admet un inverse a gauche (non

nécessairement unique), P matrice n X pn vérifiant :

C
CA
P =1,
c n—1
Ainsi
Yo
x=P
)_’n—l

La condition de rang est donc suffisante.

Réciproquement, si le rang de cette matrice est strictement inférieur a n, alors il existe xo # 0 tel que :

Cxo=CAxg=...=CA" 1xy =0.
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1.3 Observabilité 15

et donc par le théoreme de Cayley — Hamilton :
Vi € R,Cexp =0,

et par conséquent le systeme n’est pas observable.

Propositions 1.3.9. (/27)]) Le systeme (1.5) est complétement observable si :

sI—A
ran =n
& C

pour tout s complexe.

Remarque 1.3.10. :

1. Pour un systeme linéaire autonome, l’observabilité a lieu en temps quelconque si elle a lieu en

temps T.

2. La notion d’observabilité pour un systeme linéaire autonome ne dépend pas de la matrice B.
C

CA |
3. On arang ] =n < rang(CT ATCT ... (A" NI CT) = n, et par conséquent, le sys-

cA"!
teme (1.5) est observable si et seulement si le systeme x = AT x +CTu est controlable. C’est la
dualité contrélabilité / observabilité. Ce fait, tres important, permet de transférer aux systemes

observés tous les résultats établis sur les systemes controlés.

Comme conséquence directe du théoreme précédent et de la remarque sur la dualité contrdlabi-

lité/observabilité, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.11. Le systeme (1.5) est observable en temps T si et seulement si la matrice

T
O(T) = / e~ A CTCe™Ads
0

est inversible.

Exemple 1.3.12. Soit un systeme linéaire décrit par les équations suivantes :

x(t) = ( g (1) )X(t)+ ( (1) )u(r) = Ax(t) + Bu(t)
y(t)z( 10 )x(t) — Cx(1)

t>0

Ona:
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16 CHAPITRE 1 : Contrélabilité et Observabilité

d’on, rang ®(C,A) =2, donc la paire (A,C) est observable.

1.3.2.1 Notion de détectabilité

Lorsque la paire (A,C) n’est pas completement observable, il faut étudier la détectabilité de cette

méme paire (A,C).

Définition 1.3.13. :(/27]) Le SLS est détectable si et seulement si les états non observables sont

stables (les valeurs propres a parties réelles négatives).

1.3.2.2 Simplification de I’équation de sortie

Certaines études peuvent €tre simplifiées en exploitant une propriété sur la matrice C qui, dans
la majorité des cas, est vérifiée. Cette propriété est issue du constat que dans la plupart des systemes
réels les mesures sont indépendantes entre elles, ce qui signifie que la matrice C est de rang plein en
ligne.

Soit le systeme (1.5) on pose les partitionnements suivants pour la matrice C et le vecteur d’état x(z) :

c:[cl Cz],x:(2>

ol C € RP*" le rang(Cy) = p, C; € RP*P et x; € RP*1.

Ainsi si rang(Cy) = p, et en définissant le changement de variables x(7) = Px(t), avec :

C &)
pP= , (1.6)
On—pp In—p
le systeme (1.5) devient :
{ _ )E_(_l) = Ax(t) + Bu(t) _ 0
50 =C(0) = | 1, 0pap | ()

avec
A=PAP ' B=PB,C=CP .

De plus, si rang(Cy) # p, mais que les p mesures sont linéairement indépendantes entre elles, il est
parfois nécessaire de définir une matrice de permutation des variables d’état afin d’obtenir rang(Cy) =
p.

D’apres cette derniere remarque sur cette matrice C, on pose, afin de simplifier la présentation de

certaines études menées par la suite, qu’un SLS dont les mesures sont linéairement indépendantes
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1.3 Observabilité 17

peut s’écrire sous la forme :

(1.8)

1.3.3 Observabilité des systemes non linéaires

Ce paragraphe consiste a une introduction au probleme d’observation de I’état des systémes non
linéaires.
Rappelons que 1’observabilité d’un systeme est la propriété qui permet de dire si I’état peut Etre
déterminé uniquement a partir de la connaissance des signaux d’entrée et de sortie.
La seule facon effective de tester 1’observabilité d’un systeme est de considérer 1’application qui
a x associe y et ses dérivées en temps. Nous supposerons dans cette section que y et u sont des
fonctions régulieres du temps connues. Nous supposerons également que les rangs en x des fonctions
de (x,u,u,...) qui apparaissent ci-dessous sont constants.
Comme u et y sont connues, les dérivées de u et y peuvent étre évaluées, dans ce cas, le concept
d’observabilité peut Etre interpréter de maniere clair. Pour un systeme SISO " Single Input Single
Output " (i.e. une entrée et une sortie), nous définissons :

/ - (n_l)-T
y:[y y y ..y

et
1T

u/:[u i i ... ub

Chaque dérivée y(i) est une fonction de x et u,u, ...,u(i), ... et donc aussi une fonction de x et u’ si
i<n-—1.
Soit y; une fonction définie par
Y =i, 1)
La dérivée de y() est alors donnée par

; oy (x,u’) oy;(x,u’) | du/
(i+1) _ [T %) b AN AN Bt
y [ pram RACEDR I w77

Ce qui est, par définition, ;41 (x,u’) sii+ 1 < n— 1. En définissant 1’opérateur linéaire M est :

alors y' s’écrit

y =o(x,u)
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18 CHAPITRE 1 : Contrélabilité et Observabilité

h(x,u)

o(x, i) = (Myh)xru) | (1.9)

(M 1) (x,u)

f

est la matrice d’observabilité.

Si la matrice d’observabilité (1.9) est inversible, i.e : il existe ! telle que :
x=0"'(Y,u)

alors le systeme correspondant est observable. En outre, si la jacobienne de la matrice d’observabilité,

/
Qx,u') = %

est inversible en x, alors il existe un voisinage Vo de K sur lequel m est inversible. Dans ce cas, le
systeéme correspondant est localement observable, ce qui signifie que x¥ est distinguable de tous les
points de V0.

Pour les systemes multi-sorties, c’est-a-dire y € RP, p > 1, la notion d’observabilité peut étre
investiguée d’une maniere similaire.
Soit

T
N=|n n .. np]

un vecteur d’entiers positifs, avec Zf’:] n; =n.

Définissons
T
=leftfyr y2 .. yp

et
T
h(x,u) = [ hi(x,u) ha(x,u) ... hpy(x,u)
En posant
hj(xv u)

, (Myhj)(x,u)

0j(x,u) =

Les dérivées de y/ jusqu’a I’ordre n j sont

Vi Vi e ygnj) :(Dj(x,u/).
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1.4 Conclusion 19

La matrice d’observabilité pour les systemes multi-sorties est alors définie par :

0y (x,u')

S’il existe N tel que @y (x,u’) soit inversible, alors 1’état x peut &tre déterminé a partir de «’, y, et

les dérivées de chaque y; jusqu’a I’ordre n;. De ce fait, le systéme correspondant est observable.

Remarque : Le concept d’observabilité cité précédemment peut €tre étendu directement a la

classe des systemes a temps discret. Différents types de définition ont été abordés dans ([26]]).

1.4 Conclusion

Durant les années soixante Kalman a introduit les concepts de contrdlabilité et observabilité. Et
depuis les années soixante-dix ces questions ne cessent d’attirer I’attention des chercheurs, en vue
d’étendre ces notions aux systemes non linéaires. Notons qu’il reste beaucoup de choses a découvrir

dans ce domaine.
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Chapitre

Observateurs

2.1 Introduction

Une bonne maitrise d’un procédé passe en général par une bonne information sur ce procédé.
Les variables directement mesurées ne couvrant généralement pas la totalité des grandeurs suscep-
tibles de décrire le comportement du procédé (les états), a sans doute initié les premiers travaux sur
les observateurs. Ces derniers permettent 1’élaboration d’un modele d’estimation d’état utilisant les
grandeurs accessibles du systéme, ses entrées et ses sorties. Dans le cas déterministe, ce modele est
appelé observateur d’état ([24]) et ([34]). Cette estimation d’état utilise les sorties mesurées du sys-
teme, ses entrées et son modele. Lorsqu’un systeme est completement observable, la reconstruction
d’état peut étre effectuée soit par un observateur d’ordre complet (1I’ordre de I’observateur et le méme
que celui du systeme), soit par un observateur d’ordre réduit (I’ordre de 1’observateur et plus petit que
celui du systeme).

D’ou ce second chapitre est consacré a quelques approches de construction des observateurs.

Soit la définition classique d’un observateur :

Définition 2.1.1. (/35]) On appelle observateur (ou reconstructeur d’état) d’un systeme dynamique :

un systéme dynamique auxiliaire (O) dont les entrées sont constituées des vecteurs d’entrée et de

sortie du systeme a observer et dont le vecteur de sortie £(t) est I’état estimé :

(0):
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22 CHAPITRE 2 : Observateurs

telle que erreur entre le vecteur d’état x(t) et X(t) tende asymptotiquement vers zéro.
le(r) =1l x(r) =%(r) =0 quand 1 — eo.

Le schéma d’un tel observateur est donné par la figure (2.1).

ult) y(t)

) -

FIGURE 2.1 — Diagramme structurel d’un observateur

2.2 Cas des systemes linéaires autonomes : observateur asymp-

totique de Luenberger

2.2.1 Observateur d’ordre complet

Motivation : supposons que le systéme

{ %= Ax+ Bu o

y=Cx

soit observable. On note par X une estimation de la quantité x. Nous cherchons a obtenir une estima-
tion de ’état sans utiliser les dérivées de y et u. La premiére idée qui vient a l’esprit est de copier la

dynamique du systéme. On intégre directement :
£(t) = A%(t) + Bu(t).

a partir d’une condition initiale xy. Si la matrice A est stable, alors X peut étre pris comme estimation
de x car I’erreur e(t) = x(t) — X(t) tend vers zéro puisque é = Ae. Si A est instable cette méthode ne
marchera pas. En effet, une petite erreur initiale eq = e(0) sera amplifiée exponentiellement. Intuitive-
ment, si I’erreur x — X devient grande, alors, le systeme étant observable, |’ erreur sur les sorties y — 3y
devient grande également. Comme y est connu, il est alors tendant de modifier £(t) = A%(t) + Bu(t)
par ajout d’un terme du type (y — ) qu’on connait et qui correspond a l’erreur de I’observation.

Ainsi, se pose le probléme suivant : peut-on choisir la matrice L de facon a ce que la solution X du
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2.2 Cas des systemes linéaires autonomes : observateur asymptotique de Luenberger 23

systeme

x(t) = AR(r)+Bu(r) +L(y(r) —3(1))
§ = Ci

converge vers x ? Puisque y = Cx, la question qui se pose ainsi : peut-on ajuster la matrice L de fagon
a obtenir une équation différentielle d’erreur stable : ¢ = (A — LC)e? En d’autres termes, pour un
choix judicieux de L, peut-on imposer a A — LC d’avoir toutes ces valeurs propres a parties réelles
strictement négatives ?

On donne maintenant la définition de |’observateur de Luenberger :

Définition 2.2.1. Un observateur de Luenberger X(.) de x(.) est une solution d’un systéme du type

x(t) = AR(r) + Bu(t) + L(y(r) — C(1))

i) > 2.2)
¥(t) = Ci(z)

La partie (1) est celle correspondante a la dynamique du systeme et la partie (2) est le correctif. Par

définition d’un observateur, la matrice L € M,, ;, (dite matrice de gain) est telle que :
Vx(0),£(0) € R"|| x(t) —%(¢) || > O lorsque t— oo.

Compte tenu des équations d’états et de sortie de [’observateur (2.2) et du systeme (2.1), nous en dé-

duisons le diagramme structurel de ’observateur de Luenberger présenté a la figure (2.2) ci-dessous :

i ~, () x(f) 1y
u®)| g _;,i_ ;_, |‘ J ,,, _—
+L
A
Systéme
o ] i yO_
L )0 L PO
ol J \-
N
([ Ja— 4
S
L |=
Observatenr =]

FIGURE 2.2 — Diagramme structurel de 1’observateur de Luenberger
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24 CHAPITRE 2 : Observateurs

Remarque : La dynamique de erreur e(.) vérifie I’équation différentielle
é(t) = (A—LC)e(r)

et donc e(t) — 0 lorsque t — oo, pour toute valeur initiale e(0) si et seulement si la matrice A — LC
est de Hurwitz (la partie réelle des valeurs propres soit négative). Construire donc un observateur de

Luenberger revient a déterminer une matrice de gain L telle que la matrice A — LC soit de Hurwitz.

2.2.1.1. Dimensionnement du gain L de ’observateur :

La détermination de matrice L va permettre de fixer arbitrairement les poles de I’observateur, i.e.
choisir les valeurs propres de la matrice A — LC de facon a ce que la matrice A — LC soit de Hurwitz.

On notera par la suite par :

n—1

a(\) =det(M —A+LC) =\"+ Y a;)’ (2.3)
i=0
et par:
n n—1
ah) =J(A—x) =2"+ Y a\! (2.4)
i1 i=0

ou a(A\) est le polynome représentant les dynamiques désirées de 1’observateur et les \; sont les va-

leurs propres désirées pour A — LC.

Exemple 2.2.2. Considérons le systeme linéaire autonome suivant :

X = Ax+Bu

définie par le triplet {A,B,C} avec :

L’observateur de Luenberger est définie par :

(t) = AX(t)+Bu(t)+L(y(t) — Cx(¢))
) = Cx(1)

-

>

La dynamique de ’erreur e(.) vérifie I’équation différentielle

é(t) = (A— LC)e(r)
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et donc e(t) — 0 lorsque t — oo, pour toute valeur initiale e(0) si et seulement si la matrice A — LC
est de Hurwitz,.
On souhaite construire un observateur de Luenberger ayant pour pole —2 et —5.

D’apres I’étude précédente, on a :
Pios(M) =A* +TA+10

l
Calculons la matrice (A — LC) ; en posant L = [ !

13

_ [ 10 } -
2 =2 1) 2—0L =2
Le polynome caractéristique s’écrit alors en fonction de 1y et I ;

PAfLCO\') = }\,2 + (11 + 3)7\.—{— 201+ 1

En égalisant Py_1c(N) = Pyes(M), on obtient les valeurs de L et (A — LC) ;
4 -5 1
= J(A—-LC) = :
2 0 -2

2.2.2 Observateur d’ordre réduit

L’observateur d’ordre réduit introduit par Luenberger ([22]) et ([23]) consiste a estimer les

états non mesurables. Ainsi pour un systeme défini par (2.1) ’observateur réduit sera d’ordre n — p,
ou p est le rang de la matrice C.

Cet observateur se base sur I’hypotheése que la matrice C est de rang plein en ligne, ce qui permet

d’utiliser le changement de variable défini par (1.6) afin d’écrire le systeme (2.1) sous la forme (1.8).

Les matrices A,B,C et le vecteur d’état x(t) sont partitionnés comme suit :
Al A
A= B=

By
Ay Axp B>

C:[Ip 0],x(t):[2]

L’équation d’état de la forme (1.8) peut aussi s’écrire :

X1 (Z‘) Anxl(t)—I—Alzxz(t)—l—Blu(t),
X2 (1) = Ag1x1 (1) +Anoxo (1) 4+ Bou(t) (2.5)
y(t) = x1(t).
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Les p premiéres composantes de I’état sont directement mesurées (y(t) = x1(t)). x1(t) ne doit donc
pas étre estimé par ’observateur. L’équation qui régit I’évolution de x\(t) (premiére équation de

(2.5)) peut alors étre considérée comme une mesure, que I’on note &(t), dépendante de x»(t) et de
u(t):
&,(I):Xl(t)—Allxl(t):A12X2(l‘)—|—Blu<t). (2.6)

Pour estimer x3(t), la variable v(t) est introduite et on obtient :

(1) = Apixi(r) +Axv(r) + Bou(t) + LIE(t) — E(1)]
xi(t) = y()
E) = Apv(t)+Bu)

Afin de construire &(t), on doit exprimer la dérivée de la sortie y(t), ce qui constitue un incon-

vénient. Afin d’éviter de calculer directement cette dérivée, la variable z(t) définie par :

2(1) = v(r) = Ly(1), 2.7
est introduite. En dérivant z(t) on obtient donc :

z2(t) = v(t)—Lx (1)
= Ayx; (Z) +A22v(t) —l—Bzu(l‘) — L[A11x1 (Z) +A12v(t) —i—Blu(t)]

Etant donné que z(t) = v(t) — Ly(t) et que y(t) = x1(t), on peut réécrire I’équation précédente

sous la forme :

2(t) = Nz(t) + Qu(t) + L1y(t), (2.8)
avec .
N = Ap—LAjp, (2.9)
0O = By—LBy, (2.10)
Ly = Ay +AxpL—LAj1—LALL. (2.11)

Ainsi (2.8) est le systeme dynamique appelé observateur réduit d’ordre g = n — p pour le systeme

(2.5). La reconstruction de I’état non mesurée x;(t) étant estimée par v(t) :
v(t) =z(t) + Ly(z).
L’erreur d’observation e(t) est définie par e(t) = xp(t) — v(t). De plus e(t) est régie par :

é(t) = Ne(t),
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or N = Ay — LA132. Nous nous retrouvons ici, pour le placement pole de N, dans le méme cas d’étude
que pour le placement de pole de la matrice A — LC pour un observateur d’ordre plein. Ainsi, lorsque
la paire (Ay,A12) est observable les valeurs propres de N et donc les dynamiques de I’observateur
peuvent étre fixées arbitrairement grdce a un choix adéquat de L en utilisant une TSAVP (Technique

standard d’affectation des valeurs propres).

Exemple 2.2.3. Considérons le systeme linéaire autonome observable suivant :

x = Ax+Bu
y = Cx

A:[_zl _12],19:[1 ,c:[l o} et x:<2)

Cherchons I’observateur de Luenberger réduit. Le systme observé s’écrive comme suit :

avec !

z(t) = Nz(t) + Qu(t) + Ly(t)

N = Ay LA,
Q0 = B;—LBy,
Ly = Ay +AxnL—-LA;—LAL.

Comme le rang C =1 donc p = 1 et l’observateur et de rangn—p =1.0Ona :
A]]Z—l, A12=1, A21=2, Ap=-2 e By=B=1.

Calculons maintenant N,Q et L ;

On pose L = 11 on obtient :

N=-2-1

Si on prend N = —3, on aura :

Lh=1
.D’ou :

L=1
Etona:

0=0
et

Ll :Oa
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Donc I’observateur s’écrit :
z(tr) = =3z(¢).
La reconstruction de ’état non mesurée x,(t) étant estimée par v(t) :
v(t) =z(t) + ().
Théoreme 2.2.4. ([3)]) Si (A,C) est observable alors (Ay,A12) est observable.

Démonstration : Le but est de démontrer que si (A,C) est observable alors (Ax,A12) lest égale-

ment. Si (A,C) est observable on a :

sl, —Aqq —A12
= rang —Aj; sly_p—Axp | =n
I, 0

Vs, rang

[ sl,—A

ce qui équivaut a :

Vs, rang

Al2 —n—p
SIn—p_AZZ 7

donc (Ax,A12) est une paire observable.

L’observateur réduit du systeme (2.7) a finalement la structure suivante :
&(r) = Nz(t) + Qut) + Liy(t)

o N,Q et Ly sont définies par les relations (2.9) (2.10) et (2.11). En notant x| et X, les estimations

des vecteurs x| et xa, on obtient :

21(1) = 7 (I-GL)y(t) — Coz(t))]
£0(t) = z(t)+Ly(t)

2.3 Observateurs des systémes non linéaires

La synthese d’observateurs pour les systhemes non linéaires est aussi complexe que ’étude d’ob-

servabilié ; souvent on se contenter d’une étude locale.

Définition 2.3.1. (/36|]) Le systeme dynamique (O) décrit par les équations

{ 2=0(zuy) 2.12)
X =vy(z,u,y))

est un observateur asymptotique locale pour le systeme (S) si les deux conditions suivantes sont

vérifiées :
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(i)
x(0) = £(0) = x(r) = 2(r),Vr > 0,

(ii) il existe un voisinage ouvert Q C R" de ’origine tel que
x(0),£(0) € Q= e(t) ||=| x(t) —x(¢) || = O lorsque t— oo

Si lerreur e(t) entre le vecteur d’état x(t) et son estimé X(t) tend exponentiellement vers zéro,
le systeme (O) est dit observateur exponentiel de (S).
Lorsque Q = R", le systeme (O) est dit observateur global de (S).
L’observateur est d’ordre plein si p = n, et d’ordre réduit si p < n. La condition (ii) signifie que
I’erreur d’estimation doit étre asymptotiquement stable.

Quant a la condition (i), elle signifie que si I’observateur (O) et le systeme (S) possédent
tous les deux le méme état initial, alors I’état estimé de (O) devrait étre égal a I’état réel du

systeme (S) a tout instant.

2.4 Observateurs des systémes non linéaires, un état de I’art

Initialement les systemes abordés ont été les systemes linéaires, pour lesquels les observa-
teurs de Kalman et Luenberger ont donné de bons résultats. Le filtre de Kalman est utilisé dans le cas
des systemes stochastiques en minimisant la matrice de variance de [’erreur d’estimation, et I’obser-
vateur de Luenberger a été utilisé pour les systemes linéaires déterministes.

Dans le cas de systemes non linéaires, I’observation d’état est un peu plus délicate et il n’existe
pas, a ’heure actuelle, de méthode universelle pour la synthese d’observateurs. Les approches envi-
sageables sont soit une extension des algorithmes linéaires, soit des algorithmes non linéaires spéci-
fiques. Dans le premier cas, [’extension est basée sur linéarisation du modele autour d’un point de
fonctionnement. Pour le cas d’algorithmes non linéaires spécifiques, les nombreuses recherches me-
nés sur ce sujet (voir ([25]), ([33])) ont donné naissance a de nombreux algorithmes d’observation.

Nous présenterons quelques algorithmes dans la suite de ce chapitre.

1. Méthodes de transformation non linéaires : Cette technique fait appel a un changement de co-
ordonnées afin de transformer un systeme non-linéaire a un systeme linéaire. Une fois qu’une
telle transformation est faite, [’ utilisation d’un observateur de type Luenberger suffira pour es-
timer ’état du systeme transformé, et donc l’état du systeme original en utilisant le changement

de coordonnés inverse.

2. Observateurs étendu : Dans ce cas, le calcul du gain de I’observateur se fait a partir du modele
linéarisé autour d’un point de fonctionnement. C’est par exemple le cas du filtre de Kalman

étendu et I’observateur de Luenberger étendu.

3. Observateurs a grand gain : Ce type d’observateurs est utilisé en général pour les systemes

Lipchitziens. Son nom est dii au fait que le gain de I’observateur choisi est suffisamment grand
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pour compenser la non-linéarité du systeme.

4. Observateurs de Luenberger généralisés (O.L.G) : C’est un nouveau type d’observateurs qui
a été proposé récemment pour la classe des systemes monotones. Cette nouvelle conception
consiste a ajouter a l’observateur de Luenberger un deuxieme gain a l’intérieur de la partie

non-linéaire du systeme.

5. Observateurs basés sur la théorie de la contraction : Ce type d’observateurs, comme son nom
Uindique, est basé sur la théorie de la contraction utilisée comme outil d’analyse de la conver-
gence. Cette technique mene a de nouvelles conditions de synthese différentes de celles fournies

par les techniques précédentes.

Ci-apres, nous présentons un peu plus en détail la méthode de transformations non linéaires et

’obsservateur de Thau.

2.4.1 Meéthode de transformations non linéaires

Cette technique consiste a transformer, a ’aide d’'un changement de coordonnées, un systéeme
non linéaire en un systeme linéaire modulo une injection de sortie. Une fois qu’un tel changement de
coordonnées est obtenu, l’utilisation d’un observateur de type Luenberger suffira pour estimer [’état
du systeme transformé, et donc l’état du systeme non linéaire original en utilisant le changement de
coordonnées inverse.

L’un des premiers travaux réalisés dans ce domaine est posé dans ([19]), ot le systeme autonome de

la forme :

x=f(x) (a)

y=h(x) (b) 219

avec

fiR"SR" et h:R"—RP

est transformé, par un changement de coordonnées non linéaire z = ¢(x), en un systeme linéaire sous

la forme canonique observable suivante :

z=Acz+Ay) (a)

2.14
y=0C¢z () ( )

ot A et C. sont sous forme duale de Brunovski, i.e. :

On—l J

A, —
¢ 0 of,

Co=|1 00, .
L’observateur de Luenberger correspondant a (2.14) est donné par :

Z=AL+AY)+K(y—C:3),
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dont la dynamique de l’erreur e = 7 — Z est linéaire et s’écrit :
é=(A.—KC.)e. (2.15)

Le calcul du gain K se fait par un placement de poles.
Ce travail été étendu dans ([20]) au cas des systemes a sorties multiples et la transformation non

linéaire a été généralisée comme suit :

ou v est la transformation de la sortie y a I’aide du changement de coordonnées non linéaire \y(.). Les
conditions sous lesquelles une telle transformation existe ont été établies. Cependant, trois problemes

sont liés a cette approche :
1. La classe des systemes pour lesquels une telle transformation existe est tres restreinte,
2. La procédure d’obtention d’une telle transformation est tres compliquée,

3. Dans le cas des systemes avec entrées (systemes commandeés), le systeme transformé contient

toutes les dérivées des entrées.

Dans ([18]), le systeme

x = f(x,u)
y = h(x,u)

a été considéré, avec f:R" x R™ — R" et h : R" x R™ — RP. Dans ce cas, le systeme transformé

sous la forme canonique généralisée est défini par :

t=Az+AMyu) (a)

2.16
v==Ccz () (2.16)

T
onu'=|u u ... u"™ | .Latransformation non linéaire utilisée est

En supposant que les dérivées de |’entrée u sont disponibles, la structure de I’observateur suggéré

est:

AZ+Ay,u') +K(v—7)
C.z.

[a b
|

<>
I
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La dynamique de I’erreur est donnée par (2.15).

Une des raisons pour laquelle la classe des systemes qui peuvent étre transformés sous forme
linéaire observable est restreinte est due au fait que la sortie doit étre linéaire comme dans (2.14) (b)
et (2.16) (b). Cette condition est relaxée dans ([17]) pour la classe des systemes autonomes mono-
sortie. L’idée est de transformer le systéme (2.13), en utilisant le changement de variable 7z = ¢(x),

en

2 = Az+Ly
y = n()

oM (z) = h(x) |\—g-1(;)- L'observateur s’écrit :
Z=AZ+Ly,

et la dynamique de I’erreur e = 7 — 7 est

é=Ae.

La transformation ¢ est choisie de facon a obtenir une matrice A avec des propriétés souhaitables.

2.4.2 Approche de Thau et ses généralisations

Ce type d’observateur est relativement classique en observation des systemes non linéaires. Son
nom est dii au fait que le gain de I’observateur choisi est suffisamment grand pour compenser la non
linéarité du systeme.

Une méthode directe de conception d’observateur est d utiliser un retour de sortie linéaire. Cette
approche, introduite initialement dans ([30]), s’applique sur la classe des systemes non linéaires

s’écrivant sous la forme suivante :

x=Ax+0(x,u) (a)

2.17
y=Cx  (b) @10

onx € R" u e R" ety € RP représentent respectivement les vecteurs d’état, des entrées et des sorties
du systéme. La paire (A,C) est détectable et la non-linéarité, ¢ satisfait la propriété de Lipschitz par
rapport a x :

| O(x,u) —o(X,u) |[< Yo || x—%|,Vx,£ € R" et Yu € R" (2.18)

ou Yy est la constante de Lipschitz de la fonction ¢. L’observateur de type Luenberger correspondant
a(2.17) est de la forme :
L=A%+0(%,u)+K(y—C%) (2.19)
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ou K est une matrice gain.

La dynamique de ’erreur d’estimation € = x — X est donnée par I’équation :
€= (A—KC)e+¢(x,u) — O(%,u) (2.20)

L’objet est de déterminer sous quelles conditions le gain K peut garantir la stabilité de I’erreur
d’estimation € en zéro.
La méthode de Thau ([30]) fournit une condition suffisante de stabilité asymptotique de ’erreur

d’estimation (2.20). Le résultat de cette méthode est donné par le théoréme suivant :

Théoreme 2.4.1. (/30]) Considérons le systeme (2.17) et I’observateur (2.19). Si le gain d’observa-

tion K est choisi tel que :

2\ max(P)

Ol Apin(S) et Aax(S) désignent respectivement les valeurs propres minimale et maximale de la ma-

Yo < (2.21)

trice carrée S, les matrices P = PT > 0 et Q = QT > 0 désignent les solutions de I’équation de
Lyapunov :
(A—KC)'P+P(A—KC)+Q=0 (2.22)

alors erreur d’estimation (2.20) est exponentiellement stable.

La preuve de ce théoréme est basée sur [’utilisation de la fonction de Lyapunov standard
_ _ T
V=V(e)=¢" Pe.

Pour plus de détail sur la preuve du théoreme 2.4.1, nous invitons le lecteur a consulter ([30]). 1l a
été démontré dans ([28]) que le rapport ;;:L(_(QP)) est maximal si Q = I,. Le probleme est donc réduit

a choisir un gain K qui satisfait
1

27\«max (P) (2‘23)

Yo <

ou
(A—KC)"P+P(A—KC) = —I,. (2.24)

L’approche de Thau n’est pas une méthode de synthése systématique. Elle permet seulement de
vérifier la convergence de I’observateur (2.19), a posteriori. En effet, le choix des matrices P, Q et
K qui satisfont I’inégalité (2.21) n’est pas directe. Par exemple, le placement des valeurs propres de
(A — KC) dans le demi-plan gauche n’implique pas que la condition (2.24) est satisfaite. Il n’existe
aucune relation spécifique entre les valeurs propres de (A — KC) et Apax(P), ceci a été prouvé dans
([29]) par un simple exemple numérique.

Ce type d’observateur a été largement étudié dans la littérature par de nombreux chercheurs
spécialiste dans le domaine de I’observation d’état. Une méthode constructive a été proposée par
Raghavan dans ([29)]), ot une solution explicite et systématique du choix du gain de I’observateur est

établie. Cette solution est illustrée dans le théoreme suivant :
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Théoreme 2.4.2. (/29]) Considérons le systeme (2.17) et I’observateur (2.19). S’il existe € > 0 tel

que l’équation de Riccati
1
AP+PAT +P <yq2)1n - ECTC) P+l +el, =0 (2.25)
admette une solution P symétrique définie positive, alors le gain

1
K= 2—8PCT (2.26)

stabilise asymptotiquement la dynamique de I’erreur d’estimation (2.20).

Cependant, cet algorithme n’est pas efficace pour toutes les paires (A,C) observables et mal-
heureusement ne donne pas d’informations sur les conditions que doit vérifier la matrice (A — KC)
afin d’assurer la stabilité de ’erreur d’estimation. Nous avons vu que le placement des valeurs

propres de (A — KC) dans le demi plan gauche est certainement insuffisant.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté ’observateur de Luenberger pour les systemes linéaires
et un état de ’art qui regroupe la plupart des techniques de conception d’observateurs pour les
systemes non linéaires. Pour cette classe générale de systemes, nous avons vu qu’il n’existe pas, a
I’heure actuelle, de méthode universelle pour la syntheése d’observateurs. Les approches développées
a ce jour sont soit une approximation des algorithmes linéaires (linéarisation autour d’un point de

fonctionnement), soit des algorithmes non linéaires spécifiques pour certaines classes de systemes.
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Chapitre

Exemples de simulation

3.1 Introduction

Dans ce chapitre-la, on présente quelques résultats de simulation élaborés sous le logiciel Mat-

lab, en particulier Simulink et LMI control toolbox.

On a traité trois exemples didactiques, les deux premiers exemples sur le pendule et le troi-

sieme sur un systeme non linéaire Lipschitz.

3.2 Exemples

3.2.1 Exemple 1 : Observateur de Luenberger d’ordre complet

Modéle du pendule :

Soit un pendule de longueur | avec une masse de m a son extrémité, définit par la figure (3.1);

lq

[0

FIGURE 3.1 — Modele du pendule

Ou g est ’accélération (gravité) et O est I’angle qui fait le pendule avec la verticale.
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Equation de mouvement de Lagrange :

L’énergie cinétique du systeme est :
1 . 1 .
K =_16" = —mi*6*,
2 2
ow, on a utilisé le fait que I = ml* . L’énergie potentielle est :
P = —mglcosH,
ou le Lagrangien est donné par :

1 A
L=K—-P= Emlze2 + mgl cos 0.

Selon I’équation de mouvement de Lagrange, on a

doL OJL .
dtop 06
avec T l’entrée appliquée au point pivot.
Or,
oL 2
%
d oL N
—— = ml’§
dt 00 "
oL
B - —mglsin 0,

d’ou I’équation de mouvement de Lagrange devient :

ml*0 + mglsin® = 1,

soit
0+ g sin@ = —,

[ ml
avec # une entrée normalisée.
Equation d’état non linéaire :
Définissons ’état du systeme comme

T
X = [ 0 0 ]

Doncon a :
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avec

C’est [’équation d’état non linéaire.

Linéarisation :

Pour 0 assez petit on a I’approximation sin® = 6.

D’ou,
d|e| | 6 Lo
dt| o | %3'9 u
Soit
) 0 1 0
X = _ X + u—= Ax + Bu,
Tg 0 1

c’est le modele d’état du pendule pour assez petit.

Détermination de I’observateur de Luenberger d’ordre complet :

Considérons le systeme suivant :

XxX=Ax+B
y=Cx 3.1
xo = x(0)

avec

0 1 0
A= , B=
[780] [1

Vérifions si le systeme (3.1) est observable ;

X1
X2
Calculons la matrice d’observabilité ;

owar-( & )-[o ]

Onadet®(A,C) =1+ 0 d’oit rang ®(A,C) = 2 = dimR?, donc le systeme (3.1) est observable.

L’observateur de Luenberger d’ordre complet du systeme (3.1) est défini par :

$=Cs (3.2)
0

ou L est une matrice gain.

L’erreur est donné par : e(t) = x(t) — X(t).
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La dynamique de ’erreur e(.) vérifie I’équation différentielle
é=(A—LC)e

et donc e(t) — 0 lorsque t — oo, pour toute valeur e(0) si et seulement si la matrice A — LC est de
Hurwitz.
Construire donc un observateur de Luenberger revient a déterminer une matrice de gain L telle
que la matrice A — LC est de Hurwitz.
Si on prend :
u=1, g=981 e [=3.

On retrouve le systeme réel et le systeme d’observateur de Luenberger comme suit :
Le systeme réel est donné par :
X1 =Xxp
Xp=—-32Tx1+1 (3.3)

T
X0 = |: X10  X20 ]
Le systeme d’observateur de Luenberger complet est donné par :

/ T
L:[ll lz}

X1 =% + 1 (x) — %)

) 3.4
X2=-=327%1+L(x; — %)+ 1

T
X0 = [ X10  X20 ]

La figure (3.2) représente le schéma structurel de I’observateur de Luenberger d’ordre complet pour
les systemes (3.3) et (3.4);

Jwr Y

estimation de x1x2

FIGURE 3.2 — Schéma bloc de la simulation d’observateur Luenberger complet
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Simulations :

1¢" cas : avec conditions initiales égales :
La solution réelle et son estimée des systemes (3.3) et (3.4) est donnée par la figure (3.3).

Si on prend : .
x(0)=£0)=] 0 2|

Si on prend comme poles de I’observateur —1 et —2, alors la matrice gain est :

L

ERSEY ]T

L'état réel x1 et son estimé-cas de conditions intiales égales L'état réelx2 et son estimé- cas conditions initiales égales
15

1

0.5

]

%1 et son estime
®2 et son estime

FIGURE 3.3 — Simulation de 1’état réel et son estimé avec x(0) = £(0)

Sur ces deux courbes, on remarque que la variable d’état estimée X1 est completement confondue
avec la variable d’état réelle x|, méme pour la variable d’état estimée X, est completement confondue
avec la variable d’état réelle x3, ce qui signifie que I’observateur de Luenberger complet converge et

erreur est nul.

2¢"¢ cas : avec conditions initiales différentes :

e Sion prend :
x(0) =] 0 2}T et 5(0) =02 1.5]T

Si on prend comme péles pour I’observateur —1 et —2, alors la matrice gain est :

L:[3 —1.27]T
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*1 et son estimé avec conditions initiales différentes 2 et son estimé avec conditions initiales différentes
15 .

e Bl
2 : ; : o
E : E
T 051/ Taral Z
(= H : C
o | 1 ' [=]
o ] S T RRGRCEEEE R =
s : : : 5
b i
" .05 *

1 -3

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Temps Temps

FIGURE 3.4 — Simulation de 1’état réel et son estimé avec x(0) # £(0)

e Sion prend :

x(0) = 0 2}T et 5(0)=[ 02 1.5]T

Si on prend comme poles pour I’observateur —12 et —20, alors la matrice gain est :

T
L= [ 32 236.73 ]

#1 et son observateur *2 et son obsenateur

¥1 et son estimé
#2 et son estimé

P B S P

FIGURE 3.5 — Simulation de 1’état réel et son estimé avec x(0) # £(0) et a grand gain

Dans les figure (3.4) et (3.5), on remarque que les variables d’état estimées X| et X sont com-
pletement confondues avec les variables d’état réelles x| et xy, ce qui signifie que [’observateur de
Luenberger complet converge et I’observateur converge plus vite si le gain L est grand. Si le grain est

tres grand l’observateur X diverge.

3.2.2 Exemple 2 : Observateur de Luenberger d’ordre réduit

Reprenons [’exemple de pendule.

Comme y = x, il suffit d’estimer x; en utilisant un observateur de Luenberger réduit.
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On prend :
u=1, g=981 e [=3.

L’observateur de Luenberger réduit s’écrit comme suit :

;=—Lz—(327+L%)y+1

3.5
X2 =2z+Ly

La figure (3.6) représente le schéma structurel de I’observateur de Luenberger d’ordre réduit ;

4,{.3 )

kS N
l g/l+2
» (=l
Out1 o | i}
- sol x2
a/|+4
Out2 g/l =
Systeme réel 1
B obs2.mat
— Ta File

FIGURE 3.6 — Schéma bloc de la simulation d’observateur de Luenberger d’ordre réduit.

Simulation :
La solution réelle et son estimée des systemes (3.3) et (3.5) est donnée par la figure (3.7).

e Sion prend :

®2 réel et son observateur avec conditons initiales égales %2 et son observateur avec conditions initiales différente

%2 et son estimé

¥2 et son estimé

Temps

FIGURE 3.7 — Simulation de 1’état réel et son estimé avec changement de conditions
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e Sion prend :
L=20

x0)=[0 2 }T,f(o): (02 15 ]T

%2 et son observateur

¥2 et son estimé

FIGURE 3.8 — Simulation de I’état x; réel et son estimé avec x(0) # £(0) et a grand gain

Dans la figure (3.7) et (3.8), on remarque que la variable d’état estimée X, est complétement
confondue avec la variable d’état réelle x>, ce qui signifie que I’observateur de Luenberger d’ordre

réduit converge, et la vitesse de convergence augmente lorsque le gain L est grand.

3.2.3 Exemple 3 : Observateur de Thau - Approche LMI

LMI "Linear Matrix Inequalities" (i.e. inégalités matricielles linéaires).
Les inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour résoudre plusieurs problemes d’auto-
matique, (problemes d’optimisation en théorie du controle, identification de systeme, ...) qui sont

généralement difficiles a résoudre de facons analytique.

Définition 3.2.1. : (inégalité matricielle linéaire LMI) ([14])
On appelle une inégalité matricielle linéaire notée (LMI) le probleme suivant : étant données les

matrices réelles, carrées et symétriques : A; = AiT eR™™ i=1,...,netx € R" telles que :

n
A(x) =Ao+ ) Aix; <0 (3.6)
i=1

L’inégalité (3.6) implique que : A(x) est une matrice définie négative c’est-a-dire :
VZER" et z#0:77A(x)z<0.

T
Les matrices symétriques A; sont fixées (connues) et x = | x; xp ... Xy ] est un vecteur de va-

leurs inconnues (variables).
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Pour résoudre un probleme d’optimisation convexe sous contrainte LMI, on se raméne a un

des trois problemes suivants ([[4]) :

e Probleme faisabilité :
Le probléeme de faisabilité d’'une LMI est le probleme de trouver I’ensemble des points : x € C
ou C={x € R"/A(x) < 0}, alors le probléeme A(x) < 0 est dit faisable (ou réalisable).
Note : Sous Matlab, la recherche d’une solution globale (a une tolérance bien déterminée) est

assurée par la fonction feasp.

e La minimisation d’une fonction de coiit linéaire :

On cherche a minimiser on objectif linéaire sous contrainte LMI
minCTx, x e R", A(x) <0

ot CT est un vecteur ligne donné.
Note : Sous Matlab, la recherche d’une solution globale (a une tolérance bien déterminée) est

assurée par la fonction mincx.

e Minimisation de valeur propre généralisée :
Le probleme est le suivant :

Minimiser A pour A € R, x € R" contraint par :

A(x) < AB(x)
B(x) >0
C(x) <0

Note : Sous Matlab, la recherche d’une solution globale est assurée par la fonction gevp.

Exemple :
Dans cet exemple, on va utiliser la fonction de toolbox "mincx" pour la détermination de la matrice
gain.

Soit le modele d’écrit par ([1)]) :

— T
X = | x xz}
. [0 1 . e

I -1 -1 —6x?—6x%x2—2x‘1‘—2x%
y = - 01 }x

Le programme Matlab qui nous permet de calculer la matrice gain est le suivant :
% Détermination de la matrice gain, approche LMI

9 entrées du systeme
A=[01;-1-1];
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Cl=[10];

90 Début du programme LMI

setlmis([]) ;

9% Déclaration des variables matrices LMI

P = Imivar(1,[20]) ;

F=Imivar(2, [length(A) 1]);

epsl=Imivar(l, [10]);

ksi=Imivar(1l, [10]);

9 Déclaration des inégalités matricielles

9 Premiere contrainte : A’P+PA-C’F’-FC+I+epsl <0

Lllmi=newlmi ;

Imiterm([L1lmi 1 1 1],1,A,’S’); % A’P+PA
Imiterm([L1lmi 1 1 2],-1,C1,’S’); % -C’F’-FC
Imiterm([L1lmi 1 1 3],1,1); % epsl
Imiterm([L1lmi 1 1 0],1); % 1

% Deuxieme contrainte : [0.5ksil P ;P 0.5ksil]>0

L2Imi=newlmi ;

Imiterm([-L2lmi 1 1 4],0.5,eye(2)) ; % -0.5ksil
Imiterm([-L2lmi 1 2 1],1,1); %-P
Imiterm([-L2Imi 2 2 4],0.5,1) ; %-0.5ksil

Yo Troisieme contrainte : P>0

L3lmi=newlmi ;

Imiterm([-L3lmi 1 1 1],1,1); %-P<0
9YoQuatrieme contrainte : eps>0
L4Ilmi=newlmi ;

Imiterm([-L4Imi 1 1 3],1,1); Y0-eps<0
90Cinquieme contrainte : ksi>0
LS5lmi=newlmi ;

Imiterm([-L5Imi 1 1 4],1,1); Y0-ksi<0
9oCréation du systeme LMI

Imisys=getlmis ;

90 Définition de la fonction objective
n=decnbr(lmisys) ;

obj=zeros(n,1);

forj=1:n

obj(j)=defcx(lmisys,j,ksi) ;

end

YoRésolution des LMIs

[copt xopt] = mincx(Imisys,obj)
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YoRésultats
Popt=dec2mat(Imisys,xopt,P) ;
Fopt=dec2mat(lmisys,xopt,F) ;
epsopt=dec2mat(lmisys,xopt,epsl) ;
ksiopt=dec2mat(Imisys,xopt,ksi) ;
90Calcul de la matrice gain
K=inv(Popt)*Fopt

%

fin de programme

Résultats de simulations :

On obtient les résultats suivants :

Y = miny=1.001
T
K = 152.5944 0

Le systeme réel est :

X1 =x+x]
Xo = —XxX1 —Xp — 6x? — 6x%x2 — 2)6‘11 — 2x%

T
X0 = [ X10  X20 ]
Le systéeme observé est donné par :
£=A%+0(%,u) +K(y—C%).
D’ou on obtient le systéme observé suivant :

%1 =% + £ +152.5944(x) — %)
% = =k — % — 68 — 6838 — 2%} — 242

T
X0 = [ X10  X20 ]

3.7

(3.8)

La figure (3.9) représente le schéma structurel de I’observateur de Thau correspondant aux sys-

temes (3.7) et (3.8) ;
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YYYY

T,
o O

e

e

FIGURE 3.9 — Schéma bloc de la simulation d’observateur de Thau

Simulation :
La solution réelle et son estimée des systemes (3.7) et (3.8) est donnée par la figure (3.10).

e Sion prend :

x(0) = [ 12 145 }T,)E(O): [ 0 —2 ]T

x1 et son observateur x2 et son obsenvateur
1 5 T T T 2 T T T

MEEI NN

1 et son estime
2 et son estime

FIGURE 3.10 — Simulation de I’état réel et son estimé

Sur cette courbe, on remarque que les variables d’état estimées X| et X, sont complétement
confondues avec les variables d’état réelles x| et x», ce qui signifie que [’observateur de Thau

converge plus vite si le gain K est grand.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté quelques résultats de simulations élaboré sous Matlab/ Simulink.
On a traité trois exemples, dans les deux premiers on a utilisé I’observateur de Luenberger. On

a vu que ’observateur converge mais si le gain L est tres grand on remarque que l’état observé X
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diverge. Et dans le troisieme exemple qui est sur une classe spéciale des systemes non linéaires qui
est Lipschitz traité dans ([\I]), on a utilisé la technique LMI pour la détermination de la matrice gain,

et on a trouvé que l’observateur de Thau converge.
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Conclusion générale

Durant tout le long de ce mémoire, nous avons cité plusieurs problemes de controle : la contro-
labilité, I’observabilité et I’observation de I’état ou observateur. Ou, on a présenté quelques rappels
sur la controlabilité des systemes linéaires qui est caractérisée par le critere de Kalman. Pour les
systemes non linéaires nous avons abordé la controlabilité locale. Aprés on a abordé le probleme
d’observabilité, comme souvent on ne peut pas mesurer tout l’état x, mais une partie y de x. On peut
se demander si la connaissance partielle de cet état permet de reconstruire 1’état complet, c’est le
probleme d’observabilité. Apres quand ’observabilité du systeme étudier est assuré, on cherche a
estimer [’état x. Estimer x revient a construire un observateur asymptotique X de x, i.e. une fonction
dynamique de I’observable y tel que %(t) — x(t) — O lorsque t — +o0. Nous avons présenté I’ ob-
servateur de Luenberger pour les systemes linéaires et un état de ’art qui regroupe la plupart des
techniques de conception d’observateurs pour les systemes non linéaires. Pour cette classe géné-
rale de systemes, nous avons vu qu’il n’existe pas, a I’heure actuelle, de méthode universelle pour
la synthese d’observateurs. Les approches développées a ce jour sont soit une approximation des
algorithmes linéaires (linéarisation autour d’un point de fonctionnement), soit des algorithmes non
linéaires spécifiques pour certaines classes de systemes. Puis, on a présenté quelques résultats de si-
mulation élaborés sous le logiciel Matlab, en particulier Simulink et LMI control toolbox qui affirme

la convergence de I’observateur de Luenberger et I’observateur de Thau.
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Résumé

Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seulement de 1’état du systeme appelé la sor-
tie ou la variable observée est mesurée, I’objectif de ce mémoire est de vérifier la possibilité d’évaluer
I’ensemble des grandeurs constitutives du vecteur d’état a partir des mesures effectuées sur le sys-
teme, ce qui est appelé observabilité du systeme. Quand le systeme étudié est observable, on peut

récupérer les grandeurs non mesurées a l’aide d’un observateur.

Abstract

There are many situation in the practice when only a part of the state system witch called the
output or the observed variable is measured. The objective of this memory, is to check the observability
of the system in order to evaluate all of variables of the state vector from measurement performed on
the system, witch called observability of the system. when the system is observable, we can recover

the quantities not measured using an observer.
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