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8 RESUMES

Résumé Nous traitons dans cette these plusieurs modeles écologiques et épidémiologiques et éco-
épidémiologiques dans le cas de 1’équation différentielle ordinaire et dans les modeles de réaction
diffusion et avec ’dge structure, et on a analysé l'existence des états d’équilibres et leurs stabilité
(locale ou globale) et on a aussi analysé les types de bifurcation obtenu comme la bifurcation de
Hopf et la bifurcation transcritique et on a utiliser la simulation numérique pour illustrer les résultats
obtenu. Mots clés : Comportement troupeau, Héroine, stabilité globale, stabilité locale, modeles
réaction diffusion, I’age structure, théorie de bifurcation.

Abstract We discuss in this thesis several ecological and epidemiological and eco-epidemiological
models in the case of the ordinary differential equation and in the reaction-diffusion models and also
the age structure, and we analyzed the existence of states of equilibrium and their stability (local or
global) and the types of bifurcations obtained such as Hopf bifurcation and transcritical bifurcation ;
and numerical simulation was used to illustrate the results obtained. Keywords : Herd behavior,

Heroin, global stability, local stability, reaction-diffusion models, age structure, bifurcation theory.
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12 INTRODUCTION

Cette these est consacrée a I’étude mathématique de certains modeles épidémiologiques, écologiques
et éco-épidémiologiques. Le but étant d’obtenir des informations sur les solutions des modeles étudiés,
telles que la stabilité (locale et/ou globale), les bifurcations, I'influence de certains comportements
grégaires sur les modeles étudiés. La plupart des résultats obtenus sont illustrés par des simulations
numériques, soit pour conforter ’étude théorique, ou pour contourner une difficulté théorique rencon-
trée lors de notre étude.

La these est composée de deux grandes parties, la premiere partie est dédiée a 1’étude de la propa-
gation de 'utilisation de I’héroine dans une population donnée, la seconde partie quant a elle regroupe
trois chapitres sur I’étude d’un modele éco-épidémiologique de type proie-prédateur en la présence et
en l’absence de diffusion spatiale.

Premiére Partie : Epidémiologie mathématique et opiacés

Dans cette premiere partie, on consideére la propagation de l'utilisation d’un opiacé (I’héroine)
comme une maladie infectieuse, en effet la transmission de ’accoutumence a I’héroine se fait par contact
entre ancien utilisateur de drogue et utlisateur suceptible, le contact ici est a considérer comme un
contact sociologique, et la transmission ne se fait pas par contact physique mais par influence.

Nous considérons alors un modele épidémique d’héroine structuré en age, dans une population

divisée en trois sous-populations :

S'— A—pS—F(S,U),
U =F(SU)—(p+6+p) Ui+ [ k(a)Usz(t,a)da,
0

oUy | U,

W—F 9a :—(M+52+k(a))U2a

avec les conditions aux limite et initiales suivantes :

Us(t,0) = pUi (1),
S(0)=S8"e Ry, Ui(0)=U) eRy and Ux(0,.) =UJ(.) € LL((0,+00)),

ou S(t), Uy (t) représentent respectivement les individus susceptibles et les utilisateurs de drogue
dans la population a 'instant ¢, Us(t, a) : représente les utilisateurs de drogue sous traitment a 'instant
t, a est Page de traitement, N la densité de la population totale; soit N = S + Uy + [5° Ua(t, a)da,
A représente les nouveaux individus entrant dans la population des susceptibles (soit de I'immigration
ou des nouveaux nées), p est le taux auquel les utilisateurs de drogue entrent dans le traitement, d;
représente le taux d’élimination des utilisateurs de drogues qui ne sont pas traités, do représente le taux
d’élimination des utilisateurs de drogues dans le traitement, k (a) représente la probabilité de rémission

d’un utilisateur de drogue sous traitement & I’age du traitement 0, II (a) = exp (— [y (v + 2 + k (0)) dO)
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est la probabilité qu’un utilisateur de drogue soit toujours sous traitement apres a unité d’age, u re-
présente le taux de mortalité naturelle, F' (S, U;) représente la fonction d’incidence non linéaire.
L’innovation dans ce travail est de considérer une fonction d’incidence non linéaire sous la forme la
plus générale possible, et de faire ’étude asymptotique globale du modele considéré.

Ce travail a fait ’'objet de la publication internationale : Salih Djilali, Tarik Mohammed Touaoula and
Sofiane El-Hadi Miri. " A Heroin Epidemic Model : Very General Non Linear Incidence, Treat-Age,
and Global Stability." Acta Appl Math (2017). DOI : 10.1007/s10440-017-0117-2
link.springer.com/article/10.1007/s10440-017-0117-2.

Deuxieme Partie : Epidémiologie mathématique et comportement grégaire dans des mo-
déles proie-prédateur

Nous présentons dans cette seconde partie, une étude mathématique et numérique de plusieurs mo-
deles écologiques et épidémiologiques, dans les deux premiers chapitres nous considérons des modeéles
proie-prédateur avec un " Comportement de Troupeau (ou Herd Behavior en anglais)" de la population
des proies, qui représente une attitude grégaire et sociale des proies, introduit par différents auteurs
dans littérature existante, ce phénomeéne existe dans la nature; on donne ’exemple des moutons ou
celui de certaiens espéces d’oiseaux (figure 0) ce comportement est naturel et instinctif chez certaines
populations de proies, dans ces deux chapitres on a lié ce comportement & une maladie qui infecte
la population des proies et on a analysé le modele dans les deux cas, non toxique et toxique pour les
prédateurs (on appelera cas toxique le cas ot la maladie est mortelle pour les prédateurs et non toxique
dans le cas contraire), et on a étudié le modele dans les deux cas, sans diffusion (modele EDO) et avec

diffusion (modele EDP).
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Fig0 : Comportement de Troupeau dans la nature

Les modeéles traités sont les suivants

1. Cas non toxique :

S =—BSVI+rSQ1— %) — aPS,
I'=—pl+BSVI-bPVI,

P =—mP+aPS +bPVI,

ou P représente la densité des prédateurs, S et I sont respectivement les densités des proies suscep-
tibles et des proies infectées, m le taux de mortalité naturelle des prédateurs, 5 le taux de transmission,
r le taux de de croissance de la population des proies, a le taux de prédation des proies susceptibles,

b le taux de prédation des proies infectées, k la capacité limite d’espece pour les proies. Le terme /T
modélise le comportement de troupeau. p la mortalité de la population des proies infectées.

2.Cas toxique :

On considére le modele

P =—mP +aPS —bPVI
S =—BSVI+rS(1— %) —aPS
I =—pul+BSVI—bPVI

On conserve la méme notation faite avec le systeme précédent le terme (—bP\ﬁ ) signifie que le contact

avec une proie inféctée est fatal pour le prédateur.
Ensuite nous considérons les deux précédents modeéles en présence d’une diffusion spatiale, ce qui
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donne les modeles :

1. Cas non toxique en présence de diffusion :

P, = —mP + aPS + bP\I + b3 Py,
Sy = —BSVI+rS(1— %) — aPS + b3S,
I = —[LI-f—ﬂS\/j— bP\/j‘i‘ b11ps

sous les conditions aux bords de type Neumann.

2. Cas tozique en présence de diffusion :

P, = —mP + aPS — bPVI + d\ Py,
Sy = —BSVI + rS(1— %) —aPS + dySys,
I = —pl + BSVIT — bPVI + ds1,,
sous les conditions aux bords de Neumann.
Notre but dans ces deux chapitres est d’étudier la stabilité des points d’équilibre, et d’analyser
d’éventuelles bifurcation en ’absence ou en la présence de diffusion et de toxicité.
Ces deux chapitres font ’objet d’une prébublication actuellement en expertise.
Dans le dernier chapitre de cette partie, on a continué & étudier des modeles proie-prédateur dans
la présence de comportement de troupeau mais avec une fonction réponse de type Holling, avec pour
objectif d’observer I'apparition d’une bifurcation de Hopf, ainsi que 'instabilité de Turing.

Notre modeéle étant le suivant

B R(z,t) aR(x,t)P(x,t)
Ri(z,t) — dyRyz(z,t) = rR(z,t)(1 — . ) — T b RG D) £ cR.) z € (0,L)
eaR(x,t)P(x,t) £>0

P, ) = doFoa(w,8) = —mPle,t) + = == R D

avec des conditions aux bords de type Neumann.

Ce travail a fait I’objet d’une publication :

Salih Djilali "Herd behavior in a predator-prey model with spatial diffusion : bifurcation analy-
sis and Turing instability." Journal of Applied Mathematics and Computing. (2017) pp. 1-25. DOI :
https ://doi.org/10.1007/s12190-017-1137-9






Premiere partie

Epidémiologie mathématique et opiacés






Chapitre 1

Sur un modele épidémiologique de

I’usage de I’héroine

Ce chapitre a fait I'objet de la publication [19]
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1.1 Introduction

Il est maintenant établi que ’héroine, comme toute autre drogue opiacée, se propage dans une
population comme une maladie épidémique, en effet, un individu "susceptible" devient un usager de
drogue apres un contact avec un ancien consommateur de drogues, qui l'infectera. Ici, le terme «in-
fection» doit étre considéré comme une influence a attirer les sensibles a I'usage de la drogue. De ce
point de vue, la population considérée se divise en trois sous-populations ; a savoir .S sont des individus
susceptibles, U; des utilisateurs des drogues et Us des utilisateurs des drogues sous traitment comme
indiqué dans le schéma de compartiments de la figure 1.1. Il existe dans la littérature de nombreux mo-
deles décrivant le processus indiqué dans la figure 1.1, la différence entre eux, consiste principalement

a modéliser 'interaction dans les trois compartiments.

L’un des premiers modeles a été introduit par White et Comiskey dans [09], ou le systéme d'EDO

suivant est considéré
S =A—puS — 61
S U1 UNU2
ﬂ1

U
U2:pU1 B2 1 2

—(p+ 01 +p) Uy,
— (p+ 02) Uo,

la stabilité des points d’équilibre, et une bifurcation backward est établie. Les spécialistes disent souvent
que lorsqu’une bifurcation backward apparait, cela signifie que le nombre de reproduction de base
calculé Ry ne correspond pas au taux réel, cela est certainement dii au changement de comportement
des consommateurs de drogue sous traitement, lors de I'interruption du traitement ; ce travail étant le

point de départ de notre étude nous allons le présenter plus en détails en préambule.

Apres cela, un traitement par I’age a fut introduit

S'=A—puS—pSty,
=pSUL — (u+ 01 +p) Ui + [ k(a) Uz (t,a)da,
0

Uy  OUs
— 4+ —=— 0o + k Us,
5 T 0 (u+ 02 +k(a)Us
par Fang et al. dans [21], ou une fonction d’incidence bilinéaire est considérée, nous rappelons que

la fonction d’incidence représente est le nombre de nouveaux consommateurs de drogue par unité de
temps. Une fonction d’incidence plus générale a été prise en compte dans le travail trés récent de yong

et al. [33] on y trouve une étude de la stabilité globale de 1’équilibre sans drouge et endémique du
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S .[]1_ U2
uloul ml

FIGURE 1.1

modele
S'=A—puS—pSf(U),
Ul =BSf(U1) = (u+61+p)Ur + [ k(a) Uz (t,a)da,
0
U, U,
ot " oa

Dans ce chapitre, nous considérerons une fonction d’incidence non linéaire sous sa forme la plus générale

= — (u+ 6y + K (a)) Us.

F(S,U;) et selon des hypotheses appropriées sur F', nous présenterons la stabilité globale de 1’équilibre
sans drogue sous la condition que Ry < 1 et de I’équilibre endémique deés lors qu’il existe, sous la
condition Ry > 1. Il est a noter que notre modele généralise tous les modeles présentés précédemment,
il prend également en compte le cas particulier f(S)G(U;) quand l'incidence est considérée comme le
produit de fonctions non-linéaires. Le choix d’une incidence non linéaire générale est la pierre angulaire

de notre travail, elle englobe toutes les fonctions usuelles.

1.2 le Modeéle

Nous considérons un modele épidémique d’héroine structuré en age, dans une population divisée
en trois sous-populations : S les individus susceptibles, U; est la densité des utilisateurs des drogues

et Uy est la densité des consommateurs de drogue sous traitement, interagissant comme suit :

S'=A—puS—F(SU),

U{ =F(S,U1) = (u+01+p)Us + fk(a) Uz (t,a) da, (1-1)
0

oUy oU

W‘F%—_(M_“(h"i_k(a))lj%

avec les conditions aux limite et initiales suivantes :

Us(t,0) = pUs(t),

(1.2)
S(0) =8 € Ry, Ui(0)=UY Ry and Us(0,.) = US(.) € LL((0,+00)),

ou S(t), Uy (t) représentent respectivement les individus susceptibles et les consommateurs de drogue
dans la population a linstant t, Us(t,a) : représente les consommateurs de drogue sous traitment

a linstant ¢, a est I’dge de traitement, N la densite de la population totale; soit N = S 4+ Uy +
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Jo° Ua(t, a)da, A représente les nouveaux individus entrant dans la population des susceptibles (soit de
I'immigration ou des nouveaux nés), p est le taux auquel les consommateurs de drogue entrent dans le
traitement, §; représente le taux d’élimination des consommateurs de drogue qui ne sont pas traités,
02 représente le taux d’élimination des consommateurs de drogue sous traitement, k (a) représente
la probabilité de rémission d’un consommateurs de drogue sous traitement. On supposera aussi que
Ry vers Ry, II(a) = exp(— [y (1 + 02+ Kk (0)) df) est La probabilité qu'un utilisateur de drogue soit
toujours sous traitement apres a unité d’age, p représente le taux de mortalité naturelle, F (.S, Uy)
représente - comme on a indiqué dans 'introduction du chapitre - la fonction d’incidence non linéaire.

On suppose que la fonction d’incidence non linéaire remplit les conditions suivantes

esiy >0, F(x,.) est supposé étre croissante pour x > 0.

e '(0,y) = F (z,0) = 0 pour tout z,y > 0.

. %—g(x, 0) est positive et continue sur chaque ensemble compact.

e I est continue et localement L—Lipschitzienne par rapport aux deux variables x et y, a savoir

pour chaque ¢ > 0 il existe L > 0 tel que
|F' (22, y2) — F (z1,91)] < L(lz2 — 21| + [y2 — 11])

pour 0 < z2,y2, 21,41 < ¢

Observons que, par exemple, les fonctions d’incidence de Holling I-111, ainsi que celle de Beddington-
DeAngelis F(x,y) = % avec m et n des parametres positifs, sont des cas particuliers de la
fonction d’incidence considérée ici.

Tous les parametres sont supposés positifs, nous supposons également que k € L°((0, +00) )\ {0z} .

Nous plagons notre probleme dans les espaces fonctionnels
X =R xRxL'(0,+00),

Xy =Ry xRy x L (0, +00),

dotés de la norme

15,02, Ta()]| = 181 + (03] + [ 102 )| da

Pour chaque condition initiale dans X il existe une solution positive qui peut étre obtenue par des

méthodes classiques inspirées des travaux de Iannelli et Webb [32, 68].

THEOREME 1.1. Le systéme (1.1) (1.2), est "point-dissipatif" . Plus précisément, soit (S°,UY,U3(.)) €
X, alors il existe une solution unique positive (S,Ur,Us(.)) € CHRT) x CY(RT) x C(R*, LY (RY)) au
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probléme (1.1), et vérifiant les estimations suivantes
> 0 0 0 A
N(t) = S(t) + Ul(t) +/ Uz(t,a)da S maX{S + Ul + HUQ HLl, ;}
0

pour tout t > 0.
limsupN(t) <

t——+o0

= [

et

S >
s 2

ou L est la constante de lipschitz associée a F.

Démonstration. En utilisant le théoreme standard du point fixe de Banach, nous obtenons 'existence
et 'unicité de la solution positive de (1.1), comme cela a été fait par exemple dans [5]. En ajoutant

maintenant les trois équations du systéeme que nous obtenons

d 0
— (S +U; +/ Us(t, a)da>
dt 0

oUs(t,a
t

= S’+U{+/ 3 ) da
0

_ A—,uS—F(S,Ul)—i—F(S,Ul)—(,u—i—él—i—p)Ul+//~c(a)Ug(t,a)da
0

T U (t
+/(—28((17(1)—(/1+52+k(a))U2(t,a)> da
0
= A—M(S+U1+/U2(t,a)da) —pU1—51U1—52/U2(t,a)da
0 0
A—M(S+U1+/U2(t,a)da).
0

On obtient ainsi I'inégalité différentielle

IN

N' < A—puN,

équivalente a

(N(t)e')" < Ae,

en intégrant la derniere équation nous obtenons
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alors

A
N(t) < max{N(0) = 8% + U} + [|U3 ] .1, ;}-

Nous avons aussi
A
limsupN(t) < —.

t——+o00

Nous prouvons maintenant, la derniére estimation du théoreme

A
S >
s 2T

)

en effet, posons liminfS(t) = S, et limsupU; = U;°, selon la méthode de fluctuation (Voir par
t—+00 t—-+00

. . . . / _ . _ . .
exemple [5]) il existe une suit {t;}, , tel que tkl—lgloos (tx) =0 et tkl—lg—loos(tk) = S ainsi
A — 1S — F (S0, U®) < 0.
Par le fait que F' est L—locallement Lipschitzienne et en utilisant ’hypothese F' (0, Us°) = 0, on obtient

A — 1S — LSa <0,

et alors
lHminfS(t) = Soo > A
t—+o0 e = n+ L
O
Le taux de reproduction de base Ry pour le modele (1.1)-(1.2), est donné par
OF (A 1
RO = arr (7O> ;
Uy \p' /) (u+01+p) —pK
avec
K= / TT(a)k(a)da. (1.3)
0

Le systéme (1.1)-(1.2) en considération, de la condition F' (0,y) = F (z,0) = 0, pour tout x,y > 0,

possede toujours un équilibre sans drogue; Fy = (%, 0,0).
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Sous 'hypothese Ry > 1 on déduit I'existence d’un équilibre endémique, c’est une solution de

A—pS* — F(S*,UF) =0,

F(5%U7) = (p+01+p) Ul + [ k(a) U (a) da =0,
0

Wi — —(p+ 65+ k () US,

U3 (0) = pUF,

avec U # 0. En effet, apres un calcul direct de I’équation de Us, en la combinant avec la deuxieme

équation du probleme ci-dessus, nous obtenons,

A=uS*+ F(S*,Uf),
F(S*,U{) = (u+d1+p) U + pKUy = 0,
ainsi,
A= pS*+ F(S*,UY),
F(8*,Uy)D = Uy,

1

, et ce dernier systeme admet une solution ; sous la condition Ry > 1, par
it o+ (1-Kp Y ’ 0o P
les mémes arguments que dans |

avec D =

, 35]; nous fournissons cependant une preuve alternative avec plus
de détails. Considérons le systeme

A= puS* + F(S*,U"),
DF(S*,U*) = U*,

de la deuxieme équation de ce systéme, nous obtenons

F(S*,U") =

ol S

nous remplagons F'(S*,U*) par %* dans la premiere équation du systéme, ce qui donne

A — pS* =

et donc
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Maintenant nous remplagons S* par sa valeur dans la deuxieme équation de notre systeéme, qui devient

Rt (A - U) Uy =,
n D

enfin, nous recherchons un point fixe de la fonction G avec

GU*) = DF(; (A _ UD) U,

Observons d’abord que, par I’hypothese faite sur F' nous avons

et

Nous calculons maintenant la premiere dérivée de G en U* = 0

) = pl-tm_nltA or A
oF A
= Do 0
— Ry

Ceci est en particulier di a I'hypothése F(S,0) = 0 pour tout S positif, et comme on suppose que

Ry > 1, nous avons obtenu que

G'(0) > 1.

Cette derniere inégalité associée & G(0) = 0 et & G(AD) = 0, nous ameénent & conclure que le graphe
de la fonction G coupe nécessairement (au moins une fois) la premiere bissectrice y = U*. De plus, ce
point fixe appartient a l'intervalle [O,AE} , U* < AD, donc nécessairement S* = % (A — %*) > 0.
L’existence d’un équilibre positif est montrée, I'unicité sera, quant a elle démontrée dans la derniere

section du chapitre.

1.3 Attracteur global et compact et trajectoires totales

Nous définissons un semi-flot (que ’on supposera continu) de (1.1)-(1.2) comme suit

(I)ZR+XX+—>X+,
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o(t, (8%, U1,U8())) = (8(2), Ur(9), Ua(t, ).

THEOREME 1.2. Le semiflot ® a un attracteur compact A des ensembles bornés de X.

Démonstration. Par le théoreme 1, le semi-flot ® est "point-disspative" et finalement délimité dans des
ensembles bornés, d’ou le Théoréme 2.33 en [19]. Pour prouver notre théoréme, il suffit de montrer
que P est asymptotiquement réguliere; a cette fin, nous appliquerons le théoréme 2.46 dans [19].

Nous définissons

B(t, (5°,01,U3())) = (0,0,0s(t, ),

B(t, (°, U9, U9())) = (S, U1(1), Ca(t, ),

oll
- Us(t,a) pour 0 <a <t pUi(t —a)ll(a) pour 0 < a <t
Us(t,a) = =
0 pour t<a 0 pour t<a
et
~ ~ pour 0 <a<t
UQ(tu a) - UQ(t7a) - UQ(t7 CL) = H( )
Ud(a—t) H(a‘it) pour t < a
donc on a

+ .

KH)

b —
Maintenant, soit C' un sous-ensemble fermé borné des données initiales dans X, et soit
My = sup{S® + U} + [|U3]| 1, (8°, U7, U3) € C}

et
A
M = max{M;, —},
i

par un calcul direct, nous obtenons

fic (s v020))] = e |

|
3
—~
S
|
~
S~—
=
—~
|
~
~—

[0, I (a+1) a
< e [ Ua)da,
0
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et ainsi

B(t, (SO, Uy, US())) — 0 quand ¢t — 400 uniformément dans C.

Nous devons maintenant établir que ® est complétement continu, pour cela, nous appliquerons le

théoréme de Frechet-Kolmogorov [19], et il suffit alors de vérifier la condition

= 0 uniformément dans C,

lim Hﬁg(t, ) = Uslt,. + h)‘

h—0t

Lt
les autres conditions du théoreme de Frechet-Kolmogorov étant évidemment vérifiées.
Soit h € (0,t), comme conséquence directe des faits que Uy (t) < %, et
JE 814 k(s) ) ds
Il (a+h) —I(a)| <1 —ela < (401 + ||E| oo )P,

nous avomns

H(72(t,.)—(72(t,.+h)HLl = /Ooo‘ﬁg(t,a)—ﬁQ(t,a—i-h)‘da
- p/oth|U1(t—a—h)H(a—|—h)—Ul(t—a)l'[(a)]da

+ p/tihUl(t—a)H(a)da
P Ot_hUl(t—a—h)|H(a+h)—H(a)|da

IA

t—h
4 p/ ULt — a—h) — Ut — a)| TI (a) da + pMh
0

IN

pMh+ (4 01 + ||kl ) B +

t—h
+ p/ UL (t — a— h) — Ur(t — a)| T (a) da + pMh.
0
Par la continuité uniforme de U7 nous obtenons le résultat souhaité, qui complete la preuve. O

Maintenant, nous nous concentrerons sur les trajectoires totales du systéme (1.1)-(1.2). suivant le

méme raisonnement que dans [5], et par un calcul simple, nous obtenons le systéme suivant :

S'=A—puS—F(S,U),
U =F(S,U1)— (p+01+p) Ui + [ k(a)Usz(t,a)da, (1.4)
0

Us(t,a) = pll (a) Uy (t — a);

vérifié par les trajectoires totales pour tout t € R.

Par l'utilisation du systéme (1.4), nous fournissons des estimations qui seront utiles pour manipuler
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I’attracteur compact A.

THEOREME 1.3. Pour toutt € R, on a

+o0 A
UL () +5(t) +p / Us (t0)da < &
0

A
S(t) > ——,
()_;H—L

et

+00 A
p [ H@OT@U (- a)da < % [l
) K
Démonstration. Rappelons que
IT(a) = exp (—/ (,u+52+/~c(9))d0) ,
0

et alors

IV (a) = — (4 + 02 + k (a)) T (a)

En présentant la fonction auxiliaire, on a

posons s =t — a, on trouve

alors

Us(t) = pH(O)Ul(t)—p/(u+5z+k(t—8))ﬂ(t—8)U1(S)ds

= WU ~plutd) [ (=) U () ds—p [ k(=T 5V (5)ds

— 00

+00 +o0
= D)~ (utd) [ @ U0 da—p [ k@)T@)U) (- a)da
0 0

+o0
= PUl—(M+52)(72—p/k:(a)H(a)Ul(t—a)da,
0
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et ainsi
—+00
U, + Ul +5 = pUl—p/k(a)H(a)Ul(t—a)da—(,u—i—éz)Ug
0
+oo
—(u—i—él—l—p)Ul—i-p/k(a)H(a)Ul(t—a)da
0
+A—uS.
Par suite
~ / ~
(Oo+U1+8) <A—p(Ta+U1+5),
donc

(0> + 01 +9) eﬂﬂ' < Aehs,

apres une intégration entre r et ¢

(02 () + UL () + S (1)) e < (Us () + UL (1) + S (1)) " + ;1 (et —er),

fixons ¢ et faisons tendre r vers —oo on trouve

Us (t)+ UL (t)+ S () <

=

la derniére inégalité étant vérifiée pour tout ¢t € R.

Maintenant, nous passons a la deuxiéme inégalité; par la premiére équation dans (1.4), Et par le

fait que 0 < U (t) < 3, comme F' est continu, on doit avoir,

S = A—puS—F(SU)

> A_MS_F(S¢C)7
pour certains ¢ > 0. Par le fait que F' est L—lipschitzienne et F(0,¢) = 0, on trouve
SI > A— MS - LS7

apres intégration, nous obtenons ’estimation souhaitée
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La derniére inégalité est évidente. O

1.4 La stabilité globale de I’équilibre sans drogue

Cette section est consacrée a prouver la stabilité asymptotique globale de I’équilibre sans drogue.

Pour ce faire, nous avons besoin de ’hypotheése suivante :
(H1) F(.,y) est une fonction concave.

Tout au long de cette section, nous notons N := —.
I

THEOREME 1.4. Supposons que (H1) est vérifiée, sous l’hypothése Ry < 1, l’équilibre sans drogue

(N, 0, ()) est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Tout d’abord, soit ¢ telle que

¢'(a) = —pk (a) Il (a) Ro,

$(0) = pK Ry.

La solution de ce probleme est donnée par

b(a) = quAmkaDH<mda

pour z := (Sp, UY,UY) € A.

V =Vi(z) + Va(z) + Va(z),

avec

S F (N, Ul)
=S -N— [ lim-—>_/g
Vila) = o= N = [ lim e

Va(z) = RoUY,

U3 (a)
pll(a)

soit ¥ : R — A une trajectoire totale x(t) = (S(t), U1(t), Us(t,.)), S(0) = So, U1(0) = Us et Uz(0,a) =

wu»=4w¢w> da,
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US avec (S(t),Up(t),Us(t,.)) solution de probléeme (1.4) ainsi

d ) F(N,Ul)
V1 (@) = LVE%?T?@T (A= uS—F(S,Uy))

:quhmF@ww)@F@—(bﬂmF@mm>F@M)

U1—0 F(S, Ul) U1—0 F(S, Ul)

Soit a présent

Va(x(t)) = RoUn (1),
la dérivée de V5 donne

SVa (x(1)) = RoF (S, Uh) ~ o (u+ 61 +p) Us + po /OOO k(6)TL(O) Uy (¢ — 0) do.

En ce qui concerne la troisiéme partie de notre fonction de Lyapunov,

i) = [ " $(a)Ui (t — a)da,

on a

—V3(x(t) = % /OOO d(a)U(t — a)da = ¢(0)Ur(t) + /OOO ¢ (a)Uyi(t — a)da,

alors

F(N,U B F(N,U
Lyiw) = u (1 - Jfrilop((s,ml))) (N-5)- (1 — z}filoF((s,Ull))) F(S,Uy)

+ R()F (S, Ul) — (,u + (51 +p) ROU1

PRy /0°°ma>n(a> Uy (t = a) da + $(0) U (¢) +/0°° S @Us ¢ — a)da.

_|_

En mettant pour simplifier

en utilisant la définition de ¢ et le fait que

OF  —
Ro(p+ 61 +p—pK) = GTJl(N’O)
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on trouve,

e Jy+ F(S.Uy) li (v
P (x(t) = Ji+F(S, 1)U1HEOW

F(N,Ul) 8F
C AW Esm Mo

— (u+61+p—Kp)RoUy + (Rg — 1) F (S,Uy)
(N,0) + (Ro— 1) F($,11),

La concavité de F' par rapport a U; implique que,

OF

F <1, 2 (5,0).

(S,U1) < Urgr=(5,0)

Par conséquent,
m TV, 0 oF § oty (N, 0) OF
00 Jm Fs, oy~ Ve N0 (S’Ul)%(s,o) Vg, (V- 0):
87F(’7 OF
= G oo (F(S.0) = Ui = (5.0)) <0

ol )

d
Finalement, comme Ry < 1, nous concluons que £V(X(t)) <0.

Notons que, %V(X(t)) = 0 implique que S = N. Nous substituons cela dans I'’équation de S dans
(1.4), on trouve U; = 0 et donc de l'expression de U; dans (1.4) on trouve Us = 0. D’ou le plus
grand ensemble invariant avec la propriété que %V(X(t)) = 0 est le singleton {(N,0,0)} (Principe
d’invariance de LaSalle). D’un autre coté, par le fait que A est compact, les ensembles w-limite et
a-limite w(SY, UL, UY) et a(S°, UL, UY) sont non vides, compacts, invariants et attractent x(¢) quand
t — oo, respectivement. De plus V(x(t)) est une fonction décroissante de ¢, V' est constante sur
w(SO, UL, U9 et (SO, UL, UY), ainsi w(S°,UY,UY) = a(S°,UL,U9) = {(N,0,0)}. Par conséquent
tgriloox(t) = (N,0,0) et tlir?oov(’((t)) = tgrilooV(X(t)) = V(N,0,0). Tl en découle que, V(x(t)) =
V(N,0,0) pour tout ¢t € R, et comme a(x) = {(N,0,0)} alors V(x(t)) < V(N,0,0) pour tout t € R.
Par suite V atteint sa valeur minimale en (V,0,0), nous en concluons que x(t) = (N,0,0) pour tout
t € R. En particulier (S°, UY,U9) = (N,0,0). Par conséquent, I'attracteur A est le singleton constitué
par I’équilibre (N,0,0). Le Théoréme 2.39 dans [19], nous permet de conclure que 1’équilibre sans

drogue est globalement asymptotiquement stable. O

Considérons a présent le sous-ensemble suivant X,

Xo = {(So0, U, US()) € X4, U + /OOO P(a)U3(a)da = 0}, (1.5)



34 CHAPITRE 1. SUR UN MODELE EPIDEMIOLOGIQUE DE L'USAGE DE L’HEROINE

olt P(a) = [5* k(a+ 1) dt.

Le lemme suivant indique que, 1’équilibre sans drogue est globalement attractant, pour toutes les

conditions initiales dansXj.

LEMME 1.1. Supposons que les conditions initiales (So, UL, U3(.)) € Xo alors (N,0,0) est globalement

asymptotiquement stable.

Démonstration. De (Sy, U, US(.)) € Xo, alors 'équation de Uy dans (1.1)-(1.2) devient

U =F(S,U1)— (u+d+p)h —l—p({tH(a)k(a) Ui (t — a) da, (1.6)

o — 0.

Comme conséquence directe de 'inégalité de Gronwall, le probléeme précédent a une solution unique

Ui(t) =0, et donc Us(t,.) = 0. En effet ; cependant nous fournissons ici une autre preuve avec plus de
détails :

Considérons le probleme

U#=F@l@—%u+&+¢ﬂﬁ+p£H®MWﬂhG—aﬂm

U? = 0.

11 est clair que U;(t) = 0 est une solution de notre probléme.
Supposons maintenant que notre probleme a deux solutions, disons Uy et Uy avec les conditions
initiales UY = UY = 0, et considérons U = U;-Us, aprés une intégration par rapport au temps, nous

obtenons

£ = /F(s, Ui(0)) = F(S, Us(0))do — (1 + 61+ p) / U(o)do —i—p//H(a)k(a)U(a — a)dado,
0 0 0 0

par un changement de variable x = ¢ — a dans le dernier terme, nous obtenons

U(o)do +p / / (o — 2)k(o — 2)U (x)dzdo,
0

U(t) = /F(S, U1 (0)) = F(S,Us(0))do — (1 + 61+ p)
0 0

S—_

qui peut étre réécrit par I'utilisation du théoreme de Fubini

wle@mw»—ﬂ&w<mw—u+&+pJU w+p//nmﬂ:a—wwmwm,

par la condition lipschitz sur F' , la bornitude de la fonction k, et ’expression de la fonction II nous
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avons le calcul suivant

t t

U@ < L/!U(a)\da—I—(/H—él +p)/|U(a)]da+p//H(a—x)k:(a—x)|U(:U)|dadx
0 0 0z

L/]U(U)\da—l—(u—l—dl +p)/|U(a)]dU+p/]U(x)]/l'[(a—x)k(a—a:)dadx
0 0 0 T

IN

t t

t +oo
< L[ W0@)do+ G+ +p) [[U@ldo +p [ [U@)lde [ Twk(y)dy
0 0 0 0

< C/]U(J)|da.

0

L’inégalité de Gronwall, nous permet de conclure que U = 0; et donc notre probléme a une solution
unique U (t) = 0.

Enfin, par 8’ = A — uS on a S(t) — N quand t — 400, ceci compléte la preuve.

1.5 Persistance et stabilité globale de I’équilibre endémique

Afin de montrer la persistance et la stabilité asymptotique globale de la solution, nous avons besoin

de I’hypothese suivante sur I'incidence F.

Nous supposons que pour tous S > 0 on a

Uy F(S,U1) Uy
o < Rsop) <t opowr op < )
F(SU1) _ Uy Uy '
1< F(S.07) < oy pour g > 1
il existe € > 0 et n > 0 tels que que pour tout S € [% — €, % +¢ona
F(S F(S
( ,93)2 ( ’y), pour tous 0 <z <y <n. (1.8)
T

REMARQUE 1.1. On remarque que (1.7) et (1.8) sont vérifiées si par exemple F(.,y) est supposée

croissante et concave.

Définissons une fonction de persistance,

p: X =Ry
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par

p(8°,0,U3()) = Uf

alors

p(@(t (s°07.U90))) = th(t)

Nous allons d’abord montrer la p—persistence faible , a cette fin, nous utiliserons le Lemme suivant,

qui peut étre prouvé de la méme maniere que dans [10].

+oo
LEMME 1.2. [10] Soit h € L% (0,+00) et [ h(o)do > a, alors le probléme suivant
0
t
dz
%:Dwx+/hwm@—aﬂo+F@,
0

sous I’hypothése alternative

soit x(0) > 0 ou / F(t)dt > 0,
0

posséde une solution unique x(t) qui est non bornée.

THEOREME 1.5. Sous Uhypothése (1.8), la solution du systéme (1.1)-(1.2) est uniformément faiblement

p—persistante dans Xy \ Xo; c’est a dire

lim supUj (¢) > 0.

t——+o0

Démonstration. Nous allons le prouver par ’absurde, supposons que

lim supUs (¢) = 0,

t—+00

alors, pour I’équation de S

S = A—uS—F(S,Uy),

A
> A_:U’S_F(i)Ul)a
,u
. A _
de tl>1+mooF(M ,U1) =0, alors (pour ¢ large )

S >A—puS —-e,
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apres intégration, nous obtenons (pour ¢ large )

et donc par la monotonie de F' par rapport a S on trouve,

A ¢
F(S,Uy) > F(—— —,Uy). 1.9
(5,U1) (u p ) (1.9)
Par I’hypotheése (1.8) nous obtenons que pour chaque U; < €, on a
A € €
(A—£uy) _ F(4-£0)
U, - € ’
soit A
A F(£—-£¢
F(f—E,UQZ (M K )Ul, (1.10)
T £
par (1.9) et (1.10) nous venons a,
F1(é - %75)
F(S,Uy) > Us. (1.11)
Rappelons que le systéme (1.1)-(1.2) peut étre réécrit comme,
S'=A—puS—F(SU),
t +o00
Uf = F(S,0h) = (n+81+p) Ui +p [ k() (@) U (t — a)da+ [ k(a) 52508 (a —t) da.
0 t
Nous présentons le probleme auxiliaire suivant,
~ F(A—_2¢) - - t - +o00 a
0f = " 20, — (et b1+ p) Ur + 9 K (@) T (@) U (b~ a)da+ | k() gisU8 (a — ) da,
0 t
(1.12)

U1(0) = U (0).

Nous fixons W = Uy — Ul, et alors

F(A—2¢) ~ t
W' = F(S,00) — "m0 (it 6y + p) W +p [k (a) T (a) W (t — a) da,
0

W(0) = 0.
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En utiliant (1.11) on a,
) t
> 7“W—(,u+51+p)W+p/k(a)H(a)W(t—a)da.
0

Nous prétendons que pour tous ¢ > 0; W (t) > 0, en effet, par I’absurde supposons qu’il existe ¢; > 0
tel que W(t1) =0 et W'(t1) < 0 avec W(t) > 0Vt € (0,t1) ; donc nous avons,

0>W’(t1)Zp/k(a)ﬂ(a)W(tl—a)dazo,
0

ce qui est absurde, et nous concluons que
Ur(t) > Uh(t).

Par le Lemme précédent, Uy (t) est non bornée dés que l'on a :
400 Ja A
o

P/k(a)ﬂ(a)da>(,u,+61+p)_(€
0

o0
Rappelons que K = [ k (a)II (a) da, donc la derniére inégalité équivaut a
0

F(4 ¢ ¢ 1
G = i®) > 1, (1.13)
€ (n+ 61 +p) —pK
comme
PO ) S
T ou \p ) (wtoi+p)—pK "

alors pour ¢ suffisamment petit, (1.13) est vérifiée, et par suite U; est non bornée, et comme U, (t) >
U1 (t), alors la fonction Uy (t) est aussi non bornée, ce qui contredit limsuplUi (t) = 0, et cela compléte

t——+o0
la preuve. ]

Afin de prouver la persistance fortement uniforme, nous avons besoin du Lemme suivant.

LeEMME 1.3. Supposons que (So, UY,US(.)) € Xy \ Xo alors la fonction Uy est positive dans R, ou
(S,U1,Us(.)) est la solution du probléme (1.4).
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Démonstration. Par le systéme (1.4), on a,
+o0o
Ul = FEU) - (uta+p)Ui+p [ k@T(@U (¢ - o) da,

0

= PEU) = (a8 +p)Ui+p [ kE—o)T(t—0) V(o) do,

—0o0

supposons qu’il existe r € R tel que Uy (t) = 0, pour tout t < 7.

Pour t > r
¢
Ul = F(S,U1) — (u+ 61 +p) Uy +p/k(t—J)H(t—0)U1 (o) do,
supposons qu’il existe t; > r tel que Ui(t1) =0 et Uj(t1) > 0 avec U;(t) = 0, pour tout ¢ < ¢; alors,
t1
0 < Ul(t) :p/k(t—a)ﬂ(t—a)Ul (o) do =0,

ce qui est impossible. Alors U; = 0, cependant, de (Sp, U, UY(.)) € X, \ Xy, la fonction Uy ne peut pas
étre identiquement nulle, donc, il existe une suite {t,}, , t, — —oo telle que Ui (t,) > 0. Maintenant

en intégrant 1'équation de U; dans (1.4) sur (¢,,t) on trouve,

t (o)
Uy (£)eH 0Pt > 17, (¢, ) et otn)tn o o) / elutortplo / k(a)I(a)Uy (o — a)dado,
0

tn

de 1, nous concluons que U (t) > 0 pour tout ¢ > t,, et donc Uy (t) > 0 pour tout ¢ € R. O

COROLLAIRE 1.1. Sous l’hypothése (1.8), la solution du systéme (1.1)-(1.2) est fortement persistante
dans X4 \ Xo.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la p-persistance montrée ci-dessus ajoutée au dernier

Lemme, alors par le Théoréme 5.2 dans [19]; nous obtenons la persistance fortement uniforme. ]

Du Théoreme 5,7 dans [19], nous avons les résultats suivants

THEOREME 1.6. Il existe un attracteur compact A1, qui attire toutes les solutions avec les conditions
initiales dans X1 \ Xo. De plus Ay, est p—uniformément positif ; ce qui signifie qu’il existe o > 0 tel

que U1 (t) > o pour tout (S°,UY,U(.)) € A.

Maintenant, nous nous intéressons a la stabilité asymptotique globale de 1’équilibre positif.
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THEOREME 1.7. Sous hypothéses Ry > 1 et (1.7)-(1.8), L’équilibre endémique (S*,US,Us) est unique

et globalement asymptotiquement stable dans X4 \ Xp.

Démonstration. Pour z := (Sp,UY,UY(.)) on définie ¥ : R — A; comme une trajectoire totale telle
que V(t) = (S(t),Ur(t), Ua(t,.)) et (S(0),U1(0),U2(0,.)) =z, avec (S(t),Ui(t), Ua(t,.)) est la solution
du probleme (1.4).

Tout d’abord, rappelons que 1’équilibre endémique est la solution de

A= puS*+ F(S*,U7),

F(S*,Uf) = (u+ 61 +p)Uf — [3° k(a)Us(a)da, (1.14)

Us (a) = pll(a)U;.

maintenant on définit H(s) = s — In(s) — 1, et pour = € Aj, on considere la fonction de Lyapunov

V(z) = Vi(x) + Va(z) + V3(x), avec

S*
g g [ESUD
Vi(w) =5 - S S/F(n,Uﬁ i,
0

0
Vala) = Vi H(),
et
o0 0(a
Vo) = [ (fo)a Jda,

dV;(U(t
Nous analysons la dérivée des V;. Utilisons de la notation V; = (dt())’ alors par I’équation de S et
le fait que
A= puS*+ F(S*,UY)
on a,
F(S*,Uf) F (5*,U7)
Vi =p(l — =1 (S*— S (1—”) F(S*,U7) — F(S,Uy)).
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Concernant V3, en utilisant (1.4) on a,

o= (1- Zf)[ (5,00) ~ (u-+ 61+ p) U]

+ < )/ k (a)(a)U (t — a) da.

Par le fait que
(k+ 61 +p)Up = F(S*,Uf) +pKUj,

on trouve

Uf U1 Ul

v = (1—U1)F<3,U1>—( &) G IF (5701 + oK)

N p< )/ k (a) TH(a)U (¢ — a) da
— ( —Zi) (S,Uy) — (g}— ) F(S*,U7) + pKUY]

+ p(l_gl>/o k (a) Ti(a)Us (¢ — a) da.

Intéressons-nous a présent a V3, par un calcul simple on a,

vi = (S5 o+ g5 (P ) rayda

= H (Ul(t)) pKU; — pUr H <U1(t_a)) k(a)I(a)da.

Uy Uy
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Alors,

Vo +Vy = H(U1>pKU1 — Ul/ H(W) k(a)I(a)da
Uf 0 Ui

+ v (1-8) [ Ul(éfa)k(a)ﬂ(a)da

U U
+ (1 1)F<S,Ul> - (1—1) [F(S,U7) + pKUY].
Ul U1

- H (gll>pKU1 — pU; /OOOH (Ul(;]l_“)> k(a)Il(a)da

£ Uik o0 Ul(t—a) U1>
Ur (1- 2L R} k (a) TI(a)d
+ o (1= ) [T (P - ) k@) ayda
U*
1- 2L) pKU
+ ( U)Z? 1-

Réorganisons les termes de la derniére égalité et rappelons que K = [;° k(a)II(a)da, on a,

Vi+ Vs = pr/OOO{H@i) H(W>+H(gi)<w gi)}k(a)ﬂ(a)da

Uf Ur U, U,
1—-—|pK 1—- L)\ F —(=—-1)F(S*U)— | = —1|pKU;.
b (g et (1= G P s = (G 1) Fs 0D - (- 1) KT
posons
. [ U, U1(t—a)) U1 <U1(t—a) Ul)}
¥ =pU Hl—|-Hl————= H _ — k(a)II(a)d

comme H est une fonction convexe, on a H(b) — H(a) + H'(b)(a — b) < 0 pour tout a,b € R, ainsi

> < 0. Par conséquent

U U
Vi Vi =5+ (1= 0H) (P (800 + 9K — (0 = 1) (F(8°,U7) + pKUY).
1 1
Maintenant, pour V' = V{/ + V4 + V5 on a,
F(S*,U7) F(S*,U7)
I — % 1 = 71) * (1_’1)1:‘ * U - F
V= Rl = g = S0 + (1= el ) (P (8 Un — P (s.0)
Uik U1 * * *
+ U (F (S,U1) +pKUy) — W_l (F (S*,U7) + pKUY),
1 1
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par simplification, nous obtenons

Vo= N4 p(l— M)(s* ~5(1) + (1 - m)ns*, Ur)
+ %F(S*, Ur) — ng(s, Uy) — Z}F(S*, ).

En ajoutant et en soustrayant dans la derniere égalité le terme suivant

F(S",U7) | UFF(S,00)

F(S*,U{)(1
SO Fg ) T sy

on trouve,

F(5*,U7)

F(S*,Uf) | F(5%.U7)
F(S(t),U7)

F(S,U7r) T FE(S,Up) )

Vo= Sp(l- )(S* — S(1)) + F(S*,Up)(1 -

x e UTF(S,U1)  UrF(S,Uh) v ey £S5 UT)
F 1 — 1) - F In———"—-=
RS UG Es on ~ rseoyy TY FE U T
F(S, Ul) * * * * Uf * * F(S7 Ul) U1 * *
——F —F In— —F In———— —F
par conséquent,
F(S*,Uy) F(S*,Uy) F(S*,UY)
R N7 L Ly S CA 7 B A CATO R
vy DTES,U)  UTF(S,Uh) N S
F 1 — 1)+ F In———+1
+ F(S* U*)LS’ o) — F(S*,Uf)In FS50) — F(8*,U7)
Y R(S,UY) VRS, UY) L
En utilisant la définition de H nous avons,
Vo= Sl - et s - s) - R on (o) 4 ST

F(S). U7) rs.on)) o s op))

Uy

Ui

~ H( )F(s*,Uf)+F(S*,UI‘)(§E§:Z}))—m?{q;%)‘lnfig’,(g;)_ )
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par le fait que
F(S,Uy) I F(S,Uy) I F(S,U7)

1
YRSy T RS Up) RS U

on trouve,

F(S*,Uy)

F(5(1),U7)

F(S,U7)

Ui F(S,U1)

Vi = Y4 u(l- ) (W*Uf)))

)(S" = S(t)) — F(S*,UT) (H(

Ux

+ P UNH (G pm)) — Hg)

Observons que les quatre premiers termes de 1’équation ci-dessus sont négatifs. Maintenant, nous

affirmons que le dernier terme est également négatif. Pour cela, posons

F(S(), Ui(t)) Ui(t)
Z(t)=H =) — H(—%),
Cresw.on )
. ) Ui(t) : , .
et considérons d’abord les valeurs %, telles que iR < 1, puis par 'hypothese (1.7) on a
1
U
() _ FS.U0) _
Ut F (S, U7)
puisque la fonction H est décroissante sur (0, 1) alors
Ui () F(S,Uh(t))
H H
RSN

donc Z(t) est négative. Nous employons le méme raisonnement pour prouver que Z est négative pour

d’autres valeurs de t. Par conséquent, la proposition est prouvée et donc
V' <o.

d
%V(\Il(t)) = 0 implique que S(t) = S*. Maintenant, nous recherchons le plus grand ensemble

d
invariant @) tel que &V(\Il(t)) = 0 dans @, nous devons avoir S(t) = S* pour tout ¢ € R. En utilisant

De plus,

I'équation de S dans (1.4) on obtient,

A—pS* = (7, UL(1),
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de 14, et de la premiere équation de (1.14) on a
f(S*,U(t)) = f(S*,Uy), pour tout t € R.

Ainsi, de (1.7)
Ui(t) = U, pour tout t € R.

Par conséquent, & nouveau de (1.4), on a
Us(t,.) = U;(.), pour tout t e R.

Par les mémes arguments que ceux de la preuve du théoréme 1.4 on peut conclure la stabilité globale
asymptotique de ’équilibre endémique. L’unicité est une conséquence directe du fait que %V(\Il(t)) =0

n’a lieu que sur la ligne §' = S*. O
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2.1 Introduction

Nous traitons dans ce chapitre un modele éco-épidémiologique de type "proie-prédateur’ avec la
présence d’une infection de la population des proies, et un comportement de troupeau est considéré.
On note par S la population des proies susceptibles, et par I la densité de la population des proies
infectées, et P la densité des prédateurs et on a fait I’hypothese que les proies malades se regroupent
entre elles instinctivement comme réaction a leur infection. Le comportement de troupeau est un
phénomene écologique que les proies utilisent pour se défendre contre les prédateurs, de telle sorte que
les prédateurs ne peuvent pas atteindre les proies qui se trouve a l'intérieur de ce groupe autrement
dit que les prédateurs chassent uniquement sur le bord du groupe considéré. La question qui se pose,
¢’est comment modéliser mathématiquement ce phénomene ? Pour y répondre, considérons un exemple
simple, supposons que les proies infectées forment un carré de surface I comme dans la figure 1 ainsi les
prédateurs seront contraints de chasser seulement sur la frontiere de ce groupe, soit que les prédateurs
ne chassent que 4v/I, nous avons pris un carré, mais si I'on considére un cercle ou toute autre forme
géométrique réguliere, le périmitere représente une proportion de la racine carré de l'aire. Donc un
bon moyen (certes simpliste mais assez réaliste) de modéliser le contact entre prédateurs et proies
regroupées en troupeau et de mettre la racine carrée (modulo une constante) de la population des

proies dans notre modele.

Nous allons diviser ce chapitre en deux sections, dans la premiére on supposera que la maladie est
non mortelle et on notera ce cas par les cas "non toxique" et dans la seconde section on traitera "le cas

toxique".

J

figure 1.1 :Représentation du comportement de troupeau.



2.2. LE CAS NON TOXIQUE 51

2.2 Le cas non toxique

P =—mP +aPS +bPVI,
S=—BSVI+rS(1— %) — aPS, (2.1)
I=—pul+pSVI—bPVI,

ou P comme précédemment énoncé représente la densité des prédateurs, S et I sont respective-
ment les densités des proies susceptibles et des proies infectées, m le taux de mortalité naturelle des
prédateurs, p le taux de mortalité des proies infectés, S le taux de transmission, r le taux de croissance
de la population des proies a le taux de prédation des proies susceptibles, b le taux de prédation des

proies infectées k la capacité limite de I’espece pour les proies.
Le terme v/I comme expliqué dans l'introduction du chapitre représente que la partie infectée de
la population des proies et qui ont un comportement de troupeau, en réaction instinctive a la maladie.

Pour 'analyse mathématique du modele on va donner les points d’équilibre du systéeme (2.1)

urk r2k? 32
"Bk pr’ (B%k + pr)?

Eo = (0,0,0); B, = (0 ): E* = (P*,S*,I*) (2.2)

_ bkrB + akrp —mrp — kmpB?

P*
) a’kp + b3r ,
gt b*r + mua — bmp (2.3)
a?kp + b3r
I <bmr +akmp — abkr)2
N a’kp + b3r

Sous la condition de la positivité des états d’équilibre on donne les hypotheéses pour 'existence de E*

bkr + akrp — mry — kmfB% > 0
b2r + mpa — bmpB? > 0 (2.4)
bmr + akmp — abkr > 0

Pour la stabilité locale des points d’équilibres on calcule la matrice jacobienne du systéeme (2.1)

—m+aS + VT aP P
28 291
. “
J = —aS —BVI+r—="=—aP — 2.5
a I5; r % a 2g (2.5)
B bP

1 1
R VI AN N
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Pour le point d’équilibre F; la matrice jacobienne est donnée par :

—m+a1S1 +bvI, 0

0
T’Sl _BSI
— —a8 2t ,
J(El) aol K 2\/E (2 6)
~bv/Iy NI
pour simplification de la matrice jacobienne on a utilisé le calcul suivant
e+ pS P —24/T1 + 3S1 — bPy _ —,U\/E:_g
"Tavh v N oL 2
27‘51 TS1 7”51 7‘51
_BJT _ — _BJT e e R e
et =BV I+ e BV + 7 I e
on définit la matrice J par
_rS =5
J = K 2vh (2.7)
VI -5
2
trJ = —(%Jr%) <0 et detg = 1 IO

2K 2

> 0 alors les valeurs propres de J sont strictement
négatives, et par suite E; est localement asymptotiquement stable si et seulement si —m—+a151+bv/11 <
0.

REMARQUE 2.1. 81 —m + a1.51 + b/ 11 = 0 on prévoit apparition d’une bifurcation transcritique.

On réitere la méme démarche pour 'analyse de la stabilité de ’équilibre E*, on calcule la matrice
Jacobienne comme précédemment

bpP*
-m +aS* + bV I* aP* —_—
o 26
J(E*) = —aS* —BVI* +1r— o ap ;51* (2.8)
1 1 * bpP*
_§b1/I* 5/3, /I* _,U:+ ﬂ

WT+ W+

pour une simplification de la matrice (2.8), on utilise les équations de 'existence de 1’équilibre E*, et
Par un simple calcul on trouve :

—m+aS*+b/I* =0

2 * *
BT 47— ;f _apr ="

2.9)
K (
L "

a 0T+ 2/T* 2
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alors (2.8) devient
s Zpse
JE)=| —asr - P (2.10)
K 2y~

1 1 "
—=bvI* =pvI* —=
2 v 25\ﬁ 2

Alors I’équation caractéristique est donnée par

det(J(E*) = X)) = X2 4+ aa)A? + a1\ + ag (2.11)
avec
1 2 o7 * Dk
aozi(a w+b E)S P*>0
rS* u
— Lad 2.12
as ) K + 2T> 0 ( )
a1 = a®>S*P* + §(bzP* + (E,u + %)S5*) >0

puisque tous les coefficients du polynéme caracteristique de (2.11) sont positifs, on peut appliquer le

critere de Routh-Hurwitz

)\3 1 al
A | a a 111 a —1] a2 a
Rappel : ? 0 avec by = — ! et cg=— 2 0
A b1 0 az as Qo a1 b1 0
1 Co 0

siby >0 et c¢g >0 alors le point d’équilibre E* est localement asymptotiquement stable

S 1
S+ DS Pt 4 S (0P + (u+ )87

ar = (T
rS* 9 1rS* rS*° 7 7 u
— P* 2P* 2 2 Q*x pDx* 12 px * 2
s 2Kb (k w+B%) + aSP+4bP S(ku+6)
rS* 9 1rS* rS* 7 ,u
_ — P*+ b2P* 2 2 Q* p* 12 px * 2
agizl agp ) a 5 (k: w+ B8%) + aSP +4bP S(ku—f—ﬁ)
_ (2 2_)g* p*
2(a u—l—bk)S
rS*° rS* 7
— 2P* 2 2P* * 2
K “ K (k ot 57 + b S(ku+5)

Alors on peut dire que le point d’équilibre E* est localement asymptotiquement stable lorsqu’il
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existe.

La valeur de la bifurcation :

Comme on I’a noté dans la Remarque2.1, une bifurcation peut apparaitre si et seulement si

—m+aS;+by/I; = 0
akrp brk
T e T Bk

—m(B%k +ru) +arkp +brkB = 0

k(=mpB? +arp+brB) = mru

. mru
k* = . 2.1
—mf32 + arp + br3 (2.13)

On prévoit 'apparition d’une bifurcation transcritique en & = k*. Maintenant on peut déterminer la

stabilité de I’équilibre E suivant la valeur de k et on 1’énonce dans le théoreme suivant :

THEOREME 2.1. Suivant le signe de (—mpB32 + arp + brf3), on prévoit deuz cas :

(i) Si —mpB% + arp + brB > 0 alors Ey est localement asymptotiquement stable si k > k* et instable si
k<k*.

(ii) Si —mpB? + arp +brB < 0 alors Ey est localement asymptotiquement stable si k < k* et instable si
k> k*.

Une question légitime peut étre posée :

Question 1 : Peut-on avoir la stabilité globale de 1’équilibre E* si F4 est instable?

Pour 'analyse mathématique de la stabilité globale de E* il y’a plusieurs méthodes, une de ces
méthodes c’est celle de la fonction de Lyapunov, mais elle reste assez difficile & mettre en pratique
du fait de la présence la racine carrée de I. Utiliser le théoreme de Poincaré-Bendixon est aussi une
méthode possible, mais une autre difficulté apparait, car il est difficile de trouver un domaine attractant
ne contenant pas de cycle limite et de trajectoires fermées. Nous devons donc nous contenter de la
simulation numérique pour montrer formellement la stabilité globale de E*; mais avant cela on va

faire une remarque pour clarifier les choses :

REMARQUE 2.2. Si E* existe alors —m/f3? 4+ arp+brB > 0 et par suite Ey est instable sous la présence

de E* si et seulement st k < k*

Nous allons a présent essayer de donner des éléments de réponse a la Question 1 en utilisant la

simulation numérique (voir Figl.2) :
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Figure 2.2 : portrait de phase pour montrer numériquement que I’équilibre endémique est
globalement stable pour les valeurs a = 0.029; b =0.025 ; 3=09;m=135;r=12; u=15;
k =5000; et By = (0,2.2212 ,1.7762) et —m + aS1 + by/I; = 116.987 alors E; avec différentes

conditions initiales.

Question 2 : Que se passe-t-il si ’équilibre endémique E* n’existe pas et E; est instable ?
Mathématiquement il est difficile d’y répondre, mais numériquement on peut dire qu’il existe une

solution périodique comme on le montre dans la simulation numérique suivante :

—F
—5

! ! !
0 jun] 180 m 0 k]

Figure 2.3 : Simulation numérique du systéme (2.1) avec la présence d’oscillations pour les trois

populations, dans I'absence de 1’équilibre endémique et I'instabilté de I’équilibre E7, pour les parametres
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a=1.029:b=0025;L=1;8=09;m=135;r=52; mu=15; k=500; et Ey = (0,8.07,23.47)
et B* = (—4.5889,11.0246,95.0726) et —m + aS; + b\/I; = 11.9245 > 0 alors F; est instable et E*

n’existe pas, avec les conditions initiales Py = 2 et Sy = 3 et Iy = 4.

2.3 Le cas toxique
On considere le modele

P =—mP +aPS —bPVI,
S =—BSVI+rS(1— %) — aPS8, (2.14)
I =—pl+BSVI—bPVI,

on conserve les mémes notations faites avec le systeme (2.1), le terme (—bP+/T) signifie que le contact
avec une proie inféctée est fatal pour le prédateur. Par un simple calcul on trouve les points d’équilibre
suivants :

k‘ 2k22
Fo = (0,0,0); By = (0, =" rkp

" B2k + pr’ (B2 + pr)?

) et E¥ = (P*, 8%, I*) avec

— _ _ 2 _ _ 2
P*:akzr,u bkrp — mru — kmp ot S*_ak‘mu bkmp — krb

a?kp — 2abkB — b3r  aZkp — 2abkp — b2r

(akmﬁ + bmr — abk:r) 2
et I* =
a?kp — 2abkB — b2r

Nous devons imposer les conditions de positivité

anu > 2abkf + b2r akmpy > bkmp + krb?
akrp > bkrB + mru 4+ kmfg? akmp + bmr > abkr
ou
a’kp < 2abkf + b’r akmuy < bkmf + krb? (2.15)

akrp < bkrB +mru+ kms? akmp + bmr < abkr
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Maintenent on va étudier la stabilté locale des états d’équilibre :

P
—m+aS +b/I aP —b—
208 e
J = —aS BT+ — % —aP ;gj (2.16)
15} bP
—bVT VI —pt e
B HE ST oVl
La matrice jacobienne pour I’équilibre E; est donné par
—m +a1581 + b1 0 0
’l"Sl —ﬁSl
— —aS _2L ,
J(E7) aS1 K oV, (2.17)
~bv/Ty NI
ar —p 4+ ps  bP _ —2u/Ti + 3S1 — bP; _ —M\/E:_g
SN/ N 2V oL 2
27‘51 . T‘Sl 7“51 . T‘Sl
et—ﬁ\/ﬁ—i-T— K = ﬁ\/ﬂ‘f"r ? ?— 7
soit
S =5
J= K 2VhL
NI
St _rSip B82S
trJ = (K +2)<O et detJ = 5 T3 >0
alors les valeurs propres de J sont strictement négatives.
-Si —m + a1S1 + by/I; > 0 alors Ey est stable
-Si —m + a1S1 + by/I1 < 0 alors E; est instable
La valeur de bifurcation : Une bifurcation peut apparaitre si et seulement si :
—m+aS;+b/I; = 0
akrp brk
T e tn T Bhren
—m(B*k +ru) +arkp +brkB = 0
k(=mpB® +arp+brB) = mru
k= TR (2.18)

—mfB2 + arp + brf3
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On prévoit 'apparition d’une bifurcation transcritique en k = k*.

Maintenant on va analyser la stabilité de I’équilibre endémique ; et la matrice jacobienne en E* est

donnée par :

P*
—m + aS* + bV/T* aP* b
ors" N
J(E) = 0 VT = D2 ;ﬁl* (2.19)
1 1 BS* P
——b/T* ~BVTF —p+ -
MV ;W SMEN/TEVIT

Sous les conditions d’existence du point d’équilibre endémique, la matrice (2.19) devient

0 apr
s
JEY=| —agr TS P (2.20)

K 2JI*
W VT L

Pour déterminer la stabilité locale de ’équilibre E* on va calculer I’équation caractéristique des (2.20)

—A aP* — bP
. 2y
JE =)= | —agr Ty P (2.21)
K 2V/T*
“WT BT —% Y
d’ou I’équation caractéristique
det J(E* — AI) = X* + a2)\* + a1\ + ap = 0, (2.22)
avec ag = 1(CL2 2l 2abB3)S* P*, as = ro” + B et = a5 P+ 1(_b2P* + (Z +5%)S%)
0=75 K 2 ) 02 = - 5 1= B k:’u .

On va utiliser la critéere de ROUTH pour donner une condition suffisante pour la stabilité de 1’état
d’équilibre £* mais il y a une hypothese a considérer, en effet on sait que la condition nécessaire pour
utiliser ce critere c’est la positivité de tous les coefficients de Routh i.e. ag,a; > 0, et on remarque que
ag > 0 est incompatible avec la condition (2.15) ; car si ag > 0 = a?ku > 2abkB+b*r (i.e pour utiliser

le critere de ROUTH il faut que la condition (2.15) soit vérifiée).

Siby >0 = ¢ >0
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-1l 1 a 1

by = — = —(aga1 — aop)
as as ap as
asa; = (rs* + H)[cﬂS*P* + 1(—bzP* + (fu + 5%)5%)]
K 2 2 k
2 2
rS* 1rS* rS* r 1 W, r I
= ) 2 —— b2 p* _ 2y _ Bpepx o Pgx L 2 H 2 prgx
K ¢ 2K t o Gr ) TP S e ) 4 et S
2 2
rS* 4 1rS* rS* r I W, r I
o — p* = bQP* o 2 —*bQP* I <E Y 2 ~ QP* *
asa1 — Qo i 5K +2K(k,u+ﬁ) 1 +4S (ku+ﬁ)+2a S
1 2 o * D*
2 2
rS* 1rS* rS* r 7 T 7 1
— j 2k bQP* o 2 **b2P* <Y 2 ~ QP* * _ — 2 * px
@ 5 I +2K(ku+ﬁ) 1 +4S(ku+ﬁ)+2a S 2au5’
1 2T s px * D%
+§b %S P* + abBS*P
rS* rS* 1 " T
— 2P* o 2y _ & ZP* Pk 2 * p*
s +—2K(ku+6) 4b +4S(ku+ﬁ)+abﬁS
b1 > 0 ssi
K 2K 'k 4 k 4

si cette deniére condition est vérifié alors E* est stable

Question : Peut-on déterminer la stabilité de E* si les coeflicients ag et a1 ne sont pas positifs 7

Mathématiquement cela est possible, en effet on peut donner une autre conditions de I'instabilité

(dans le cas ou l'on ne peut pas appliquer le critére de Routh) on utilise alors la méthode de variation

des signes de Descartes.

Exemple : si on prend I'équation caractéristique (2.22) et on suppose que ag < 0 et a; > 0 ou

bien ag < 0 et a; < 0 on peut dire que 1’équation caractéristique (2.22) admet une solution positive ce

qui donne l'instabilité de I’équilibre endémique E*. Dans le cas ot ag > 0 et a1 < 0 le signe varie deux

fois i.e. 'équation caractéristique admet soit deux solutions positives soit n’admet pas de solutions

positives (dans ce cas on peut avoir une bifurcation de Hopf).

Nature de la bifurcation :

Pour étudier le type de bifurcation on utilise la formule de CARDAN [38] pour calculer la forme
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explicite des valeurs propres, tout d’abord on écrit I’équation (2.22) sous la forme :

X3+ pX +¢=0,

(2.24)
a2 .
on pose alors A = X — 3 ce qui donne
(X -2y - x3_g4 2By @
3 2 3 27
2 2
a2\2 2 a3 a3
X—-—= = X+-—=-2-=2X
GQ( 3) Ay + 9 3
3 2 az.3 az .o az
A°+ a N+ a A+ ag = (X—g) +(L2(X—§) —I—al(X—?)—l—aO:O (2.25)
XX+ Bx B xR 9%y X g =0 (2.26)
—a —=X—-—=+4a = —-2-= a1 X —a1— +ag = .
2 3 27 "2 T g 73 ! HER
2 3 2
a a a as
X34 X(-2 — 242 4, ==0 2.27
FXEG Fa)ta = on oy g (227)
et on a aussi
2
a3
p=—4 ta
53 (2.28)
1= 97 Ty Ty
On utilise alors le changement de variable X = u + v et 'équation (2.24) devient
u® +v° + (3uv + p)(u+v) + ¢ =0,
on choisit wv = —L alors u3 +0v3 = —¢q
ud + v = —q,
2.29
udv? = —p—g ( )
27’

on pose u; = u> et v; = v>. Il suffit de trouver deux nombres u1, v; dont la somme est égale & —g, et

dont le produit est égal a o la solution du systeme est la solution de I'quation de variable &

2 p
& +aq€ - —57 =0 (2.30)
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2

3 2
A= 2702 + 493 = 27(ag — 2 + 2 _ . 92y2 4 492 3
q° +4p (ao 57 T 9 a13)—|—( 3-1'&1)

LEMME 2.1.
-Si A > 0, on a une racine réelle et 2 racines imaginaires conjugées
-S1 A =0, on a une racine réelle simple et une racine réelle double

-Si A <0, on a 8 racines réelles

Démonstration. A = 27¢*> + 4p3
e Si A > 0 alors il existe deux racines réelles de ’équation (2.30) on les note ¢’ et t”

u? et v? vérifie I'équation (2.30); et soit v = v/t ie a® est la solution de I'équation (2.30) donc

6 5 P
——==0 2.31
o+ o — 2 (231)
. _ ok __ P o _
soit k € {0, 1,2} et posons ux = j¥a et v = —3—] et xp = ug + v on trouve xq, x1, T2
«
3 3 3
3 kN3 (P ook k3 P e o3 P01 g Py
uj + 0y = () + (g7 = et = g = o = ooy = 5 (el = o) = g
car 52 =9 =1 (k€ {0,1,2})
6k 0 6 5 P o P 3
J J et a” + qo 57 (]y) 57 ] qo
et la méme chose pour pour upvy = —§j3k =3 donc wuy, et vy vérifient I’équation (2.29).

e Montrons que xp = ux + v avec k € {0,1,2} sont des solutions de I’équation (2.27)

il faut montrer que Vx € C alors

B 4pr+q = (x —xo)(x — z1)(x — 1)
B pr4q = 22— ;82(360 + 21 + x2) + x(zox1 + TT2 + T2T1) — ToX2TY
montrons que
xo+ a1 + 29 =0,

Tox1 + ToT2 + T2x1 = P,

ToT221 = —(,
1+4v3
onpose1+j—|—j2:0:>A’:31'2:>j1’2:;\f
o . K . o\ P .
vo+zit+ae=0+j+7)a—(1+j+57);—-=0

3a
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. p .
o = jra—2—j*
3o
2
2 _ ok2, P oak 2D s
Te = It ge) TR
2
ok 2, Pk  2p
= et el T
Sy = x%—f—x%—i—x%
2 2 P2
= (14+7+ 1)V« —) =2

(xo+ 1 + w2)2 SL'% + x% + x% + 2(zox1 + ToT2 + T2X1)

= so+2(zozr1 + zow2 + T271)

alors

1 2
roT1 + TxoT2 + Tx2T1 = 5(—52 + (xo + 1 + x2)7)
1
= ;@+0)=p
mowyrr = (o= go)(o— o) (e~ o)
2
_ _PyN2, P P
= la=3 )@+ 55 +3)
_ pa P pa_pa P P
9« 3 3 2703 9a
2703
= —q

1443
2 Y
et par un simple calcul on montre que les j; ; i = 1,2 vérifient la condition j? = 1, ainsi que les

du fait que 1+ 5+ j2=0= ji2 =

conditions ji = j; j? = j°

donc xp, = up + v avec k € {0,1,2} sont des solutions de I’équation (2.27)

. a -k
uisque A\ = X — — = "o —
puisq k k 3 3a

P oo a2

J avec k € {0,1,2} alors aussi Az sont des solutions de

I’équation (2.22).

Maintenant on peut montrer le Lemme énoncé plus haut
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ePour A = 27¢*> + 4p> > 0,

alors I’équation (2.30) admet deux solutions réelles distinctes, ¢’ et t”; et soit « la racine cubique de ¢/

iea= Vet posons

Ao = a—ﬂ—@,
3a 3
. P .2 as
M = ja— —j°— —,
1 J 304‘] 3
. D . ag
Xy = jla—— - —,
2 J 304‘7 3

on sait que Ag ; A1 ; A2 sont des solutions de I'équation (2.22) et il est clair que Ag est réelle et puisque

a est réel (car t' et ¢ sont réels) donc A\ ; A sont des complexes conjugés car j est complexe.
ePour A = 27¢% + 4p3 < 0,

puisque A < 0 alors p < 0,

I’équation (2.30) admet deux solutions complexes conjugées ' et t”; donc o® =t/ =" et a® =t

TP +4p° < 0=0> 27> > 4p> = p < 0
3

3
p — 6 p
lors 1" = —— = 't = 0’a® = |o|” = -
alors o ’ a’a’ = |af 57 ,
. 2 — _
et par suite |« , 3 aa 3 a o
doncAo:o;)—w;Q;:a—i—d—?;2:2Re(a)—32
A _ _7.2_7: =2 42
PTJe TR Ty It Ty
. ) 1 . 2 = . —-— az . a
puisque j ZZ(—liZ\/g) =4 alors )\1:ja+]a—§:2Re(]a)—§
A2:j2a—3%j—%:j2a+aj—%:j2a+jTa—%:2Re(j2a)—%
donc Ag ; A1 ; A €R
e Pour A = 27¢* + 4p3 = 0,

P ¢ q q ¢ _ P
A:0<:>27q2+4p3:O:>2—7:—Z alors t’:t”:—§:>oz3:—§ alors aG:Z:_ﬁ
a2=-b

3 2
P as ot a as
)\ — - — —— = 7——:2 _——
0T T3 T3 T T3 3
2
P o a2 a” 5 2 . o Q2
A = _ _ — = _ _ —— = _ =
1 J 30[7 3 Ja+a] 3 Ja+ag 3
- . = az -1 1 az az
a
M=do=—a-

21 +4p° = 0= 27> =4p> = p < 0
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alors a = —g =acR=uz,€R avecke€{0,1,2} et xg = z1 (solution double) O

LEMME 2.2. Une bifurcation se produit si Re(A1) =0 et A > 0, et dans ce cas on a une bifurcation de

Hopf (car les valeurs propres traversent l’axe imaginaire)

REMARQUE 2.3. Le Lemme 2.2 donne une condition suffisante et nécessaire pour l’existence d’une
bifurcation de Hopf, mais Re(A1) a une formule trés compliquée ce qui donne des difficultés calcula-
toires, encore une fois on va essayer de se convaincre numériquement que les parameétres du modéle

vérifient les hypotheses du Lemme 2.2.
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—F
—=

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figure 2.4 : simulation numérique du systéme (2.1) avec a = 0.29; b=10.25 ; 5 =0.8 ; m = 1.35;
r=32;mu="72;k=>5000;et £y =(0,5.9928 ,15.9617) et E* = (10.5650,4.7986,0.0277) et
—m + aS1 + by/I; = 10.0082 alors E; est instable et E* n’existe pas car
akmp + bmr — abkr = 407.08 et a?ku — 2abkB — b*r = —75.6 (contradiction avec les conditions de

positivité) sous les conditions initiales sont Py =5 et Sy =2 et [y =1

—F

—3

-

525

52

5.1

W05 N0 N5 220 225
t

0 50 100 180 200 280 300 350 400 450 500
t

Figure 2.5 : simulation numérique de systéme (2.1) qui représente ’existence d’une solution
periodique pour les valeurs a =0.29; L. =1;56=0.25 ; =08 ;m=135;r=3.2; pu=12;
k =5000; et By = (0,10.9759,15.9298) et E* = (6.4105,4.7993 ,2.7968) et
—m + aS1 + by/I; = 1.9328 alors E; est instable et E* existe et il est stable ag = 2.6677 ;
a1 = 4.1246; ag = 1.1031; by = 1.8820 avec les conditions initiales Py = 20 et So = 1 et Iy = 100.
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Figure 2.6 : simulation numérique de systéme (2.1) avec la présence d’oscillations pour les trois
populations pour les parametre a =9.4;6=025;L=1; =004 ;m=02;r=0.2; p=0.1;
k =5000; p = 0.0026 ; ¢ = 0.0708; A = 27¢* + 4p® = 0.1352 et By = (0, 12.4688, 24.8755) et
E* =(0.0212,0.0373 ,0.0096) et —m + aSy + by/I; = 116.9817 alors E; est instable et E* existe et
il est stable ag = 0.0035 ; a; = 0.0699; as = 0.05; by = 8.7041 x 1075 avec les conditions initiales
Py=0.2et Sg=0.2et Iy = 0.002.

2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un modele proie-prédateur en la présence d’une infection des
proies qui provoque (entre autre) instinctivement un comportement de troupeau pour la population
des proies infectées. Notre étude est focalisée sur le comportement asymptotique des états d’équilibre
et on a considéré les deux cas toxique et non toxique.

Pour I'analyse de bifurcation on a choisi le parameétre de la capacité limite comme parameétre de
bifurcation et on a discuté suivant les valeurs de k la stabilité des états d’équilibre.

Durant ce chapitre nous avons rencontré beaucoup de difficultés calculatoires surtout lorsqu’il s’agit
de la dynamique globale des solutions et la conservation des solutions périodiques, n’ayant pu donner
de réponse mathématique rigoureuse, on a essayé de donner quelques indications sur le comportement

global en utilisant la simulation numérique.



Chapitre 3
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier 'effet de la diffusion spatiale sur le modele introduit au chapitre
précédent. Notre analyse ayant pour but de faire une étude comparative entre les résultats trouvés pour
le systéme sans diffusion et ceux qu’on obtiendra lorsqu’on considere la diffusion. Encore une fois on

va diviser notre étude en deux parties :

3.2 Le cas non toxique

Considirons le systeme :

Pt = —mP+aPS+bP\/.7+b3Pm7
Sp=—BSVI+rS(1— %) — aPS 4 52540, (31)
Iy = —pl + BSVI — bPVT + b1y,

sous les conditions aux bords de Neumann :

Py(0,8) = Py(L,t) = S4(0,8) = Syp(L,t) = I,(0,t) = I,(L,t) =0  Vt >0, (3.2
| .

P(x,0) = Py(x) > 0,5(x,0) = So(x), I(x,0) = Ip(z) > 0x € (0, L).

On conserve les mémes notations que 'on a déja faites avec le systéme (2.1) et on ajoute x qui
représente la distance couverte par une des trois population considérée, et Q0 = [0, Lw| avec L7 est
la distance maximale couverte soit par S ou P ou I le choix d’un tel intervalle est fait par soucis de

simplifications des calculs & venir.

Considérons ’espace fonctionnel

X = {U € H2(0, L), Po(0,) = Py(L,t) = Su(0,) = Sy (L, 1) = I,(0,¢) = I,(L,t) = 0,z € [0, Lx]}

Le systéeme admet les mémes états stationnaires ainsi que les mémes conditions de positivité que

ceux du systeme (2.1).

Maintenant on va analyser la stabilité locale du systéme (3.2), et on pose L(k) la matrice Jacobienne

associée a (2.1) au point d’équilibre Fj, on écrit le systéme sous la forme :

Uy = DAU + L(k) + F(U) (3.3)
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avec
—m + aS1 —i—b\/ﬁ 0 0
TSl —651
pu— J— S =
L(k) aS, no
RN N
et
b38x2 0 0
D= 0 b28x2 0
0 0 blaaﬂ
et
—mP 4 aPS + bPVI +mP — aSP — b/I, P
FU) = —BS\ﬁ—H’S(l—%)_ap5+aslp+@5+ 2,6;;9%1
1

—ul + BSVT — bPVI + /TP — BVTLS + gf

Par un simple calcul on peut simplifier F'(U) sous la forme :

+aPS + bPVI — aS P — b\/ITP

S
F(U)=| —BSVI+rS(1- 7)) —aPS+aSP + 1 S

BSVI — bP/T + b\/T, P — m/ﬁs — 5[

551
NI

On peut écrire le systéme linéairisé au voisinage de Fj
U, = DAU + L(b)U,

sous les conditions aux bords et par la séparation des variables on pose

U= Z by, cos(%x)e)‘t.

Cn

Rappelons que (%)2 sont les valeurs propres de —A avec n € N*,

(3.4)

(3.6)

(3.7)
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Pour déterminer la stabilité locale du systéme (2.1) on définit la matrice DA + L(b) par

—m+aSy +bV/T; — ()b 0 0
TSl 82 _,8S1
DA + L(b) = —aS; — 5~ (a2)b2 i (3.8)
svin BVT, —L — (&b
et par suite la matrice D(%)? + L(b) est donnée par
—m+ aSi + bv/I1 — (%)?bs 0 0
My ) Cus TP
D(7)"+ L(b) = aS1 (D) A (3.9)
I BVIL -5 (1)
Les valeurs propres de D(%)? + L(b) sont des solutions de I’équation d’inconnue X :
n rS1  ,n poon 3251
— (- T — (2)2a)|[(E2E + (22 By = 1
A= (=m+ a8+ bvT = (2)))[(5 + ()02 + N (G + (2 + ) + =] =0  (3.10)
on définit la matrice J par
T8 (2)2b, —B51
J= Kb p 2V (3.11)
;SR S

On peut facilement vérifier que det J > 0 et trJ < 0 alors on peut dire que les valeurs propres de la
matrice J sont strictement négatives, ce qui signifie que 'apparition d’une bifurcation transcritique se
produit si et seulement si

—m+aS; + by — (%)ng ~0 (3.12)
maintenant on cherche la valeur de bifurcation transcritique

n
L

akrp brpk (ﬁ
B2k +rp  BPk+rp L
—(m+ (£)%b3)(8%k + rp2) + arkp+brkB = 0

—m+aS; +b/I; — (=)*3 = 0

—m + )2b3 =0

—mB%k — mry — (%)2636219 - (%)ng,ur +arkp+rkf = 0
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(%)*bapur + mrp
“mBZ — (M)20-32 + :
mf? — (7)%b36% + 3+ arp

k*(n) = (3.13)

Pour déterminer les éventuels points de bifurcation transcritique on étudie la positivité de la fonction

(3.13)

2 2
Sbapr(—mB? — (3)2bs? + 16 + arp) + ZybsF(3)bapr + mrp)
(—mpB% — ($)?03% + rf + arp)?

2n —byprmB? — Bur(3)2B2 + bapr(rB + arp) + B2(3)203ur + bsSPmry
12 (—m B — (£)2035 + B + arp)?

_2n bypr(r3 + arp)
- L2 (-mfB? — (1)%b362 + 1B + arp)?

k' (n) >0, (3.14)

alors k*(n) est strictement croissante en fonction de n alors on a le lemme suivant

LEMME 3.1. Pour déterminer la stabilité de ’équilibre E1 on a deux cas a considérer :

—mﬂg + 18+ arp
b3 32

o Si —mpB% +rB +arp > 0 4l existe N* = [L\/
on a :-Sik>k*(0) alors Ey est instable
-Si k < k*(0) alors Ey est stable

] tel que pour 0 < n < N*

o Si —mp%+rB+arp <0 alors Ey est localement asymptotiquement stable

Démonstration. :

o Si —mpB% +rB+ arp > 0 alors :

. _ 2 n
i —mB = (g

2332 + 1B + arp = —o0

et —mpB? — (%)2b3ﬂ2 4+ rB 4+ arp est strictement décroissante en fonction de n, de plus il existe un N*
tel que pour tout n > N* on a —m/f? — (%)%362 + 78+ arp < 0; ce qui signifie que k*((%)2) <0
dans ce cas pour tout k£ >0 on a k > k*((})?) avec la condition —m3% — (%)%b38? + r3+arp < 0 on

trouve —m + aS1 + byv/I1 — (#)?bs < 0 pour tout n > N*. N* vérifie alors la condition

—mpB% — (NT*)2b3B2 +7rB+aru=0 (3.15)
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N*
—mB+rf+arpy = (7)25352
“m el ey N,
b3 32 L
N* - L —mﬁ—l—rﬁz—}-aru
b3
puisque N* € N alors N* = [L\/_mﬂ —Z ;52 +arp
3

-Si k > k*(n) pour un certain n alors E; est instable

-Si k < k*(0) por tout 0 < n < n* alors Ej est stable

puisque k*(n) est strictement croissante en fonction de n on a k*(0) < k*(n)

e Si —mp%+7rB+aru < 0 alors k*(n) < 0 alors pour tout & > 0 on a k*(n) < k alors Fy est

stable ce qui complete la preuve

D’apres I'étude du systeme avec diffusion on peut dire qu’on a une conservation de la bifurcation

transcritique trouvée dans le systéme (2.1) et on a quelques remarques :

REMARQUE 3.1. Au voisinage de l’équilibre E1 la diffusion spatiale a un effet stabilisant pour le systéme

(2.1) car on remarque que —m + aSy + by/I; — (%)ng < —m+aS; + b/

REMARQUE 3.2. Pour l’équilibre endémique, il est localement asymptotiquement stable quand il existe
dans le systéme (2.1), mais en présence de la diffusion il peut étre instable ce qui s’appelle l'instabilité
de Turing, et on a évité de donner des conditions de linstabilité de Turing a cause de la difficulté
calculatoire dans la présence de diffusion et en va juste donner quelques simulations numériques pour

prouver ’éventualité de l’instabilité de E*, on plus on peut avoire une bifurcation de Hopf; on plus on

peut avoir une bifurcation de Hopf

O]
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x10*

25

5 X0
¥ Y:0.2343

Figure 3.3 : Simulation numérique du la fonction k(n) (3.13) avec r = 1.22425;b3 = 0.1440; 5 =
0.0845354; L = 1;m = 0.1;4 = 0.2;a = 0.007; et —mfB? — (%)%b38% + rB + arp = 0.1045 > 0(i.e
k(0)>0)

Figure 3.4 : Simulation numérique du la fonction k(n) (3.13) avec r = 0.22425;b3 = 0.1440; 5 =
0.0845354; L = 1;m = 3.1;1 = 0.2;a = 0.007; et —mpB? — (%)%b3B* + rf + arp = —0.0086 < 0O(i.e
k(0)<0)
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Figure 3.5 : Simulation numérique du systéme (3.1) la conservation de stabilité de E* en présence de
la diffusion et les mémes valeurs des parametres dans figure 1.2 avec le taux de diffusion d; = 0.04,

do = 0.02, d3 = 0.01 et les conditions initiales Py = 2 et Sy =3 et Iy = 4.
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time distance time distance

time

distance

Figure 3.4 : Simulation numérique du systeme (3.1) la perte de la stabilité de 1’équilibre E* en
la présence de diffusion et les mémes valeurs des parametres dans figure 2.2 avec les coefficient de
diffusion d; = 0.4, do = 0.2, d3 = 0.1et les conditions initiales Py =2 et Sy = 3 et Iy = 4.

Question : A-t-on toujours l'existence de la solution périodique pour le systéme (2.1) avec diffu-
sion pour les mémes conditions initiales dans Figure 2.3 pour certaines valeurs des coefficient de la
diffusion ?

On peut conserver la Figure 1.3 en présence de la diffusion si I'on choisit le taux de diffusion tel

que E* reste stable en présence de diffusion comme on le montre dans la figure suivante
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Figure 3.5 : simulation numérique du systéme (3.1) avec la présance de solution péridiques homogenes
pour les trois populations pour les parametres a = 1.029; b =0.025 ;L =1; =09 ; m = 1.35;
r =52; mu = 1.5; k = 500; et dj = 0.04, d2 = 0.02, d3 = 0.01; alors E; = (0,8.07,23.47),
E* = (—4.5889,11.0246,95.0726) et —m + aS; + by/I; = 11.9245 > 0 alors E; est instable et E*

n’existe pas, sous les conditions initiales Py =2 et Sy = 3 et Iy = 4.

3.3 Le cas toxique

Dans cette sous section nous allons suivre la méme méthode que celle introduite dans la premiere

section avec ’hypothese de la toxicité des proies et la présence de diffusion ; alors notre modele est le
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suivant :
Py = —mP + aPS — bPVI + di Py,
Sy = —55\/?‘}‘ TS(l - %) —aPS + doSys, (316>

I = —pl + BSVT — bPVT + dsl s,

sous les conditions aux bords de Neumann

Py(0,t) = Pp(L,t) = S4(0,t) = Sp(L,t) = I;(O,t) =L(LH)=0 Vt=0 (3.17)

P(z,0) = Py(xz) > 0,5(z,0) = So(z), I(z,0) = Ip(xz) > 0z € (0, L)

avec Q = [0, L]

X ={I € H*(0, L7), P,(0,t) = S;(0,t) = I,(0,t) = 0,z € [0, L7}
et P(x,0) = Py(z) et S(z,0) = So(x), I(z,0) = Ip(x)

et U= (P,S, I)T.
urk T2k2ﬁ2
B2k + pr’ (B + pur)?

Les solutions stationnaires sont Ey = (0,0,0); £ = (0 ) et E* = (P*,S8*,I")

avec

pr_ akrp — bkrB — mru — km/3? ot S — akmypy — bkmf — krb?
N a?kp — 2abkB — b3r  aZkp — 2abkp — b2r
(akmﬁ + bmr — abkr) 2
et "=
a?kp — 2abkB — b2r

bP
—m+aS + bv/I aP ——
s W
J = —as —BVI +r— %—aP ;QT (3.18)
I6] bP
VT VI —pt+ = - —=
B HESTT T oVt
avec L(k) est la matrice Jacobienne du systeme (2.1) au point d’équilibre E;
Analyse de stabilité de E;
Encore une fois on peut écrire le systéme s’écrit sous la forme
Ui =DAU + L(k)+ F(U) (3.19)
avec
—m +a1S1 + b1 0 0
rS1  —pBS:
- —aS 2L ,
L(k) aS1 N (3.20)

—by/T BV —g
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et la fonction

hi2 0 0
D= 0 dZ 0
0 0 dis

—mP 4 aPS + bPVI +mP — aSiP — by/T, P
’I’Sl 551

S
=| -B8SVI+rS(1——)—aPS+aSP+—5 1
F(U) BSVI+78(1— ) —aPS+aSiP+ * o (3.21)
—ul + BSVI = bPVI +byTiP = BVTiS + 51
en utilisant les équations de I'existence de E7, alors la fonction (3.21) devient
+aPS + bP\T — aS P — by/T, P
S 51 BS1
= — I 1——)—aP P+ — —1
F(U) BSVT +15( ) —aPS+aSiP+ — S+2\/E (3.22)
BSVI = bPVI+by/IP - BVIS - L1
par une linéairisation au voisinage de FE1
U = DAU + L(b)U, (3.23)
sous les conditions aux bords on pose
Qp
40 n
U= nz::() by, cos(zx)em,
Cn
on sait que () sont des valeurs propres de —A avec n € N*
—m+aSl+b\/ﬁ—d1(%)2 0 0
DA+ J(b) = —aS S do(%)? —B5 (3.24)
= 1 K 2\T, 2\/],>1 .
-y N
soit
Sy, BS
J=| K 7 oy
VI =L (p)h



3.3. LE CAS TOXIQUE 79

detJ > 0 et trJ < 0 alors les valeurs propres de J sont strictement négatives, et par

conséquent une bifurcation peut apparaitre si —m + aS1 + bv/I1 — (%)ng =0

—m +aS; + b1 — (%)%3 -0

akr brBk n

m B2k +rp * Bk+ruy (L
—(m+ (7)%bs) (8% + 1) + arkp+ brkf = 0

by = 0

—mB%k —mry — (%)ngﬁQk - (%)ngur +arkp+rkf = 0

o baar(—mp? — (3)2058% + 7+ arp) + 23bsB((3)2bspr + mrp)
(—mpB? — (1)?b38% + 1B + arp)?

2£ —b3purmfB? — b%ur(%)Q,BQ + bgur(rp + arp) + 52(%)217%;”“ + bsB2mrp
L? (—mpB% — ($)?038% + rf + arp)?

o bypur(r + arp) o
T D (emB = (D)% + B+ ar)?

et k*(n) est strictement croissante en fonction de n.

—mfB%+rB+arp
b3 52

LEMME 3.2. @ Si —mf%+rfB+arp > 0 il eviste N* = lL\/ tel que pour 0 <n <

N* on a :

-Si k> k*(0) alors Ey est instable
-St k < k*(0) alors E est stable

o Si —mp%+rB+arp <0 alors Ey est localement asymptotiquement stable

Démonstration. * Si —mp% + 8 + arp > 0

lim —mﬁQ—(%)ngﬁQ—l—rﬁ—i—ar,u = —o0 et —mﬁQ—(%)2b3ﬁ2+rﬁ—|—am¢, est strictement décroissante
n—+00
en fonction de n, de plus il existe un N* tel que pour tout n > N* on a —m3?— (%)2b352+r6+a7',u < 0;
ce qui signifie que k*((%#)?) < 0 dans ce cas pour tout £ > 0 on a k > k*((%)?) avec la condition

—mpB? — (%)zbgﬁz +7rB+arp <0 on trouve —m + aSy + by/I; — (%)2[)3 < 0 pour tout n > N*.
et N* verifie la condition

—mpB% — (NT*)2b3B2 +7rB+aru=0 (3.25)
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N*
—mpB+rB+arp = Z(T)Qb;;ﬂ?
-mB+rB+arpy (N*)2
bs 32 L
N g [mB Bt ar
N b3 32
puisque N* € N alors N* = [L\/_mﬂ —Z ;52 +arp
3

-Si k > k*(n) por un certain n alors E est instable

-si k < k*(0) por tout 0 < n < n* alors E; est stable

Du fait que k*(n) est strictement croissante en fonction de n £*(0) < k*(n)

*Si —mpB%+rB + arp < 0 alors k*(n) < 0 alors pour tout k¥ > 0 on a k*(n) < k alors Fj est
stable O

Analyse de la stabilité de E*

On peut écrire le systeme (3.16) sous la forme :

Uy = DAU + J* (k) + F(U), (3.26)
avec
0 aP* — bpP
2/ I*
) = | —agr T ZAY
K 2JI*
-WI BV =L
et
hZ 0 0
D= 0 dbZ 0

00 did

et
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P*
—mP+aPS+bP\ﬁ—aP*S+2b\/FI
S rS* BS*
FU)=1| -BSVI+rS(1——)—aPS+aS*P+ —S+ —=1I
( ) /8 f r ( k) a a K 2\/F

—ul + BSVT — bPVI + bVT P — VTS + %I.

Par une linéarisation du systeme autour de F; on trouve :

U, = DAU + J*(k)U, (3.27)

et on cherche des solutions sous la forme

=}
S

cos(=xz)e?,

S
3

+oo
U=>
n=0 5

Cn

donc (%)? est une valeur propre de —A avec n € N*.

L’équation caractéristique :

Maintenant on va calculer la matrice DA + J*(b)

bP*
—d; ()2 aP* —
I(L) o 2@@?
DA+ J(b)=| —as* -2 _agyn)2 = 3.28
—bVT* BT —L - ds()?
On cherche les valeures propres de la matrice (3.28)
bP*
—di (%)% =\ aP* -
1<L) S* 26\‘/5{?
DA + J*(b) — M = —aS* I g(m)2 P
®) “ g~ e W
—bT* BT B dy(m)2 - a
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I e X P W
det(DA+ T () = \) = (~d(3?-n| K T
BVT* —L —ds(3)? - A
* _BS*
—aP* s 2/ T*
T —g—dg(%)Q—)\
op | a8t T (g
NI VT BT
n rS* n n 2g*
= (—dl(z)z—A)[(Ii +d2(—)2+A)(%+d3(z)2+A)+525] [S*( + d3 (L) + )
bg2S*  bP* rS* . -
-1+ zﬁ[( +do( )2 L VT + aBVTS]
2 Q%
= NI+ () A 4 () () + 02+ T
—aP*las* (% + dy(? ))+aS*)\—bﬁZS*] be*(’";*mz(”)?) vr *)\+1abﬁP*S*
= (PO (B (P9 - A R B () () — (282
A L AQQ By ldy+d NS pgepey
—Me 27 2+3()) ( +2+(2+3)())— AT, T
2 D* * 2 Dx
—aP*S*(agmdg(%)?—?] Lobgprsr 4 bf (Tf; +d2(z)2)+b§ A
N C B LA L R N A 4, By ay(ly?
= ANt 1+ds + 3)(L)]— [(74' ( ))(54‘ 3(3))
* 2 Q% 2 px*
(P (4 dy) () + a2 P T
(2 4 () (B + g () + 0P 570l + ads()? — b)
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on pose :
~ n S* n n * Qk n
o = dl(f)Q(TK + dQ(f)Q)(g +ds(%)? + aP*S (ag +ads(2)? — bB)
b’ P* rS*
— (G da(3)?
7“5K I rS* p
i = (7 +d2(L)2><§ +d3(2)") +di(1)* (G + 5 + (d2 + d3)(£)?) (3.29)
2 Q% *
+a?S* P* + 5" b
rS* u2 2
Go = e + = 5 +(d1+d2+d3)(%>

donc les valeures propres de la matrice (3.28) sont des solutions de I’équation
A+ @2 + @\ +ag =0, (3.30)

dans ce cas pour la deuxiéme fois on suppose ag > 0,a; > 0 pour tout n € N, en particulier pour
n = 0 il vient queag > 0,a; > 0 (car pour n =0on a ag =ag ,a1 =a1 ,a2 = az )
agay = [TS* By (dy + da + d3)(ﬁ)2][(rs* + d2(ﬁ)2)(ﬁ + d3(ﬁ)2)

K 2 L K L 2 L

rSt o p N9 D ok 1ok 625*_b2P*
+d1(L)(K +2+(d2+d3)(L) + a*S*P* + 5 5 ]

= (ot d) (P 4 (PP ()

e+ do - dg) (P (P 4+ 4 ) (2?)
p2S* b2 P* rS* rS* I n
L B (B sy

TS* H 2 ok D* 62‘3* bQP*
e +2)(aSP + 5 5 )

(dy +da + dg)(%)%a?s*P* n

(TS* 1 n.o, rS*

4 D) (TP (o + 5+ (de ) (1)) + (

b = o — o = (dh + da +ds) (P a2 4 ay(B)?)
+(d1 + da + d)(£)%da(7) (%Jr 5+ (2 +ds)(7)?)
4ot dy) (s p + O TP <’"§* I+ ()
O (Pl ) () + (4 By 2P
(R (T 4 (2 — P 0 4 a2~ 1)+ T ()
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= (ot do+ ) (P (PO 4 d) (D)
o+ ds) () <%+d2< 2P ds () 4 L s+ do ) (58
FO 4 By (P2 4 d) (2
+(T§ I P () + a5 ()
+= ﬁ2S*2( + 1,u)+ab,BS*P*

k
E* est stable si ag > 0,a1 > 0 et 131 >0 ie

T ()
PB4 ds(D) + 2+ do - dg) (222"

(d1+d2+d3)( )dl( )(

o+ ds)() <%+d &
T B ><%+2+<d2+d3>< ?)

"~ +§><Tf{ PP () +a252 P
2

3PS L) abBs Pt > (B (a4 dg) (22

+(

+(

Analyse de la bifurcation

Dans ce cas on va utiliser la formule de CARDAN pour résoudre I’équation (3.30). Par un change-

- a
ment de variable on pose A = X — 2

3
~ =2 =3
- 2.3 3 =2 az & G
- =P = X _adX+2Xx-2
~ ~2 ~2
@(X—%)Q - @X%%—z%x
a - a - a
/\3+a2/\2+a1>\+a0_(X—§)3+a2( —52)24-&1(X——2)+a0—0
a2 &3 B =2 =2 _ ~
X3 ~2X+32X—ﬁ+ax2+ 292X 4+ X —a1— 4 ap =
- ~ a2 as a2 a9
X3+ X(—2+a g — — + 2 — 41— =0 3.31
+ X( 3+a1)+ao 5y T g~y (3.31)
alors
~2
~ a -
p = —324—&1
~3 ~
et§ = do— 2+ 2 _g 2
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on pose X = @i+ donc Iéquation (3.31) devien

@+ % + (3ud + p) (G +0) +G=0

on choisit 40 = —g alors @3 + 93 = —§

S+0%=—g

3__ P
27

=g

D]

on pose =43 et 9; =2° il suffit de trouver deux nombres u1, v; dont la somme est égale & —q et dont

le produit est égal a —% la solution du systeme est la solution de I’équation de variable &

2 ~ p
———:0
£ +q¢ o7
A =273 + 4% = 27(a &g+&% i1 22)2 4 4 a§+~)3
q P 0 o7 9 13 3 1

-Si A > 0 donc on a une racine réelle et 2 racines imaginaires conjugés.
-Si A =0, on a une racine réelle simple et une racine réelle double.

-Si A < 0, on a 3 racine réelles.

LEMME 3.3. La bifurcation se produit si Re(A1) = 0 et A > 0, et par suite on a une bifurcation de

hopf (car les valeur propres traversent l'axze des imaginaires)

time:

time

distance distance
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15

time distance

Figure 3.6 :Simulation numérique de systéme (3.16) avec la présance des solutions périodiques non
homogenes pour a =0.29 ;L =1;6=0.025 ; =08 ;:;m=1.35;r=3.2; pu=22;k=>5000;et
E1 = (0,5.9928 ,15.9617) et E* = (25.8887,0.0132 ,28.9948) et —m + aS; + b\/I; = 1.3867 alors F;
est instable et E* n’existe pas car akmp + bmr — abkr = 407.08 et a’ku — 2abk3 — b*r = —75.6
(contradiction avec les conditions (3.1) et (2.15) ) avec les conditions initiales Py =1 et Sy = 6 et

Io = 16
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time

Figure 3.7 :Projection sur 'axe des x pour les mémes conditions initiales précédentes
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Figure 3.8 : Simulation numérique de systéme (3.16) avec les valeurs a = 0.29; b=0.25 ;L =1 ;
f=08;m=135;r=32; p=12;k=>500;et E; =(0,10.9759,15.9298) et E* = (7.7660,5.6727
,1.3931) et —m +aS; + by/I; = 1.9328 alors E; est instable et E* éxiste et il est stable ag = 2.6677

;a1 = 4.1246 ; ao = 1.1031; b; = 1.8820 avec les conditions initiales Py =1 et Sy =1et I[p =1
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time

Figure 3.9 : Projection sur 'axe Ox, OZ pour les mémes conditions initiales précédentes
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time

Figure 3.10 : Simulation numérique de systéme (3.16) avec la présence des oscillation pour les trois
populations pour les parametres a =9.4;b6=0.025;L=1;5=0.04;m=0.2;r=0.02; ©=0.01;
k=50;et By = (0,12.4688,24.8755) et E* = (0.0212,0.0373 ,0.0096) et —m~+aS;+bv/T; = 116.9817
alors E est instable et E* éxiste et il est stable ag = 0.0035 ; a; = 0.0699; ag = 0.05; by = 8.7041x 1076
avec les conditions initiales Py = 0.02 et Sy = 0.03 et Iy = 0.009.

{
[

> )// 3.“
AL

//

time: time
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time

Figure 3.11 : Simulation numérique de systéme (3.16) avec la présence des solutions périodiques non
homogenes pour les trois populations pour les parametres a = 9.4; b = 0.025 ;L =1 ; 8 = 0.04 ;
m=20.2;r=02; pu=0.1;k=050;et Ey = (0,12.4688,24.8755) et E* = (0.0212,0.0373 ,0.0096)
et —m + aS; + by} = 116.9817 alors E; est instable et E* existe et il est stable ag = 0.0035 ;
a; = 0.0699; as = 0.05; by = 8.7041 x 107 avec les conditions initiales Py = 0.02 et Sy = 0.03 et
Iy = 0.009.

3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un modele proie-prédateur avec la présence d’'une infection
des proies qui a pour réaction un comportement de troupeau pour la population des proies infectées.
Notre étude s’est focalisée sur 'analyse asymptotique des états d’équilibre en la présence et en I’absence
de diffusion et on a considéré les deux cas toxique et non toxique.

Pour I'analyse de bifurcation on a choisi le parameétre de la capacité limite comme valeur de bifur-

cation et on a discuté suivant les valeurs de ce dernier de la stabilité des états d’équilibre.






Chapitre 4

Comportement de troupeau dans un
modele proie-prédateur avec diffusion

spatiale

Ce chapitre a fait 'objet de la publication [20]
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4.1 Introduction

Nous restons toujours dans la méme thématique que les deux chapitres précédents, a savoir un
modele proie prédateur, avec un comprtement de troupeau des proies ; sauf que dans ce chapitre nous
allons considérer 'intéraction entre proies et prédateurs sous une nouvelle forme, par le biais d’une
fonction réponse de type Holling "modifiée". Nous allons aussi pousser ’étude jusqu’a traiter des phé-
nomenes que nous n’avons pas rencontré auparavant dans cette these, ou que nous avons délibérément
évité, tels que la bifurcations de type Turing-Hopf, ainsi que I'instabilité de Turing (lorsqu’une diffusion
spatiale est considérée).

Considérons le modele suivant :

dR _ _Ry_ _ _aRP

dt TR(I k) 1+bVR+cR’ (4'1)
ar _ _ __eaRP

w = —mP+ 146V R+cR’

ou R(t) et P(t) sont respectivement les densités des proies et des prédateurs, r est le taux de repro-
duction de la population de proies, k est la capacité limite pour les proies, e est le taux de conversion
de la biomasse des proies en biomasse des prédateurs, m est le taux de mortalité naturelle des préda-
teurs, b et ¢ sont les coefficient de recherche du prédateur pour les proies, a est le taux de prédation,
avec ¢ est la quantité maximale des proies pouvant étre capturée par un prédateur. Le terme VR a
la méme interprétation faite dans les chapitre précédents, un comprtement grégaire des proies. Nous
renvoyons le lecteur désireux de se documenter plus amplement sur ce sujet, aux références suivantes
1, 11, 54, 65, 61, 83,
Lorsqu’un comportement de troupeau est considéré, plusieurs types de fonctions réponse ont été propo-

sées, par exemple en [11, 78] les auteurs utilisent la fonction d’interaction hy(R, P) = av/RP qui n’est

autre qu’'une fonction de Holling I, en la présence de comportement troupeau de proies, dans [55] les

avVRP
1+bvVR

le taux de recherche de P pour R. Nous allons pour notre part, utiliser dans ce chapitre la fonction d’in-

auteurs ont proposé la fonction d’interaction ho(R, P) = qui est la fonction de Holling IT ou b est

teraction de Holling IIT généralisée [28, 74, 87] qui est définie par h3(R, P) = % et nous allons

aRP
1+bvR+cR"

Exemple 1 : Si nous mettons b = 0, la fonction de interaction devient une fonction d’interaction

y inclure le comportement grégaire des proies de la facon suivante hy(R, P) = h3(vV/R, P) =

aRP

de Holling II qui signifie {777,

comme on peut le voir comme une fonction d’interaction de Holling

aR2P
14+cR?

Holling III) et en présence du comportement du troupeau h5(R, P) devient hs(R, P) = hy(V/R, P) =

aRP
1+cR"

I1T modifiée en présence de comportement de troupeau hs(R, P) = (est la fonction d’interaction

Exemple 2 : Lorsque b = 0 et ¢ = 0 la fonction hy(R, P) devient la fonction d’interaction du
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Holling I et sans comportement de troupeau h7(R, P) = aRP.

prey density

Fig 4.1 : Trois types des fonctions d’interaction en présence du comportement de troupeau pour
a=0.5b=0.5,c=0.5.

Suite a la discussion ci-dessus, le systéme (4.1) devient en présence d’une diffusion spatiale :

_ R(z,1) aR(:U t)P(x,t)

) —
k b/ R x cR(x,
eaR(mlt)Jr P(z, o+ ‘) (4.2)

1+ by R(z,t) +cR:rt

avec les conditions aux limites de Neumann :

Ri(x,t) — dyRyz(x,t) = rR(z,t)(1

Pi(z,t) — doPyy(x,t) = —mP(z,t) +

Ru(0,8) = Ro(L,t) = Py(0,8) = Ro(L,{) =0 Vt>0
R(x,0) = Ro(z) >0 P(x,0) = Py(z) >0 x€(0,L)

(4.3)

avec x est la distance couverte par P ou R, L est la distance maximale qui peut étre couverte par
une proie ou par un prédateur.
Les conditions aux limites de Neumann signifie que les populations considérées sont isolées, ou autre-

ment dit que rien n’entre ni ne sort du domaine (il n’y a pas d’immigration).
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4.2 Existence et positivité de la solution, bornitude de la solution,
stabilité globale

11 est facile de vérifier que le systéme (4.2) a trois états d’équilibres Ey = (0,0) et E; = (k,0) et

E* = (R*, P*) (qui existe si et seulement si k > R* et % > ¢) tel que

2
2 ac _ -~
o (me/b + 4 )) "

2(%¢ —¢)

m

L
K

REMARQUE 4.1. Il existe un quatriéme état d’équilibre qui est toujours négatif.

et P*=<R*(1---)>0

Pour D’éxistence d’une solution globale de (4.2) on a le théoréme suivant :

THEOREME 4.1. Pour Py(z) > 0, Ro(z) > 0 et Ro(z), Po(x) non identiquement nuls, le systéme (4.2)
a une solution unique (R(x,t), P(z,t)) telle que 0 < R(x,t) < R*(t) et 0 < P(x,t) < P*(t) pour t >0
et x € (0,L) ou (R*(t), P*(t)) est l'unique solution du systéme :

R
Ry =7rR(z)(1— ﬁ) t>0,
eaR(x)P(x)
P, = —mP(z) + t>0,
L= P T T RG) + eR@) (4.5)
R(0)=R5= sup Ro(z), P(0)=F;= sup Py(x).
2€(0,1) 2€(0,L)
De plus, nous avons lim sup R(z,t) =k et
t—4o00
1 m+r
i — <
t£+moosupL X /P(:c,t)d:v < ek (4.6)
Q

REMARQUE 4.2. Ce théoréme montre ’existence et la bornitude de la solution.

Démonstration. Notre systéme vérifie les condtions de quasimonotonie (voir par exemple PAO [10]),

en effet f et g
aRP

1+bvVR+cR
eaRP\F ¢ (4.7)

+—
1+ bVR+cR

f(R,P):TR(l—%)—

g(R,P) = —mP

verifient la condition :

f aR <0
P=——"T"""7/= 5
1
+be\a/11§+cR (4.8)
9Rr = >0

(1+bVR+ cR)?
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D’autre part les fonctions f et g sont des fonctions Lipschitziennes; ce qui signifie qu’il existe ¢y,

¢y de sorte que pour des réels positifs Ry, Ro, P1, P on a :

|f(R1, P1) — f(R2, P)| < c1(|R1 — Ra| + | P — P2|)
|f(R1, P1) — f(Ra, P2)| < c2(|R1 — Ro| + |Py — P2)

(4.9)

On peut déduire de (4.8) et (4.9) que f et g sont des fonctions quasi monotones dans R (voir [10]) ;
maintenant on pose (Ro(x,t), Py(x,t)) = (R*(t), P*(t)) satisfaisant 1’équation :

9% — dyRyyy — f(Ro, P2) =020 (4.10)
8P2 dQPQxx_g(R%PQ):OZO

et (Ry(z,t), Pi(z,t)) = (0,0) satisfaisant :
aRl —diRizz — f(R1,P1) =0<0 (411)
8P1 — daPiyz — g(R1,P1) =0<0

et 0 < Ro(x) < Rj, 0< Py(x) < Fj.

(Ry(z,t), Pi(z,t)) et (Ro(x,t), Py(x,t)) sont respectivement appelés des sous et sur solutions du
systeme (4.2); il est évident de voir que les fonctions f et g sont des fonctions lipchitziennes et
homogenes i.e. on peut écrire f(Ry, P)—f(Rz2, P) > —c1(R1—Rz) et f(R, P1)—f(R, P2) > —c1(P1—P»)
pour Ry > Ro et P, > Py ou ¢; est la constante de Lipschitz de la fonction f et la méme idée pour
la fonction g; alors on peut dire que toutes les conditions de la Théorém 2.1 dans [1(] sont vérifiées
ce qui permet de conclure a I'existence globale de la solution du systeme (4.2) satisfaisant la condition
0 < R(x,t) < R*(t) et 0 < P(z,t) < P*(t) pour t>0etx € (0,L); par le principe de maximum fort
onal< R(z,t),0< P(z,t) pour t >0 et x € (0,L) ce qui complete la premieére partie de la preuve
on sait que R(z,t) < R*(t) et P(z,t) < P*(t) avec R*(t) est I'unique solution de I’équation R; =
rR(z)(1 — R;f) ) et R(0) = RS > 0

11 est facile de vérifier que R*(t) — k quand ¢ — +oo donc pour tout € > 0 il existe Ty > 0 tel que

R(z,t) <k+e pour t> Ty, x € [0,L] ce qui donne tligrn sup R(x,t) =k .
—400

L L
_ / R(z, t)de  8(t) = / Pe, t)de (4.12)
0 0

w(t) = eB(t) + o(t) (4.13)

maintenant on pose

et
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alors
aRP
— di1Ry.dx + / [rR(1 —_—dx
/ ! 1+ 0VR+ cR]
(4.14)
eaRP
— dPdeJr/ -mP + ———+———|dx
/ 2 1+bvVR+ el

L L

En utilisant la condition au bord, car sous les conditions de Neumann on a / P,.dx = / Ryzdr =0

0 0
dw d/B
at St dt
R

= —md(t) + er/R(l -3 )de (4.15)

L
—m(ef(t) +6(t)) +mef(t) + er/R(l ~ e
0
< —mw + mefS(t) + erp(t), (4.16)

< —muw + ef(t)(m + 7).

De lim sup R(x,t) =k ona lim S(t) < Lk donc pour € > 0 suffisament petits il exist 7" > 0 tel
t—+o0 t—+oo
que
dw

o < —mw + eLk(m + 1), (4.17)

et on sait que w(t) est la solution de

d
d:f = —mw + eL(k + &)(m + 1), (4.18)
et on a
lim w(t) = 2ok + o)L (4.19)
e, W\ = el ek, '

et en utilisant le principe de comparaison et (4.17) nous pouvons obtenir pour T > T}

m-+r

— e(k+e)L+e t>1Ty, (4.20)

L
/P(x, tdr = 5(t) < w(t) <
0
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cela signifie

1

L
lim sup + X /P(az,t)da: < mr
0

ek, (4.21)

t——+o0

ce qui complete la preuve O

Maintenant, on choisit la capacité limite de la population des proies, k comme parametre de bifur-

cation, et on définit la matrice jacobienne du systéme (4.1) comme ceci :

a1l ai12

J(R,P) = (4.22)
a1  G22
avec VB )
9R 14+bvVR+cR— R(=2= +¢)
k (1+ VR + cR)?
aR
app=——"—"-—""—<0 4.24
2 1+b/R+cR ( )
14+ 0VR+cR - R(:% +¢)
a1 = eaP 2VR >0 (4.25)
(1+bVR + cR)?
eaR
ag =—-m+ ——— 4.26
2 1+b/R+cR (4.26)
et D = diag(dy,dz)
et considere I'espace fonctionnel
OR OR
—{U= @ en 0.0,/ 50 =St —0ens =0, (4.27)
L
Pour Uy, Us € x on considere le produit scalaire par < Uy, Uy >= / (R1Ry + Py Py)dx
0

et la norme Hilbertienne associée x notée par ||-||2,2, on considere également le probleme des valeurs

propres associé :
—®"=pud 2€(0,L)
'(0)=d(L)=0

(4.28)

. nm\ 2
qui a py, = () (n=0,1....) comme valeurs propres.
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Nous recherchons la solution sous la forme :
= nmw
U= Z cos(—xz)e (4.29)
i=0
REMARQUE 4.3. L’équilibre Ey est toujours instable.
On a le théoréme suivant :

THEOREME 4.2. En l'absence de l'équilibre positif E* (i.e. si Rf > k), Uéquilibre By = (k,0) est

globalement asymptotiquement stable

Démonstration. Le systéme linéarisé autour de 1’équilibre E; = (k,0) est :
Ui = DAU + J(k,0) (4.30)

avec J(k,0) est la matrice jacobienne de systéme (4.1). Les valeurs propres de la matrice

~(5)*D + J(k,0),
L
sont :
A =-—T— dl(%)Q < O,
Ao — — +$—d (E)2 (431)
2 1+bk+ck L
+ cak 0 est équivalent & R* = k ce qui signifie que R} > k alors Ay < 0 po
-m = uivalen = qui signi u S Ao pour
b+ VE)(c+ Vk) '

tout n > 0 et par suite £y = (k,0) est localement asymptotiquement stable pour R} > k, et il est
évident de voir que k = l;:(n) sont les points de la bifurcation transcritique ot & sont les solution de

I’équation d’inconnue k :

(m + @(%)2) +b(m + dZ(%)Z)ﬁ + (em+ ch(%)2 — ae)k = 0. (4.32)
Maintenant, on montre I'attraction globale de Fj. De la preuve de Théorém 2.1 dans [16], on peut

définir respectivement la sur solution et la sous solution du systeme (4.2) avec (Ry,P1) = (k+¢, M)
et (R2, P2) = (£,0) ou € et M sont des constantes positives et ¢ est suffisamment petit; et les suites

monotones pour 1’équation parabolique couplée définies dans [16] avec (E(m),?(m)) and (R(™), p(m)
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pour m = 1,2, ... telles que
m m 1 —(m—
1 4.33)
pm _pm L (R( 1),P( 1))
€2
et
RO — gm=1) | if@(m_l)’P(m )
& (4.34)
P = ptm) 4 — g(Rm—1) pm=1))
r r oI
avec (E(O),P(O)) = (14¢,M) et (RO, PO)Y = (¢,0)
de lemme 2.1 dans [16] on a (E(m),ﬁ(m)) — (R, P) et (R™, P™) 5 (R, P) tel que
<k+e
= (4.35)

) et (R, P) verifie :

si on pose, € = 0 on trouve (E(O),B(O)) = (0,0) ce qui meéne & P = 0 de [16] (R, P
R,P)=0 R,P)=0
FRP)=0 JEP) o
g(R,P)=0 g(R,P)=0
ce qui est équivalent a
— = — RP
rR(1-E)=0 Py — B
o 1+ WR + cR (4.37)
aRP 0 —mP 4+ eaRP _
~  14b0/R+cR

leﬁ [ —
rE(1-7) 1+byR+cR

De la premiére équation de (4.37) on peut en déduire R = k et des autres équations nous déduisons
que P=0, R=k et de Théorém 2.2 dans [16] la solution (R, P) satisfait :

(R,P) — (k,0) quand t — 400 lorsque € < Ry(z) < k +e.
En utilisant le théoréme de comparaison, on définie la fonction n(x,t) qui vérifie R(z,t) < n(x,t)

avec (z,t) € [0, L] x [0, 400) est la solution unique de I’équation parabolique

Nt = difee +1r0(1 — 1) t>0,z€(0,L)
I0,t)=91(L,t)=0 t>0 (4.38)
77(55’0) = RO($>

et n(z,t) — k pour t — +o0 et il existe tp > 0 tel que R(x,t) < k + ¢ dans [0, L] x [tg, +00) ce

qui signifie que I’état d’équilibre E7 est globalement attractif et localement asymptotiquement stable,
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d’ot I'on déduit la stabilité globale de ’équilibre E;. Ce qui compleéte la preuve. O

4.3 Stabilité locale, instabilité de Turing et analyse de la bifurcation

Dans cette section, on va analyser la stabilité locale de 1’équilibre positif E*, et on va choisir la
capacité limite k comme parametre de bifurcation, mais tout d’abord on donne la matrice jacobienne

du systéme (4.1) :

a a
JR,P)y=| " 7 (4.39)
a1 a2

avec

1+bVR+cR—R(;0=+c)

air = T(l - %) —a (1-+bv/R+cR)? s
a — _L < 0
YT 1R eeR
(4.40)
B 1+bvVR+cR—R(;0=+c)
as1 = ea (L ovVRreR)? > 0,
oy — —mm 4 O
. L+ bVR+cR’
4.3.1 L’équation caractéristique
le systeme (4.2) peut écrit sous la forme :
U, = DAU + J(E*(k))U + F(U) (4.41)
avec
o [ A®) B
(E"(k)) = (4.42)
Ck) 0
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avec

* * _ Dk b
L IHOVR*+cR*—R (2m+c)

(1+bVR*+cR*)2 ’

Alk)y=r(1 - HE) —aP

B =="<0, (4.43)

 HOVR* +cR* —R* (——=+c)

_ Nirsd
Clk) = eaP vy >0
et
, 0? 0?
DA = dlag(d;[@, dzain) (444)
rR(1— %) - 1;‘%%}2 — A(k)R — BP
F(U) = Tov e (4.45)

+ —
1+bVR+cR
ou F(U) est une fonction non linéaire au voisinage de E*. Le systeme linéarisé de (4.2) autour E*

est donné par :

Uy = DAU + J(E*(k))U. (4.46)

Maintenant, on calcule la matrice —(n%)?D + J(E*(k))

o TTN2
"N2p 4 J(E* () = AlR) =~ dilF) b

_ 4.47
I CO(k) —dy(51)? A

Les valeurs propres de la matrice (4.47) sont les solutions de I’équation caractéristique donnée par :

AN — T, (k)X + Dy (k) =0, (4.48)
_ T2
T, (k) = A(k) m(rdl +d2)( )mr (4.49)
Dy (k) = d1d2(f) - dzA(k)(f)Q — BC(k)

4.3.2 Bifurcation de Hopf

Dans cette sous-section, on va prouver 'existence de la bifurcation de Hopf et on calcule les points

de bifurcation et la positivité des ces points pour certaines valeurs de n. Rappelons que l'existence de
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la bifurcation Hopf se produit si et seulement si T,,(k) =0 et D, (k) > 0. On peut facilement vérifier
que Do(k) > 0 et liIJIr1 D, (k) = 400 alors nous pouvons avoir D, (k) > 0 pour certaines valeurs de
n——+0oo

n. Avant cela, nous énongons le lemme suivant :

LEMME 4.1. L’équilibre positif, chaque fois qu’il existe, vérifie la condition suivante :
1
T=r -0+ SOVET) >0 (4.50)
ae

Il est facile de prouver le lemme 4.1 en utilisant 1’équation de 'existence du point d’équilibre
R bvR*+1
(% —©)

on trouve

1
T — ) = bWR +1— 21+ =0VR) (= —¢)
m ae 2 m

Maintenant, on cherche les éventuels points de bifurcation de Hopf qui doivent étre solutions de

I’équation de la variable k :

nm

A(k) = (di + do) ()" = 0 (4.51)
IR* 14+ 0VR* + cR* — R* (2 +¢)
U Y NE_ L (4 +do) (S22 =0 (4.52)
k (1 +bVR* + cR*)? L
R*
Utilisons P* = <2 R*(1 — ?) et ““R* =1+ bV R* 4 cR* donc (4.51) devient :
2R* mr R* 1 ” T,

alors on a : "
2r(R*)? — —R*(1 + 3bV/R¥)
k(n) = mrae T - (4.54)
(r—(dy + d2)(f)2)R* — E(l + 50V R¥)

LEMME 4.2. On pose

Ny = [ %(%)2(d1id2) (4.55)

avec [.| désigne la partie entiére, et k(n) est défini dans (4.54), on peut avoir une bifurcation de Hopf

en k = k(n) et pour n < Ny et on a lestimation :

R*<k(0)<k(l)<.<k(n)<k(n+1)<..<k(N)<Tx (4.56)
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=T >0

avec T = =

Démonstration. On savait que la bifurcation Hopf peut apparaitre si et seulement si T, (k) = 0 ce qui

est équivalent a

nm
To(k) = (d1 + do)()* (4.57)
avec
2R* mP* 1
To(k) = A(k) = r(1 — ~ M a4 VR 4.
(k) = AR) = (1 = 200 - g oI (4.58)
on sait que klin}% To(k) = —r < 0 et on peut écrire A(k) sous la forme
S R*
1
A(k) = Z(—2R* + —(1 + b\/R*)) 2 (r -1+ 2oVRY) (4.59)
k R* ea 2
Alors la primitive de la fonction Ty(k) est donnée par
Ty (k) = 12 (2R* - —( + va*)) (4.60)
ce qui est équivalent a
Ty (k) = 2 (R* +T)>0 (4.61)
et
lim Ty(k) =Te >0 (4.62)
k—+o00

Alors de (4.57) et (4.61) on peut conclure que Tp(k) est strictement croissante en fonction de k et

intersecte ’axe horizontal dans

R*+T)R*
k* (B + 1) >0 (4.63)
T
I’équation (4.57) posséde une solution si et seulement si
(di +do)("T)2 < lim Ty(k) = —T = Toe (4.64)
L k—+o00 R*

ce qui est équivalent & n < Ny avec Ny défini dans (4.55).
nm
La fonction (d; +d2)(f)2 est strictement croissante en fonction de n, alors nous avons ’estimation

dans (4.56) ce qui complete la preuve. O
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i i i i i
200 300 400 500 BO0 700

Figl :La simulation numérique pour ’existence et 'ordre de la bifurcation Hopf la solution de I’équa-
tion (4.57) aveca=1.5;b=1.02;¢=1.02;e=0.5;m=0.5;r=1.2;d1 =0.02;de =0.1et L =5.ce
qui signifie R* = 8.1497; Ny =4; T = 7.7404 et T, = 1.1397

REMARQUE 4.4. Dans la figure Figl on montre l'ordre des points de bifurcation de Hopf représentés

dans (4.56).

Maintenant, nous mettons la solution de I’équation caractéristique sous la forme A(k) = a(k)Ltiw(k)

alors :

’ T

o/ (k(n) = 37 O (R*+T) >0 (4.65)

Sous la condition (4.65) nous avons le théoreme suivant :
THEOREME 4.3. S’il existe N* < Ny waleur critique jo, ..., jn= tel que jo =0 < j1 < ... < jn+ < Ny et
Die(k(i€)) > 0, £ = 0...N*, nous avons l’estimation suivante :

R* <k(0) <k(l) <. <k(n) <kn+1)<..<k(in~)

REMARQUE 4.5. Le Théoréme 4.3 donne les points de bifurcation de Hopf; plus précisément il élimine
les points éventuels de bifurcation de Hopf qui vérifient Dy (k) < 0; car on sait que la bifurcation de

Hopf se produit si et seulement si T,, =0 et D, > 0.
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4.3.3 L’instabilité de Turing, et la bifurcation de Turing-Hopf

Pour l'instabilité de Turing, on a besoin de la stabilité locale de ’équilibre positif E* en I’absence de
diffusion, mais en présence de celle-ci I’équilibre devient instable, ce phénomene est appelé instabilité
de Turing. comme on a déja dit Dy(k) > 0 et pour certaines valeurs de n on a besoin de trouver

2

D, (k) < 0; on peut maintenant voir D, (k) < 0 en fonction de (%) ce qui donne un polynéme de

deuxieme degré

Du(k) = D(("2)) = dida((F5)*)? = da A(k)(52)? = BC() (4.66)

on a Dy(k) > 0 donc le minimum de la fonction (4.66) se produit lorsque

(T = ()% (4.67)
T =50 5 0 (1.69

nm
et D((f)gr) < 0 est une condition suffisante de 'instabilité de Turing alors on a

A(K) o A(k)
dyds( 2d; )* — do A(k) o, BC(k) <0 (4.69)
do 9
——(A(k))* = BC(k) <0 (4.70)
4d,y
ce qui est équivalent a
@(A(k:))? > —BC(k) >0 (4.71)
4d,y
alors
Ak > 20/ ™ oy > 0, (4.72)
€d2

C’est une condition suffisante pour I'instabilité de Turing. Maintenant, on va orienter notre attention
sur I’étude de 'intersection entre la courbe de bifurcation de Hopf et la courbe d’instabilité de Turing,
ce point est appelé "point de bifurcation Tring-Hopf". On savait que la condition T,, = 0 et D,, > 0 est

une condition nécessaire pour 'existence de bifurcation de Hopf et T}, = 0 est equivalent a

Ak) = (dy + do) () = 0 (4.73)
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ce qui implique

R'r(R*+T
kg (di,n) = ( B ) (4.74)
—(d; +d2)(f)2R* +rT
et de D, =0 on a
nm nm
d1d2(f)4 - d2A(k)(f>2 - BC(k) =0 (4.75)
On remplace A(k) = —E(R* +7T)+ LT et Ck) = ac’r (R*=T)— CLGQT‘(R* —T') dans (4.75) et
P ok R* -~ mR* mk ’
on trouve
ae(R* =T) = (R* +T)()?
kr(di,n) = rd y nﬂ')4 T e (4.76)
S R T A T
Les deux courbes définies dans (4.74) et (4.76) se coupent en
Lo pmm R RT4T *( o Wz}
dy = di = ()P | () + T R (R4 ) — o) (4.77)
Nous définissons la fonction
L1 o, M R R*+T, , B 7T2:|
— (222 |—2(fp T T) — do( 2 4.
£0) = (P | =B (e 4 Tr o rRY (R4 1) - da(T P (1.78)
avec
oy (T2 L [ e m g R RTAT o o s }
Fla) = (1P [~ (e = Tr = R 4 T)] < 0 (4.79)

Ce qui signifie que le fonction f est strictement décroissante en n et lim f(z) = oo et lim f(x) =
n—0+ n—-+o00

—oo et il existe un entier positif n* tel que

>0 ifl<n<n*
f(z) = (4.80)
<0 ifn*<n

On peut dire maintenant qu’il existe 1 < n, < n* tel que la courbe de bifurcation de Hopf définie
dans (4.74) coupe la courbe de l'instabilité de Turing (4.76) noté par L, au point (k*,d3), ce point

s’appelle le point de la bifurcation de Turing-Hopf et on a le théoréme suivant :

THEOREME 4.4. Supposons que la condition d’existence de l’équilibre positif est vérifiée et on définit

la courbe de Hopf Hy, dans le plan k — di définie dans (4.74)
R*(R*+T)

= k* et est
T

(i) Sin = 0 léquilibre E* = k* est asymptotiquement stable si 0 < k <
R*(R*+T)

T
(ii) Le systéme (2.14) a une bifurcation de Hopf autour de E* quand k = kg (di,n) et le systéme

instable si k >
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(2.14) a une solution périodique homogéne pour n = 0, et solution périodique non homogéne pour

n=1,2,..., 5N

7 i I i i i i
0.034 (0.086 0.083 0.09 0092 0.094 0.09 0.093 0.1 0102
4 d
d

| 1

Fig2 : Simulation numérique pour le point d’intersection entre la courbe de bifurcation Hopf (4.74)
Et la courbe d’instabilité de Turing (4.76) quand n = 3;
a=350=1.02;¢=1.02;e =0.5;m =0.75;7r = 1.2; do = 0.1 et L = 5.ce qui signifie R* = 0.3863;;
T = 0.2452 et T\, = 0.7616, Et il est évident de le voir k& > R*

REMARQUE 4.6. La Figure 2 montre l’existence de bifurcation Turing-Hopf qui est l'intersection entre
les deuz courbes la premiere est la courbe de bifurcation de Hopf notée par kg et la deuxiéme est la
courbe de linstabilité de Turing notée par kr. L’avantage de l’étude de la bifurcation de Turing-Hopf

est de donner les régions de linstabilité ou de la stabilité de I’équilibre positif.

4.4 Forme normale de la bifurcation de Hopf :

Dans cette section, on va essentiellement suivre les travaux [22, 52] et on choisit k& comme parameétre
de bifurcation. En supposant que k* = kj;(n) avec kj;(n) est défini par I’équation(4.51) et considérons
la variable p1 = k — kj;(n) maintenant on réécrit le point d’équilibre en fonction de p en mettant

k =+ kj;(n) alors I’équilibre positif devient

u*(u) = R* and v (p) = P*(u+ k") (4.81)
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et

U(t) = (R(., 1), P(.,t)" and U* = (u*(p),v" ()"

on peut réécrire le systéme (4.2) sous la forme :

h

ddit) = DAU + Lo(U) + g(U, p)

avec D = diag(dy,dy) et Lo(U) = J(U*)U

et
- 1 Iy
g(U,p) = Z mgz‘le P],Ul
1+j+1>2
1) (2
Jijl = (gz(jl)agz(jl))
avec
i+j+1 (k)
o) = A (0?0’0),k:1,2
Y O"ROI POy
_ R+uwr(p) a(P +v* () (R + u* ()

gD (R, Pyp) = r(R+u"(n))(1

ptke L by/ R+ w () + e(R + u ()

14+ by/ R+ u*(p) + (R + u*(p))

la linéarisation du systéme (4.84) au voisinage de 'origine est donnée par :

ao(t) . -
o W)

Maintenant, on définie la fonction propre normalisée du probléme (4.8)

COS(%%)

cos(%:z:)

pn(z) =

2,2

et soit

Bu(x) = (pn(2),0)" Br(x) = (0, pn(x))"

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)
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on pose A, 'ensemble de toutes les valeurs propres de (4.90), sous le forme \ = +iw, et on définit

I’espace associé

T = span{< ¢(.), B, > B, /o() € x,i=1,2} (4.93)

Il est facile de voir que I'(Y,,) C span{B:,i = 1,2} n € Ny
soit Y(t) € R? tel que Y7 (¢)(3,5%)T € T, dans l'espace invariant P'EDP linéaire (4.90) est

equivalente au systeme linéaire :

nm

Y(t)=—(7

Vdiag(dy,do) + Lo(Y (1)) Y (t) € R? (4.94)

Il est évident de voir que (4.90) a la méme équation caractéristique (4.41)

on définie la matrice

nm

My =—(%

)Vdiag(dy, ds) + J(R*, P*) (4.95)

Supposons qu'il existe n € Ny tel que T, = 0 avec k = k*(n) alors les valeures propres +iwy, (£ Dy,)

et on a

Ay = {iw,, —iw,}; By = diag(iw,, —iwy,) ; 2 = (21, 22)7

Posons
da("F)? + iwy,

Pn = (p ”1> = cn(k*) (4.96)

1

cn (k)
_ qn1 _ 21w, 4.97
" (%2) i ("F)” — A(K*) + iwn (4.97)

21w,

On note que p, et g, vérifient les conditions

Mppn = iwnpn ; Man = 1Wn(Qn (498)
G pn =1 (4.99)

Et la décomposition de y en deux sous-espaces

x=x"ex° (4.100)
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avec x© := {2q+ 27 : z € C} et le sous-espace stable x° := {U € x :< ¢, U >= 0} pour tout U € y

il existe z € C et w € x°

et on définit les matrices 0, = (pn,pn) , ¥n = col(ql,q.) avec p, (resp G,) est le conjugué de p,

(resp qn)
et ¥,,Q, = diag(1,1) = I

Nous utilisons la décomposition de notre espace x pour écrire :

U = z21pnn(x) + 2opnon(z) +w 21,22 €R ;w e x* (4.101)
Suivons les mémes idées que celles de [50, 54, 52], on trouve la forme normale :
Bpnizip Bpoziz 9 4
z=Bpz+ | = +1 5 +O0(z + |2]7). 4.102
. (Bmm B )+ Ol £ I (4.102)
avec
2 2
Bni = %2(950)11%1 + 9(()1)12%2) (4.103)
1 1 1 e
Byo = 2 Qo2 + gz Foan + ﬁGOO n =0 (4.104)
%Qn?l + ﬁGnO + T\}an(Qn) if n 7& 0
avec

Qn21 = ¢X[9300Pn1 [Pn1 | 4 90300n2 [Pna|® + 9210 (D21 52+ 20n2 [Pn1|?) + 9120 (D29Dn1 +2Pn1 [Pr2]?)] (4.105)

7 2 92 2
Fro1 = ;[(QZCnQO)(QZCnH) - ‘qZCnu] 3 ‘qzcnozl ] (4.106)
n
Cha2o = énOQ = 9200]97211 + 29110Pn1Pn2 + 9020277212 (4~107)

Ch11 = 9200 ‘2%211‘ + 4gri0Re{pn1pn2} + 29020 ’pizl (4.108)
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et
Gni = L [(9200pn1 + g110Pn2) Anit1 + (g110Pn1 + G020Pn2) Anit1 + Aniz0(92000n1 + g110Pn2) (4.100)
+(9110Pn1 + 9020Pn2) Ani20]
avec
1 (o5 : 1 T 7 _ . '
—=(2iwodiag(1,1) — M Co20 — g3 C —q5 C ifn,7=0
Ay \/;( odiag(1,1) 0) " (Co20 — g5 Co20p0 — @5 Co2000) J (4.110)
cni(2iwodiag(1,1) — My) " tCpao if n # 0,5 =0,2n
et
1 1 T _ _ : :
——=M Co11 — qp C — gy C ifn,j=0
A — 7= Mo (Co11 — q5 Cor1po — @5 Cor1p0) J (4111)
—cniM; 7 Ch11 ifn#£0,5=0,2n
cni =< 2 (x)pi(x) > (4.112)
Notons que
ﬁ i=n=0
1 .
—= 1=0n+#0
Cni = Vf 4 (4.113)
&= i=m#0
0 otherwise
En utilisant un changement de variable
21 = V1 - ZV2 zZ9 = V1 — 'L‘/Q (4.114)
et
Vi = pcosh Vo = psinf (4.115)
Le systeme (4.90) devient :
= Va1tp + Va2p® + O(up? + |(1, p)|*
p = Varpp + Vazp (up” + (s P)|) (4.116)
0 = —wn + O(|(1, p)|)
avec

an = Re{Bnl} Vn2 = RG{BHQ}

(4.117)
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de Lemme 3.1.2 dans [71] et de [27, 79] on a le théoréme suivant :

THEOREME 4.5. (i) Si Vye < 0 alors le systéeme (4.101) a une bifurcation de hopf supercritique dans
k = kj;(n) (i.e les solutions périodiques sont localement asymptotiquement stables) et les solutions
périodiques existent si (Vi1 >0 et u >0 ot )(Vi1 <0 et p<0)

(77) St Vo > 0 alors le systéme (4.101) a une bifurcation de hopf souscritique dans k = ki (n) (i.e
les solutions périodiques sont instables) et les solutions périodiques existent si (V1 > 0 et u < 0) ou

(Vi <0 et u>0).

| ! | ! | 9
0 0 ‘o 180 am 20 i H 40 40 i 5
tine

Fig3 : Trajectoire et portraits de phase du systéme(4.1)dans le cas ou (R*, P*) est localement stable

ie. k=14.75 < k* = k(0) = 16.7304
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o BF

—

1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
mw k] 40 a0 600 o o 2 4 [ [ 10 12 14 16 18 il
time R

Fig4 : Trajectoire et portraits de phase du systéme (4.1) dans le cas ou (R*, P*) est instable quand
k=19 > k* = k(0) = 16.7304

L distance

distance ime
timz

Fig5 : Simulation numérique du systéme (4.2)lorsque I’équilibre positif (R*, P*) = (6.5394,11.4886)
est localement symptotiquement stable stable quand k£ = 14.5 < k(0) et d; = 0.2,d2 =0.1a = 1.75,b =
1.22,¢ =1.12 e = 0.5,m = 0.5, = 3.2 avec les conditions initiales R(0,z) =5 et P(0,z) = 10
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me distance fime distance

Fig6 : Simulation numérique du systeme (4.2) lorsque 1’équilibre positif (R*, P*) = (6.5394, 11.4886) est
instable quand k = 15 > k(0) et d; = 0.2,do =0.1a =1.75,b=1.22,¢ =1.12e = 0.5,m = 0.5,r = 3.2
et on remarque la présence des solution périodique homogenes avec les conditions initiales R(0,z) = 5;

P(0,z) = 10

600

500 1w
m o
g 0 distance b 100 9 0 distance

time

time

Fig8 : Simulation numérique du systéme (4.2) lorsque I’équilibre positif n’existe pas et E; Est globa-
lement asymptotiquement stable lorsque k£ = 6 < R* = 6.5394 and dy = 0.02,d2 = 0.01 a = 1.75,b =
1.22,¢=1.12 e = 0.5,m = 0.5, = 3.2 avec les conditions initiales R(0,z) =7 and P(0,z) =3
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fme distance fime distance

Fig9 : Simulation numérique du systéme (4.2) Lorsque 1’équilibre positif n’existe pas et Fq Est globa-
lement asymptotiquement stable lorsque £ = 6 < R* = 6.5394 et d; = 0.02,ds = 0.01 a = 1.75,b =
1.22,¢ =1.12 e = 0.5,m = 0.5, = 3.2 avec les conditions initiales R(0,z) =1 and P(0,z) =4

15

05 ) i
m distance 1000 )
0 distance

Figh :Simulation numérique pour I'existence de la solution périodique non homogene de systeme (2.14)
avec (R*, P*) = (3.0127,2.2459) est instable et k = 10 > k(1) = 8.0578 et les conditions initiales
R(0,z) = R* + cos(bz) and P(0,z) = P* + cos(10x)
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Pxt)

time
time

0 05 1 15 2 25 3 35
distance distance

Figb6 : la projection sur le plan OX,0Y pour les mémes condition précédentes

4.5 Conclusion

Nous traitons dans ce chapitre un modele proie prédateur avec la présence d’une diffusion spatiale
et un comportement de troupeau est considéré ; nous avons choisi la fonction d’interaction de Holling

IIT généralisée ; et des conditions aux limites de Neumann.

Dans la premiere partie, une construction de notre modele a été donnée et aussi la signification
écologique des parametres. Dans la deuxiéme partie, ’existence d’une solution positive unique a été
prouvée en utilisant la méthode des sous et sur solutions, la bornitude de la solution du systéme
(4.2) est aussi établie, en outre, la stabilité globale de Ej en 'absence de E* a été prouvée. Newline
Dans la troisieme partie, nous avons étudié la stabilité locale de ’équilibre positif, en présence de la
diffusion et aussi la bifurcation de Hopf a été analysée (calcul des points de bifurcation de Hopf) et
aussi une condition suffisante pour 'instabilité de Turing a été donnée; et la présence d’une solution
périodique homogene lorsque n = 0 et une solution périodique non homogene pour n = 1,2,..., N1 a
été montré ; Enfin, I'intersection entre la courbe de bifurcation de Hopf et la courbe d’instabilité de
Turing a été étudiée, pour finalement trouver le point de bifurcation de Turing-Hopf. Dans la section
suivante, la forme normale de la bifurcation de Hopf a été calculée et certaines propriétés de la solution
périodique (la stabilité et I'instabilité des solutions périodiques homogenes et non homogenes). En fin

de chapitre une simulation numérique est présentée pour illustrer les résultats théorique, par exemple
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Fig?2 représente 'ordre des points de bifurcation de Hopf indiqués dans lemme 3.2, Fig3 'existence
du point de bifurcation de Turing-Hopf, Fig4 et Fig5 la présence d’une solution périodique du systéme
(4.1) tel que pour k < k* I’équilibre positif est localement asymptotiquement stable mais quand k > k*,
il devient instable et il existe une orbite périodique stable; pour Fig6 on montre ’existence d’une
spirale autour de E* quand k < k(0), Fig7 l'existence d’une solution homogene stable du systéme
(4.2) pour k > k(0). Finalement Fig8 et Fig9 représentent la stabilité globale de 1’équilibre E; pour

deux conditions initiales différentes lorsque k < R*.
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Nous présentons dans cette annexe quelques notions nécessaires pour la bonne compréhension du

premier chapitre, la lecture de annexe A est indissociable de celle du chapitrel.

5.1 Annexe A

DEFINITION 5.1 (Trajectories totales). Une fonction f : R — x est dite trajectoire totale si

ft+r)=a(t f(r),Vte RT,teR

DEFINITION 5.2 (Orbite, orbite periodique). eOn définit une orbite d’une trajectoire totale par
{®(t,z9),t € R}
e On appelle un orbite périodique, une orbite associée d une trajectoire totale qui vérifie la condition

de périodicité i.e. il existe T > 0 tel que ®(t + T,x) = ®(t,z) avec x différent du point d’équilibre.

DEFINITION 5.3 (Persistance faible). Soit p : x — Rt et J un sous-ensemble de R™, alors on dit

que le semi-flot ® : J x x — x est p-faiblement persistant si

lim sup p(®(t,z)) > 0, Yz € x, p(x) > 0.

t—o0

DEFINITION 5.4 (Persistance forte). On dit que le semi-flot ® : J X x — x est p-fortement persistant
%

liminf p(®(¢,2)) > 0, Va € x, p(x) > 0.

t—o0

DEFINITION 5.5 (p-uniforme faible persistance). On dit que le semi-flot ® : J x x — x est p-

uniformément faiblement persistant si il existe € > 0 tel que

limsup p(®(t,x)) > €, Yz € x, p(x) > 0.

t—o0

DEFINITION 5.6 (p-uniforme faible persistance). On dit que le semi-flot ® : J x x — x est p-

uniformément faiblement persistant si il existe € > 0 tel que

limsup p(®(t,x)) > €, Vz € x, p(x) > 0.

t—o0

DEFINITION 5.7 (Point d’équilibre attractif). Soit X* un point d’équilibre, on dit que ce point
est attractf s’il existe un voisinage noté par V tel que pour toute condition initiale xo € V alors
lim, . ®(t,x0) = X*.

t— o0

DEFINITION 5.8 (Point d’équilibre globalement asymptotiquement stable). Soit X* est un
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point d’équilibre, on dit que ce point est Globalement asymptotiquement stable s’il est localement asymp-

totiquement stable et globalement attractif.
Soit V une fonction définie sur un ouvert 2 C R”™ vers R et de classe C!.

DEFINITION 5.9 (Fonction définie positive (définie négative)). soit V' une fonction qui vérifie :
e V(0)=0
o V(u)>0VueQ\{Opn}
Alors V est dite définie positive.

Si —V est définie positive alors on dit que V est définie négative.

DEFINITION 5.10 (Régularité asymptotique). Soit ® un semi-flot continu défini sur R x x, il est dit
asymptotiquement réqulier si et seulement st ® est asymptotiquement compact sur tout les ensembles

fermés bornés et positivement invariants.

DEFINITION 5.11 (Point dissipatif). Soit ® un semi-flot continu défini sur R X x, il est dit point

dissipatif si et seulement si il existe un sous ensemble de x noté B qui est attractant.

THEOREME 5.1 (Point fixe). Soit E un espace de Banach, et f une fonction tel que || f(z1)— f(z2)] <

c|l(x1 — 22| avec ¢ € (0,1) (ou on peut dire que f est contractante ) alors f admet un point fize unique

(qui vérifie f(x) = x)

THEOREME 5.2 (théoréme 2.33 dans [49]). ® est point dissipatif et asymptotiquement régulier et
éventuellement borné sur chaque ensemble borné de x si et seulement si il existe un attracteur compact

des ensembles bornés.

THEOREME 5.3 (théoréme 2.39 dans [49]). Soit ® un semi flot continu, s’il existe un sous ensemble

de x positivement invariant A qui est attracteur local des ensembles compacts alors A est stable.

THEOREME 5.4 (Théoréme 2.46 dans [49]). Soit ® un semi flot continu, on dit que ® est asymp-

totiquement régulier s’il existe des applications ¥, © telles que

O(t,x) = O(t,x) + ¥(t,x),

et pour tout ensemble borné C' on a
eliminfdiam®,(C) =0
t—00
o Il existe ¢ tel que W(C) a une fermeture compacte pout tout t > rc.

THEOREME 5.5 (Théoréme 2.53 dans [49]). Soit ® : RT x x — x un semi-flot continu, et soit A

un nsemble invariant et compact dans x et soit V : A — R une fonction continue. Supposons que pour
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toute trajectoire totale ¢ : R — x telle que V(o(t))0 < 0 sur R, et soit A C A, et Vest constante sur
A et p(R) C A pour toute trajectoire totale avec V(p(t)) = 0; alors A = A

THEOREME 5.6 (Théorémeme 5.1 dans [49]). Posons
Xo = {z € x;Vt € J;p(®(t,2)) =0

Si xo =0 alors p(x) > 0; Vo € A et il existe un certain n > 0 tel que liminfp(®(t,x)) > n Vo € A.

t—00
THEOREME 5.7 (Théoréme 5.2 dans [49]). si xo =0 et ( po @) est continue et ® est faiblement

uniformément p-persistant alors ® est uniformément p-persistant.

THEOREME 5.8 (Théoréme 5.7 dans [49]). Supposons que xo # 0, ® : Rt x x — x est p-
uniformément fortement persistant , p(®) est continue, et :

e Il n’y a pas de trajectoire totale ¢ : J — A telle que p(¢(0)) =0 et p(e(—r)) > 0, p(e(t)) > 0 pour
un certain r,t € J.

Alors Uattracteur A est l'union disjointe
A=A, uCUA

de trois ensembles Ay, C' et A1 qu sont des ensembles compacts et nous avons les affirmations suivantes
* Ag = ANxo est Uattracteur compact de sous ensembles de xq ¢’est-a-dire, tout sous ensemble compact
k de xo a un voisinage dans xo qui est attiré par Ag.

* Ay est p-uniformément positif et Ajest lattracteur compact de voisinage des ensembles compacts
dans x/xo et ® est p-uniformément positif, en particulier, Ajest stable.

*x Stz € X\ A1 et p est une trajectoire totale, alors o(t) — Ag pour t — —oo si x € x\ Ao et ¢ est une
trajectoire totale, alors p(t) — Ay pour t — +oo.

En particulier, I’ensemble C' contient les points © € A tel qu’il existe une trajectoire totale p(t) avec

p(—t) = Aget p(t) — A1 pour t — oo.

THEOREME 5.9 (La critére de Fréchet-Kolmogorov Théoréme B.2 dans [49]). Soit K un sous
ensemble de LP(R),1 < p < oo alors K a une fermeture compacte si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées
—+00
# sup [ |f(s)Pds < o
feK 0

+o0
& Lim I 1f(s)[Pds — Ouniformément dans f € K,

+oo
& ém”é [ 1f(s+t)— f(s)[Pds — O uniformément dans f € K ,
=0 9
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h
& hlzm [ 1f(s)[Pds — 0 uniformément dans f € K ,
—00 ()

THEOREME 5.10 (Théoréme d’invariance de LaSalle). Soit Q un sous ensemble de R™, supposons
que ) est un ouvert positivement invariant pour le systéme differentiel en x* (un point d’équilibre), et
soit V : x — R une fonction de classe C' vérifiant :

o V < 0sur Q.

0Soit E={xe€Q:V'(x) =0} et L est le plus grand ensemble invariant par ® et contenu dans E.
Alors, toute solution bornée commencant dans E tend vers l’ensemble L lorsque le temps tend vers

Uinfini.

THEOREME 5.11 (LaSalle). Supposons que Q C R™ est un ouvert connexe tel que x* € Q. Soit V
une fonction définie positive et de classe C telle que V' < 0 sur U. Soit E = {x € Q : VI(x) = 0},
supposons que L le plus grand ensemble positivement invariant contenu dans E est réduit au point x*.
Alors z* est un point déquilibre asymptotiquement stable pour le systéeme différentiel ordinaire. Si ces
conditions sont satisfaites pour U =  si de plus V est propre sur ), c’est a dire si Hw‘l‘@rw‘/(x) =0,

alors toutes les trajectoires sont bornées pour tout t > 0. x* est un point d’équilibre globalement stable

pour le systéme différentiel.
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5.2 Annexe B

On va présenter dans cette section les outils mathématique qu’on a utilisé dans les chapitres 2,3 et

Considérons le systeme

gy — Aui = fz(U)
Gui =0 (t>0,20€00) =12 (5.1)
ui(0,x) = 0;(0,z)

avec fi : R2 5 R; (i =1,2) et U = (ug,uz)?
DEFINITION 5.12 (quasi-monotone). Soit f;(i = 1,2) deux fonctions Lipschtziennes,

|£i(U) = fi0)] < ki(lu — /| + o = o'])

avec U = (u,v)T,U" = («/,v")T et soit 3« C R? tel que f1, < 0 et fo, > 0 dans s alors f; sont des

fonctions quasi-monotone mixtes.

THEOREME 5.12 (Théoréme 2.1 [46]). Soit & = (¢1,é2)T,¢ = (¢1, )T deux vecteurs constants de R?
tel que &1 > ¢1, et ¢o > &9 et vérifiant les conditions de quasi-monotone et la condition f;(¢) < 0, (65 >0
alors le systéeme (5.1) admet une solution globale unique U(t,z) telle que ¢ < U(t,z) < &, Vt >0,z €

pour tout ¢ < n;(t,x) < ¢ i=1,2.

DEFINITION 5.13 (sous, sur solution). On dit que U est une sous solution (resp U est une sur
solution ) du probléme (5.1) si
(i) Vo € 5, Uy —dAU < f(U) (resp Uy — dAU > f(U))

(ii) Les méme inégalités sont conservées sur le bords par rapport a la condition initiale.

LEMME 5.1 (lemme 2.1 [46]). soit {U(n)}, {C™Y deux suites qui vérifient :

—(n-1)

—(n 1 —(n— — .
=" ¢ Zp@Y, oY), =12 e INT (5.2)

et
™ = ¢D 4 %fi@(”—ﬂ,@(’“”), i=1,2n¢€IN* (5.3)
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avec 6(0) =C,C9 = C alors les suites vérifient la propriété de la monotonie
G <o <o) <G <G < & nelINti=1,2

THEOREME 5.13 (Théoréme 2.2 [46]). Supposons que les conditions du Théoréme 2.1 [/0] soit
vérifiées, et soit C,C sont des limites de (5.2) et (5.3) alors pour toute fonction initiale 1;(0,z) €
(Ci, Cy) la solution U(t,z) vérifie C; < ui(t,x) < C; ,i=1,2

Si de plus, on a C* = C = C alors C* est la solution unique du systéme (5.1) dans (C;, C;) et
tl}gloo Ut,z) =C*

Maintenant on va écrire le systeme (5.1) sous la forme

%U =dAU + L(U)+ f(U) t>0 (5.4)

avec dom(A C x),L(C,x) i.e. L : C — x est un opérateur linéaire borné et f : R? — R? est de
classe C*(k > 2) tel que f(0) =0 et D(f(0)) = 0 et sous les hypothéses suivantes
(Hy) : dA génere un Cy semi-groupe {T'(t)}+>0 dans x avec |T'(t)| < Me“! (M > 1,w € R)

[e.o]

oo, forment

(Hz) : Les fonctions propres {3,}52, de dA corespondant aux valeurs propres {j,
une base orthonormale pour ¥, p, — —00

(Hs) : Le sous espace Yy, := {< ¢(.), Bn > Bn, ¢ € x} de x satisfait I'(Y,,) C span{f,}

DEFINITION 5.14 (forme normale [22]). Le systéme
= (5.5)

avec g; = (95,93)",j > 2 avec

9; = I} (#,y) = [DU}(2) Bz — BU}(2)]
gjz = f?(z,y) - [DUjQ(z)Bz - AlUjQ(z)]

est appelé une forme normale relative a A si gjl-, gJQ- sont définie par g; = fj—Mj Uj et (5.5) est équivalent
a la forme normale suivante

: 1
Z=Bz+) —gj(%0) (5.6)
j>27°

i.e. (5.6) est aussi une forme normale relative a A.
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THEOREME 5.14 (Théoréme 3.2 [22]). Supposons que (Hy)-(Hs) soient vérifices et A := {\ €
o(A); Red = 0} # 0, alors il existe une forme normale des variables (z,y) = (Z,7) + o(|Z?) telle que

la forme normale est donnée par léquation differentielle ordinaire
_ _ 14,
zZ= Bz+zﬁg]~(z,0)
Jj=2

5.2.1 Existence et unicité de ’équilibre positif dans (4.1)

b+c+ /b2 +4(% —¢)
THEOREME 5.15. Si vk > o

2(% —¢)
point d’équilibre positif E*(R*, P*).

et ¢ > c alors le systéme (4.2) posséde un unique

Démonstration. Le systéme (4.2) possede deux points d’équilibre sur le bords Ey = (0,0) et E; =

(k,0), le point d’équilibre positif est solution du systéme :

R aP

0o=r(l—>)— ———
k 1+bvVR+cR
LEbVR+c (5.7)

m+ —————,
14+ bvVR+cR

de la seconde équation de (5.7) on a

%R =1+b/R+cR
R(%—c)—b\/ﬁ—1:o (5.8)
A=02+4(% —¢)>0

derniere équation qui posede deux solutions

b A
\/ﬁziJr\F >0 if%>1

2(% —¢) m
—  b=VA

et donc )
g [btet VA
o\ 2% ¢

m
de la premiére équation de (5.7) on a :
R*

2(1 — S+ VR cRY) = P
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et de (5.8) on obtient

R*
pP* = e—TR*(l — ?) >0 sietseulement si R} < k
m

ainsi E*(R*, P*) est le point d’équilibre positif.

DEFINITION 5.15 (Instabilité de Turing ). considérons le systéme

U = ditgy + f(u,v
o A )t>0,xEQ (5.9)

VU = dZUx:L‘ + g(u) U)
avec les condition initiales et auxr bords de Neumann

P P
L o= 5 |a=0,¥t >0

u(z,0) = up(z),v(x,0) = vo(z),x € Q

Supposons que le systéme (5.9) admet un etat stationaire noté E* = (u*,v*) i.e. f(u*,v*) = 0 et
g(u*,v*) = 0 qui est localement asymptotiquement stable dans l’absence de diffusion alors on peut
avoir l'instabilité de I’équilibre E* en la présence de diffusion pour quelque valeurs de dy,dy (autrement
dit que le diffusion n’a pas toujours un effet stabilisant pour le systéme (5.9)) ce phénoméne est appelé

linstabilité de Turing.

THEOREME 5.16 (Théoréme 20.2.3 Poincaré-Andronove-Hopf [71]). Considirons la forme nor-

male suivante :

re = dpr + ar®
e (5.10)
0r = w + cp + br3

avec a, b, c,d,w des constantes, alors pour i suffisamment petit on les cas suitvantes

1°"cas d > 0,a >0 : dans ce cas l'origine est instable pour p > 0 et aymptotiquement stable pour
< 0, avec un cycle limite instable pour p < 0 (Notons que si l'origine est stable pour p < 0 alors la
solution periodique doit étre instable) i.e. on a une bifurcation de Hopf sous critique.

2mecas :d > 0,a < 0: alors dans ce cas lorigine est localement asymptotiquement stable pour p < 0
et instable pour p > 0, avec un cycle limite asymptotiquement stable pour p > 0 i.e. on a une bifurca-
tion de Hopf super-critique.

3MCcas :d < 0,a > 0: alors dans ce cas l'origine est instable pour u < 0 et localement asymptoti-

quement stable pour p > 0, avec un cycle limite instable pour p > 0 i.e. on a une bifurcation de Hopf
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sous-critique.

THEOREME 5.17 (Bifurcation de Turing-Hopf). La bifurcation de Turing-Hopf est un cas particu-
lier de bifurcation de Hopf, c’est une bifurcation de Hopf a deux paramétres, si on considere ’équation

caractéristique du systéme (4.30) autour de I’équilibre E*
N — T, (k)X + Dy (k) =0

On sait que la bifurcation de Hopf se produit si T, (k) = 0 et Dy(k) > 0 et l'instabilité de Turing se
produit pour Dy (k) < 0 pour quel que aleurs de n sachant que Dgy(k) > 0 alors s’il existe de réeles
positives k*,d; tel que T,,(k*,d}) = 0 et Dy (k*,d;) = 0 pour certaines valeurs de n. Le point (k*,d})
est appelé point de bifurcation de Turing-Hopf; et il est clair c’est aussi un point de bifurcation mais

a deux paramétres k et dj.

DEFINITION 5.16 (solutions périodique homogeénes (resp non homogeénes)). On dit que le
systéme (5.1) admet une solution U(x,t) périodique homogéne (resp non homogéne) si elle vérifie les
conditions suivantes : il existe T > 0 tel que U(x,t +T) = U(x,t) et g—g(:r,t) =0 (resp U(x,t +T) =
U(z,t) et %—g(x,t) #0).
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