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Introduction

A la fin du XVIIeme siécle la notion des équations différentielles apparait en Mathématique,
inventée par Leibniz en 1686. Dans la méme periode, Newton découvre le calcul différentiel et
intégral (Nova methodus pro maximis et minimis, 1684-86).

A cette époque, les équations différentielles s’introduisent chez les mathématiciens, par le
biais de problémes d’origine mécanique ou géométrique, comme par exemple :

- Mouvement du pendule circulaire,

- Probléme du mouvement de deux corps s’attirant mutuellement suivant la loi de la gravi-
tation Newtonnienne.

- Probléme de I’étude de mouvements de corps "élastiques" (tiges, ressorts, cordes vibrantes).

- Probléme de I’équation de la courbe (appelée chainette) décrivant la forme prise par une
corde, suspendue aux deux extrémités et soumise & son propre poids.

- Vers le début du XVIIIéme siécle, des méthodes de résolutions partielles ou totales ont
été mises au point pour beaucoup de ce genre de problémes. Ensuite, les mathématiciens se
sont progressivement intéressés a des classes de plus en plus larges d’équations différentielles.
Euler, en 1739 a résolu les équations différentielles linéaires & coeffcients constants sans second
membre, qui apparaissent maintenant comme les plus simples. Il ne faut pas oublier que pour les
mathématiciens de cette époque, le maniement de la fonction exponentielle n’était pas encore
familier.

-Vers les années soixante dix du XVIIIéme siécle, Fuchs, puis Poincaré, ont inauguré un
nouveau champ de recherche qui a permis & trouver les propriétés des solutions, mais le calcul
effectif des solutions reste dans la plupart du temps impossible.

- Enfin, le développement moderne des moyens de calcul ajoute a cette panoplie la possibilité



de calculer numériquement, dans un temps raisonnable, des solutions approchées trés précises
d’équations différentielles ou d’explorer les propriétés que 'on peut attendre des solutions.

- Deés le début du XXieéme siécle, les équations différentielles ont trouvé de nombreuses ap-
plications dans les Sciences de la Vie, lorsqu’est apparue la nécessité de relier le sujet biologique
réel. De cette fagon, ils ont construit des modeéles mathématiques qui décrivent d’une fagon plus
précise la population désignée.

L’objectif entrepris dans ce mémoire est de voir de prés I'importance des équations différen-
tielles en dynamique de population, plus précisement dans la construction des modeéles proies-
prédateurs. Nous avons considéré quelques modéles cités dans la littérature et nous avons mis
en valeur le role des équations différentielles dans I’étude des populations.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Notions préliminaires.

Chapitre 2 : Modeéle & une seule population.

Chapitre 3 : Modéle & une deux populations.

Conclusion et une bibliographie.

Dans Le chapitre I nous rappelons quelques définitions, théorémes et des résultats auxquels
nous aurons recours fréquemment dans ce travail.

Le chapitre II est consacré a I’étude de quelques modéles mathématiques & une seule popu-
lation : le modeéle de Fibonacci, le modéle de croissance Malthus et le modéle logistique.

Dans le chapitre III, on présente le modéle de Lotka-Volterra qui est un modeéle a deux
populations bien connu dans la littérature. Le choix de ce modéle n’été pas un hasard mais
pour des raisons bien précises. Ce dernier est le premier modéle construit a partir des équations
différentielles, ce qui a permis au auteurs mathématiciens de faire une étude mathématique trés
détaillée.

Nous terminons notre travail par une conclusion.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les principales définitions et nous citons quelques

lemmes et théorémes utiles pour la suite de ce mémoire.

1.1 Reésultats fondamentaux pour les équations différentielles

Dans toute cette section, J un intervalle d’intérieur non vide de R , U un ouvert de R"™ avec
n > 1. Si z est une fonction d’une variable réelle positive ¢ & valeurs dans R™ dérivable, nous
noterons par & sa dérivée par rapport & ¢t. Dans notre travail, nous nous intéresserons seulement

aux équations différentielles du 1¢" ordre.

1.1.1 Définitions et généralités

Définition 1 ( Equation différentielle )

Soit f:J x U — R” une fonction

On appelle équation différentielle du premier ordre associée & f 1’équation suivante :

o(t) = f(t,x(t)) (L.1)

L’inconnue de cette équation est une fonction d’une seule variable et I’équation traduit une

relation entre l'inconnue (notée ici x ), sa variable (notée ici ¢ ) et sa dérivée premiére ().



Une équation différentielle est dite autonome si la fonction f ne dépend pas explicitement
de la variable ¢ , i.e. si f est définie sur U a valeurs dans R™. Dans le cas contraire on dit que
c’est une équation non autonome. De plus, si f est affine, c’est-a-dire si f(¢,z) = A(t)x + B(t),
avec A(t) € M,(R)et B(t) € R™ pour tout t € J , on dit que c’est une équation différentielle

linéaire.
Définition 2 ( Solution locale )

Une solution locale de (1.1) est la donnée d’un couple (I, x) ou I est un intervalle d’intérieur
non vide de R contenu dans J et x est une fonction de I & valeur dans R™ dérivable sur I et

vérifiant les conditions suivantes :

(1) (t,z(t)) € J x U, pour tout t € I

(44) & = f(t,z(t)), pour tout t € I.

Définition 3 ( Prolongement de solutions )
Soient (I1,21) et (I2,x2) deux solutions de (1.1). (I2,x2) est un prolongement de (I1,x1) si
Iy C Iy et pour tout t € Iy , xo(t) = x1(t).

Définition 4 ( Solution maximale )
Une solution (I,x) de (1.1) est mazimale si elle n’admet aucun prolongement (I',z') avec

I inclus strictement dans I'.

Définition 5 ( Solution globale )
Soit f:Jx U — R" verifiant & = f(.,z). (J,x) est solution globale de (1.1) si c’est une

solution définie sur J tout entier.

Remarque :
Il existe un lien entre les deux définitions précédentes citées ci-dessus. En effet, si (J, z) est
une solution globale de (1.1) , alors c’est une solution maximale. La réciproque est fausse en

général.



Dans les problémes concrets faisant intervenir des équations différentielles, comme en dy-
namique de population, on connait I’état du systéme initialement et on veut montrer que la
solution de I’équation différentielle vérifie cette condition initiale. Ces types de problémes sont

appelés probléme de Cauchy et sont définis de la maniére suivante :

Définition 6 ( Probléme de Cauchy )
Etant donné un point (to, zg) € J XU, le probléme de Cauchy consiste & trouver une solution

(I,x) de (1.1) telle que tg € I et xz(to) = 0.

1.1.2 Existence de solutions

Nous nous intéressons a l’existence de solutions de (1.1), assurée dans un premier temps par

le théoreme de Cauchy-Peano-Arzéla, prouvée par Peano en 1886.

Théoréme 1 :

Soit (tg,x0) € J x U et supposons f : J x U — R™ continue en (tp,xo).Alors il existe une
solution du probléme de Cauchy associé a I’équation différentielle (1.1) relatif a la condition

initiale (to, Io) .

Théoréme 2 :

On suppose f : J x U — R™ continue et soit (I, z) une solution maximale de (1.1). Alors

a. si supl <supJ ousil ¢supl =supJ e J alors tiérl{;[\|x(t)]\ = 400

b. siinfJ <inflousil ¢infl=infJ € J alors lim“ |lz(t)|| = +o0
t—in
Preuve: voir [1] =

Remarque



En pratique, on fait surtout appel aux contraposées de ce théoréme. Par exemple si (I, z)

est une solution maximale de (1.1) , bornée sur I, alors I = J, i.e. c’est une solution globale.

1.1.3 Unicité des solutions et théoréme de Cauchy-Lipschitz

Nous nous intéressons a présent a l'unicité des solutions. Les théorémes suivants assurent
Pexistence et I'unicité de solution du probléme de Cauchy (1.1) associé a ’équation différentielle

(1.1) relatif a la condition initiale (tg,xo).

Définition 7 ( Locale lipschitziennité en un point )

Soit (tg,z9) € J X U . On dit que f: J x U — R™ est localement lipschitzienne par rapport
a sa seconde variable en (to,xo) si il existe Ty > 0 , 19 > 0 et k > 0 tels que pour tout
(t,x) € lto — T, to + T[ x B(zo,m0) €t (t,y) € [to — T,to + T[ x B(zg,r0) (avec B(xg,10) :

la boule de centre xg et de rayon rq)

1t z) = fE )l < Elle—yll

Dans la pratique, au lieu de vérifier que la fonction f est localement lipschitzienne par
rapport & la deuxiéme variable, on vérifie que la fonction f est de classe Ct. On a le théoréme
sutvant.

Théoréme 3

Si f est de classe C! sur J x U alors f est localement lipschitzienne par rapport & sa seconde
variable sur J x U.

Théoréme 4

Sif:JxU — R" est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable sur J x U,
alors pour tout (to,zo) € J x U, le probléeme de Cauchy associé a (1.1) relatif a la condition

initiale (to, o) admet une unique solution.

Preuve: voir [1] =

Exemple 1 :

10



Soit & = x —t avec z(tg) = xo -
f(z,t)=x —tet % = 1 sont définies et continues dans R? .
Pour rechercher la solution, on pose u = x — ¢

L’équation en u devient alors autonome :

r = u-+t
= d—mzd—qul
dt dt
= d—u:u—l
dt

On proceéde par la méthode de séparation des variables :
Donc :

du

=dt
u—1

Et par intégration, on trouve la solution :

Inju(t)—1]=t+C’

Alors :
lu(t) — 1| = Ce

Donc :

u(t) =1+Ce! = x(t)=1+t+Ce" avecCeR

On détermine la constante C' & partir de la condition initiale, d’oti :

Alors :

z(ty) = mg=1+tg+ Celo

= Ozeito(l‘o—l—to)

Donc :

r(t) =1+t+e0(mg — 1 —tg)

11
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FIG-1 : Chroniques de ’EDO & =z —t pour diverses conditions initiales.

Remarque :

La forme faible du théoréme de Cauchy-Lipschitz consiste simplement & prendre une fonction

f de classe C.

1.2 Introduction a la théorie de stabilité

1.2.1 Stabilité locale des solutions

On considére que I’équation différentielle (1.1) est autonome et s’écrit :

@(t) = f(z(t)) (1.2)

Avec f: U C R™ — R" localement lipschitzienne sur U, pour assurer ’existence et ['unicité

de solutions pour les problémes de Cauchy.

12



Définition 8 ( Point d’équilibre ).

On appelle point d’équilibre de (1.2) toute solution constante x* qui vérifie f(z*) =0
Définition 9 ( Stabilité au sens de Lyapunov ).

Soit (R, z) une solution globale de l’équation (1.2). On dit que (R, z) est stable, (au sens de
Lyapunov), si pour tout to € Ry, pour tout € > 0, il existe §(c 4,y > 0 tel que pour tout yo €
B(xz(t;to,y0),0(g,t0)) , alors l'unique solution mazximale du probléme de Cauchy associé a (1.2)

relatif a la condition initiale (to,yo), notée (I,x(.;to,y0)), vérifie :
viel , t>t lz(t) — x(t:to, yo)ll < €

La solution sera dit instable, si elle n’est pas stable.
Ainsi, si la condition initiale en ty d’une solution se trouve dans la boule B(x(ty),d(g,t0)),

alors cette solution vit dans un tube de rayon ¢ autour de la courbe {(t,x(t;t0,20)),t > to} .

Définition 10 ( Stabilité asymptotique locale )

On dit que (R, x) est localement asymptotiquement stable si et seulement si (R, x) est stable
et Vto € R, 3d(tg) > 0 tel que Vyo € B(x(ty),d(to)), 'unique solution maximale du probléme
de Cauchy associé o (1.2) relatif & la condition initiale (to,yo0) , (I,z(.;t0,y0)) est définie sur
[to, +00[ et vérifie :

l(t) = x(t;to, yo)|| , > 0 (1.3)

Définition 11 ( Stabilité globale ).
On dit que (R, z) est globalement asymptotiquement stable sur V- .C U, siVtg € R,Vyy € V
, Uunique solution maximale (I,x(.;to,y0)) du probléme de Cauchy associé a (1.2) relatif a la

condition initiale (to,yo), est définie sur [to, +oo[ et vérifie (1.3).

1.2.2 Cas des systémes linéaires a coeflicients constants

Considérons le cas d’une équation différentielle linéaire autonome et homogéne suivante :
#(t) = Ax(t) , x € R™ On remarque aisément que I’ensemble des solutions d’équilibre du systéme

est ker(A) et donc que la solution identiquement nulle est solution d’équilibre.

13



Théoréme 2.2.1 ( Caractérisation de la stabilité de 1’équilibre z =0 ).

1. L’origine est un équilibre :
e Globalement asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A

sont de partie réelle strictement négative, i.e.

Sp(A) c{zeC / R(z) <0}

e Stable si et seulement si les valeurs propres de A sont de partie réelle négative et les valeurs
propres dont la partie réelle est nulle ont un espace caractéristique de dimension 1.

2. Dans le cas contraire, I'origine est un équilibre instable.

1.2.3 Cas des systémes non linéaire : stabilité locale

» Le systeme linéarisé

Soit xp une solution d’équilibre de I’équation différentielle (1.2) :

On va linéariser cette derniére équation en opérant un développement limité de f en xg .

Définition 2.3.1
Le systéme linéarisé de (2.2) autour du point z( est défini par :
5(t) = DS (0)=(1) (1.4)
Ou Df est la différentielle de f .

» Théorémes de stabilité locale

Théoréme 2.3.2 ( Lyapunov, 1892 ).

Si toutes les valeurs propres de D f(xg) sont de partie réelle strictement négative, alors xg

est un point d’équilibre localement asymptotiquement stable pour le systéme non linéaire.

14



Théoréme 2.3.3

Si Df(zg,tp) a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors le

point d’équilibre x( est instable pour le systéme non linéaire.

1.2.4  Analyse des systémes dynamiques dans R?
Définition 2.4.1 ( Les systémes planaires dans R? )

Un systéme d’équations différentielles ordinaires tel que

Est un systéme planaire si et seulement si

f(z,y) = ax + By +

H(Q’ /37 ’77 a/7ﬁ/77/) 6 IRG/
glz,y) =o'z + By +9

Soit un systéme planaire du type

Xl =aX1+ bXs
Xg = CX1 + dX2

a
La matrice J = est appelée matrice Jacobiénne du systéme, on se limite ici au

c d
cas ou J est inversible, c¢’est-a-dire det(J) # 0 .

Les valeurs propres de J sont les solutions de ’équation caractéristique :

det(J —A) =0 & X2 —Xtr(J)+det(J) =0 (1.5)

Donc la nature des solutions dépend du discriminant de 1’équation (2.5) :
A = tr?(J) — 4det(J)
1" cas: (A >0)

15



J admet deux valeurs propres réelles distinctes :

W )+ VA V) = VA
1 f ; 2 f

e Sidet(J) > 0, alors VA < |tr(J)| et A1 et Ay sont du signe de tr(J)

Le point d’équilibre est un noeud

FIG-2 : Noeud stable (A <0 et Ay < 0) (et A1 # A2)

e Sidet(J) <0, alors VA > |tr(J)| et A1 et Ay sont de signes opposés. Le point d’équilibre
est un point selle ( ou appelé encore col )

X2

X1

ZARS
Nz

FIG-3 : Point selle (A\; >0 et \y < 0)

2éme cas : (A= 0)

16



J a admet une valeur propre double :

e Si J est diagonale, le point d’équilibre est une étoile stable ou instable selon le signe de

tr(J).

X2

X1

FIG-4 : Etoile stable (\; = X2 < 0)

e Si J n’est pas diagonale, le point d’équilibre est un noeud dégénéré stable ou instable selon

le signe de tr(J).

X2

FIG-5 : Noeud dégénéré stable

3éme cas : (A < 0)

J admet deux valeurs propres complexes conjuguées :

17



tr(J) +ivVA tr(J) —ivA
AL = 5 Ag = 5

e Sitr(J) > 0, le point d’équilibre est un foyer instable.

e Sitr(J) <0, le point d’équilibre est un foyer stable.

X2

(@

)

FIG-6 : Représentation d’un foyer stable
e Sitr(J) =0, le point d’équilibre est un centre.

X2

f’ ™

AT
N

AN d

FIG-7 : Représentation d’un centre

Dans le plan (tr(J),det(J)) , on peut représenter les régions d’apparition des différents

types de points d’équilibre.

18



Le discriminant de ’équation caractéristique de la Jacobiénne du systéme est :

A = tr?(J) — 4det(J)

La parabole d’équation det(J) = tr?(.J)/4 délimite les régiens du plan ot A> 0 (sous la
parabole) et A< 0 (au-dessus de la parabole)

FIG-8 : Résumé des différents portraits de phase possibles

1.3 Solutions périodiques

Voir [3]
Un moyen pour détecter les solutions périodiques dans R? c’est la théorie de Morse

Soit F': R™ — R de classe C*

19



1.3.1 Définitions :

Définition (point critique)
Un point critique de F' est un point X = pg € R” tel que %(po) =0avec1<i<n
Définition (la matrice hessienne)

On définit la matrice hessienne de F' en py comme :

O*F
a%'ia.%'j

Hf(po): = (hij)lgi,jgn avec hij = (po)

par rapport & un systéme de coordonnées (1, ..., Ty).

On remarque que Hy (po) est une matrice symétrique .

Définition (point critique non dégénéré)

Un point critique pg de F' est non dégénéré si det(Hs(po)) # 0

Définition (Fonction de Morse)

Si pp est un point critique non dégénéré de F' , alors F' est dite fonction de Morse dans un
voisinage de pg.

Soit pg un point critique de F' . Nous considérons le développement de Taylor au voisinage

de ce point , nous aurons :

k n
F(X) = F(po) — ZCiX,-Q + Z CiXZ-Q + termes d’ordre supérieur
i=1 i=k+1

on appelle k l'indice de F' en pg

Lemme de Morse :
Soit F' une fonction de Morse au voisinage de pg d’indice k . Dans un voisinage de pg , il

existe un changement de variables tel que dans les nouvelles coordonnées F' devient G ot :

k n
G(X)=G(po) - > Y+ > ¥
1=1

i=k+1

Remarque

Sik=0,{X € R": F(X) = ¢} ¢>0 est homéomorphe localement a une sphere .
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Sin=2et k=0 ,alors {X € R?: F(X) = c} ¢>0 est homéomorphe localement a un cercle

» Conclusion :

Dans R? | si on arrive & montrer que I'indice de F en pg est nul , on conclut qu’il existe une

solution périodique autour de ce point critique py .
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Chapitre 2

Modéle a une seule population

Une population est un groupe d’individus de méme espéce qui interagissent entre eux,
notamment au moment de la reproduction. Par définition, les individus d’une méme population
ont tous la possibilité de se rencontrer. C’est ce qui distingue la notion de population de celle
d’espéce ; la population est 'unité d’étude dans de nombreux domaines des sciences de la vie.

En particulier, la dynamique des populations s’intéresse aux changements incessants que
subissent les populations, du fait de la disparition d’individus par mortalité ou émigration et
de 'apparition de nouveaux individus par reproduction ou immigration. Elle étudie également
les interactions entre populations d’une méme espéce. La compréhension de ces processus dy-
namiques complexes se trouve aujourd’hui facilitée par divers modéles mathématiques. Ces
modeles permettent de simuler ’évolution des populations et de prévoir les effets d’une pertur-

bation de leur environnement.

2.1 Suite de Fibonacci

En 1202, Fibonacci s’intéressa au probléme de croissance d’une population de lapins dans
des circonstances idéales. Le probléme est le suivant :

— on commence avec un couple de jeunes lapins,

— un lapin 4gé d’un mois est capable de se reproduire,

— un couple de lapins (en age de se reproduire) donne naissance a un autre couple de lapins

tous les mois.
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Fibonacci se posa la question suivante : combien y aura-t-il de couples de lapins aprés une

année? La figure ci-dessous illustre ’évolution du nombre de couples de lapins au fur et a

mesure des mois.

S

.I.L.u.
.I.L.H.J.L

J.L <4 .I.L -lL.u.
.I.L.u..i.l. .I.L.I.L.I.L.u..l.l.

FIG-9 : Croissance de population des lapins selon une suite de Fibonacci, jusqu’au 6°"° mois

2.1.1 Présentation mathématique

Le probléme de Fibonacci est a l’origine de la suite dont le n-iéme terme correspond au
nombre de paires de lapins au n-iéme mois. Dans cette population (idéale), on suppose que :

-au (début du) premier mois, il y a juste une paire de lapereaux ;

- les lapereaux ne procréent qu’a partir du (début du) troisiéme mois ;

-chaque (début de) mois, toute paire susceptible de procréer engendre effectivement une
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nouvelle paire de lapereaux ;

- les lapins ne meurent jamais (donc la suite de Fibonacci est croissante).

Notons F}, le nombre de couples de lapins au début du mois n. Jusqu’a la fin du deuxiéme
mois, la population se limite & un couple (ce qu’on note : Fy = Fy = 1)

Dés le début du troisiéme mois, le couple de lapins a deux mois et il engendre un autre
couple de lapins; on note alorsF3 = 2

Plagons-nous maintenant au mois n , et cherchons & exprimer ce qu’il en sera deux mois
plus tard, soit au mois n + 2 : Fj, ;2 désigne la somme des couples de lapins au mois n + 1 et
des couples nouvellement engendrés.

Au mois n+ 2, le terme de la suite F), 12 engendre que les couples pubeéres, c’est-a-dire ceux

qui existent deux mois auparavant. On a donc, pour tout entier n strictement positif :

Fn+2:Fn+1+Fn

On choisit alors de poser Fy = 0 , de maniére que cette équation soit encore vérifiée pour
n = 0.

On obtient ainsi la forme récurrente de la suite de Fibonacci : chaque terme de cette suite
est la somme des deux termes précédents ; pour obtenir chacun de ces deux termes, il faut faire

la somme de leurs termes précédents. .. et ainsi de suite.

2.1.2 Expression fonctionnelle

On souhaite établir une expression fonctionnelle de la suite de Fibonacci, c’est-a-dire une
expression telle que le calcul du nombre de couples pour une valeur de n donnée ne présuppose
la connaissance d’aucun nombre de couples pour une quelconque autre valeur de n, ce que ne
permet pas la formule de récurrence. Comme la suite de Fibonacci est linéairement récurrente
d’ordre deux, on peut écrire son équation caractéristique. On obtient une équation du second
degré :

- —-1=0

Le calcul du discriminant de cette équation donne les deux solutions du polynéme :

1+v5 _ o _1_ 15
HSoetry=¢p =—2 = "5~

Tr1 = =
1= o

24



ol @ est le nombre d’or.
Les suites (") et (¢™) engendrent alors I'espace vectoriel des suites vérifiant
Un+2 = Upt1 + Up-

Il en résulte que :

EF, = 0480n+580m

(o et B sont des constantes a déterminer a partir de Fy , Fi)
Les conditions initiales Fy = 0 et F; = 1 conduisent au systéme suivant :
a+pB=0
a—p=

ce qui donne :

Sl

o= % et B = \_/—%

Nous obtenons finalement I'expression fonctionnelle recherchée, qui porte le nom de formule
de Binet :

F, = %(@”—(p'”) , avecgo:“r—g‘/g et cp’:—é :

(Ces calculs restent valables pour n entier négatif quand la suite est prolongée)

Quand n tend vers +o0, F, est équivalent a %. Plus précisément, ™ tend vers 'infini et
©"™ tend vers zéro car |¢/| <1< p .

En fait, dés le rang n = 1, le deuxiéme terme % est assez petit pour que les nombres de

Fibonacci puissent étre obtenus uniquement & partir du premier terme :

F,, est I'entier le plus proche de % (et il lui est supérieur ou inférieur, selon la parité de n).

conclusion

Fibonacci a proposé, avec ’exercice des lapins, le premier exemple de modélisation mathé-
matique de I’évolution d’une population. Le modéle de Fibonacci est évidemment trop réstreint
pour décrire une population réelle de lapins car il a considéré une croissance constante et il a

négligé la mortalité, suite a ceci la population est devenue indéfinie.
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2.2 Le Modéle de Malthus (1798)

Thomas Robert Malthus en 1798 a présenté le premier modeéle de la dynamique de popu-
lation. Il a considéré une population constituée d’une seule espéce animale, homogene,c’est -a
-dire, qu’il a négligé les variations d’age, de taille, de périodicité éventuelle pour la natalité. De
plus, il a supposé que cette population vit seule dans un milieu invariable. Dans le cas contraire
(si elle coexiste avec d’autres espéces) il néglige toute sorte d’influences. De plus, Malthus a
aussi considéré qu’il n’y a pas de pression du milieu, ce qui veut dire qu’il n’existe pas de fac-
teurs externes comme la guerre, la famine, qui limitent le nombre de la population, nous faisons

référence a [5]. Suite & ces considérations, il a observé, la forme discréte suivante :

Nip1 — Ny
Ny

=r =cte

Il désigne par N, effectif de la population & I'instant ¢ . Mais pour avoir une forme continue,
il a considéré un intervalle de temps trés court, et a montré que l'accroissement du nombre
N(t) d’individus de cette population est proportionnel & N(t). Ce qui se traduit par I’équation
différentielle suivante :
dN (t)

= rN(t) (M.1)

Ou r est un facteur constant de proportionnalité qui représente le taux de croissance.En

intégrant I’équation précédente, on obtient :

N(t) = NoeTt

Cette loi est appelée loi de croissance exponentielle ou loi de croissance malthusienne
(voir,[6]). Son inconvénient, est le fait qu’elle ne tiennent pas compte des limites imposées
a la croissance par le milieu. En effet, Darwin en 1859 a confirmé ceci, en montrant qu’il etait
impossible d’avoir une croissance infinie de populations. Il a clarifié cette impossibilité par
I’exemple du couple d’éléphants qui, dans des conditions normales , couvrirait la surface de la

terre en quelques siécles. Cependant, il a été constaté que les prévisions de la loi malthusienne
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restent correctes seulement sur de petits effectifs. (Voir Figurel0, [11])

N(t)

100
80
60
40|
20|

FIG-10 : Modéle de croissance de Malthus

2.3 DModzéle logistique

C’est suite aux considérations précédentes, que le biologiste belge Pierre-Frangois Verhulst
[7] propose en 1838 un modeéle amélioré tenant compte de la limitation imposée par Deffectif
croissant de la population. Il suppose que le taux d’accroissement par capita de la population

est donné par :

Donc

dAN(t)

(M.2) ~

Cette équation a pour solution

Voir (Figure 11,[11])

27



=
T

o o O O
b b h 00

FIG-11 : Modéle de croissance de P.F.Verhulst

Nous admettons que la croissance est limitée par une sorte de " frottement " intérieur a
la population, c’est -a -dire, qu’a ressources égales, plus le nombre d’individus est élevé, plus
il est diffcile de se nourrir, et de croitre. Le facteurk; (k est strictement positif), correspond
a la capacité du milieu et représente la population limite au-dela de laquelle elle ne peut plus
croitre.

Si N(tp) < k : La population croit et s’approche asymptotiquement. de k& quand ¢ — +o0

Si N(tp) < £, il existe alors un point d’inflexion au point N (¢) = & |
Si N(tyg) > k; la population décroit et elle s’approche asymptotiquement de k quand t —
+o0 , et dans le cas ou N(tg) = k la population reste constante pour tout (¢ > 0)

(Voir Figure 12, [11] et [8]).
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FIG-12 : Représentation de I’approche asymptotique de la population vers le

coefficient k

Cette loi, nommée par Verhulst loi logistique, est différente de celle de Malthus car elle
impose une valeur limite a la population. Elle a été appliquée avec succés & beaucoup de
situations réelles. Nous citons comme exemple le modéle de B.Gompertz en 1825 destiné a
évaluer la vitesse de croissance d’une tumeur. Plusieurs auteurs ont présenté des modeéles avec
divers fonctions de croissance. Dans la table suivante nous regroupons les fonctions de croissance
les plus remarquables.

Dans le paragraphe suivant, nous allons donner un apergu sur quelques types de modeéles

avec deux populations, et les différentes modifications faites d’un modeéle & un autre.

Source F(N(1))

Malthus (1798) r

Verhust (1838) r(l— %)

Gompertz (1825) rlog(L£)

Goel et al (1971) Gilpin et al (1976) Richards (1959) 7 (1 - (NT“)")

Rosenzweig (1971) T (%)0 - 1) 0<6<1
Szathmary (1991) EN(t)

Table 1 : La fonction de croissance d’une population

conclusion

Les modeéles évoqués plus haut relévent tous du champ des mathématiques dédiées aux
équations différentielles ordinaires. La population est toujours considérée comme une entité, qui
évolue dans un environnement homogeéne. Cela suppose implicitement, par exemple, que le taux
de natalité est considéré comme constant pour tous les individus. Or ce taux dépend évidemment
de ’age des individus ou de leur stade de développement. La richesse des mathématiques offre
d’autres approches de la dynamique des populations, qui prennent en compte cette structuration

interne de la population en classes.
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Chapitre 3

Modéle a deux populations

Quand différentes populations (issues d’espéces différentes) interagissent, la dynamique de
chacune est affectée par les effectifs des autres. Elles forment une cascade de populations en
interaction qui constitue une communauté

En écologie générale, le cas d’un systéme proie-prédateur fait 'objet d’une recherche in-
tense depuis les années vingt du 19-éme siécle avec I’étude pionniére de Volterra, initialement
développée sur des populations de poissons de la mer adriatique.

Nous aborderons un petit historique du modeéle de Lotka-Volterra, une présentation et une

étude de ce modeéle.
3.1 Modéle de Lotka Volterra

Le modéle proie-prédateur de Lotka-Volterra est le modéle le plus simple de relation de
type proie-prédateur entre deux espéces. Il a été proposé par Volterra en 1926 pour expliquer
I’évolution périodique de deux espéces de poissons de la mer adriatique. Volterra avait été
consulté par le responsable de la péche italienne a Trieste qui avait remarqué, juste aprés la
premiére guerre mondiale (période durant laquelle la péche avait été nettement réduite) un
accroissement significatif du prédateur.

Des équations de la méme forme furent introduite en 1922 par Lotka en cinétique chimique.
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3.1.1 Présentation du modéle

Dans la publication du Volterra (1926) qui a pris la forme du céléebre modeéle proie-prédateur,
le premier chapitre de son ouvrage « Lecons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la
Vie » étudie la coexistence de deux espéces dont 'une dévore 'autre. Considérons deux espéces,
la premiere, la proie x(t), qui aurait si elle était seule une croissance malthusienne, la seconde,
le prédateur y(t), qui se nourrit exclusivement de la premiére et en I’absence de cette derniére
s’épuiserait progressivement et disparaitrait. La mise en équation de la fonction représentant la
prédation est basée sur la méthode des rencontres et sur ’hypothése des équivalents élaborés
par Volterra. La premiére considére que pour qu’il y ait prédation entre une espéce prédatrice
et une espéce proie, il faut tout d’abord qu’il y ait rencontre entre ces deux espéces et que le
nombre de rencontres entre eux est proportionnel au nombre des individus qui la compose. Le
coefficient de proportionnalité étant égal a la probabilité de rencontre. La seconde consiste &
supposer qu’il existe un rapport constant entre les disparitions et apparitions d’individus que
provoquent les rencontres, i.e., que la prédation de la proie est équivalente & la croissance du
prédateur. De plus, Volterra considére comme immédiat cet accroissement. Ceci conduit au

systeme

dr __ _
S = ax —bxy

%’ = —cy +dzy

Avec a,b, c et d des constantes positives.

Description des Variables

Nous somme entraine de modéliser un systéme biologique composé de deux espéces : une
espéce proie et une espéce prédatrice. Pour cela, nous notons X (t) et Y (¢) le nombre de proies et
de prédateurs au temps t. Les quantités sont donc des fonctions de R+ dans N . Afin de disposer
d’outils mathématiques, on préfére travailler avec des variables continues. C’est pourquoi, on

considére deux nouvelles quantités :
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Ou X (respectivement Yj ) est un nombre de proies (respectivement de prédateurs) fixé et
grand. Les quantités x et y sont donc des proportions de proies et prédateurs. Les variations
de x(t) et y(t) sont donc des quantités petites, si bien que I'on peut faire ’hypothése que x(t)
et y(t) sont des fonctions continues de R+ dans R+. Pour la suite, on fera une hypothese de
régularité supplémentaire de supposer ces fonctions dérivables.

Enfin, considérons les taux de variation sur un intervalle At :

Ax(t) AX(t) Ay(t) AY(t)
o) X0 Ty Y
Si on suppose que les variations de X () (respectivement Y (¢)) sont petites par rapport
a X(t) (respectivement Y(t)) (ce qui parait vraisemblable seulement pour des populations

nombreuses), on peut passer a la limite :

A0 z(t) | z(t) T Atso y(t)  y(D)

Ar() @) L Ayl) Y

Mise en équation en absence de prédateurs, les proies ont un taux de croissance constant :

=qaq avec a>0

De méme, les prédateurs ont tendance a disparaitre en ’absence de proies, faute de nourri-
ture :

M =—c avec c¢>0
y(t)

Il reste a prendre en compte les interactions entre les deux espéces : le taux de prédation
(taux de décroissance des proies dii aux prédateurs) est supposé proportionnel au nombre de
prédateurs. De la méme facon, le taux de variation du nombre de prédateurs est proportionnel &
la quantité de nourriture a leur disposition, c¢’est-a-dire au nombre de proies. Ces considérations

nous conduisent aux équations suivantes :

=a—by(t) et = —c+dz(t) avecb,d>0

Du point de vue mathématique, il s’agit d’un systéme de deux équations différentielles,
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auquel on ajoute des conditions initiales (population de départ de chacune des espéces) :

9 — g(a—b
ddt o) (2(0),5(0)) = (20, 0) (1)
at = y(—c+dz)

3.1.2 Etude du modéle de Lotka-Volterra

Il est important que le modeéle soit fidéle aux observations faites dans la nature afin d’étre
utile dans un but prédictif. Comme nous ne savons pas calculer une solution exacte a l'aide
d’une formule analytique, nous sommes contraints d’é¢tudier le systeme différentiel (1) d’une

maniére qualitative.

Existence, unicité, positivité et bornitude de la solution

Montrons que notre systéme admet une solution.

Soit u = (;”) , le systéme (1) devient :

u:?o ): :f((z(;)) avec f@) _ (y:g(_ac—+ bgi)) -

Comme la fonction f est de classe C', alors d’aprés le théoréme 1.1.3 f est localement
lipschitziénne, et donc d’aprés le théoréme 1.1.4, le probléme de Cauchy (x1) admet une
solution maximale unique. Soit I 'intervalle de définition de cette solution.

Pour que le modeéle ait un intérét biologique, nous supposons que les deux espéces sont
présentes au départ, c’est-a~dire zg > 0 et yo > 0 et nous vérifions que la solution (x(t),y(t))
de (*1) vérifie, pour tout ¢t € I , z(t) > 0 et y(t) > 0.

Faisons une démonstration par I’absurde, et supposons qu’il existe ¢ € I tel que x(t) < 0 ou
y(t) < 0. Alors d’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires, 'une des deux fonctions x ou y

s’annule. Si c’est x, il existe s € I tel que z(s) = 0. Le probléeme de Cauchy

W (t) = f(u(t)) e f@:) _ ( z(a — by) ) (x2)

u(s) = (yi) y(—c+ dx)

admet lui aussi une unique solution maximale. Or, ¢ — (0, yse*C(t*S)) est une telle solution
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sur R. Par unicité, nous en déduisons que x(0) = 0, ce qui est contraire a ’hypothése xo > 0.
Et le méme processus se fait pour y.

Pour I'existence globale, nous utilisons la proposition suivante :

Proposition :

Soit H : R?2 — R définie pour x,y > 0 par
H(z,y) = dx — cln(z) + by — aln(y)

Alors H est une intégrale premiére pour le systéme (1), i.e. si (x(t),y(t)) est solution de (1)

sur [0,T), alors :

Vit <T, H(x(t),y(t)) = cste

Démonstration

Nous effectuons le calcul formel suivant :

!/

L x(a — by)
Y y(—c+dx)

Apres la séparation des variables, nous obtenons :

'(—c+dx)  y(a—by)

z Y

En intégrant, nous aurons :

—cln(z) + dz = aln(y) — by + C**¢

Et plutét que de justifier que nous avons le droit de le faire, nous nous assurons que
H(z(t),y(t)) est bien défini et nous vérifions que %H(x(t), y(t)) = 0 en utilisant (1).

La connaissance de cette intégrale premiére nous permet de montrer le lemme suivant :

Lemme :

La solution maximale (z(t),y(t)) est bornée.

Démonstration Cela provient de la coercivité de l'intégrale premiére. Il existe A > 0 et
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B > 0 tels que

d b
Vt>A,cln(x)<7x et Vy> B ,aln(y)<5y

D’autre part, il existe une constante a telle que pour tous réels x et y,

dr —cln(z) > a et by —aln(y) > «

Ainsi, si x est en dehors du compact [0, A],

H(z(t),y(t)) > 5 to

De méme, si y est en dehors du compact [0, B], alors ,

Nous en déduisons que :

0 < z(t) < maz{A, %(H(Jﬁo,yo) —a)} et 0<y(t) <maz{B— %(H(moyo) —a)}

D’ou le résultat.
D’apres la remarque 1.1.2 et le lemme précédent nous déduisons que la solution maximale

(z(t),y(t)) de (1) est définie pour tout ¢ > 0.

Etude de stabilité des points fixes

Cherchons les points d’équilibre du systeme (1).
=0 =0 oua—0by=20
=
=0 y=0ou—c+dxr=.0

Nous obtenons deux points d’équilibre : (0,0) et (%, 7).
Pour ’étude de la nature d’un point d’équilibre, nous calculons la différentielle (la matrice

Jacobiénne) en ce point, dans notre cas la différentielle Df en (z,y) est :
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a—by —bx
Df(z,y) =
dy —c+dx

B Etude de I’équilibre (0,0) :

La différentielle au point (0,0) est donnée par :

0
0 —c

Df(0,0) =

admettant une valeur propre négative et une valeur propre positive, il s’agit d’un point
selle. Nous pouvons méme affiner le résultat et dire que la direction x est instable alors que la
direction y est asymptotiquement stable.

B Etude de I'équilibre (4, §) :

La différentielle au point (§, ) est donnée par :

a 0 =
Df(i,g>: ad
T 0

Celui-ci admet deux valeurs propres A = +4/ac. , conjuguées, de parties réelles nulles. La
linéarisation ne nous permet pas de conclure sur la stabilité de ce point d’équilibre, nous pouvons
seulement dire que le systéme (1) prévoit des centres (vu que la trace de la matrice Jacobiénne
est nulle et son déterminant est positif). La linéarisation dans ce cas est insuffisante, il faut
chercher d’autre méthode pour connaitre le portrait de phase globale. Pour cela nous allons

c a

montrer qu’il existe une solution périodique autour du point (§, #) par la théorie de Morse.

Nous avons comme intégrale premiere de (1),

H(z,y) =dx — cln(z) — aln(y) + by

Montrons que (1217 %) est un point critique non dégénéré de H :

OH _

8:5_0
DH(z,y) =0<

9H _

dy
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- d—2=0
—-24+b6=0
! T Z
y=73%
Donc (§, %) est un point critique de H.
Nous calculons la matrice hessiénne de H en (x,y) :
(&}
5 0
D f(z,y)= |
0 5%
y
Nous avons
£ 0 b2d2
det | = — #£0
0 % ac
Y (3%)

Alors (§, %) est un point critique non dégénéré de H.
Et donc H est une fonction de Morse dans un voisinage de (3, ¢) ,
Nous faisons le développement de Taylor au point (5, %)
H(ﬂ?,y) = H(%?%) +DH(§,%)($— §7y_ %) +D2H(§,%)($— gvy_ %)2 +oe
Apres simplification, nous obtiendrons :
d? b2
H(z,y) = H(G5)+ Sz -+ 5y -5+
Donc I'indice £ du point (§, %) est nul.
Par application de la théorie de Morse, nous concluons qu’il existe une solution périodique
cC a

autour de I'équilibre (5, 7).
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FIG-13 : Trajectoiresaveca =b =c=d =1

Portrait de phase

M Isocline nulles

Isocline verticale :

t=z(a—by)=0<2=0 ou y:%

Isocline horizontale :

y=y(—c+dr)=0<y=0 ou ng
B Sens des fléeches
Siz=0,alorsz=0 et y=—cy<0.

Sur lautre isocline y = ¢ | on déduit le sens des fleches par continuité a partir du point

D
d’intersection des deux isoclines verticales.
Siy=0,alorsy=0et & =ax>0.

Comme précédemment, le sens des fleches sur l'isocline z = 5 se déduit par continuité.
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x(t)

FIG-14 : Portrait de phase du modéle de Lotka-Volterra

B Allure des chroniques :

i i—

8.0+

5.5 ——— preédat
5.0

45

W

4.0+

FIG-15 : Chronique du modéle de Lotka-Volterra

(xg=1 et yo=2)

3.2 Modéle actuel
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Les modéles proie-prédateur se résument par la forme générale suivante :

RO = X () (X (1) — g(X, Y)Y (1)

DO — 79X, Y)Y () — mY (1)

ou :

f(X(t)) est un taux d’accroissement pour la croissance de la proie en absence du prédateur,
et X(t)f(X(t)) est la quantité de nourriture consommeée par la proie en absence du prédateur.
L’hypothése des équivalents [Volterra, 1931] implique que la prédation intervienne a la fois dans
la croissance et décroissance puisque la mortalité des proies par prédation est équivalente & un

accroissement immédiat des prédateurs.

n n

9(X,Y) est appelée " réponse fonctionnelle " elle exprime le taux de consommation de la
proie (c’est a dire la consommation de proie par unité de prédateur) donc g(X,Y)Y (t)est la
quantité de nourriture de proie consommeée par le prédateur,elle est multipliée par le coeffcient
de conversion 7 (la constante positive 7 est un facteur de conversion toujours inferieur a 1).

Cette quantité 7g(X, Y)Y (t) s’ajoute a la biomasse du prédateur. Pour cela elle est précédée
d’un signe + . Par contre g(X,Y )Y (¢) est précédée d’un signe - dans la premiére équation car
elle se retranche de la biomasse de la proie .

m= taux de mortalité du prédateur par unité de biomasse

Donc mY (t) est la quantité de biomasse du prédateur qui se retranche pour cause de mor-
talité de sa biomasse..

L’étude d’'un modeéle mathématique proie-prédateur est équivalente & ’étude d’un systéme

de deux équations différencielles ordinaires avec des conditions initiales(Xy, Yy) connues.
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Conclusion

La modélisation des dynamiques des populations s’est initialement développée a 1’aide
d’équations différentielles déterministes. Ces équations fournissent une relation entre une quan-
tité inconnue ( la taille d’'une population) et sa dérivée en fonction du temps. L’analyse théorique
de ces équations est souvent possible et fournit des informations pertinentes. On peut également
développer des outils informatiques qui permettent de simuler sur ordinateur une approxima-
tion d’une trajectoire de cette équation, c’est-a-dire I’évolution de D'effectif de la population a
partir d’une taille de population initiale fixée.

Dans le futur nous pouvons faire I’étude de n’importe quel systéme dynamique de deux
populations, & condition de bien décrire le modéle mathématique correspondant a ce systéme.les

équations différentielles ont un role important dans I’étude mathématique du modéle.
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Résumé :

L’objectif entrepris dans ce mémoire est I’étude des modeles mathématiques
que ce soit a une seule ou deux populations (proie-prédateur). Ainsi, montrer
par la méme occasion le role des équations différentielles dans la dynamique
de populations.

Mots clés : Dynamique de populations, Modele de Malthus, Modéle de
Verhulst, Modele de Lotka-Volterra , équations différentielles.

Abstract :

The objective undertaken in this memory is to study mathematical models in
one or two populations (prey-predators). Thus, at the same time, show the role
of differential equations in population dynamics.

Key words: Population dynamics, Malthus model, Verhulst model, Lotka-
Volterra model, differential equations.
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