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Introduction générale

L'analyse des données est un sous domaine des statistiques qui se préoccupe de la descrip-
tion des données conjointes. On cherche par ces méthodes à donner les liens pouvant exister
entre les di�érents données ainsi qu'à en tirer une information statistique qui sert à décrire les
pricipales informations contenues dans ces données.

Dans le premier chapitre nous proposons un bref compte rendu de l'algèbre linéaire a�n de
bien �xer les idées générales autour desquelles s'articule la technique. Ainsi nous allons citer
les di�érentes coe�cients de corrélation qui servent à étudier les liaisons entre les variables
observées.

Dans le chapitre suivant on va traiter une méthode de l'analyse des données qui est l'analyse
en composantes principales. Cette méthode permet au praticien de résumer l'information en un
nombre de composantes plus limités que le nombre d'origine de variables.

L'analyse factorielle des correspondances (AFC) est une méthode descriptive d'analyse pro-
posée par J.P.Benzekri(1970-1990) permettant d'étudier un tableau de contingence conduisant
à une représentation graphique. C'est un outil qui permet de réduire la dimension des données
en conservant le plus d'information possible. C'est ce que nous allons aborder dans le troisième
chapitre.

En�n, on termine notre travail par une application des deux techniques ACP et AFC sur
des données réelles sur un groupe de cent cinquante personnes portant sur l'indemnisation des
assurances suites à des accidents corporels.
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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Espace vectoriel :

Dans ce qui suit K est un corp que l'on supposera égale à R (ou C,ou Q).
dé�nition 1.1 : On appelle K-espace vectoriel tout ensemble E muni de deux lois :

1. +E : E × E 7→ E, appelé "addition" ou "loi interne".

2. ×E : E × E 7→ E, appelé "multiplication" ou "loi externe".

qui satisfont aux axiomes suivants :
� La loi +E est associative et commutative.

� La loi +E admet un élément neutre(à droite et à gauche).

� Tout élément de E a un opposé pour la loi +E.

Autrement dit +E est une loi de groupe commutatif ou Abélein sur E.

� La loi ×E est associative.
� La multiplication par l'unité du corp est l'identité de E.
� La loi ×E est distributive par rapport à +E.
� La multiplication par un élément de E est linéaire de K dans E.

Les éléments d'un éspace vectoriel sont appelés vecteur et les éléments de K sont appelés
scalaires.

Dé�nition 1.2 : [1]
Soit E un espace vectoriel sur K et soit F un sous ensemble de E. On dit que F est un sous
espace vectoriel de E si F possède les propriétés suivantes :

1. 0F .

2. ∀x, y ∈ F, x+ y ∈ F (F est stable par addition).

3. x ∈ F , ∀λ ∈ K,λx ∈ F (F est stable par la multiplication par scalaire).

corollaire 1.3 : [1]
Soit E un espace vectoriel et F ⊂ E si F véri�e les propriétés 1et 2 suivantes alors F est un
sous espace vectoriel deE

1. F est non vide (F contient l'élément neutre de E).

2. ∀(x, y) ∈ F × F, ∀(λ, µ) ∈ K ×K, alors λx+ µy ∈ F .

6



1.1. ESPACE VECTORIEL : 7

Soient maintenant E un K espace vectoriel et F = (ei)1≤i≤n une famille �nie de vecteurs
de E.

dé�nition 1.4 :
On appelle espace vectoriel engendré par la famille
F = (ei)1≤i≤n le sous espace vectoriel engendré par {e1, e2, ..., en}. On le note vect(F ) donc
un elément x de E appartient à vect(F ) si et seulement si ∃e1, e2, ..., en ∈ F et des scalaires
λ1, λ2, ..., λn
tels que x = λ1e1 + λ2e2 + ...+ λnen

dé�nition 1.5 : [1]
On dit qu'une famille F = (ei)1≤i≤n de vecteur de E est
génératrice de E si tout vecteur x de E s'écrit comme combinaison linéaire des vecteurs de la
famille F , c'est à dire :
∀x ∈ E,∃(λ1, λ2, λ3, ...., λn) ∈ Kn\x = λ1e1 + ......+ λnen =

∑
1≤i≤n λiei.

dé�nition 1.6 : [1]

1. On dit qu'une famille(e1, .., en) de vecteur de E est linéairement indépendant ou libre si
elle véri�e

∀λ1, ...., λn ∈ K,λ1e1 + ......+ λnen = 0⇒ λ1 = λ2 = ...... = λn = 0

2. On dit que la famille (e1, .., en) est liée si elle n'est pas libre.

dé�nition 1.7 : [1]
On dit qu'une famille B = (ei)1≤i≤n de vecteur de E est une base de E si celle ci est libre et
génératrice.

Théorème 1.8 : [1]
Si B = (ei)1≤i≤n est une base d'un K_espace vectoriel de E alors ∀x ∈ E,
∃(λ1, λ2, λ3, ...., λn) ∈ Kn, x = λ1e1 + ......+ λnen avec λ1, λ2, λ3, ...., λn sont appelés les compo-
santes de x dans la base B.

dé�nition 1.9 : [1]
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont en somme directe si tout vecteur w de F + G s'écrit de façcon unique
sous la forme w = u+ v avec u ∈ F et v ∈ G. On écrit alors

E = F ⊕G

.
On dit que F et G sont supplémentaires .

Théorème 1.10 : [1]
Les sous-espaces vectoriels F et G sont en somme directe si et seulement si F ∩G = {−→0 }
Par conséquent F et G sont supplémentaires si et seulement si F +G = E et F ∩G = {−→0 }
Preuve :
Supposons que F et G sont en somme directe. On a

−→
0 ∈ F et

−→
0 ∈ G,

donc
−→
0 ∈ F ∩G
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Soit u ∈ F ∩G .On peut écrire :

u = u︸︷︷︸
∈F

+
−→
0︸︷︷︸
∈G

=
−→
0︸︷︷︸
∈F

+ u︸︷︷︸
∈G

Par unicité de la décomposition, on a u =
−→
0 .Donc F ∩G = {−→0 }.

Réciproquement supposons que F ∩G = {−→0 } .Soit u, u′ ∈ F et v, v′ ∈ G tels que u+v = u′+v′

alors u− u′ = v′ − v .De plus u− u′ ∈ F et v′ − v ∈ G donc si on pose w = u− u′ = v′ − v on
a w ∈ F ∩G = {−→0 }.
On en déduit que w =

−→
0 ,donc u = u′ et v = v′ .Par conséquent tout vecteur de F +G s'écrit

de façon unique comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G autrement dit F et G
sont en somme directe.
Le deuxième point du théorème découle directement du premier point et la dé�nition de sup-
plémentaire.

1.2 Les matrices :

1.2.1 dé�nitions :

Soient n, p ∈ N*, une matrice (n,p) à coe�cient dans K est une application de [1, n]× [1, p]
dans K.
On représente la matrice M par un tableau à n lignes et p colonnes, en mettant l'élément mi,j

à l'intersection de la i ème ligne et la j ème colonne.

M =


m1,1 . . m1,p

. . . .

. . . .
mn,1 . . mn,p


L'ensemble des matrices de type (n,p) à coe�cients dans K est noté Mn,p(K).
Lorsque n=p ,on notera Mn(K).
Une matrice Mn(K) est dite symétrique (resp.antisymétrique) lorsque
ai,j= aj,i (resp. ai,j= −ai,j).
Une matrice Mn(K) est dite triangulaire supérieur(resp.inférieur) lorsque ai,j = 0 pour tout
couple (i,j) telle que i ≥ j resp( i ≤ j).
Une matrice Mn(K) est dite diagonale lorsque ai,j = 0 pour tout couple (i,j) telle que i 6= j.

1.2.2 Les opérations sur les matrices :

L'addition :
Si A = (ai,j) et B = (bi,j) sont des matrices m× n alors A+B est une matrice m× n dont les
coe�cients sont donnés par :

ci,j = ai,j + bi,j [1]

. La multiplication par un scalaire :
Si A = (ai,j) est une matrice m×n et α ∈ R alors αA est une matrice m×n dont les coe�cients
sont donnés par :

C = ci,j = αai,j [1]

.
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La multiplication de deux matrices : [1]
Si A=(ai,j) et B = (bi,j) sont des matrices m×n et n× p alors AB est une matrice m× p dont
les coe�cients sont donnés par :

ci,j =
∑

1≤k≤n

ai,kbk,j

.
Remarque :
il faut bien noter que la multiplication de deux matrices n'est dé�nie que si le nombre de co-
lonnes de la première matrice est égale au nombre de lignes de la seconde matrice.
proposition :
Les opérations sur les matrices véri�ent les propriétés suivantes : [1]

1. A(B + C) = AB + AC et (A+B)C = AC +BC(distributivité).

2. (AB)C = A(BC)(associativité).

3. α(AB) = (αA)B = A(αB) avec α ∈ K (compatibilité).

1.2.3 Transposition d'une matrice :

Dé�nition 2.3.1 : [1]
Pour A ∈Mn,p(K), la matrice transposée de M noté M t désigne la matrice N ∈Mp,n(K) telle
que :

∀(i, j) ∈ [1, p]× [1, n] , Ni,j = Mj,i

proposition 2.3.2 [1]

� Si A ∈Mn,p(K) et B ∈Mp,q(K) alors (AB)t = BtAt.

� Si M ∈Mn,p(K) alors (M t)t = M .

1.2.4 Le déterminant d'une matrice :

Le calcul du déterminant d'une matrice est un outil nécessaire tant en algèbre linéaire pour
véri�er une inversibilité ou calculer l'inverse d'une matrice.

Dé�nition 2.4.1 : [1]
Le déterminant d'une matrice carré A

A =


a1,1 . . a1,n

. . . .

. . . .
an,1 . . an,n


que l'on dénote par det(A) ou encore | A | est donné par la formule de Leibniz

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 . . a1,n

. . . .

. . . .
an,1 . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑
σ∈ςn

ε(σ)
n∏
i=1

aσ(i) [1]
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où ςn designe l'ensemble des permutations de {1, 2, 3, ...., n}
et ε(σ) la signature de la permutation σ et elle est dé�nie par :

ε(σ) =
∏
{i,j}∈P

σ(j)− σ(i)

j − i

où P désigne l'ensemble des paires d'entiers compris entre 1 et n.

Remarques :
� Soient i < j deux entiers compris entre 1 et n. On dit que

la paire{i, j} est en inversion pour σ si σ(i) > σ(j).
� Une permutation est dite paire si elle présente un nombre pair d'inversions, impaire

sinon.
� La signature d'une permutation paire est 1, celle d'une permutation impaire est �1.

Exemple :

A =

−2 2 −3
−1 1 3
2 0 −1


det(A) = (−2).1(−1) + (−3).0.(−1) + 2.3.2− (−3).1.2− (−2).3.0− 2(−1).(−1)
= 2 + 0 + 12− (−6)− 0− 2 = 18

On peut aussi calculer le déterminant d'une matrice de taille n à l'aide de n déterminants
de matrices de taille n - 1 .Si A est la matrice, pour tout i et j, on note Ai,j la matrice obtenue
en enlevant à A sa i-ième ligne et sa j-ième colonne.

Ai,j =



a1,1 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1,n

.

.

.
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n

.

.

.
an,1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . an,n


On peut alors développer le calcul du déterminant de A suivant une ligne ou une colonne.
Développement suivant la ligne i :

det(A) =
n∑
j=1

ai,j(−1)i+jdet(Ai,j) [1]

On appelle la quantité (−1)i+jdet(Ai,j) le cofacteur de ai,j que l'on dénote par 4i,j.

Exemple :

le déterminant de la matrice précédente se développe aisément suivant la deuxième colonne,
la plus avantageuse pour la disposition des zéros.

det

−2 2 −3
−1 1 3
2 0 −1

 = 2.(−1)1+2

∣∣∣∣−1 3
2 −1

∣∣∣∣+ 1.(−1)2+2

∣∣∣∣−2 −3
2 −1

∣∣∣∣
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= (−2).((−1)(−1)− 2.3) + 1.((−2)(−1)− 2.(−3)) = (−2)(−5) + 8 = 18

Propriétés 2.4.2 : [1]

� Si on permute deux lignes ou deux colonnes, le déterminant change de signe .
� Si deux lignes ou deux colonnes sont identiques, le déterminant est nul .
� Si on multiplie tous les termes d'une même ligne ou d'une même colonne par un réel k,

le déterminant est multiplié par k.
� Si une ligne ou une colonne est nulle, le déterminant est nul.
�

det(A.B) = det(A).det(B)

� Le déterminant d'une matrice triangulaire et diagonale est le produit des coe�cients
diagonaux.

� Le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants des
blocs diagonaux

det

(
A B
0 C

)
= det(A).det(C)

1.2.5 L'inverse d'une matrice :

Dé�nition 2.5.1 :
Une matrice carrée A d'ordre n est dite inversible ou régulière s'il existe une matrice B d'ordre
n, appelée matrice inverse de A et notée A−1 telle que :

AB = BA = I

.

Propriétés 2.5.2 : [1]

� Deux matrices A et B inversibles, leur produit est inversible et il est égale au produit
des inverses e�ectué dans l'ordre inverse :

(AB)−1 = B−1.A−1

� L'inverse de la transposé est dé�nie par :

[A′]−1 = [A−1]′

� Le déterminant de l'inverse est dé�nie par :

| A−1 |= 1

| A |

Remarque :
Une matrice carrée admettant un inverse est dite inversible ou régulière sinon elle est sin-

gulière.

La somme de deux matrices inversibles n'est pas toujours une matrice inversible.
exemple : (

1 0
0 1

)
+

(
−1 0
0 −1

)
=

(
0 0
0 0

)



12 CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Théorème 2.5.3 : [1]

soit A une matrice carrés ∈Mn(K)

A est inversible ⇔det(A) 6= 0

Preuve :
”⇒ ” Par multiplicativité du déterminant :

det(A)det(A−1) = det(AA−1) = det(I) = 1

Donc on a nécéssairement det(A) 6= 0
”⇐ ”
Si det(A) = 0 alors pour tout matrice B on a det(AB) = det(A)det(B) = 0
et on ne peut pas avoir AB = I donc A n'est pas inversible.

Dé�nition 2.5.4 : [1]
Soit A une matrice carrée inversible alors son inverse est égale à :

A−1 =
1

det(A)


41,1 . . 41,n

.

.

.
4n,1 . . 4n,n


′

Avec 4i,j sont les cofacteurs de ai,j.

1.2.6 La trace d'une matrice :

Dé�nition 2.6.1 : [1]
Soit A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈Mn(K) une matrice carrée. On dé�nie la trace de A par :

TrA =
∑

1≤i≤n ai,i

Proposition 2.6.2 : [1]

� Tr(αA+ βB) = αTr(A) + βTr(B), pour A,B ∈Mn(K), α, β ∈ K.
� Tr(AB) = Tr(BA) pour A,B ∈Mn(K).
� Deux matrices semblable ont la même trace.

Remarque : A et B sont semblable ssi il existe une matrice P telle que A = P−1BP

1.2.7 Matrice de passage :

Dé�nition 2.7.1 : [1]
Soit E un K espace vectoriel muni d'une base B.
On appelle matrice des composantes dans B du vecteur x la matrice colonne de Mn,1(K)
telle que ses coe�cients α1, α2, ..., αn sont les composantes de x dans la base B on la note
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MatB(x) =


α1

α2

.

.
αn


Dé�nition 2.7.2 : [1]

Soit F = (x1, x2, ...., xn) une famille de vecteurs d'un K espace vectoriel E muni d'une base
B = (e1, e2, ...., en). Pour tout 1 ≤ i ≤ p notons ci la colonne des composantes dans B du
vecteur xi
On appelle matrice des composantes dans la base B de la famille des vecteurs F la matrice de
Mn,p(K) dont les colonnes sont c1, c2, ....., cn, on la note MatB(F )

Dé�nition 2.7.3 : [1]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni de deux bases
B = (e1, e2, ...., en) et B′ = (e′1, e

′
2, ...., e

′
n).

On appelle matrice de passage de la base B à la base B' la matrice P = MatB(B′) =
MatB(e′1, e

′
2, ...., e

′
n)

Exemple :
Soit l'espace vectoriel R3 muni de la base canonique B = (e1, e2, ...., en) et de la base B′ =
(e′1, e

′
2, ...., e

′
n) où e′1 = e1 − e2 + e3,e′2 = e2 − e3 et e′3 = −2e1 + 2e2 − e3.

La matrice de passage de la base B à la base B' est :

MatB(B′) =

 1 0 −2
−1 1 2
1 −1 −1


1.2.8 Matrice de projection orthogonale :

Théorème : [1]
Soit A ∈Mm,n(K) et soit y ∈ Rm. Si la matrice AtA est inversible, alors la projection orthogo-
nale Y ∗ de Y sur le sous espace de Rm engendré par les colonnes de A est :

Y ∗ = PY

avec P = A(AtA)−1At

On appelle P la matrice de projection orthogonale sur le s.e.v de Rm et elle est symétrique et
idempotente (P 2 = P ).

1.2.9 Le rang d'une matrice :

Dé�nition 2.9.1 :
Si F = (x1, x2, ...., xn) est une famille de vecteur d'un Kespace vectoriel E alors on appelle rang
de la famille F la dimension de l'espace engendré par F. On note RgF = dim vect(x1, x2, ...., xn)

Dé�nition 2.9.2 : [1]
Soit A = (aij)(1≤i≤n),(1≤j≤p) ∈Mnp(K) de colonnes c1, c2, ...., cp on appelle rang de A le rang de
la famille (c1, c2, ...., cp).
On note Rg(A) = Rg(c1, c2, ...., cp).
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1.3 Vecteurs et valeurs propres :

Dé�nition 3.1 : [1]
Soit A une matrice carré deMn(K) et λ ∈ K, s'il existe un vecteur X ∈ Kn telle que AX = λX
alors :

1. λ est une valeur propre de A.

2. X est un vecteur propre de A.

Dans ce cas Eλ = {X ∈Mn,1(K)\AX = λX} est l'espace propre associé à la valeur propre λ.

Proposition 3.2 : [1]
Soient A ∈Mn(K) et λ ∈ K. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i- λ est une valeur propre de A.
ii- A− λIn n'est pas inversible.
iii- det(A− λIn) = 0
Preuve :
Il su�t de démontrer que i⇒ ii
On a λ est une valeur propre de A, donc ∃X ∈Mn,1(K) un vecteur propre non nul associé à la
valeur propre λ.
On a AX − λX = (A− λIn)X = 0 si on pose A− λIn est inversible,
on a (A− λIn)−1(A− λIn)(X) = 0
Ceci implique que X est nul ce qui est absurde.

1.4 Diagonalisation d'une matrice carrée :

Diagonaliser une matrice carrée A, c'est trouver une matrice de passage P et une matrice
diagonale D telle que :

P−1AP = D ⇒ A = PDP−1 [1]

avec les vecteurs colonnes de la matrice de passage P sont les vecteurs propres de A avec P
inversible.

Calcul des vecteurs et valeurs propres :
D'aprés la proposition précédente on a :
λ est une valeur propre de A si et seulement si det(A− λIn) = 0.
En calculant ce déterminant on obtient un plynôme en λ de degré n de coe�cient dominant
(−1)n.
Ce polynôme est appellé le polynôme caractéristique de A.

Théorème : [1]
λ est une valeur propre de A⇔ λ est une racine de polynôme
caractéristique.

Exemple d'application :
On prend la matrice carrée A suivante : 5 −6 −6

−1 4 2
3 −6 −4


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En calculant det(A− λI3) = 0 on obtient le polynôme caractéristique

P (λ) = −λ3 + 5λ2 − 8λ+ 4

Une racine évidente est 1, pour trouver les autres racines on fait la division euclidienne de−λ3 +
5λ2 − 8λ+ 4 par λ− 1
On trouve que le quotient est égale à

−λ2 + 4λ− 4 = −(λ− 2)2

donc A a deux valeurs propres qui sont 1 et 2 .
Cherchons maintenant une base des sous espaces propres E1et E2.
Pour E1 c'est donc chercher les vecteurs V de E telle que
V = (x, y, z)t ∈ R3 satisfait au système linéaire AV = V ou encore :

5x− 6y − 6z=x
−x+ 4y + 2z=y
3x− 6y − 4z=z

et de facons équivalente 
4x− 6y − 6z=0
−x+ 3y + 2z=0
3x− 6y − 5z=0

On a un système homogène, qui a évidement une solution non triviale, car le déterminant de
A− I3 est nul (puisque 1 est une valeur propre).
Pour trouver toutes les solutions on détermine d'abord le rang de la matrice A− I3 du système.
Les deux premières ligne et colonne fournissent le déterminant d'ordre 2

non nul

∣∣∣∣ 4 −6
−1 3

∣∣∣∣ =18
Le rang est donc 2 et de plus on peut prendre pour équations principales les variables x et y et
on résoud le système de Cramer {

4x− 6y=6z
3x− 6y=5z

et on obtient x = z et y = − z
3
.

Nous avons ainsi paramétré l'espace propre par l'inconnu non principale et on remarque que
E1 est de dimension 1.
Une base de E1 est obtenue en prenant par exemple z = 3 et cette base est formée de l'unique
vecteur V = (3,−1, 3)t

Passons à E2. On cherche donc les vecteurs V de E avec
V = (x, y, z)t ∈ R3 satisfait au système linéaire AV = 2V ou encore (A− 2I3) = 0, ou encore :

3x− 6y − 6z=0
−x+ 2y + 2z=0
3x− 6y − 6z=0

Cette fois ci, le rang de A− 2I3 est 1.
On peut prendre la première équation principale, et x pour inconnu principale.
Le système de Cramer se réduit à l'unique équation

3x = 6y + 6z
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. L'espace propre E2 est de dimension 2 est paramétré par les deux inconnus non principales y
et z c'est un plan d'équation

x = 2(y + z)

.
Une base de E2 est donc obtenue par exemple en prenant (y,z)=(1,0) et (0,1), fournissant les
vecteurs

f2 = 2e1 + e2

et
f3 = 2e1 + e3

.
Il est clair f2 et f3 sont indépendants
On a donc :

P =

 3 2 2
−1 1 0
3 0 1


et

D =

1 0 0
0 2 0
0 0 2


Si on calcule P−1 par les techniques standard on obtient

P−1 =

−1 2 2
−1 3 2
3 −6 −5


et on a bien

A = PDP−1 =

 3 2 2
−1 1 0
3 0 1

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 −1 2 2
−1 3 2
3 −6 −5


En statistique, étudier les phénomènes aléatoires revient parfois à étudier les liaisons entre

di�érentes variables observées. L'étude qui met en évidence ces liens est ce qu'on appelle com-
munément l'étude des corrélations.

1.5 coe�cients de corrélation :

1.5.1 Le coe�cient de corrélation linéaire :

Soient X et Y deux variables quantitatives de Rn.
On dit qu'il y a une corrélation s 'il y a une dépendance en moyenne c'est à dire à X = x �xé,
la moyenne Ȳ est en fonction de X .Si cette liaison est linéaire on se trouve dans le cas de la
corrélation linéaire.

Dé�nition : [3]
Le coe�cient de corrélation linéaire ou bien le coe�cient de"Bravais Pearson" sert à caractériser
une liaison linéaire positive ou négative, il est dé�nie par :

rXY =
σX,Y
σXσY
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avec σX et σY sont les écart type de X et Y,σX,Y la covariance entre X et Y.
Si on observe un échantillon de couples (Xi, Yj) ,on estime le coe�cient de corrélation par la
formule suivante :

r̂X,Y =

n∑
i=1

(Xi−X̄)(yi−Ȳ )√
n∑
i=1

(Xi−X̄)2

√
n∑
i=1

(Yi−Ȳ )2
[3]

On appelle r̂X,Y le coe�cient de corrélation empirique et X̄, Ȳ la moyenne empirique de X et
Y .
Ce coe�cient varie entre -1 et 1, et l'intensité de la liaison est dé�nie par la valeur absolue du
coe�cient.

� Si rX,Y est proche de 1, il y a une relation linéaire forte et croissante entre X et Y.
� Si rX,Y est proche de -1, il y a une relation linéaire forte et décroissante entre X et Y.
� Si rX,Y est proche de 0, il n' y a pas une relation linéaire entre X et Y.

Interprétation géométrique :
Si on considère dans Rn deux vecteurs centrés X' et Y'

X ′ =


X1 − X̄
X2 − X̄

.

.
Xn − X̄

 et Y ′ =


Y1 − Ȳ
Y2 − Ȳ

.

.
Yn − Ȳ


alors rX,Y est le cosinus de l'angle formé par ces deux vecteurs.En e�et :

〈X ′, Y ′〉 = ‖X ′‖‖Y ′‖cos(α)

avec

‖X ′‖ =

√√√√ n∑
i=1

(Xi − X̄)2

‖Y ′‖ =

√√√√ n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2

〈X ′, Y ′〉 =

√√√√ n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

D'aprés la formule donnée dans la dé�nition précédente :

cos(α) = 〈X′,Y ′〉
‖x′‖‖y′‖ = rXY

� Si r=1 ⇒α = 0o,les vecteurs X' et Y' sont colinéaire.
� Si r= 0 ⇒α = 90o, les vecteurs X' et Y' sont orthogonaux.
� Si r= -1 ⇒α = 180o,les vecteurs X' et Y' sont colinéaire de sens opposé.



18 CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

1.5.2 Le coe�cient de corrélation partielle :

Souvent, deux variables semblent faiblement lié, mais on se rend compte après que la liaison
repose sur l'intervention d'une troisième variable.

La corrélation partielle corrige cet inconvénient, elle mesure la liaison en annulant l'e�et
d'une ou plusieurs variables.

Dé�nition : [3]
Soient X,Y et Z des variables aléatoires dans Rn, Le coe�cient de corrélation partielle rXY,Z
est dé�nie à partir des corrélations de Pearson par :

rXY,Z = rXY−rXZrY Z√
1−r2XZ

√
1−r2Y Z

L'idée est de retrancher de rXY le double e�et des corrélations qu'entretiennent X et Y avec Z,
puis un terme de normalisation est introduit de manière à ce que −1 ≤ rXY,Z ≤ 1.
Remarque :

� L'orsque Z est independant de X et Y (rXZ = rY Z = 0) rXY,Z = rXY c'est à dire Z ne
pèse en aucune manière dans la relation entre X et Y.

� L' orsque Z est fortement lié positivement avec X et Y ,on peut aboutir au résultat
rXY,Z ≈ 0 cela veut dire que dans la relation (X, Y) tout est expliqué par Z.

L'estimation de la corrélation partielle passe simplement par l'introduction des estimateurs des
corrélations linéaires dans la formule précédente

r̂XY,Z =
r̂XY − r̂XZ r̂Y Z√
1− r̂2

XZ

√
1− r̂2

Y Z

Preuve :
Une manière de la démontrer consiste à s'appuyer sur l'interprétation géométrique de la corré-
lation (cosinus) : Les séries d'observations A = X, B = Y et C = Z, une fois centrées réduites,
sont des vecteurs centrés OA, OB, OC de longueur unité.Leurs extrémités déterminent un tri-
angle sphérique ABC, dont les côtés �a�, �b� et �c� sont les arcs de grand cercle BC, AC et AB.

Les corrélations entre ces vecteurs sont :

rBC = cos(a)

rAC = cos(b)

rAB = cos(c)
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Alors la loi fondamentale des triangles sphériques donne pour l'angle C la relation suivante
entre les cosinus

cos(C) =
cos(c)− cos(a)cos(b)

sin(a)sin(b)
=

cos(c)− cos(a)cos(b)√
1− cos(a)2

√
1− cos(b)2

De même que �c� est l'angle entre les points A et B, vus du centre de la sphère, �C� est l'angle
sphérique entre les points A et B, vus du point �C� à la surface de la sphère est rAB.C = cos(C)
est la corrélation partielle entre A et B quand C est �xé.

1.5.3 Le coe�cient de corrélation multiple :

Dé�nition :
Soient une variable numérique Y et un ensemble de p variables numériques X1, X2, ....., Xp.
Le coe�cient de corrélation multiple R est alors la valeur maximale prise par le coe�cient de
corrélation linéaire entre Y et une combinaison linéaire de X i :

R= sup
a1,a2,.....,an

r(Y ;
p∑
i=1

aiX
i) [3]

On a donc toujours 0 ≤ R ≤ 1.
En d'autre termes, si on pose Y ∗ = b0 + b1X

1 + .....+ bpX
p, on désire que Y ∗soit le plus proche

possible de Y.
Alors si l'espace des variables Rn est muni de la métrique D, on exigera que ‖Y − Y ∗‖2 soit
minimale.
Donc R = 1 s'il existe une combinaison linéaire X i telle que :

Y = a0 +

p∑
i=1

aiX
i

Interprétation géométrique :
Rappelons que le coe�cient de corrélation est le cosinus de l'angle formé dans Rn par des

variables centrées. R est donc le cosinus du plus petit angle formé par Y (centrée) et une
combinaison linéaire des X i centrées.

Considérons le sous-espace W de Rn engendré par les combinaisons linéaires des X i et la
constante 1.
R est alors le cosinus de l'angle formé par Y − Ȳ et sa projection orthogonale Y ∗ − Ȳ sur W.
On a donc :

R =
cov(Y, Y ∗)

σY σY ∗
[3]

Et puisque :
cov(Y, Y ∗) = ‖Y − Ȳ ‖‖Y ∗ − Ȳ ‖cos(Y − Ȳ , Y ∗ − Ȳ )

σY = ‖Y − Ȳ ‖ σY ∗ = ‖Y ∗ − Ȳ ‖
Alors

R =
cov(Y, Y ∗)

σY σY ∗
= cos(Y − Ȳ , Y ∗ − Ȳ )

Comme tout coe�cient de corrélation linéaire, son carré s'interprète en terme de variance
expliquée :

R2 =

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2 −
n∑
i=1

(Yi − Y ∗i )2

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2
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Soit P la matrice de projection orthogonale sur W , alors on a :

‖Y ∗ − Ȳ ‖2 = (Y ∗ − Ȳ )′(Y ∗ − Ȳ ) = (PY − Ȳ )′(PY − Ȳ )

= Y ′P ′PY − Y ′A′Ȳ − Ȳ ′PY + Ȳ ′Ȳ

= Y P ′Y − Y ′PȲ − Ȳ ′PY + Ȳ ′PȲ = (Y − Ȳ )′P (Y − Ȳ )

Donc on a bien :

R2 =
(Y − Ȳ )′P (Y − Ȳ )

‖Y − Ȳ ‖2

En particulier si Y est centré, c'est-à-dire Ȳ = 0 on a :

R2 =
Y ′PY

‖Y ‖2

1.5.4 Coe�cients de corrélation sur les rangs :

Souvent, on ne dispose que d'un ordre sur un ensemble d'individus et non de valeurs nu-
mériques d'une variable mesurable : soit par ce qu'on a que des données du type classement
(classement A, B, C, D, E. . . etc. ), ou bien par ce que les valeurs numériques d'une variable
n'apportent que peu comparé à leur ordre ( notes de copies,. . . etc.) .

L'idée est d'associer à chaque individu de 1 à n son rang selon une variable. Nous créons
donc deux nouvelles colonnes ri = rang(Xi)
et si = rang(Yi), avec riet si sont des permutations di�érentes des n premiers entiers.

Le coe�cient de Spearman :

Le coe�cient de corrélation de Spearman (nommé daprès Charles Spearman), ou rho de
Spearman ρ,mesure la liaison monotone entre 2 variables X et Y.
Il est calculé sur les rangs (ri, si) des variables (Xi, Yi).Autrement dit ,il n' est ni plus ni moins
que le coe�cient de Pearson calculé sur les rangs.
alors on a :

rs =
cov(r, s)

σrσs
=

n∑
i=0

(ri − r̄)(si − s̄)√
n∑
i=0

(ri − r̄)2

√
n∑
i=0

(si − s̄)2

Compte tenu du fait que les rangs soient des permutations de [1....n] et de l'absence d'ex
aequo on a :

r̄ = s̄ =
1

n

n∑
i=0

i =
1

n

n

2
(n+ 1) =

n+ 1

2

σ2
s = σ2

r =
1

n

n∑
i=0

(ri − r̄)2 =
n2 − 1

12

rs =

1
n

n∑
i=0

risi − (n+1
2

)2

n2−1
12

[3]

En posant di = ri − si di�érence des rangs d'un même objet selon les deux classements, on a :
n∑
i=0

risi = −1

2

n∑
i=0

−2risi = −1

2

n∑
i=0

[(ri − si)2 − r2
i − s2

i ]



1.5. COEFFICIENTS DE CORRÉLATION : 21

= −1

2

n∑
i=0

(ri − si)2 +
1

2

n∑
i=0

r2
i +

1

2

n∑
i=0

s2
i

mais :
n∑
i=0

r2
i =

n∑
i=0

s2
i =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

d'où :

rs =

− 1
2n

n∑
i=0

d2
i + (n+1)(2n+1)

6
− (n+1)2

4

(n2−1)
12

= −
6

n∑
i=0

d2
i

n(n2 − 1)
+

2(n+ 1)(2n+ 1)− 3(n+ 1)2

n2 − 1

et on a l'expression équivalente pratique :

rs = 1−
6

n∑
i=0

d2
i

n(n2 − 1)

La dé�nition de rs comme coe�cient de corrélation linéaire sur des rangs nous indique que :
rs = 1⇒ les deux classements sont identiques.
rs = −1⇒ les deux classements sont inverses l'un de l'autre.
rs = 0⇒ les deux classements sont indépendants.

Le coe�cient de corrélation des rangs τ de M.G.Kendall :

Le τ de Kendall est dé�nie pour mesurer l'association entre variables ordinales en reposant
sur la notion de paires discordantes et concordantes.
Soient ( Xi, Yi) et (Xj, Yj) des réalisations indépendantes du couple(X,Y)
1. On dit que les paires observations i et j sont concordantes si et seulement si (Xi > Xj alors
Yi > Yj ) ou (Xi < Xj alors Yi < Yj ). Nous pouvons simpli�er l'écriture avec (Xi−Xj)(Yi−Yj) >
0
2. On dit que les paires sont discordantes lorsque (Xi > Xj alors Yi < Yj ) ou (Xi < Xj alors
Yi > Yj ).En d'autres termes (Xi −Xj)(Yi − Yj) < 0

Le τ de Kendall théorique, calculé sur la population, est dé�ni par :

τ = 2.P ((Xi −Xj)(Yi − Yj) > 0)− 1

Pour un échantillon de taille n,le τ de Kendall est dé�nie de la manière suivante :

r̂ =
P −Q

1
2
n(n− 1)

[3]

Avec P (resp Q) représente le nombre de paires concordantes (resp. discordantes).
Le dénominateur représente le nombre total de paires possibles :

1

2
n(n− 1) = C2

n

Interprétation :
le τ de Kendall s'interprète comme le degré de correspondance entre 2
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classements.
- Si τ = 1⇒ toutes les paires sont concordantes c.à-d. le classement selon x concorde systéma-
tiquement avec le classement selon Y.
- Si τ = −1⇒ toutes les paires sont discordantes.
- Si τ = 0⇒ les deux classements sont totalement indépendants.
Calcul pratique :
La manière la plus simple de calculer τ est de trier les données selon X puis de comptabiliser
la quantité suivante :

S =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

νij [3]

où

νij =

{
+1 , si Yi < Yj
−1 , si Yi > Yj

S est donc l'écart entre le nombre total de paires concordantes, et le nombre total de paires
discordantes S = P −Q.
Nous pouvons dès lors ré-écrire le coe�cient de Kendall :

r̂ =
2S

n(n− 1)

Coe�cient de Daniels et de Guttman :

Les trois coe�cients de corrélation (Pearson, Speannan, Kendall) peuvent être présentés
comme 3 cas particuliers d'une même formule, dite formule de Daniels. En e�et si on considère
pour toute paire d'individus i,j deux indices aij et bij le premier associé à la variable X et le
deuxième associé à la variable Y ,et on dé�nit le coe�cient suivant :∑∑

aijbij√∑∑
a2
ij

∑∑
b2
ij

[3]

qui varie entre - l et + 1 d'après l'inégalité de Schwarz.
-si on pose aij = xi − xj et bij = yi − yj ⇒ On trouve r le coe�cient de Pearson.
-si on pose aij = ri − rj et bij = si − sj ⇒ On obtient le coe�cient de Spearman.
-si on pose aij = le signe (xi − xj) et bij = le signe(yi − yj) ⇒ On trouve le coe�cient τ de
Kendall.

1.6 Matrice de covariance :

Lorsque l'on observe les valeurs numériques de p variables sur n individus on se trouve en
présence d'un tableau X à n lignes et p colonnes.
xji est la valeur prise par la variable j sur le i

me individu.
Le tableau des données centrées Y s'obtient en utilisant l'opérateur de centrage :

A = I − 11
′

n

qui est une matrice de n× n de terme générale :
Avec 1 un vecteur de Rn dont toutes les composantes sont égale à 1.
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aii = 1− 1
n

aij = − 1
n

si i 6= j
Alors on a bien :

Y = AX

La matrice des variances et covariances des p variables :
σ2

1 σ12 . σ1p

.

.

.

. . . σ2
p


où : σkl = 1

n

n∑
i=1

xki x
l
i − x̄kx̄l

Alors la matrice de covariance V est dé�nie par :

V =
1

n
Y ′Y [3]

Exemple :
Le US Census Bureau recueille des statistiques comparant les di�érents 50 états. Le tableau
suivant montre le taux de pauvreté (% de la population en dessous du seuil de pauvreté) et
le taux de mortalité infantile pour 1 000 naissances vivantes) par état, le taux de crime, de
medecin ... etc. [5]
Les données pour les premiers états sont décrites dans la �gure suivante :

On propose d'étudier la relation existant entre les variables suivantes : pauvreté, enfants, les
blancs, crimes et médecin du tableau :

pauvrete enfants blancs crimes medecin

pauvrete 8.19659 1.74500 13.98022 58.83864 −94.394

enfants 1.74500 1.630606 1.27409 86.33788 −33.794242

blancs 13.98022 1.27409 277.94750 115.49318 −316.28045

crimes 58.83863 86.33787 115.49318 28065.5378 −2670.75606

medecins −94.39409 −33.79424 −316.28045 −2670.75606 3067.93969


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1.7 Matrice de corrélation :

On appelle matrice de corrélation la matrice regroupant tous les coe�cients de corrélation
linéaire entre les p variables prises deux à deux qu'on la note R

R =



1 r12 . . r1p

r21 1 . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . 1



En posant :

D 1
σ

=



1
σ1

. . . 0

. 1
σ2

. . .

. . . . .

. . . . .

0 . . . 1
σp



la matrice diagonale des inverses des écarts types. On a :

R = D 1
σ
V D 1

σ
[3]
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Exemple :
On calcule la matrice de correlation des variables de l'exemple précédent :

pauvrete enfants blancs crimes medecin

pauvrete 1.00000 0.47731 0.29289 0.12267 −0.59525

enfant 0.47731 1.00000 0.05984 0.40358 −0.47779

blancs 0.29289 0.05984 1.00000 0.04135 −0.34250

crimes 0.12267 −0.40358 0.04135 1.00000 −0.28782

medecin −0.59525 −0.47779 −0.34250 −0.28782 1.00000


Conclusion :
On remarque que les variables ne sont pas trés corrélées entre elles.

1.8 Tests sur la corrélation :

Le coe�cient de corrélation mesure l'intensité de la relation existant entre deux variables X
et Y. le problème posé est la signi�cativité de ce coe�cient qui peut être véri�ée statistiquement
par le test des hypothèses suivantes :
H0 : ρxy = 0 contre H1 : ρxy 6= 0

1.8.1 coe�cient de corrélation de Pearson :

test de signi�cativité :
On sait bien que si dans une population deux variables ne sont pas corrélées leur coe�cient de
corrélation n'est pas exactement 0,donc il faut déterminer si rxy est signi�cativement di�érent
de 0.Pour cela il faut faire un test d'indépendance en procédant de la façon suivante :
H0 = rxy = 0 absence de liaison entre X et Y.
H1 = rxy 6= 0 ou bien H1 = rxy > ou rxy ≤ 0
Le test étudié dans cette section est paramétrique .On suppose que les observations proviennent
d'un couple gaussien .
Sous H0 la statistique du test est dé�nie par :

T =
R√

1−R2

√
n− 2 [3]

T suit une loi de student à (n - 2) degrés de liberté avec R est le coe�cient de corrélation
empirique.
Ce test a comme région critique au risque α :

D = {| T |> T1−α
2
(n− 2)}

où T1−α
2
(n− 2) est le quantile d'ordre 1− α

2
de la loi de student à (n - 2) degrés de liberté.

Exemple numérique :



26 CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Toujours avec les données numériques des 12 états :
Le coe�cient de corrélation entre la pauvreté et le taux de mortalité des enfants vaut :r =
0.47731
On souhaite tester sa signi�cativité au risque α = 0.05
Nous devons calculer les éléments suivants :
- La statistique du test : T = 0.47731√

1−0.477312

√
(12− 2) = 1.71768

- Le seuil théorique au risque α est : t0.975(12−2) = 2.228
On accepte l'hypothèse nulle car T < t0.975(12−2) donc il n'existe pas une liaison linéaire entre
les deux variables .

Test asymptotique :
Lorsque n est assez grand (n > 100) la loi de R suit approximativement une loi normale
N(0, 1√

n−1
) [3]

.

1.8.2 Signi�cation d'un coe�cient de corrélation partielle :

Dans le cas gaussien, la loi du coe�cient de corrélation partielle est même que celle d'un
coe�cient de corrélation simple mais avec un degré de liberté diminué de d le nombre de va-
riables �xées.
Donc R√

1−R2

√
n− d− 2 suit une T(n−d−2), ce qui permet de tester le caractère signi�catif d'une

liaison partielle.
Exemple numérique : [6]
Sur 33 parcelles forestières on a observé 8 variables qui sont :

Nous cherchons à caractériser la liaison entre "l'altitude" et "le nombre de pins", la variable de
contrôle est "la pente".
La matrice de corrélation est la suivante :

x1 x2 x3

x1 1.000 0.121 0.538

x2 0.121 1.000 0.322

x3 0.538 0.322 1.000


r̂x1x3,x2 =

0.538− (0.121)(0.322)√
1− (0.121)2

√
1− (0.322)2

= 0.531



1.8. TESTS SUR LA CORRÉLATION : 27

Au seuil α = 5% la valeur critique est :2.042
La valeur de la statistique t est :3.662
On a : 2.042 < 3.662 , donc la liaison est signi�cative.

1.8.3 Test de signi�cativité du coe�cient de corrélation multiple :

Supposons que les n observations de Y véri�ent les conditions de normalité et d'indépen-
dance des X i alors on a bien :

R2

1−R2

(n− p− 1)

p
= F (p, n− p− 1) [3]

Avec F (p, n− p− 1) est une loi de �sher de (p,n - p - 1) degrés de liberté.

Remarque :
Si on pose p = 1 on trouve la loi de coe�cient de corrélation linéaire.

1.8.4 Signi�cation d'un coe�cient de Spearman :

En présence d'un échantillon de n couple de rangs : (r1, s1), (r2, s2), ..., (rn, sn) obtenus, soit
par observation directe d'un couple de rangs (R, S), soit par transformation en rangs des valeurs
d'un couple(X,Y) de valeurs réelles :
Lorsque n ≤ 100, on se rapportera à la table du coe�cient de corrélation de Spearman.
La région critique est Rs > k :
- Si Rs > k : il y a concordance de classements.
- Si Rs < −k : il y a discordance de classements.
Lorsque n > 100 , on admet que Rs , est distribué comme une normale N(0, 1√

n−1
) et donc

il su�t de comparer Rs

√
n− 1 à la valeur critique lue dans une table de loi normale centrée

réduite.
Lorsque les observations proviennent d'un couple normal (X, Y )
de corrélation ρ et que l'on calcule rs à la place de r, si n est grand on a les relations approchées
suivantes :

rs =
6

π
sin−1 (

ρ

2
) [3]

où

ρ = 2 sin (
π

6
rs)

Exemple :
Supposons que nous examinons 10 pays. On désire savoir s'il existe une corrélation entre l'es-
pérance de vie et le produit intérieur brut (PIB) de ces pays.
En nous référant au CIA World Factbook nous obtenons la liste des 10 pays dont l'espérance
de vie est la plus élevée.
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Nous devons maintenant utiliser les rangs concernant le PIB. Nous obtenons le tableau suivant
pour ces mêmes 10 pays.

nous obtenons donc le tableau suivant :

On a :

rs = 1−
6

n∑
i=0

d2
i

n(n2 − 1)
= 0, 0424

Au risque α = 5 , la valeur critique, d'après la table du coe�cient de corrélation de Spearman,
est :

k = 0, 648
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On a rs < k donc il y a discordance de classements.

1.8.5 Signi�cation du coe�cient de Kendall :

Dès que n ≥ 8, et plus sûrement lorsque n > 10 nous pouvons nous appuyer sur la normalité
asymptotique de r̂ sous l'hypothèse d'indépendance de X et Y.
Le test de signi�cativité repose alors sur la statistique :

U = 3r̂

√
n(n− 1)

n(2n+ 5)
[3]

Sous H0 (τ = 0) U ∼ N(0, 1)
La région critique du test pour un risque α s'écrit :

| U |> U1−α
2

Exemple :
Mettons en relation la taille et le poids de 8 personnes, les données sont triées selon la taille de
la personne.

On a : r̂ = 0.214 et U = 0.741
Pour un risque α = 5% ,le seuil critique du test est : U0,975 = 1, 96.
Donc il n y a pas de liaison signi�cative entre les deux classements.



Chapitre 2

Analyse en composantes principales

Une ACP est une étude exploratoire appliquée à un tableau de données où on cherche les
ressemblances entre les individus et les liaisons entre les variables en résumant l'ensemble des
variables par un petit nombre de variables synthétiques appelées composantes principales.

2.1 Tableau des données et espace associée :

2.1.1 Tableau des données :

Les observations de p variables sur n individus sont rassemblées en un tableau rectangulaire
X à n lignes et p colonnes :



X1 . . Xj . . Xp

e1 .
e2 .
. .
ei . . . xji . . .
. .
. .
en .



Avec :
L'individu ei : élément de Rp.
La variable Xj : élément de Rn.
xji : est la valeur prise par la variable j sur l'individu i.

En générale on note :

30
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Xj =



xj1

xj2

.

.

xjn



pour la variable et eti = (x1
i , x

2
i , x

3
i , ., ., ., x

p
i ) pour l'individu.

Si p = 3 on peut représenter les individus mais lorsque la dimension est plus grande que 3,
il est impossible de les visualiser.
Dans ce cas, on cherche une représentation des n individus e1, e2, ., ., en dans un sous espace Fk
de Rp de dimension k et c'est le principe d'une ACP.

Autrement dit on cherche à dé�nir k nouvelles variables combinaisons linéaires de p variables
initiales et qui nous ferons perdre le moindre
d'information possible.

Cl = a1lX
1 + a2lX

2 + a3lX
3 + .......+ aplX

p

- Les Cl sont appelées composantes principales.
- Les axes qu'elles déterminent sont appelés axes principaux.
- Les formes linéaires associées sont appelées facteurs principaux.
Remarque :
Les aik représentent les éléments du vecteur propre associé à Cl.

Matrice poids :

Dans la plupart des cas, les individus jouent le même rôle. Nous nous sommes situés impli-
citement dans cette situation,en a�ectant le même poids à chaque individu. Par commodité, on
choisit ces poids tels que la masse totale de ces individus soit égale à 1 : à chaque individu on
associe alors le poids 1

n
.

Or pour certaines applications on travaille avec des poids pi éventuellement di�érents d'un
individu à l'autre, ils sont regroupés dans une matrice
diagonale D :

D =



p1 0 . 0

0 p2 . .

. . . .

0 . . pn


Et on a : D = 1

n
I dans le cas où les poids sont égaux.
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Point moyen (centre de gravité) :

Le vecteur g des moyennes arithmétiques de chaque variable
gt = (X̄1, X̄2, ..., X̄p) [3]

dé�nit le point moyen, ou centre de gravité du nuage.
Avec :

X̄k =
n∑
i=1

pix
k
i =

1

n

n∑
i=1

xki

Alors on aura :
g = X tD1n

avec 1n un vecteur de Rn dont toutes les composantes sont égales à 1.
Soit Y le tableau des variables aléatoires centrées avec : yki = xki − X̄k

Donc :

Y = X − 1ng
t

= X − 1n1tnDX

= (I −D)X

Matrice de variance-covariance et matrice de corrélation :

D'aprés ce qu'on a vu dans le chapitre précédent, la matrice de variance-covariance d'un
tableau centré Y est dé�nie par :

V =
1

n
Y tY

On peut écrire V sous la forme suivante :

V=XtDX − ggt = Y tDY [3]

En e�et :

V = Y tDY = (X − 1ng
t)tD(X − 1ng

t)

= (X t − g1tn)D(X − 1ng
t)

= X tDX −X tD1ng
t − g1tnDX + g1tnD1ng

t

= X tDx− ggt − ggt + ggt

= X tDX − ggt

Cette matrice est celle qu'on utilise pour les calculs numériques.
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On note D 1
s
la matrice diagonale des inverses des écarts types.

D 1
s

=



1
s1

0 . 0

0 1
s2

. .

. . . .

0 . . 1
sp


Ainsi on dé�nit le tableau des données centrées réduites par Z tel que :

zj =
xji − X̄j

sj

donc :

Z = Y D 1
s

Ainsi cette matrice va dé�nir la matrice de corrélation R

R=ZtDZ = D 1
s
V D 1

s

2.1.2 Espace des individus :

Un individu est représenté comme un point de l'espace vectoriel à p dimension noté Rp,
dont chaque dimension représente une variable.
L'ensemble des individus constitue un nuage de point dans Rp .

Cet espace est muni d'une structure euclidienne a�n de pouvoir dé�nir des distances entre
individus.

La métrique :

Comment mesurer la distance entre deux individus ?
Soient A(xA, yA) et B(xB, yB) deux points dans R2.
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Pour mesurer la distance entre ces deux points on utilise la formule
de Pythagore :

d(A,B) =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2

En généralisant à p dimension, on a : .
Notons :
ei = (x1

i , x
2
i , x

3
i , ..., x

p
i )

ej = (x1
j , x

2
j , x

3
j , ..., x

p
j)

d2(ei, ej) = (x1
i − x1

j)
2 + (x2

i − x2
j)

2 + (x3
i − x3

j)
2 + ......+ (xpi − x

p
j)

2

=
p∑

k=1

(xki − xkj )2

Remarque :
- Pour avoir la même unité on remplace les données par des données centrées réduites (on
travaille avec le tableau Z au lieu de X)
- La formule de Pythagore n'est valable que si les individus sont représentés dans un repère
orthonormé or ceci n'est pas vrai en réalité, pour remédier à ce problème on va utiliser une
formule générale.

On munit notre espace des individus par un produit scalaire associé à la métrique M qui
est une matrice de taille p symétrique et dé�nie positive et on dé�nit la distance entre deux
individus par :

d2(ei, ej) = (ei − ej)tM(ei − ej)

= 〈ei − ej, ei − ej〉M

En théorie cette métrique dépend de l'utilisateur mais en pratique M = I
ce qui revient à utiliser le produit scalaire canonique or dans tous les logiciels la métrique prise
par défaut est : D 1

s2

M = D 1
s2

=



1
s21

0 . 0

0 1
s22

. .

. . . .

0 . . 1
s2p


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Inertie-Inertie totale :

On dé�nit l'inertie totale d'un nuage de points par la moyenne pondérée des carrés des
distances des points (ei)1≤i≤n du centre de gravité :

Ig =
n∑
i=1

pid
2(ei, g)

=
n∑
i=1

pi(ei − g)tM(ei − g)

=
n∑
i=1

pi‖ei − g‖2

[3]

avec pi sont les poids des individus.
Remarque :
L'inertie dans un point a est dé�nie par :

Ia =
n∑
i=1

pid
2(ei, a)

=
n∑
i=1

pi(ei − a)tM(ei − a)

[3]

Si g = 0

Ig =
n∑
i=1

pie
′
iMei = trace(MV )

En e�et : pie′iMei étant un scalaire et grâce à la commutativité :

Ig =
n∑
i=1

pie
′
iMei

=
n∑
i=1

Meipie
′
i

= trace(MX tDX)

= trace(MV )

Remarque :
- Si M = I ,on a : Ig = trace(V ) avec :

V =



S2
1 S12 . . S1p

. . . . .

. . . . .

Sp1 . . . S2
p


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donc on a bien : Ig =
p∑
i=1

S2
i

Si les données sont centrées réduites Ig = 1 + 1...+ 1 = p
- Si M = D 1

S2
:

trace(MV ) = trace(D 1
S2
V )

= trace(D 1
S
V D 1

S
)

= trace(R) = p

L'inertie est donc égale au nombre de variables et ne dépend pas de leurs valeurs pour des
variables centrées réduites.

2.1.3 Espace des variables :

Chaque variable Xj est en fait une liste de n valeurs numériques. Pour étudier l' approximité
des variables entre elles il faut munir cet espace d'une métrique c'est-à-dire trouver une matrice
d'ordre n dé�nie positive
et symétrique.
Sans hésitation le choix se porte sur la matrice diagonale des poids .
Par conséquent on a :

〈Xj, Xk〉 =
n∑
i=1

pix
j
ix
k
i

= (Xj)tD(Xk)

= COV (Xj, Xk)

= Sjk

Donc le produit scalaire représente la covariance des variables centrées.
De plus :

‖Xj‖2
D = S2

j ⇒ ‖Xj‖D = Sj

Donc la longueur d'une variable est donnée par son écart type.
L'angle entre deux variables est donné par :

cos(Xj, Xk) = cosθjk = 〈Xj ,Xk〉
‖Xj‖‖Xk‖

=
Sjk
SjSk

= ρjk

On remarque que le coe�cient de corrélation linéaire n'est autre que le cosinus d'angle entre
les deux variables.
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2.2 ACP et éléments principaux :

Considérons un axe (4) dans l'espace des individus engendré par
un vecteur unitaire ~a et projetons les individus sur cet axe .

La liste des coordonnées Ci des individus sur (4) forment une nouvelle variable.
Ci = 〈ei, a〉M = etiMa = atMei, la liste c1,c2,.. dé�nit par :

XMa = Xu =

p∑
j=1

Xjuj

En posant u = Ma

2.2.1 Méthode de l'ACP :

Le principe de la méthode est d'obtenir une représentation approchée du nuage des n indi-
vidus dans un sous-espace de dimension faible .

Le critère de choix de l'espace de projection s'e�ectue tel que l'inertie totale de nuage projeté
sur le sous espace Fk soit maximale.
Soit P un projecteur m-orthogonale sur le sous espace Fk, donc le nuage projeté associé au
tableau sera donnée par : XP t

La matrice de variance de tableau XP t pour les variables centrées sera donnée par :

(XP t)tD(XP t) = PX tDXP t

= PV P t
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Le problème est de trouver un projecteur qui va maximiser l'inertie totale du nuage projeté
donc la trace de la variance.
En e�et :

inertie totale = trace(PV P tM)

= trace(PVMP )

= trace(VMP 2)

= trace(VMP )

Donc on cherche un projecteur P M-orthogonale de rang k maximisant la trace(VMP) ce qui
détermine notre sous espace Fk.

2.2.2 Eléments principaux :

Axes principaux :

On cherche la droite de Rp passant par g maximisant l'inertie de nuage projeté sur elle.
Soit a un vecteur, le projecteur M-orthogonale sur la droite portant a est dé�nie par :

P = a(atMa)−1atM

En remplaçant le projecteur P par sa formule dans la dé�nition de l'inertie totale, on obtient :

trace(VMP ) = trace(VMa(atMa)−1atM)

= 1
atMa

trace(VMaatM)

= 1
atMa

trace(atMVMa)

= atMVMa
atMa

La matrice MVM est appelée matrice d'inertie du nuage, elle dé�nit la forme quadratique de
l'inertie qui à tous vecteur a M-1 normé(i.e a est M-normé de 1) associé l'inertie projeté sur
l'axe dé�nie par a.
Cette matrice se confond avec la matrice de variance covariance
si et seulement si M = I
Pour obtenir le maximum il su�t donc que la dérivée de la trace par rapport à a s'annule

d
da

(trace(VMP )) = d
da

(a
tMVMa
atMa

)

= (2MVMa)(atMa)−(2Ma)(atMVMa)
(atMa)2

donc

MVMa = (
atMVMa

atMa
)Ma
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On pose λ = atMVMa
atMa

En prend VMa = λa a est un vecteur propre de VM avec M matrice régulière et λ est la
plus grande valeur propre associé à la matrice VM.
- Le premier axe est celui qui aura la plus grande valeur propre λ1

- Le deuxième axe sera celui de la deuxième valeur propre et ainsi de suite .

Facteurs principaux :

Â l'axe a est associée la forme linéaire u = Ma avec u ∈ Rp∗(dual deRp)

u est dit facteur principale
Puisque a est vecteur propre de VM :

VMa = λa⇒MVMa = λMa

donc :

MVu=λu

Donc on remarque que les facteurs principaux sont les vecteurs propres de la matrice MV. De
plus ils sont M−1-normé et de norme 1 (utM−1u = 1)

Composantes principales :

Les composantes principales sont les variables Ci dé�nies par les facteurs principaux

Cl = Xul

C1 = u1
1X

1 + u1
2X

2 + u1
3X

3 + ....+ u1
pX

p

C1 est le vecteur renfermant les cordonnées des projections des individus
sur l'axe 1.
De plus : V AR(Cl) = λl
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En e�et :

V AR(C) = CtDC

= utX tDXu

= utV u

= utλM−1u

= λutM−1u︸ ︷︷ ︸
norme1

= λ.1 = λ

Donc la variance de la composante principal est égale à l'inertie apportée par l'axe principale
qui lui associé.
Résumé :

1. Axes principaux a : VMa = λa (M-orthogonale)

2. Facteur principaux u : MV u = λu (M−1-orthogonale)

3. Composantes principales C : C = Xu ou u = Ma

Remarque :
Les composantes principales C sont les vecteurs propres de la matrice XMX tD.
En e�et :
MV u = λu⇒MX tDXu = λu
En multipliant les deux cotés par X on obtient :

XMX tDXu = λXu⇒ XMX tDC = λC

En pratique ,on calcule u en diagonalisant la matrice MV puis on détermine les composantes
principales C avec C = Xu
Le choix de la métrique est toujours délicat en générale : M = D 1

S2

or en pratique on va travailler avec un tableau centré réduit Z ce qui implique que M = I et
donc la matrice de variance covariance ne sera d'autre que la matrice de corrélation R.
Les facteurs principaux seront tous simplement rangés selon l'ordre décroissant des valeurs
propres.
Ainsi la première composante principale C = Zu sera une combinaison linéaire des centrés
réduites ayant une variance maximale.

2.3 Interprétation et qualité de représentation :

Les axes factoriels fournissent des images approchées d'un nuage de points. Il est donc
nécessaire de mesurer la qualité de l'approximation, tant pour chacun des points que pour
l'ensemble du nuage.
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L' ACP construit de nouvelles variables dites arti�cielles, et des représentations graphiques
permettant de visualiser les relations entre les variables, ainsi que l'existence d'éventuels groupes
d'individus et ceux de variables.

2.3.1 Qualité des représentations sur les plans principaux :

Dans une ACP on cherche une représentation des individus dans un espace de dimension
réduite et qui nous fera perdre le moindre d'information possible.
le critère du pourcentage d'inertie totale expliquée permet de déterminer nombre d'axes retenus.
En e�et, on calcule :

λ1 + λ2 + .....+ λk
Ig

=
λ1 + λ2 + .....+ λk

λ1 + λ2 + .....+ ......+ λp

Si par exemple λ1+λ2
Ig

= 0.9, le nuage de point sera représentés dans le plan des deux premiers
axes principaux.

2.3.2 Contribution apportée par les individus :

Si C1 est trés corrélée avec Xj cela veut dire que les individus ayant une forte coordonnée
positive sur le premier axe sont caractérisés par une valeur de Xj nettement supérieur à la
moyenne donc il est très utile de calculer pour chaque axe la contribution apportée par les
divers individus .

Considérons la leme composante pour le ieme individu notée cli on aura :

n∑
i=1

Pic
2
li = λl

La contribution de chaque individu i à la composante cl
sera dé�nie par : CTR(i) =

Pic
2
li

λl
[3]

.
L'individu qui contribue le plus à la formation d'un axe sera l'individu ou les individus qui
auront les plus fortes coordonnées Ainsi on dé�nit la variable cos2θ qui est le cosinus de l'angle
formé entre l'axe principale et le vecteur reliant le centre de gravité au point, il nous donne la
qualité de représentation du point par rapport à l'axe .
On note par QLT la qualité de représentation de l'individu sur le plan

QLT = cos2θ1 + cos2θ2 [3]

Alors sur un plan un individu sera bien représenté si QLT sera forte .

2.3.3 Choix de la dimension :

Le principal intérêt de l'ACP consiste à réduire la dimension de l'espace des individus, on
cherche alors la dimension de notre nouvel espace d'individu et pour cela on a les deux critères
suivants :

1-Critère théorique :
Ils consiste à faire un test de signi�cativité sur les valeurs propres c'est à dire les valeurs propres
sont elles signi�cativement di�érentes entre elles à partir d'un certain rang ?
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On fait l'hypothèse que les n individus proviennent d'un tirage aléatoire dans une population
gaussienne. On a alors :
H0 : λk+1 = λk+2 = .... = λp
Sous H0, on admet que :

c = (n− 2p+ 11

6
)(p− k)ln(

a

g
) [3]

suit un loi de χ2 de degré de liberté (p−k+2)(p−k−1)
2

.
où a représente la moyenne arithmétique des k-p valeurs propres et g leur moyenne géométrique.

Si c est trés grand on rejetera l'hypothèse d'égalité des k-p valeurs propres et si H0 est vrai
on garde les premières valeurs propres.
Remarque :
Ce critère n'est applicable que sur des matrices de corrélation dans le cas gaussien, en pratique
il ne pourrait être utilisé qu'à titre indicatif.

2-Critères empiriques :
Ce sont les critères qu'on applique en réalité et les plus connus sont ceux de Kaiser et de Cattel.
Critère de Kaiser :
on ne retient que les axes dont l'inertie(la valeur propre) est supérieure à l'inertie moyenne Ig

p
.

Dans le cas d'une ACP normée on ne retiendra que les axes associés à des valeurs propres
supérieures à 1( Ig

p
= 1).

Critère de Cattel(critère du coude) :
Il est basé sur le graphique scree plot qui représente en abscisse les composantes et en ordonnée
les valeurs propres. Sur ce praphique des valeurs propres, on observe un décrochement (coude)
suivi d'une décroissance régulière. On sélectionne les axes avant le décrochement.
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En pratique, on calcule : ε1 = λ1 − λ2 ,ε2 = λ2 − λ3....
Ensuite on détermine les di�érences secondes δ1 = ε1 − ε2,δ2 = ε2 − ε3....
et on retient les valeurs propres λ1, ...λK telles que les di�érences secondes soient positives.

2.3.4 Interprétation interne :

Pour donner une signi�cation à la composante principale il faut la relier aux variables
initiales Xj ,en calculant le coe�cient de corrélation r(C,Xj) est on s'intéresse au plus fort
coe�cient en valeur absolue.
Or r(C,Xj) = r(C,Zj) = COV (C,Zj)

SCSZj
avec Zj sont centrés réduites.

Or V ar(C) = λ ⇒ SC =
√
λ

Donc on a bien :

r(C,Xj) = r(C,Zj) =
CtDZj

√
λ

Or C = Zu avec u le facteur principal associé à C et vecteur propre de R matrice de corrélation
associé à la valeur propre λ
Donc :

r(C,Zj) = 1√
λ
CtDZj

= 1√
λ
utZtDZj

= 1√
λ
(Zj)tDZju

= 1√
λ
Ru

= 1√
λ
λuj

=
√
λuj

avec (Zj)tDZju est la jeme composante de Ru.
Ces calculs s'e�ectuent pour chaque composante principale et pour un couple de composantes
principales C1 et C2 on représente ces corrélations sur un cercle appelé cercle de corrélation.
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Chaque variable Xj est représenté par l'abscisse r(Xj, C1)
et l'ordonné r(Xj, C2)

On remarque que X1, X2, X3est corrélé positivement avec C1 , X4, X5 anticorrélé cet axe et
X6, X7, X8non corrélé avec C1.
Remarque :
Si toute les variables sont corrélées positivement entre elles alors la première composante prin-
cipale dé�nit un facteur de taille.

2.4 Exemple :

Ci-dessous, un tableau de notes attribuées à 9 sujets dans 5 matières.

On applique une ACP sur les donnée du tableau à l'aide du logiciel R .
1- On fait entrer les données da la façon suivante :
> math<-c(6,8,6,14.5,14,11,5.5,13,9)
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> latin<-c(5.5,9,9.5,15,12,7,11.5,9.5,12)
> science<-c(6,8,7,14.5,14,10,7,12.5,9.5)
> français<-c(5,8,11,15.5,12,5.5,14,8.5,12.5)
> musique<-c(8,9,11,8,10,13,10,12,18)
> donnée<-data.frame(math,science,français,latin,musique)
> donnée
2- On applique notre ACP en utilisant le package FactoMineR :
library(FactoMineR) # pour charger le package
donnée.acp<-PCA(donnée) # les variables sont centré réduite par défaut et les données
graphiques sont a�chées directement.
3-On calcule les valeurs propres par la commande donnée.acp$eig

4-On fait un "scree plot" qui est le graphique des éboulis des valeurs propres de la façon sui-
vates :
plot(donnée.acp$eig[,1],type="b",ylab="valeurs propres",xlab="composantes"
,lwd=5,main="scree plot")
abline(h=1,col="blue",lwd=2)

barplot(donnée.acp$eig[,2],ylab="% inertie",xlab="Composantes",
names.arg=round(donnée.acp$eig[,2],2))
title("Eboulis des valeurs propres")
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L'inertie totale est répartie selon 5 valeurs propres, on ne va considérer que deux composantes
car l'inertie cumulé sera 79.97
Avec le FactoMineR, on obtient tous les tableaux de résultats sur les variables en tapant la
commande donnée.acp$var et qui se résume dans le tableau suivant :

De même pour les individus en utilisant la commande
donnée.acp$ind on a le tableau suivant :

On remarque que "Didier" est bien représenté sur le plan avec une qualité de représentation
égale à :

QLT (Didier) = 0.85 + 0.14 = 0.99
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par contre "Evelyne" est très mal représenté (QLT (Evelyne) = 0.34).

Le package FactoMineR nous fournit directement la représentation
des variables et des individus sur le plan factoriel en tapant
donnée.acp<-PCA(donnée).
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Interprétation des résultats :
Individus :
axe2 :
On remarque que Monique et Didier sont en opposition avec Aline et Jean. En e�et, si on
observe dans le tableau des données les notes de ces élèves on trouve que Monique et Didier
ont eu les meilleurs notes tandis que Jean et Aline ont eu des résultats très faibles.
axe1 :
André et Brigitte sont en opposition avec Evelyne et Pierre. En e�et les deux étudiants André
et Brigitte ont presque le même niveau, ils maitrisent les matières scienti�que plus que les
autre matières ce qui n'est pas vrai pour Evelyne et Pierre qui travaillent beaucoup plus dans
les matières de littératures.

Pour les deux axes, Annie est toujours en opposition avec les bons élèves et d'après le graphe
on remarque aussi qu'il est littéraire plus que scienti�que (il est proche de Evelyne et Pière).
Variables :
axe1 :
on voit que les variables sont corrélées positivement et assez fortement entre elles, plus un élève
obtient de bonnes notes dans une des matières plus il a une coordonnée importante sur l'axe 1.
axe2 :
La variable musique n'est pas bien représentée, l'axe 2 oppose les matières littéraires aux ma-
tières scienti�ques.



Chapitre 3

Analyse factorielle des correspondances

À l'origine, l'analyse factorielle des correspondances (AFC) a été conçue pour étudier des
tableaux appelés couramment tableaux de contingence.
Il s'agit de tableaux d'e�ectifs obtenus en croisant les modalités de deux variables qualitatives
dé�nies sur une même population de n individus et il permet d'exprimer la liaison entre ces
deux variables .

3.1 Tableau de contingence et nuages associés :

Soient deux variables qualitatives X et Y, comportant respectivement p et q modalités. On
observe les valeurs de ces variables sur une population et on dispose d'un tableau de contingence
N à p lignes et q colonnes donnant les e�ectifs conjoints c'est-à-dire les e�ectifs observés pour
chaque combinaison de la modalité i de X et de la modalité j de Y.

Soit N la matrice des e�ectifs :

N =



n11 n12 . . n1q

n21 . . . n2q

. . . . .

. . . . .

np1 np2 . . npq


49
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Les ni. et les n.j s'appellent respectivement marges en lignes et marges en colonnes et ils
sont calculées comme suit :

ni. =
∑
j

nij

n.j =
∑
i

nij

3.1.1 Représentation des pro�les associés à un tableau de contin-
gence :

Tableau des pro�ls-lignes :

On appelle tableau des pro�ls-lignes le tableau des fréquences
conditionnelles nij

ni.
.

Ainsi ce tableau est dé�nie par : D−1
1 N [3]

avec :

N =



n11 n12 . . n1q

n21 . . . n2q

. . . . .

. . . . .

np1 np2 . . npq



et D1 =



n1. . . . 0

0 n2. . . 0

. . n3. . 0

. . . . .

0 . . . np.



Tableau des pro�ls-colonnes :

On appelle tableau des pro�ls-colonnes le tableau des fréquences
conditionnelles nij

n.j
.

Ainsi ce tableau est dé�nie par : ND−1
2 [3]

avec :

D2 =



n.1 . . . 0

0 n.2 . . 0

. . n.3 . 0

. . . . .

0 . . . n.p


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On appelle pro�l marginale ligne (resp pro�l marginale colonne) les quantités ni.
n
(resp n.j

n

).
l'écriture matricielle sera alors : D1

n
(resp D2

n
).

Centre de gravité des deux pro�ls :

les pro�ls lignes forment un nuage de p points dans Rq. Le centre de gravité de ce nuage
est donné par :

gl =
1

n
(D−1

1 N)′D11 =



n.1
n

n.2
n

.

.

n.q
n



=



p.1

p.2

.

.

p.q


Ainsi le centre de gravité de nuage des pro�ls colonnes est dé�nie par :

gc =
1

n
(D−1

2 N ′)′D21 =



n1.

n

n2.

n

.

.

np.
n



=



p1.

p2.

.

.

pp.


3.1.2 La métrique de χ2 :

Comment mesurer la dispersion de ces nuages de pro�ls ?
Autrement dit, quelle métrique choisir dans chacun des espaces pour obtenir une bonne analyse ?

La distance entre deux pro�ls lignes :

Pour calculer la distance entre deux pro�ls lignes i et i' on utilise
la formule suivante :

d2
χ2(i, i′) =

q∑
j=1

n
n.j

(
nij
ni.
− ni′j

ni′.
)2 [3]
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Il s'agit donc de la métrique diagonale nD−1
2

La distance entre deux pro�ls colonnes :

Par analogie, on dé�nit la distance entre deux pro�ls colonnes j et j' par :

d2
χ2(j, j′) =

p∑
i=1

n
ni.

(
nij
n.j
− nij′

n.j′
)2 [3]

Ici on a utilisé la matrice nD−1
1

L'inertie totale :

L'inertie totale du nuage de point est donnée par la formule suivante :

φ2 = 1
n

∑
i

∑
j

(nij−
ni.−n.j

n
)2

ni.n.j
n

[3]

on a aussi :

φ2 =
∑
i

ni.
n
d2
χ2(i, gl) =

∑
i

ni.
n

∑
j

n

n.j
(
nij
ni.
− n.j

n
)2 [3]

Remarque :
le nuage des points pro�ls lignes est dans un sous espace appelé W1 .
Le vecteur Ogl est orthogonal à ce sous espace au sens de la métrique du χ2

En e�et soit x un élément de W1 :

(x− gl)′nD−1
2 gl = 〈Ogl, glx〉χ2 = 0

car

nD−1
2 gl = (1, 1, 1, 1, .., 1)′

Et pour tout élément de W1 on a : x′1 = 1 donc g′l1 = 1
Alors ||gl||2χ2 = g′l1 = 1
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3.2 La liaison entre deux variables qualitatives :

Lorsque tous les pro�ls-lignes sont identiques c'est à dire ∀j on a :

n1j

n1.

=
n2j

n2.

= .... =
npj
np.

on peut parler d'indépendance entre les deux variables X et Y.
On remarque aussi que :

p∑
i=1

nij
ni.

(
ni.
n

) =
nj.
n

Ce qui entraine que dans le cas d'indépendance on a :

nij =
ni.n.j
n

On appelle (
ni.n.j
n

)1≤i≤p,1≤j≤q le tableau d'indépendance.

3.2.1 Caractère signi�catif de l'écart à l'indépendance :

Lorsque on étudie un tableau de contingence, c'est-à-dire une population de n individus à
travers de deux variables qualitatives, il est classique de mesurer le caractère signi�catif de la
liaison entre ces deux variables à l'aide de la statistique χ2. Appliquée à un tableau d'e�ectifs,
cette statistique mesure l'écart entre les e�ectifs observés et les e�ectifs théoriques.

Le test de χ2 permet de s'assurer du caractère signi�catif de cette
liaison.La démarche du test est la suivante :
Soient X et Y deux variables qualitatives :
H0 : X et Y sont indépendantes
H1 : X et Y ne sont pas indépendantes
Sous H0 la statistique du test est dé�nie par :

χ2
calcul =

p∑
i=1

q∑
j=1

(nij − ni.n.j
n

)2

ni.n.j
n

[3]

Ce test a comme région critique au risque α = 0.05 :

D = {|χ2
calcul| > χ2

(p−1)(q−1)}

3.3 Analyse en composantes principales des nuages de points :

L'analyse factorielle des correspondances est dé�nie comme étant
le résultat d'une double ACP des deux pro�ls qui sont en dualité.
-Pro�ls lignes :
-Le tableau de données : X = D−1

1 N .
- La métrique : m = nD−1

2

- La matrice de poids : D = D1

n

-Pro�ls colonnes :
-Le tableau de données : X = D−1

2 N t.
- La métrique : m = nD−1

1
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- La matrice de poids : D = D2

n

On a aussi besoin de centre de gravité g = X tD1 et de la matrice de variance covariance :

V = X tDX − ggt

3.3.1 ACP non centrées et facteur trivial :

Le vecteur Og est orthogonal au support de ce nuage donc g est dit
facteur principal ou trivial autrement dit g est un vecteur propre associé à V m avec λ = 0

Du point de vue technique, on peut montrer qu'il n'est pas nécessaire de centrer explicite-
ment le nuage de point avant de l'analyser. En e�et, mis à part le premier facteur, l'analyse du
nuage par rapport à O sans centrage conduit aux mêmes facteurs que l'analyse du nuage centré
c'est le but de ce paragraphe.

Les vecteurs propres de Vm sont les même que X tDXm et avec les même valeurs propres
sauf pour g qui aura pour valeur propre λ = 1
En e�et
pour g :

X tDXmg = V mg + ggtmg

= 0 + g||g||2χ2

= 0 + g

= g

C e qui implique que λ = 1
D'autre part on a pour tout vecteur u tel que u ⊥ g

X tDXmu = V mu+ ggtmu

= λu+ g〈g, u〉χ2

= λu

On remarque qu'on a les mêmes valeurs propres donc il est inutile de centrer les tableaux des
pro�ls, on e�ectuera donc des ACP non centrées et on éliminera la valeur propre λ = 1 associée
au facteur principale g car elle est maximale.
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3.3.2 Calcul de l'ACP non centrées des nuages de points :

L'ACP pour pro�ls lignes :

Facteurs principaux :
Ce sont les vecteurs propres de la matrice mX tDX et on a :

mX tDX = (nD−1
2 )(D−1

1 N)t D1

n
(D−1

1 N)

= D−1
2 N tD−1

1 N

Alors pour tout facteur principal uk on a :

D−1
2 N tD−1

1 Nuk = λuk

Composantes principales :
Ce sont les vecteurs propres de la matrice XmX tD
avec : XmX tD = D−1

1 ND−1
2 N t

En e�et, on associe au facteur uk la composante ak tel que :

ak = Xuk = D−1
1 Nuk

Donc :

XmX tDak = D−1
1 ND−1

2 N tak

= D−1
1 N D−1

2 N tD−1
1 Nuk︸ ︷︷ ︸

λuk

= λkD
−1
1 Nuk

= λkak

Les composantes principales ak sont normalisées par :

λ = atD1a =
1

n

p∑
i=1

ni.(ai)
2

L'ACP pour pro�ls colonnes :

Facteurs principaux :
Ce sont les vecteurs propres de la matrice D−1

1 ND−1
2 N t

Composantes principales :
Les composantes principales bk sont les vecteurs propres de la matrice D−1

2 N tD−1
1 N et ils sont

normalisées par :

λ = btD2b =
1

n

q∑
j=1

n.j(bj)
2 [3]

.
Remarques :
1-Les composantes principales représentent les cordonnées factorielles des points représentatifs
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des pro�les lignes ou colonnes donc ces cordonnées
s'obtiennent en cherchant les vecteurs propres des produits des deux tableaux D−1

1 N et D−1
2 N t

dans un ordre ou l'autre.
2-Le cercle de corrélation n'ayant aucun intérêt ici car les variables sont qualitatives et par
conséquent l'interprétation repose sur les contributions c'est le but du paragraphe qui va suivre.

La contribution :
La contribution totale est donnée par :

λ =
1

n

p∑
i=1

ni.(ai)
2 =

1

n

q∑
j=1

n.j(bj)
2 [3]

Ainsi on dé�nit la contribution du pro�l ligne i à l'inertie par :

CTR(i) =
ni.
n
.
(ai)

2

λ
[3]

La contribution du pro�l colonnes j est :

CTR(j) =
n.j
n
.
(bj)

2

λ
[1]

En pratique on considère les catégories ayant la plus forte contribution pour cela on a le
critère qui consiste à retenir CTR(i) > ni.

n
. [3]

3.3.3 Les formules de transition :

On cherche une relation entre les vecteurs ak et bk a�n d'éviter la diagonalisation de deux
matrices .
évidement on va choisir la plus petite matrice.
Par exemple on suppose que p < q alors on va diagonaliser
la matrice D−1

1 ND−1
2 N t qui possède a comme vecteur propre donc on a :

D−1
1 ND−1

2 N ta = λa (∗)

On multiplie les deux côtés par D−1
2 N t

D−1
2 N tD−1

1 ND−1
2 N ta = λD−1

2 N ta

On pose b = D−1
2 N ta (b vecteur propre de la matrice D−1

2 N tD−1
1 N)

D−1
2 N tD−1

1 Nb = λb

autrement dit b = kD−1
2 N ta. On cherche maintenant à déterminer la valeur de k.

On sait que : λ = bt D2

n
b (condition de normalisation) donc on a bien :

λ = katND−1
2

D2

n
kD−1

2 N ta

= k2

n
atND−1

2 N ta
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Or d'aprés (*) on a : ND−1
2 N ta = λD1 .

Par conséquent on obtient λ2k2at D1

n
a = λ avec λ = at D1

n
a.

Ce qui implique que :

k2λ = 1⇒ k =
1√
λ

Donc on a bien :

b =
1√
λ
D−1

2 N ta

De même pour a :

a =
1√
λ
D−1

1 Nb

3.3.4 La décomposition de l'inertie :

On dé�nit l'inertie totale par :

φ2 =
n∑
k=1

λk [3]

Avec n = min(p− 1, q − 1) car il y a au plus min(p− 1, q − 1) valeurs propres.
Ainsi les pourcentages d'inertie sont donnés par : λk

φ2
[3]

.

3.3.5 Formule de reconstitution :

Soient X le tableau des pro�ls lignes.
ck le vecteur des coordonnées des lignes sur l' axe nok.
uk facteur principal identique au vecteur des coordonnées des colonnes sur l'axe k divisé par√
λk.

La matrice :M = nD−1
2 .

On a :
Xuk = ck

En multipliant les deux membres par u′kM
−1 et en sommant sur k :

X
∑
k=1

uku
′
kM

−1 =
∑
k=1

cku
′
kM

−1

Or
∑
k=1

uku
′
kM

−1 = I car les uk sont M−1-normés.

Ce qui implique que :

X =
∑
k=1

cku
′
kM

−1

Alors on a :
nij
ni.

=
∑
k=1

aki b
k
j√
λk

n.j
n

On fait sortir la valeur propre trivial λ = 1 de la somme :

nij =
ni.n.j
n

(1 +
∑
k=1

aki b
k
j√
λk

)
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3.3.6 Le choix du nombre de valeurs propres :

Le choix de la dimension pose les mêmes problèmes qu'en ACP .De nombreuses techniques
empiriques ont été proposées (critère de Kaiser,critère du coude).
Il existe également une autre approche qui peut donner des indications intéressantes. Nous la
détaillons ci-dessous.
*Le test de Malinvaud : [3]
Ce test est basé sur la comparaison entre e�ectifs observés nij et e�ectifs calculés à l'aide de la
formule de reconstitution .
Il est appliqué pour des e�ectifs théoriques au moins égaux à 5.
On fait l'hypothèse que les données forment un échantillon tiré aléatoirement et avec équipro-
babilité dans une population tel que :

pij = pi.p.j(1 +
K∑
k=1

αikβjk)

On dé�nit l'e�ectif n̂ij par :

n̂ij
K =

ni.n.j
n

(1 +
K∑
k=1

aki b
k
j√
λk

)

c'est la reconstitution de la case ij à l'aide des K premiers axes.
On les compare aux nij avec un test de khi-deux.
Ainsi Malinvaud a suggéré d'utiliser la quantité :

QK =
∑
i,j

(nij − n̂ijK)2

ni.n.j
n

et après un calcul élémentaire on trouve que cette quantité égale à :

n(I − λ1 − ...− λK) = n(λK+1 + ......+ λK+r)

avec I = φ2 + 1 et r = min(p− 1, q − 1).
QK suit une loi de χ2 à (p - K -1) (q - K -1) degré de liberté. Il s'agit donc d'une généralisation
du test d'écart à l'indépendance qui correspond
au cas K = 0.
On fait des tests successifs pour K = 0 (test d'indépendance), pour K = 1,...etc jusqu'à arriver
à une valeur de K' qui est la plus petit valeur pour laquelle QK est inférieure à la valeur limite
de cette loi c'est à dire :

K ′ = min{K ≥ 1, QK < χ2
(p−K−1)(q−K−1)}

ainsi K' c'est le nombre de valeurs propres à retenir.



Chapitre 4

Application

A �n d'illustrer les méthodes statistiques de l'analyse multivariés, nous allons appliquer ces
méthodes sur des données réelles sur un groupe de 150 personnes portant sur l'indemnisation
des assurances suites à des accidents corporels. Ces données nous ont été fournies par le médecin
Mr Hamidou Mohammed que nous remercions fortement.
Dans un premier temps, nous avons recueilli sur léchantillon des 150 cas d'accident les variables
suivantes :

* Type de blessures :
TCV : traumatisme de crâne et de visage.
FB : fracture de bassin.
FV : fracture de vertèbre.
AT : autres traumatisme.
TMS : traumatisme de membre supérieur.
TMI :traumatisme de membre inférieur.
PM : plaies multiples.
BR : brûlures.

*Age : enfant, A1830(de 18 à 30 ans),...etc

*Type d'accident : passager(Pa),piéton(Pt),conducteur(C).

*Taux d'indemnisation : T020(de 0 à 20 %),T2040(de 20 à 40 %),....etc

*Durée pour guérir : D0002(de 0 à 2 mois),D0204(de 2 à 4 mois), ....,D1012,plus (plus
de 12 mois)

* Genre :M (masculin),F (féminin).

* Période d'accident : H (hiver),P(printemps),E (été),A (automne).

4.1 L'ACP :

On va considérer un tableau comprenant en lignes les di�érententes tranches d'âge et en
colonnes le reste des variables (types d'accident, durée de guérison, période d'accident, taux
d'indemnisation,...)

59
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On obtient les valeurs propres suivantes :

L'inertie totale est répartie selon 4 valeurs propres,on ne va prendre que deux composantes
car l'inertie cumulée sera 95.92
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Les données sur les variables :

Les données sur les individus :

Le plan factoriel :
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Interprétation des résultats :
Les individus :

Les catégories "enfant" et "A5070" caractérisent le deuxième axe on peut dire que cet axe
donne le classement des individus selon les durées de guérison ainsi on voit que "A7090" et
"A3050" sont en opposition par rapport au premier axe.
Les variables :

Puisque les variables sont toutes proches du cercle de corrélation alors on peut déduire que
la qualité de représentation de ces variables par rapport à ces axes est très satisfaisantes ce qui
nous montre le tableau des données sur les variables.

On constate que les taux d'indemnisation qui sont plus importants sont en opposition avec
ceux qui sont faible et on a la même remarque pour les durées de guérison.

On observe que les conducteurs sont en opposition avec les piétons et les passagers de plus
cette catégorie est très proche des taux d'indemnisation très élevés et des durées de guérison
importantes .

"Les masculin" sont en opposition avec "les féminin" par rapport au deuxième axe.
On voit que "A" est au voisinage des taux d'indemnisation élevés et des durées de guérison

importantes ce qui montre que les accidents les plus graves se sont été passées dans cette saison.
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4.2 L'AFC :

les données nous conduisent à appliquer les AFC suivantes :

4.2.1 AFC (taux d'indemnisation vs durée pour guérir) :

On a le tableau de contingence suivant :

On fait entrer les données de ce tableau dans le logiciel R de la manière suivante :
taux<-c("T020","T2040","T4060","T6080","T80100")
durée<-c("D0002","D0204","D0406","D0608","D0810","D1012","plus")
données<-matrix(c(68,8,3,0,1,0,0,14,20,7,1,2,1,1,2,8,1,1,3,2,1,0,0,
1,0,2,1,1,0,0,0,1,0,0,0),nrow=5,byrow=TRUE)
dimnames(données)<-list(taux,durée)
données

L'AFC n'a pas d'intérêt que s'il y a une dépendance entre les deux variables donc on va
faire un test d'indépendance.

χ2
calcul =

p∑
i=1

q∑
j=1

(nij − ni.n.j
n

)2

ni.n.j
n

Grâce à la commande chisq.test(données) du logiciel R ,on peut calculer χ2
calcul où on trouve

144.13.
Or pour un risque α = 0.05 on a χ2

24 = 13.84.
Donc χ2

calcul > χ2
24 ce qui implique la dépendance.

Pour appliquer l'AFC on va utiliser la commandes suivante :
library(FactoMineR)
x<-CA(données)
1-Valeurs propres :

Le tableau des valeurs propres montre clairement que deux axes su�sent à décrire la liaison
entre la durée pour guérir et le taux d'indemnisation .
Remarque :
Ici on ne peut pas appliquer le test de Malinvaud car n est grand et cela conduit à conserver
un grand nombre d'axes.
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2-Les résultats pour les pro�ls lignes :
Les cordonnés :

La contribution :

Le cosinus carré :
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3-Les résultats pour les pro�ls colonnes :
Les cordonnés :

La contribution :

Le cosinus carré :

4-Le plan factoriel :

5-Discussion des résultats :
La variable taux d'indemnisation :
On considère les modalités qui véri�ent la règle suivante :CTR(i) > ni.

n
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Par exemple pour T020 on a CTR(1) = 35% or n1.

n
= 80

150
.100 = 53% donc on ne prend pas

cette modalité.
Remarque : On a :

CTR(i) =
ni.
n

a2
i

λ
>
ni.
n

Ce qui implique que :
a2
i

λ
> 1

Donc il su�t de prendre les modalités qui véri�ent :

|ai| >
√
λ

Axe 1 :

Axe 2 :

La qualité de représentation de la variable "taux d'indemnisation" sur chaque modalité est
mesurée par la formule suivante :

cos2F1 + cos2F2

où F1 c'est le premier axe factoriel et F2 le deuxième axe factoriel.
Si cette quantité est proche de 1 on dit que la modalité est bien représentée .
On conclut que la modalité "T80100" a une très bonne qualité de représentation (0.98) et même
pour "T020" et "T4060".
La variable durée pour guérir :
Axe 1 :

Axe 2 :
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On remarque que la modalité "D0608" est bien représenté avec une qualité de représentation
0.99 et même pour D0002.
L'interprétation du plan factoriel :

On voit que les modalités "T6080" et "T80100" dé�nissent le premier axes c'est ce qu'on a
véri�é par les calculs .

Ainsi on observe que le taux d'indemnisation qui est entre 80% et 100% est très proche
d'une durée entre 6 et 8 mois ce qui montre que pour un taux élevé on a une durée pour guérir
très importante.

On remarque aussi que les modalités "D0810","D1012" et "plus" qui sont des durées très
longues sont situées au voisinage "T6080" et "T4060" ce qui con�rme le résultat précédent .

En conclusion ,on constate qu'il y a presque une relation a�ne entre le taux d'indemnisation
et la durée pour guérir.
Remarque :
On voit que la modalité "T020" malgré qu'elle soit bien représentée elle ne caractérise aucun
axe et elle est plus proche des petites durées comme "D0002" et "D0204".

4.2.2 AFC(taux d'indemnisation vs type de blessures) :

On a le tableau de contingence suivant :

Le test de chi deux nous donne χ2
calcul = 55.658 or χ2

28 = 16.928 ce qui montre qu'il y a une
liaison entre les types de blessures et le taux d'indemnisation.
1- Valeurs propres :
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2-Les résultats pour pro�ls lignes :
Les cordonnés :

La contribution :

Le cosinus carré :
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3-Les résultats pour pro�ls colonnes :
Les cordonnés :

La contribution :

Le cosinus carré :

4-Le plan factoriel :
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5-Discussion des résultats :
La variable taux d'indemnisation :
Axe 1 :
On a

√
λ1 = 0.427 donc on va prendre les modalités qui véri�ent :

|ai| > 0.427

On constate que "T6080" dé�nit le premier axe.
Axe 2 :√
λ2 = 0.264 donc on prend les |ai| > 0.427.

Toutes les modalités de cette variable ont une très bonne qualité de représentation sauf pour
"T80100" elle est mal représentée (0.040).
La variable type de blessures :

Axe 1 :

La modalité "FV" est en opposition avec "PM" et "BR" ce qui montre que les fracture des
vertèbres sont plus grave que les brûlures et les di�érentes plaies.
Axe 2 :

Les traumatisme du crâne et du visage ont une qualité de représentation plus faible que les
autres types de blessure de plus elles ne dé�nissent aucun axe.
L'interprétation du plan factoriel :

On remarque que "FV" et "FB" sont respectivement proche de "T4060" et "T6080" ce qui
montre qu'il sont fortement indemnisées car elles sont des graves blessures.

D'autre part on voit que les plaies et les brûlures sont au voisinage d'un taux de 0% à 20%
donc il sont faiblement indemnisées.
Remarques :

On constate que les traumatismes des membres inférieurs sont des blessures graves puisqu'ils
sont proches d'un taux d'indemnisation très élevé ("T80100").

Ainsi on remarque que les autres types de traumatismes ont un taux d'indemnisation moyen
entre 20 % et 40 %..
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4.2.3 L'AFC globale :

Dans cette partie on va essayer de faire une AFC globale sur toutes les variables qu'on a.
On va considérer les deux variables accident et victime avec :
Victime : contient les modalités genre,âge,type d'accident et le taux d'indemnisation.
Accident : contient les modalités type de blessures ,période et durée de guérison.

On obtient le tableau de contingence suivant :

Le test de chi deux nous donne χ2
calcul = 316.31 or on ne peut pas trouver la valeur de χ2

252

dans la table de χ2 ,pour cela on va admettre le résultat suivant :

√
2χ2

n −
√

2n− 1 ≈ N(0, 1)

on trouve χ2
252 = 289.75 où la dépendance.

1- Valeur propre :



72 CHAPITRE 4. APPLICATION

2-Les résultats pour les pro�ls lignes :
Les cordonnés :
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La contribution :

Le cosinus carré :
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3-Les résultats pour les pro�ls colonnes :
Les cordonnés :

La contribution :
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Le cosinus carré :

4-Le plan factoriel :

On voit que le graphe
est surchargé donc on va utiliser
la commande invisible. plot(x , invisible=c("col","col.sup")) pour a�cher que les pro�ls
lignes et on obtient le graphe suivant :
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plot(x , invisible=c("row","row.sup")) pour a�cher que les pro�ls colonnes et on obtient
le graphe suivant :

5-Discussion des résultats :
La variable victime :
Axe1 :
On prend les modalités qui ont des cordonnées supérieures à

√
λ1 = 0.25474

Axe2 :
On prend les modalités qui ont des cordonnées supérieures à

√
λ2 = 0.1581
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On remarque que T020 est bien représentée (0.91) et même pour T2040 avec une qualité de
représentation égale à 0.73 par contre on constate que A5070 et très mal représentée.
La variable accident :
Axe1 :

Axe2 :

L'interprétation du plan factoriel :
En général , on constate que les blessures de type "FB" et "FV" ont des durées de guérison

trés longues avec un taux d'indemnisation plus élevé car il sont des blessures très compliquées
par contre on voit que "PM" et "BR" sont faiblement indemnisées avec des durées de guérison
petites.

On remarque que les conducteurs sont plus proches de la modalité "M" ce qui est logique
car la plupart des conducteurs sont des hommes ainsi on observe que cette catégorie a presque
un âge entre 18 ans et 50 ans .

les deux modalitées "masculin" et "féminin" sont situées au centre du plan factoriel et elles
sont tous proches des autres modalitées.

On observe que la plupart des piétons sont des enfants et des personnes qui ont un âge entre
50 et 70 ans (ces modalités sont proches entre eux) ainsi on remarque que les passagers ont un
âge entre 50 et 90 ans.

On voit que les traumatismes crâniens et les traumatismes des membres supèrieurs sont
les plus fréquents chez les piétons tandis que on trouve que les traumatismes des membres
infèrieurs sont beaucoup plus chez les passagers.

On remarque aussi que "automne" est proche des durées longues et des taux d'indemnisation
importants ce qui signi�e que les accidents les plus graves se sont passés dans cette saison.



Conclusion générale

L'analyse factorielle est une technique statistique utilisée pour dépouiller des enquêtes : elle
permet, quand on dispose d'une population d'individus pour lesquelles on possède de nombreux
renseignements concernant les opinions, les pratiques et le statut (sexe, âge, etc.), d'en donner
une représentation géométrique c'est-à-dire en utilisant un graphique qui permet de voir les
rapprochements et les oppositions entre les caractéristiques des individus.

Au cours de ce projet, on a procédé à une étude des deux méthodes ACP et AFC et on
a illustré chaque méthode par une application sur des données réelles sur un groupe de cent
cinquante personnes portant sur l'indemnisation des assurances.

Les méthodes factorielles sont adaptées chacune à un type de tableau particulier, en analyse
en composantes principales les données sont des individus (en ligne) décrits par des variables
quantitatives (en colonne) or l'analyse factorielle des correspondances est dédiée aux tableaux
de contingence.

Notre application a montrée qu'il y'a presque une relation a�ne entre la durée de guérison
et le taux d'indemnisation cela veut dire que pour une blessure grave on a un taux très elevé
et une durée de guérison importante et vice versa.
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Résumé 

Les méthodes d'analyse factorielle sont largement utilisées dans tous les domaines. Elles 

consistent à rechercher des facteurs en nombre restreint et résumer le mieux possible les 

données considérées. 

Dans ce travail on va traiter les principales caractéristiques des méthodes les plus courantes 

de l'analyse factorielle et on va donner pour chacune d'elle une application sur un groupe de 

150 malades portant sur l'indemnisation des assurances suites à des accidents corporels. 

Abstract 

Factor analysis methods are widely used in all areas. They consist of searching for factors in 

limited numbers and summarizing as closely as possible the data considered. 

In this work we will deal with the main characteristics of the most common methods of 

factor analysis and we will give for each of them an application on a group of 150 patients 

relating to the compensation of insurances following bodily injury. 

 ملخص

و المتمثلة في البحث عن عوامل محدودة وتلخيص  تستخدم أساليب تحليل العوامل على نطاق واسع في جميع المجالات

شيوعا لتحليل العوامل و سنقدم  الأكثرهذا العمل سوف نتطرق للخصائص الرئيسية للطرق في  .ممكنيانات بأكبر قدر الب

  .تتعلق بتعويض التأمينات المتعلقة بالإصابات الجسدية  مريض 150د منهم تطبيق على مجموعة تتكون من لكل واح

  




