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Introduction générale

I’analyse des données est un sous domaine des statistiques qui se préoccupe de la descrip-
tion des données conjointes. On cherche par ces méthodes a donner les liens pouvant exister
entre les différents données ainsi qu’a en tirer une information statistique qui sert a décrire les
pricipales informations contenues dans ces données.

Dans le premier chapitre nous proposons un bref compte rendu de 'algébre linéaire afin de
bien fixer les idées générales autour desquelles s’articule la technique. Ainsi nous allons citer
les différentes coefficients de corrélation qui servent a étudier les liaisons entre les variables
observées.

Dans le chapitre suivant on va traiter une méthode de ’analyse des données qui est I’analyse
en composantes principales. Cette méthode permet au praticien de résumer 'information en un
nombre de composantes plus limités que le nombre d’origine de variables.

L’analyse factorielle des correspondances (AFC) est une méthode descriptive d’analyse pro-
posée par J.P.Benzekri(1970-1990) permettant d’étudier un tableau de contingence conduisant
a une représentation graphique. C’est un outil qui permet de réduire la dimension des données
en conservant le plus d’information possible. C’est ce que nous allons aborder dans le troisiéme
chapitre.

Enfin, on termine notre travail par une application des deux techniques ACP et AFC sur
des données réelles sur un groupe de cent cinquante personnes portant sur I'indemnisation des
assurances suites a des accidents corporels.



Chapitre 1

Notions de base

1.1 Espace vectoriel :

Dans ce qui suit K est un corp que 1’on supposera égale a R (ou C,ou Q).
définition 1.1 : On appelle K-espace vectoriel tout ensemble £ muni de deux lois :

1. +p: E x Ew— E, appelé "addition" ou "loi interne".
2. Xxg: EFx FEw— FE, appelé "multiplication" ou "loi externe".

qui satisfont aux axiomes suivants :
— La loi +f est associative et commutative.

— La loi +g admet un élément neutre(a droite et a gauche).
— Tout élément de E a un opposé pour la loi +g.
Autrement dit +g est une loi de groupe commutatif ou Abélein sur E.

— La loi X est associative.

— La multiplication par I'unité du corp est 1'identité de E.

— La loi x g est distributive par rapport a +pg.

— La multiplication par un élément de E est linéaire de K dans F.
Les éléments d’'un éspace vectoriel sont appelés vecteur et les éléments de K sont appelés
scalaires.

Définition 1.2 : [1]
Soit. E un espace vectoriel sur K et soit ' un sous ensemble de E. On dit que F' est un sous
espace vectoriel de E si F' posséde les propriétés suivantes :

1. Op.
2. Vx,y € F,ox+y € F (F est stable par addition).
3. € F,V\ € K, \x € F(F est stable par la multiplication par scalaire).

corollaire 1.3 : [1]
Soit E un espace vectoriel et F' C E si F' vérifie les propriétés let 2 suivantes alors F est un
sous espace vectoriel del

1. F est non vide (F contient 1’élément neutre de E).

2. V(z,y) € Fx F,V(\, p) € K x K, alors Az + py € F.

6
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Soient maintenant £ un K espace vectoriel et .# = (e;)1<i<, une famille finie de vecteurs
de E.

définition 1.4 :
On appelle espace vectoriel engendré par la famille
F = (e;)1<i<n le sous espace vectoriel engendré par {ej,es,...,e,}. On le note vect(.#) donc
un elément x de E appartient & vect(.%#) si et seulement si Jeq, es,...,e, € F et des scalaires
AL, Aoy ey Ap
tels que x = Aje; + Ages + ... + A€,

définition 1.5 : [1]
On dit qu'une famille .# = (e;)1<i<, de vecteur de E est
génératrice de E si tout vecteur x de F s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs de la
famille .7, c’est a dire :
Ve € E, (A1, A2, Ay ooy Ap) € K™\ x = Mjeg + ... + e, = Z1gz’gn Ai€;.

définition 1.6 : [1]

1. On dit qu’une famille(eq, .., e,) de vecteur de E est linéairement indépendant ou libre si
elle vérifie

V/\l,....,/\nEK,)\lel—i— ...... +/\n€n:O:>)\1:)\2: ...... :/\n:O

2. On dit que la famille (eq, .., e,) est liée si elle n’est pas libre.

définition 1.7 : [1]
On dit qu'une famille Z = (e;)1<i<n, de vecteur de E est une base de E si celle ci est libre et
génératrice.

Théoréme 1.8 : [1]
Si A = (ei)1<i<n est une base d’'un K _espace vectoriel de E alors Vo € E,
AN, Ao, Azy e Ap) € K™ 2= Meg + .. + Anen avec A1, Ao, A3, ..., A, sont appelés les compo-
santes de x dans la base 4.

définition 1.9 : [1]
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont en somme directe si tout vecteur w de F + G s’écrit de faccon unique
sous la forme w = u 4+ v avec u € F' et v € G. On écrit alors

E=Fa&G

On dit que F et G sont supplémentaires .

Théoréme 1.10 : [1]
Les sous-espaces vectoriels F et G sont en somme directe si et seulement si FNG ={0}
Par conséquent F et G sont supplémentaires si et seulement si F +G =Fet FNG={0}
Preuve :

. — —
Supposons que F et GG sont en somme directe. Ona 0 € Fet 0 € G,
donc 0 € FNG
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Soit v € FFNG .On peut écrire :

— —

u=_u + 0 = 0 +_ u

~— M~ M~ =~
EF g6 EF g6
Par unicité de la décomposition, on a u :_(>) Donc FNG ={0}.
Réciproquement supposons que FNG = { 0} .Soit u,u’ € F et v,v" € G tels que u+v = u'+v/
alors u —u' =v' —v .Deplusu—u € F et v/ —v € G donc si on pose w=u—u =v —v on
%

awe FNG={0}.
On en déduit que w = 0 ,donc u = v’ et v = v' .Par conséquent tout vecteur de F' + G s’écrit
de fagon unique comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G autrement dit F et G
sont en somme directe.
Le deuxiéme point du théoréme découle directement du premier point et la définition de sup-
plémentaire.

1.2 Les matrices :

1.2.1 définitions :

Soient n, p € N*, une matrice (n,p) a coefficient dans K est une application de [1,n] x [1, p]
dans K.
On représente la matrice M par un tableau a n lignes et p colonnes, en mettant I’élément m; ;
a l'intersection de la i éme ligne et la j éme colonne.

mi1 - . Mip
M =
Mp1 - - Mpp

L’ensemble des matrices de type (n,p) a coefficients dans K est noté M,, ,(K).

Lorsque n=p ,on notera M, (K).

Une matrice M, (K) est dite symétrique (resp.antisymétrique) lorsque

a; ;= aj; (resp. a; ;= —a; ;).

Une matrice M, (K) est dite triangulaire supérieur(resp.inférieur) lorsque a;; = 0 pour tout
couple (i,j) telle que i > j resp( i < j).

Une matrice M, (K) est dite diagonale lorsque a; ; = 0 pour tout couple (i,j) telle que i # j.

1.2.2 Les opérations sur les matrices :

L’addition :
Si A = (a;;) et B = (b;j) sont des matrices m x n alors A+ B est une matrice m x n dont les
coefficients sont donnés par :
Cij = @iy + iy [1]
. La multiplication par un scalaire :
Si A = (a; ;) est une matrice m xn et o € R alors «A est une matrice m x n dont les coefficients
sont donnés par :
C=c¢j=aa; [1]



1.2. LES MATRICES : 9

La multiplication de deux matrices : |[1]
Si A=(a; ;) et B = (b;;) sont des matrices m X n et n x p alors AB est une matrice m x p dont
les coefficients sont donnés par :
Cij= Y Girbe,

1<k<n

Remarque :

il faut bien noter que la multiplication de deux matrices n’est définie que si le nombre de co-
lonnes de la premiére matrice est égale au nombre de lignes de la seconde matrice.
proposition :

Les opérations sur les matrices vérifient les propriétés suivantes :  [1]

1. AABB+C)=AB+ AC et (A+ B)C = AC + BC(distributivité).
2. (AB)C = A(BC)(associativité).
3. a(AB) = (0A)B = A(aB) avec a € K (compatibilité).

1.2.3 Transposition d’'une matrice :

Définition 2.3.1 : [1]
Pour A € M, ,(K), la matrice transposée de M noté M" désigne la matrice N € M, ,(K) telle
que :

V(Z,j) € [Lp] X [1,%] ) Ni,j = Mj,i
proposition 2.3.2 [1]
— Si A e M,,(K)et Be M,,(K) alors (AB)" = B*A".

— Si M € M, ,(K) alors (M*)' = M.

1.2.4 Le déterminant d’une matrice :

Le calcul du déterminant d’une matrice est un outil nécessaire tant en algébre linéaire pour
vérifier une inversibilité ou calculer I'inverse d’une matrice.

Définition 2.4.1 : [1]
Le déterminant d’une matrice carré A

11 - - Qin

Qp1 - .« Qpn

que l'on dénote par det(A) ou encore | A | est donné par la formule de Leibniz

a1 - . Qip "

det(A)=| "~~~ = (o) [ o, 11

OESn =1
an1 - - Qpn
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ou ¢, designe I'ensemble des permutations de {1,2,3,....,n}
et €(0) la signature de la permutation o et elle est définie par :

8(0) _ H U(])_U(Z)

{i,jez J—t

ou & désigne I'ensemble des paires d’entiers compris entre 1 et n.

Remarques :

— Soient ¢ < j deux entiers compris entre 1 et n. On dit que
la paire{i, j} est en inversion pour o si o(i) > o(j).

— Une permutation est dite paire si elle présente un nombre pair d’inversions, impaire
sinon.

— La signature d’une permutation paire est 1, celle d’'une permutation impaire est —1.

Exemple :
-2 2 =3
A=|-1 1 3
2 0 -1

det(A) = (=2).1(=1) + (=3).0.(=1) +2.3.2 — (—=3).1.2 — (=2).3.0 — 2(—1).(-1)
=240+12—(-6)—0—2=18

On peut aussi calculer le déterminant d’une matrice de taille n a ’aide de n déterminants
de matrices de taille n - 1 .Si A est la matrice, pour tout i et j, on note A, ; la matrice obtenue
en enlevant & A sa i-iéme ligne et sa j-iéme colonne.

11 e a1,5—1 1,541 e a1 n

A — ai-11 - - - Gi—15-1 Qi—1541 - - - Gi—1n
1,]

Ai+11 - - - Gig15-1 Qi4lg4+1 - - - Gigln

Qp,1 e Qp,j—1 Qp j+1 e Qpon

On peut alors développer le calcul du déterminant de A suivant une ligne ou une colonne.
Développement suivant la ligne i :

det(A) = a;;(=1)Mdet(A;;) (1]
j=1
On appelle la quantité (—1)"*/det(A; ;) le cofacteur de a; ; que Pon dénote par A, ;.
Exemple :

le déterminant de la matrice précédente se développe aisément suivant la deuxiéme colonne,
la plus avantageuse pour la disposition des zéros.

-2 2 -3
det | =1 1 3 | =2.(-1)"
2 0 -1

-1 3

-2 =3
2 -1

2 -1

‘ +1.(=1)**?
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= (=2).((-1)(-1) = 2.3) + 1.((=2)(—=1) = 2.(=3)) = (=2)(—5) + 8 = 18
Propriétés 2.4.2 : [1]

— Si on permute deux lignes ou deux colonnes, le déterminant change de signe .

— Si deux lignes ou deux colonnes sont identiques, le déterminant est nul .

— Si on multiplie tous les termes d’'une méme ligne ou d’une méme colonne par un réel k,
le déterminant est multiplié par k.

— Si une ligne ou une colonne est nulle, le déterminant est nul.

- det(A.B) = det(A).det(B)

— Le déterminant d’une matrice triangulaire et diagonale est le produit des coefficients
diagonaux.

— Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants des
blocs diagonaux

det (g‘ g) — det(A).det(C)

1.2.5 L’inverse d’une matrice :

Définition 2.5.1 :
Une matrice carrée A d’ordre n est dite inversible ou réguliére s’il existe une matrice B d’ordre
n, appelée matrice inverse de A et notée A~! telle que :

AB=BA=1

Propriétés 2.5.2 : [1]

— Deux matrices A et B inversibles, leur produit est inversible et il est égale au produit
des inverses effectué dans ’ordre inverse :

(AB) '=pB1'A"!
— L’inverse de la transposé est définie par :

[A/]—l —_ [A—l]/

— Le déterminant de I'inverse est définie par :

1
AT

Remarque :
Une matrice carrée admettant un inverse est dite inversible ou réguliére sinon elle est sin-
guliére.

La somme de deux matrices inversibles n’est pas toujours une matrice inversible.

60+ 2=

exemple :
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Théoréme 2.5.3 : [1]

soit A une matrice carrés € M, (K)

A est inversible <det(A) # 0

Preuve :
7 =7 Par multiplicativité du déterminant :

det(A)det(A™') = det(AA™") = det(I) = 1

Donc on a nécéssairement det(A) # 0

7 C 2

Si det(A) = 0 alors pour tout matrice B on a det(AB) = det(A)det(B) = 0
et on ne peut pas avoir AB = I donc A n’est pas inversible.

Définition 2.5.4 : [1]
Soit A une matrice carrée inversible alors son inverse est égale a :

/

AN DAV

a1
 det(A)

Dy o o D

Avec A, ; sont les cofacteurs de a; ;.

1.2.6 La trace d’une matrice :

Définition 2.6.1 : [1]
Soit A = (a;;)1<ij<n € M, (K) une matrice carrée. On définie la trace de A par :

TrA = Elgign Qi 4
Proposition 2.6.2 : [1]
— Tr(aA+ B) = aTr(A) + Tr(B), pour A,B € M,,(K),o,0 € K.

— Tr(AB) =Tr(BA) pour A, B € M,(K).
— Deux matrices semblable ont la méme trace.

Remarque : A et B sont semblable ssi il existe une matrice P telle que A = P~'BP

1.2.7 Matrice de passage :

Définition 2.7.1 : [1]
Soit E un K espace vectoriel muni d’une base B.
On appelle matrice des composantes dans B du vecteur x la matrice colonne de M, ;(K)
telle que ses coeficients o, ao, ..., o, sont les composantes de x dans la base B on la note
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aq

Q2
Matg(x) =

an

Définition 2.7.2 : |[1]

Soit F' = (x4, s, ....,x,) une famille de vecteurs d’'un K espace vectoriel E muni d’une base
B = (e1,e3,....,e,). Pour tout 1 < ¢ < p notons ¢; la colonne des composantes dans B du
vecteur x;
On appelle matrice des composantes dans la base B de la famille des vecteurs F la matrice de
M, ,(K) dont les colonnes sont ¢y, ca, ....., ¢y, on la note Matg(F)

Définition 2.7.3 : [1]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni de deux bases
B = (e1,eg,.....e,) et B = (€],€,,....;¢e).

5 Cp

On appelle matrice de passage de la base B a la base B’ la matrice P = Matg(B') =
Matg(€), e, .....;el)

oy Cpy

Exemple :
Soit, I'espace vectoriel R? muni de la base canonique B = (e, ey, ....,e,) et de la base B’ =
(€], €h,.....eh) ol €] =e1 — ey + e3,el, = eg — €3 et ey = —2e; + 2e9 — e3.

La matrice de passage de la base B a la base B’ est :

1 0 -2
Matg(B)=|-1 1 2
1 -1 -1

1.2.8 Matrice de projection orthogonale :

Théoréme : 1]
Soit A € My, ,(K) et soit y € R™. Si la matrice A*A est inversible, alors la projection orthogo-
nale Y* de Y sur le sous espace de R™ engendré par les colonnes de A est :

Y*=PY

avec P = A(A'A)"1A!
On appelle P la matrice de projection orthogonale sur le s.e.v de R™ et elle est symétrique et
idempotente (P? = P).

1.2.9 Le rang d’une matrice :

Définition 2.9.1 :
Si F' = (x1, x9, ..., x,) est une famille de vecteur d'un K,space vectoriel E alors on appelle rang
de la famille F la dimension de Iespace engendré par F. On note RgF = dim vect(xy, T, ...., T,)

Définition 2.9.2 : [1]
Soit A = (ai;)a<i<n),(1<j<p) € Mnp(K) de colonnes ¢, ¢y, ...., ¢, on appelle rang de A le rang de
la famille (¢, ca, ..., ¢p).
On note Rg(A) = Rg(c1,c2, ..., ¢p).
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1.3 Vecteurs et valeurs propres :

Définition 3.1 : [1]
Soit A une matrice carré de M, (K) et A € K, s'il existe un vecteur X € K" telle que AX = A\ X
alors :

1. X est une valeur propre de A.

2. X est un vecteur propre de A.

Dans ce cas E\ = {X € M, 1(K)\AX = AX} est I'espace propre associé a la valeur propre \.

Proposition 3.2 : [1]
Soient A € M, (K) et A € K. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i- A est une valeur propre de A.
ii- A — \I,, n’est pas inversible.
iii- det(A — \I,,) =0
Preuve :
Il suffit de démontrer que i = 7
On a A est une valeur propre de A, donc 3X € M, ;(K) un vecteur propre non nul associé a la
valeur propre \.
Ona AX — AX = (A — \[,,)X =0 si on pose A — A, est inversible,
ona (A—A,) Y A—-\,)(X)=0
Ceci implique que X est nul ce qui est absurde.

1.4 Diagonalisation d’une matrice carrée :

Diagonaliser une matrice carrée A, c¢’est trouver une matrice de passage P et une matrice
diagonale D telle que :
P'AP=D= A=PDP " [1]

avec les vecteurs colonnes de la matrice de passage P sont les vecteurs propres de A avec P
inversible.

Calcul des vecteurs et valeurs propres :
D’aprés la proposition précédente on a :
A est une valeur propre de A si et seulement si det(A — \I,,) = 0.
En calculant ce déterminant on obtient un plynéme en A de degré n de coefficient dominant
(—=1)™

Ce polynome est appellé le polynome caractéristique de A.

Théoréme : [1]
A est une valeur propre de A< \ est une racine de polynéme
caractéristique.

Exemple d’application :
On prend la matrice carrée A suivante :

-1 4 2
3 —6 —4



1.4. DIAGONALISATION D’UNE MATRICE CARREE : 15

En calculant det(A — AI3) = 0 on obtient le polynéme caractéristique

P(\) = —X\*+5)\ =8\ + 4

Une racine évidente est 1, pour trouver les autres racines on fait la division euclidienne de—\3+
5A2 — 8\ +4 par A —1
On trouve que le quotient est égale a

A AN 4= (N —2)?

donc A a deux valeurs propres qui sont 1 et 2 .

Cherchons maintenant une base des sous espaces propres Fiet Fs.
Pour E; c’est donc chercher les vecteurs V de E telle que

V = (2,9, 2)" € R? satisfait au systéme linéaire AV =V ou encore :

or — by — 6z =x
—x +4y + 2z=y
3r — 6y —4dz=z2

et de facons équivalente

4o — 6y — 62=0
—x + 3y + 22=0
3x — 6y — 52=0

On a un systéme homogeéne, qui a évidement une solution non triviale, car le déterminant de
A — I3 est nul (puisque 1 est une valeur propre).
Pour trouver toutes les solutions on détermine d’abord le rang de la matrice A — I3 du systéme.

Les deux premiéres ligne et colonne fournissent le déterminant d’ordre 2
4 —6
non nul ‘_1 3 =18
Le rang est donc 2 et de plus on peut prendre pour équations principales les variables x et y et
on résoud le systéme de Cramer
4r — 6y=06z2
{ 3x — 6y=>z

et on obtient x = z et y = —
Nous avons ainsi paramétré
FE; est de dimension 1.

Une base de E; est obtenue en prenant par exemple z = 3 et cette base est formée de 'unique
vecteur V = (3, -1, 3)*

Passons & Fy. On cherche donc les vecteurs V de E avec

V = (z,y, 2)" € R® satisfait au systéme linéaire AV = 2V ou encore (A — 2I3) = 0, ou encore :

z
3. . . .
I’espace propre par 'inconnu non principale et on remarque que

3x — 6y — 62=0
—x + 2y + 22=0
3x — 6y — 62=0

Cette fois ci, le rang de A — 213 est 1.
On peut prendre la premiére équation principale, et x pour inconnu principale.
Le systéme de Cramer se réduit a 'unique équation

3r = 6y + 62
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. L’espace propre Fs est de dimension 2 est paramétré par les deux inconnus non principales y
et z c’est un plan d’équation

v =2(y+2)

Une base de Fj est donc obtenue par exemple en prenant (y,z)—=(1,0) et (0,1), fournissant les
vecteurs

fg = 261 + e2
et
f3 = 261 + €3
Il est clair f5 et f3 sont indépendants
On a donc :
3 2 2
P=|-110
3 01
et
100
D=10 2 0
0 0 2

Si on calcule P~! par les techniques standard on obtient

-1 2 2
Plt=|-1 3 2
3 —6 -5
et on a bien
3 2 2 100 -1 2 2
A=PDP'=|-11 0 020 -1 3 2
3 01 00 2 3 —6 -5

En statistique, étudier les phénomeénes aléatoires revient parfois a étudier les liaisons entre
différentes variables observées. L’étude qui met en évidence ces liens est ce qu’on appelle com-
munément 1’étude des corrélations.

1.5 coefficients de corrélation :

1.5.1 Le coeflicient de corrélation linéaire :

Soient X et Y deux variables quantitatives de R".
On dit qu’il y a une corrélation s ’il y a une dépendance en moyenne c’est a dire & X = z fixé,
la moyenne Y est en fonction de X .Si cette liaison est linéaire on se trouve dans le cas de la
corrélation linéaire.

Définition : |3|
Le coefficient de corrélation linéaire ou bien le coefficient de"Bravais Pearson" sert a caractériser
une liaison linéaire positive ou négative, il est définie par :

oX)Y
OXO0y

I'xy =
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avec ox et oy sont les écart type de X et Y,oxy la covariance entre X et Y.
Si on observe un échantillon de couples (X;,Y;) ,on estime le coefficient de corrélation par la
formule suivante :

HP%

- (%
3]

Txy =
EX ~-X) \/Z (Y;—Y)2

On appelle 7x y le coefficient de corrélation empirique et X, Y la moyenne empirique de X et
Y.

Ce coefficient varie entre -1 et 1, et I'intensité de la liaison est définie par la valeur absolue du
coefficient.

— Sirxy est proche de 1, il y a une relation linéaire forte et croissante entre X et Y.
— Sirxy est proche de -1, il y a une relation linéaire forte et décroissante entre X et Y.
— Sirxy est proche de 0, il n” y a pas une relation linéaire entre X et Y.
Interprétation géométrique :
Si on considére dans R™ deux vecteurs centrés X’ et Y’

X, — X Yi—-Y

X, — X Yo—Y
X' = . et YV =

X, — X Y, —-Y

alors rx y est le cosinus de ’angle formé par ces deux vecteurs.En effet :

(X5LY7) = [ XY |cos ()

avec

IX'] = | D (X = X)?

IVl =

CXCYH>:

=1

D’aprés la formule donnée dans la définition précédente :

X'y _
cos() = oA =7
(a) = ll=" Iy XY

— Sir=1 =a = 0°les vecteurs X’ et Y’ sont colinéaire.
— Sir= 0 =a =90 les vecteurs X’ et Y’ sont orthogonaux.
— Sir=-1 =a = 180les vecteurs X’ et Y’ sont colinéaire de sens opposé.
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1.5.2 Le coefficient de corrélation partielle :

Souvent, deux variables semblent faiblement lié, mais on se rend compte aprés que la liaison
repose sur l'intervention d’une troisiéme variable.

La corrélation partielle corrige cet inconvénient, elle mesure la liaison en annulant 'effet
d’une ou plusieurs variables.

Définition : |[3]
Soient X,Y et Z des variables aléatoires dans R", Le coefficient de corrélation partielle rxy, z
est définie & partir des corrélations de Pearson par :

. TXy—TrxzTvz
T —_—
X5 \/1_7%(2\/1_7'%/2

L’idée est de retrancher de rxy le double effet des corrélations qu’entretiennent X et Y avec Z,
puis un terme de normalisation est introduit de maniére a ce que —1 < rxyz < 1.
Remarque :

— L’orsque Z est independant de X et Y (rxz =7ryz =0) rxyz = rxy c’est a dire Z ne
pése en aucune maniére dans la relation entre X et Y.
— L orsque Z est fortement lié positivement avec X et Y ,on peut aboutir au résultat
rxv.z ~ 0 cela veut dire que dans la relation (X, Y) tout est expliqué par Z.
L’estimation de la corrélation partielle passe simplement par 'introduction des estimateurs des
corrélations linéaires dans la formule précédente

f o Xy —TxzTyvz
XY,z =
d 5 2
\/1_TXZ\/1_TYZ

Preuve :

Une maniére de la démontrer consiste a s’appuyer sur 'interprétation géométrique de la corré-
lation (cosinus) : Les séries d’observations A = X, B =Y et C' = Z, une fois centrées réduites,
sont des vecteurs centrés OA, OB, OC de longueur unité.Leurs extrémités déterminent un tri-
angle sphérique ABC, dont les cotés "a”, ’b” et ’c” sont les arcs de grand cercle BC, AC et AB.

Les corrélations entre ces vecteurs sont :
rpo = cos(a)
rac = cos(b)

rap = cos(c)
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Alors la loi fondamentale des triangles sphériques donne pour I'angle C la relation suivante
entre les cosinus
cos(c) — cos(a)cos(b)  cos(c) — cos(a)cos(b)
sin(a)sin(b) B V1 — cos(a)?y/1 — cos(b)?
De méme que "c” est I'angle entre les points A et B, vus du centre de la sphére, "C” est I’angle

sphérique entre les points A et B, vus du point "C” a la surface de la sphére est 7450 = cos(C)
est la corrélation partielle entre A et B quand C est fixé.

cos(C) =

1.5.3 Le coefficient de corrélation multiple :

Définition :
Soient une variable numérique Y et un ensemble de p variables numériques X!, X2, ..., X?.
Le coefficient de corrélation multiple R est alors la valeur maximale prise par le coefficient de
corrélation linéaire entre Y et une combinaison linéaire de X :

R sup r(ViYaX) [3

a1,a2,..... yan =1

On a donc toujours 0 < R < 1.

En d’autre termes, si on pose Y* = by + b X' 4 ..... +b,X?, on désire que Y*soit le plus proche
possible de Y.

Alors si 'espace des variables R™ est muni de la métrique D, on exigera que ||V — Y*
minimale.

Donc R = 1 §'il existe une combinaison linéaire X* telle que :

1% soit

Y =ag+ iaiXi
i=1

Interprétation géométrique :

Rappelons que le coefficient de corrélation est le cosinus de 'angle formé dans R"™ par des
variables centrées. R est donc le cosinus du plus petit angle formé par Y (centrée) et une
combinaison linéaire des X' centrées.

Considérons le sous-espace W de R™ engendré par les combinaisons linéaires des X° et la
constante 1.

R est alors le cosinus de I'angle formé par Y — Y et sa projection orthogonale Y* — Y sur W.
On a donc :

Y, Y*
R cov(Y,Y™) 3]
OyOy+*
Et puisque : B B B B
cov(Y, Y )= |Y =Y|[||lY" = Ycos(Y =Y, Y* =Y
oy =Y =T oy.= |y -7
Alors —
R = cov¥, V") =cos(Y =Y, Y*-Y)

Oy Oy
Comme tout coefficient de corrélation linéaire, son carré s’interpréte en terme de variance
expliquée :

R*="

(¥~ ¥) = D0 - ¥

1
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Soit, P la matrice de projection orthogonale sur W | alors on a :
Y Y|P =" -Y)¥" -Y)=(PY -Y)(PY -Y)
=Y'P'PY -Y'AY —-Y'PY +Y'Y
=YPY -Y'PY -Y'PY+Y'PY =(Y -Y)PY -Y)

Donc on a bien :

2 (Y — Y)’P(}/ -Y)
Y = Y]]
En particulier si Y est centré, c’est-a-dire Y =0 on a :
Y'PY
R*=_—_—
Y2

1.5.4 Coefficients de corrélation sur les rangs :

Souvent, on ne dispose que d’un ordre sur un ensemble d’individus et non de valeurs nu-
mériques d’une variable mesurable : soit par ce qu’on a que des données du type classement
(classement A, B, C, D, E...etc. ), ou bien par ce que les valeurs numériques d’une variable
n’apportent que peu comparé a leur ordre ( notes de copies,. . .etc.) .

L’idée est d’associer & chaque individu de 1 & n son rang selon une variable. Nous créons
donc deux nouvelles colonnes r; = rang(X;)
et s; = rang(Y;), avec r;et s; sont des permutations différentes des n premiers entiers.

Le coefficient de Spearman :

Le coefficient de corrélation de Spearman (nommé daprés Charles Spearman), ou rho de
Spearman p,mesure la liaison monotone entre 2 variables X et Y.
Il est calculé sur les rangs (7, s;) des variables (X;, Y;).Autrement dit ,il n’ est ni plus ni moins
que le coefficient de Pearson calculé sur les rangs.

alors on a : .
> (ri—7)(si — 3)
COU(T’, S) =0
T's
0,05 n n
do(ri —7)% [ > (s — 5)?
=0 =0

Compte tenu du fait que les rangs soient des permutations de [1....n] et de 1’absence d’ex
aequo on a :

1 1 1
n < n 2 2
1 — 21
ot =0l == (1) =
=0
EL = (1)
TS_ — n2—1 [3]

En posant d; = r; — s; différence des rangs d’'un méme objet selon les deux classements, on a :

n

Znsi = —% i —2r;8; = —% i[(ﬁ - Sz‘)2 - 7‘@'2 - Sﬂ
i=0 1=0

1=0
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1 — 1 1
DU PIUREP I

=0 =0
mais : . .
2 o nn+1)2n+1)
DN SRRRLEST
=0 =0
d’ou :
- n+1)(2n+1 n+1)2
_%;)dlz_{_ﬁr)é H) (i)
s T (?=1)
12
65 2
Z-;O ’ 2(n+1)(2n+1) — 3(n+1)?

n(n?—1) n?—1

et on a l'expression équivalente pratique :

6> d;
=0

s=1—————=
" n(n?—1)

La définition de r, comme coefficient de corrélation linéaire sur des rangs nous indique que :
rs = 1 = les deux classements sont identiques.

r, = —1 = les deux classements sont inverses I'un de ’autre.

rs = 0 = les deux classements sont indépendants.

Le coefficient de corrélation des rangs 7 de M.G.Kendall :

Le 7 de Kendall est définie pour mesurer ’association entre variables ordinales en reposant
sur la notion de paires discordantes et concordantes.
Soient ( X;,Y;) et (X;,Y;) des réalisations indépendantes du couple(X,Y)
1. On dit que les paires observations i et j sont concordantes si et seulement si (X; > X; alors
Y; >Y;)ou(X; < X;alorsY; < Yj ). Nous pouvons simplifier 'écriture avec (X;—X,)(Y;—Y;) >
0
2. On dit que les paires sont discordantes lorsque (X; > X; alors ¥; < Y ) ou (X; < X alors

Y; > Y; ).En d’autres termes (X; — X;)(V; —Y;) <0
Le 7 de Kendall théorique, calculé sur la population, est défini par :

= 2.P((X; - X,)(Y; — ¥;) > 0) ~ 1

Pour un échantillon de taille n,le 7 de Kendall est définie de la maniére suivante :

Avec P (resp Q) représente le nombre de paires concordantes (resp. discordantes).
Le dénominateur représente le nombre total de paires possibles :

%n(n —-1)=C?

Interprétation :
le 7 de Kendall s’interpréte comme le degré de correspondance entre 2
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classements.

- Si 7 = 1 = toutes les paires sont concordantes c.a-d. le classement selon x concorde systéma-
tiquement avec le classement selon Y.

- 5i 7 = —1 = toutes les paires sont discordantes.

- Si 7 =0 = les deux classements sont totalement indépendants.

Calcul pratique :

La manieére la plus simple de calculer 7 est de trier les données selon X puis de comptabiliser
la quantité suivante :

n—1 n
§=> 2 v B
=1 g=i+1

ol
o +1,Si Y1<Y3
YIT =1 s Y > Y

S est donc I'écart entre le nombre total de paires concordantes, et le nombre total de paires
discordantes S = P — Q.
Nous pouvons dés lors ré-écrire le coefficient de Kendall :

28

72:n(n—l)

Coefficient de Daniels et de Guttman :

Les trois coefficients de corrélation (Pearson, Speannan, Kendall) peuvent étre présentés
comme 3 cas particuliers d’'une méme formule, dite formule de Daniels. En effet si on considére
pour toute paire d’individus i,j deux indices a;; et b;; le premier associé a la variable X et le
deuxiéme associé & la variable Y ,et on définit le coefficient suivant :

E Z Qi bij [3]
ORI

qui varie entre - 1 et + 1 d’aprés 'inégalité de Schwarz.

-si on pose a;; = x; — x; et b;; = y; —y; = On trouve r le coefficient de Pearson.

-si on pose a;; = 1; —rj et bj; = s; — s; = On obtient le coefficient de Spearman.

-si on pose a;; = le signe (x; — z;) et b;; = le signe(y; — y;) = On trouve le coefficient 7 de
Kendall.

1.6 Matrice de covariance :

Lorsque 1'on observe les valeurs numériques de p variables sur n individus on se trouve en
présence d’un tableau X a n lignes et p colonnes.
x] est la valeur prise par la variable j sur le ™ individu.

Le tableau des données centrées Y s’obtient en utilisant 'opérateur de centrage :

11
A=1—-—
n
qui est une matrice de n x n de terme générale :

Avec 1 un vecteur de R" dont toutes les composantes sont égale a 1.
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1 1 o . .
a; =1—= a;=—: sii#
Alors on a bien :
Y = AX
La matrice des variances et covariances des p variables :
2
07 012 . O1p
2
UP
1 n
ou: op ==y alal — k7
i=1
Alors la matrice de covariance V est définie par :
1 !/
V==YY [3]
n

Exemple :

23

Le US Census Bureau recueille des statistiques comparant les différents 50 états. Le tableau
suivant montre le taux de pauvreté (% de la population en dessous du seuil de pauvreté) et
le taux de mortalité infantile pour 1 000 naissances vivantes) par état, le taux de crime, de

medecin ... etc. [5]

Les données pour les premiers états sont décrites dans la figure suivante :

Etats : pauvreté | Enfants | Pourcentage | Crimes | médecins | Les universités | chdmage revenu
morts deczblancs victimes
des
accidents
|Alabama 157 9 71 448 2182 181 22 50 42 666
|8 laska 8.4 6.9 70.6 =1=38 2285 163 273 6.7 68.460
\Arizona 147 6.4 B6.5 483 2097 169 251 55 50958
larkansas 17.3 85 80.8 529 203.4 1.96 18.8 5.1 38.815
Californie 133 50 76.6 523 2687 121 296 7.2 61021
Colorado 11.4 5.7 89.7 348 259.7 1.14 356 49 56.993
Connecticut | 9.3 6.2 84 3 256 3764 086 356 57 68585
Delaware 10 8.3 74.3 689 2509 1.23 275 4.8 57.989
Florida 132 73 798 723 2479 156 258 6.2 A7 778
Geargia 14.7 8.1 65.4 493 217.4 1.46 275 6.2 50.861
Hawaii 91 56 287 273 317 133 291 39 67.214
Idaho 12.6 6.8 94.6 239 168.8 16 24 49 47.576

On propose d’étudier la relation existant entre les variables suivantes :

blancs, crimes et médecin du tableau :

pauvrete  enfants blancs

pauvrete  8.19659 1.74500 13.98022

enfants 1.74500 1.630606 1.27409

blancs 13.98022 1.27409 277.94750

crimes 58.83863  86.33787  115.49318

medecins —94.39409 —33.79424 —316.28045

crimes

58.83864

86.33788

115.49318

28065.5378

—2670.75606  3067.93969

pauvreté, enfants, les

medecin

—94.394

—33.794242

—316.28045

—2670.75606
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1.7 Matrice de corrélation :

On appelle matrice de corrélation la matrice regroupant tous les coefficients de corrélation
linéaire entre les p variables prises deux a deux qu’on la note R

1 g2 - . T1p
T21 1
R=
1
En posant :
L 0
o1
1
a2
D =
0 1
Ip

la matrice diagonale des inverses des écarts types. On a :

R=D:VD: [3]
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Exemple :
On calcule la matrice de correlation des variables de I'exemple précédent :

pauvrete enfants  blancs crimes — medecin

pauvrete 1.00000 047731  0.29289  0.12267 —0.59525

enfant 047731  1.00000  0.05984  0.40358 —0.47779

blancs 0.29289  0.05984  1.00000  0.04135 —0.34250

crimes  0.12267  —0.40358 0.04135  1.00000 —0.28782

medecin  —0.59525 —0.47779 —0.34250 —0.28782 1.00000

Conclusion :
On remarque que les variables ne sont pas trés corrélées entre elles.

1.8 Tests sur la corrélation :

Le coefficient de corrélation mesure I'intensité de la relation existant entre deux variables X
et Y. le probléme posé est la significativité de ce coefficient qui peut étre vérifiée statistiquement
par le test des hypothéses suivantes :

Hy : pyy = 0 contre Hy : pyy # 0

1.8.1 coefficient de corrélation de Pearson :

test de significativité :
On sait bien que si dans une population deux variables ne sont pas corrélées leur coefficient de
corrélation n’est pas exactement 0,donc il faut déterminer si r,, est significativement différent
de 0.Pour cela il faut faire un test d’indépendance en procédant de la facon suivante :
Hy =1y, =0 absence de liaison entre X et Y.
Hy =1y, #0 oubien Hy =1, > ou ry <0
Le test étudié dans cette section est paramétrique .On suppose que les observations proviennent
d’un couple gaussien .
Sous Hj la statistique du test est définie par :

R
= —vn—2 [3
M [3]
T suit une loi de student a (n - 2) degrés de liberté avec R est le coefficient de corrélation
empirique.
Ce test a comme région critique au risque « :

D={|T|>Tig(n-2))

olt T1—a(n — 2) est le quantile d’ordre 1 — 5 de la loi de student & (n - 2) degrés de liberté.
Exemple numérique :
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Toujours avec les données numériques des 12 états :

Le coefficient de corrélation entre la pauvreté et le taux de mortalité des enfants vaut :r =
0.47731

On souhaite tester sa significativité au risque a = 0.05

Nous devons calculer les éléments suivants :

- La statistique du test : T = \/% (12 —2) = 1.71768

- Le seuil théorique au risque a est @ £g.g75(12—2) = 2.228

On accepte I'hypothése nulle car T' < t g75(12—2) donc il n’existe pas une liaison linéaire entre
les deux variables .

Test asymptotique :
Lorsque n est assez grand (n > 100) la loi de R suit approximativement une loi normale

N, ) 3

1.8.2 Signification d’un coefficient de corrélation partielle :

Dans le cas gaussien, la loi du coefficient de corrélation partielle est méme que celle d'un
coefficient de corrélation simple mais avec un degré de liberté diminué de d le nombre de va-
riables fixées.

Donc \/%W\/n — d — 2 suit une T{,,_q_2), ce qui permet de tester le caractére significatif d’une
liaison partielle.

Exemple numérique : |[6]

Sur 33 parcelles forestiéres on a observé 8 variables qui sont :

X1 | altitude (enm)

X5 | pente (en degré)

X3 | nombre de pins moyens dans une placette de 5 ares

X | hauteur de I'arbre échantillonné au centre de la placette

X5 | diamétre de cet arbre

Xs | note de densité du peuplement

X7 | orientation de la placette (1 : sud, 2 : autres

Xe | hauteur (en m) des arbres dominants

Nous cherchons a caractériser la liaison entre "’altitude” et "le nombre de pins", la variable de
controle est "la pente".
La matrice de corrélation est la suivante :

T X2 Zs3

r1 1.000 0.121 0.538

ry 0.121 1.000 0.322

z3 0.538 0.322 1.000

0.538 — (0.121)(0.322)
V1= (0.121)%,/1— (0.322)2

0.531

r$1$3,$2 -
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Au seuil a = 5% la valeur critique est :2.042
La valeur de la statistique t est :3.662
On a: 2.042 < 3.662 , donc la liaison est significative.

1.8.3 Test de significativité du coefficient de corrélation multiple :

Supposons que les n observations de Y vérifient les conditions de normalité et d’indépen-
dance des X* alors on a bien :

R* (n—p-1)
1—R? P

=Z(p,n—p—1) [3

Avec Z(p,n — p — 1) est une loi de fisher de (p,n - p - 1) degrés de liberté.

Remarque :
Si on pose p = 1 on trouve la loi de coefficient de corrélation linéaire.

1.8.4 Signification d’un coefficient de Spearman :

En présence d’un échantillon de n couple de rangs : (ry, 1), (72, S2), ..., (Tn, Sp) Obtenus, soit
par observation directe d’un couple de rangs (R, .S), soit par transformation en rangs des valeurs
d’un couple(X,Y) de valeurs réelles :

Lorsque n < 100, on se rapportera a la table du coefficient de corrélation de Spearman.

La région critique est Ry > k :

-Si Ry > k @il y a concordance de classements.

-Si Ry < —k : il y a discordance de classements.

Lorsque n > 100 , on admet que Ry , est distribué comme une normale N (0, \/%) et donc
il suffit de comparer R;v/n — 1 a la valeur critique lue dans une table de loi normale centrée
réduite.

Lorsque les observations proviennent d’un couple normal (X,Y)

de corrélation p et que ’on calcule r, a la place de r, si n est grand on a les relations approchées
suivantes :

ol

p = 2sin (%rs)

Exemple :

Supposons que nous examinons 10 pays. On désire savoir s’il existe une corrélation entre 'es-
pérance de vie et le produit intérieur brut (PIB) de ces pays.

En nous référant au CIA World Factbook nous obtenons la liste des 10 pays dont I’espérance
de vie est la plus élevée.
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Pays Espérance de vie | Rang
(en année) mondial

Macau 84.36 1
Andorre | 82,51 2
Japon 82,12 3
Singapour | 81,98 4
San Marino | 81,97 5
Hong Kong | 81,86 6
Australie 81.63 7
Canada 81,23 8
France 20,98 9
Suede 80,86 10

Nous devons maintenant utiliser les rangs concernant le PIB. Nous obtenons le tableau suivant
pour ces mémes 10 pays.

Pays PIB Rang Rang
($ US) | mondial | corrigé
Macau 30,000 | 44 10
Andorre 42,500 | 15 3
Japon 34,200 | 36 8
Singapour | 52,000 | 9 1
San Marino | 41,900 | 16 4
Hong Kong | 43,800 | 14 2
Australie 38,100 | 26 7
Canada 39,300 | 21 5
France 32,700 | 38 9
Suéde 38,500 | 23 6
nous obtenons donc le tableau suivant :

Pays Rang Rang |D D”

Mondial Corrigé | (Différence (Différence au carré

(Espérance | (PIB) | entre les deux | entre les deux

de vie) rangs) rangs)
Macau 1 10 -9 81
Andorre 3 -1 1
Japon 3 8 -5 25
Singapour |4 1 +3 9
San 5 4 +1 1
Marino
Hong 6 2 +4 16
Kong
Australie 7 7 0 0
Canada 8 5 +3 9
France 9 9 0 0
Suede 10 6 +4 16
Total 0 158

On a:
n
6> d;
=0
rs =1 n(n? — 1) 0,0424

Au risque @ = 5, la valeur critique, d’apreés la table du coefficient de corrélation de Spearman,
est :

k= 0,648
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On a ry < k donc il y a discordance de classements.

1.8.5 Signification du coefficient de Kendall :

Dés que n > 8, et plus siirement lorsque n > 10 nous pouvons nous appuyer sur la normalité
asymptotique de 7 sous 'hypothése d’indépendance de X et Y.
Le test de significativité repose alors sur la statistique :

n(n —1)

U=3r
" n(2n +5)

[3]

Sous Hy (T =0) U ~ N(0,1)

La région critique du test pour un risque « s’écrit :
| U |> Ul_%

Exemple :
Mettons en relation la taille et le poids de 8 personnes, les données sont triées selon la taille de
la personne.

Taille Poids
1 1.496 67.585 | 67.585
2 1.500 58.068 | -1 58.068
3 1.539 55.000 |-1 -1 55.000
4 1.542 71.668 | +1 +1 +1 71.668
5 1.543 58.060 | -1 -1 +1 -1 58.060
6 1.557 61.689 | -1 +1 +1 -1 +1 61.689
7 1.577 70.060 | +1 +1 +1 -1 +1 +1 70.060
8 1.621 68.039 | +1 +1 +1 -1 +1 +1 -1
Somme -1 +2 +5 -4 +3 +2 -1

Ona:r=0214 et U =0.741
Pour un risque o = 5% ,le seuil critique du test est : Uy g75 = 1, 96.
Donc il n y a pas de liaison significative entre les deux classements.



Chapitre 2

Analyse en composantes principales

Une ACP est une étude exploratoire appliquée & un tableau de données ot on cherche les
ressemblances entre les individus et les liaisons entre les variables en résumant I’ensemble des
variables par un petit nombre de variables synthétiques appelées composantes principales.

2.1 Tableau des données et espace associée :

2.1.1 Tableau des données :

Les observations de p variables sur n individus sont rassemblées en un tableau rectangulaire
X a n lignes et p colonnes :

D D C AN €
€1
€2
e| . . .
en

Avec :

L’individu e; : élément de RP.

La variable X/ : élément de R™.
J

x; : est la valeur prise par la variable j sur 'individu 1.

En générale on note :

30
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J
|
J
L3
X7 = pour la variable et el = (z}, 22,23, .,.,.,2%) pour I'individu.
xj

n

Si p = 3 on peut représenter les individus mais lorsque la dimension est plus grande que 3,
il est impossible de les visualiser.
Dans ce cas, on cherche une représentation des n individus ey, es, ., ., €, dans un sous espace F},
de RP de dimension k et c’est le principe d’une ACP.

Autrement dit on cherche a définir k nouvelles variables combinaisons linéaires de p variables
initiales et qui nous ferons perdre le moindre
d’information possible.

C) = CLqu -+ GQZXQ + ang?’ + o -+ aplXp

- Les (] sont appelées composantes principales.

- Les axes qu’elles déterminent sont appelés axes principaux.

- Les formes linéaires associées sont appelées facteurs principaux.
Remarque :

Les a;;. représentent les éléments du vecteur propre associé a Cj.

Matrice poids :

Dans la plupart des cas, les individus jouent le méme role. Nous nous sommes situés impli-
citement dans cette situation,en affectant le méme poids a chaque individu. Par commodité, on
choisit ces poids tels que la masse totale de ces individus soit égale a 1 : a chaque individu on
associe alors le poids %

Or pour certaines applications on travaille avec des poids p; éventuellement différents d’un
individu & l'autre, ils sont regroupés dans une matrice
diagonale D :

P1 0 . 0
0 p2
D=
0 . . py

Etona: D =217 dans le cas ou les poids sont égaux.

T n
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Point moyen (centre de gravité) :
Le vecteur g des moyennes arithmétiques de chaque variable
gt: (X17X27"'7Xp) [3]

définit le point moyen, ou centre de gravité du nuage.

Avec :
n 1 n
vk o_ k_ k
X' = E PiT; = — E x;
n
i=1 i=1

Alors on aura :
g=X'D1,

avec 1, un vecteur de R" dont toutes les composantes sont égales a 1.
Soit Y le tableau des variables aléatoires centrées avec : yF =z — Xk

Donc :

Y = X-1,4'
— X -1,1'DX
— (I-D)X

Matrice de variance-covariance et matrice de corrélation :

D’aprés ce qu’on a vu dans le chapitre précédent, la matrice de variance-covariance d’un

tableau centré Y est définie par :

v=lyty
n

On peut écrire V sous la forme suivante :

V=X'DX — g¢' = Y'DY | [3]

En effet :

V = Y'DY = (X — 1,¢")'D(X — 1,4
= (X' —g1)D(X — 1,9
= X'DX — X'Dl,g' — 91! DX + g1% D1,.¢"
= X'Dz — gg' — g9' + g4
= X'DX — g¢*

Cette matrice est celle qu’on utilise pour les calculs numériques.
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On note D1 la matrice diagonale des inverses des écarts types.

L 9 0

S1

0 L
D, = >

o . . X

Sp
Ainsi on définit le tableau des données centrées réduites par Z tel que :

x] — XI

Sj

2 =
donc :

Z=YD:

Ainsi cette matrice va définir la matrice de corrélation R

R=7'DZ = D1V D:

2.1.2 Espace des individus :

Un individu est représenté comme un point de ’espace vectoriel a p dimension noté RP,
dont chaque dimension représente une variable.
L’ensemble des individus constitue un nuage de point dans R? .

Cet espace est muni d’une structure euclidienne afin de pouvoir définir des distances entre
individus.

La métrique :

Comment mesurer la distance entre deux individus?
Soient A(z4,ya) et B(zp,yp) deux points dans R

L ]
C
I
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Pour mesurer la distance entre ces deux points on utilise la formule
de Pythagore :

d(A,B) = /(x5 — 24)2 + (yp — ya)?

En généralisant a p dimension, on a : .
Notons :

_ (]l 22 .3 p
e = (x), i, x3, ..., a%)

ej = (;z;},x?,x?, ...,x?)
P(ese5) = (z; —x))” + (27 —23)” + () —23)” + ... + (2} — af)?
(k2
k=1

Remarque :

- Pour avoir la méme unité on remplace les données par des données centrées réduites (on
travaille avec le tableau Z au lieu de X)

- La formule de Pythagore n’est valable que si les individus sont représentés dans un repére
orthonormé or ceci n’est pas vrai en réalité, pour remédier a ce probléme on va utiliser une
formule générale.

On munit notre espace des individus par un produit scalaire associé¢ a la métrique M qui
est une matrice de taille p symétrique et définie positive et on définit la distance entre deux
individus par :

d*(ei,ej) = (ei—e;)'M(e; — ¢j)
= (& —ej,ei—€j)u

En théorie cette métrique dépend de l'utilisateur mais en pratique M = [
ce qui revient & utiliser le produit scalaire canonique or dans tous les logiciels la métrique prise
par défaut est : D 1

5 0 0
1
0 3

@)
’Umwl =
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Inertie-Inertie totale :

On définit l'inertie totale d’'un nuage de points par la moyenne pondérée des carrés des
distances des points (e;)1<i<n, du centre de gravité :

I, = Y pid*(ei,g)
i1

= 2 pillei — gl
i=1

avec p; sont les poids des individus.
Remarque :
L’inertie dans un point a est définie par :

pid2 (61‘, a)

-

s
Il
—

1, =
3]
pile; —a)'M(e; — a)

I

@
I
—

Sig=0
I, = Zpie;Mei = trace(MV)
i=1

En effet : p;e;Me; étant un scalaire et grace a la commutativité :
n
Ig = Zpl-e;Mei
i=1

= Me;p;e!
Z ’Lpl 7

i=1

= trace(MX'DX)

= trace(MV)

Remarque :
-SiM=1,ona: I,=trace(V) avec:

S2 Sy, .. Sy
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p

R 2

donc on a bien : I, =" S;
i=1

Si les données sont centrées réduites I, =1+1...4+1=p
-Si M = D
S

trace(MV) = trace(D1 V)
S
= trace(DiVDy1)
S S

= trace(R)=p

L’inertie est donc égale au nombre de variables et ne dépend pas de leurs valeurs pour des
variables centrées réduites.

2.1.3 Espace des variables :

Chaque variable X7 est en fait une liste de n valeurs numériques. Pour étudier I’ approximité
des variables entre elles il faut munir cet espace d’'une métrique c¢’est-a-dire trouver une matrice
d’ordre n définie positive
et symétrique.

Sans hésitation le choix se porte sur la matrice diagonale des poids .
Par conséquent on a :

(X, X%) = > padat
=1
— (XI)'D(X*)
= COV(XI,X¥)

= S

Donc le produit scalaire représente la covariance des variables centrées.
De plus :
J)2 — g2 J — Q.
1XNp =55 = [1X7]p = 5;

Donc la longueur d’une variable est donnée par son écart type.
[’angle entre deux variables est donné par :

i ovky _ (X9 X
cos(X7, X") = cosbj = TR
_ Sjk
~ 55

On remarque que le coefficient de corrélation linéaire n’est autre que le cosinus d’angle entre
les deux variables.
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2.2 ACP et éléments principaux :

Considérons un axe (A) dans 'espace des individus engendré par
un vecteur unitaire @ et projetons les individus sur cet axe .

x &
I
|
|
I
|
|

La liste des coordonnées C; des individus sur (A) forment une nouvelle variable.
C; = (e;,a)y = etMa = a'Me;, la liste ¢y,ca,.. définit par :

p
XMa=Xu=Y X
j=1

En posant u = Ma

2.2.1 Méthode de ’ACP :

Le principe de la méthode est d’obtenir une représentation approchée du nuage des n indi-
vidus dans un sous-espace de dimension faible .

Le critére de choix de 'espace de projection s’effectue tel que 'inertie totale de nuage projeté
sur le sous espace F}, soit maximale.

Soit P un projecteur m-orthogonale sur le sous espace Fj, donc le nuage projeté associé au
tableau sera donnée par : X P!

La matrice de variance de tableau X P! pour les variables centrées sera donnée par :

(XP)'D(XP!Y) = PX'DXP!

= PVP!
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Le probléeme est de trouver un projecteur qui va maximiser l'inertie totale du nuage projeté
donc la trace de la variance.
En effet :

inertie totale = trace(PVP'M)
= trace(PVMP)
= trace(V M P?)

= trace(VMP)

Donc on cherche un projecteur P M-orthogonale de rang k maximisant la trace(VMP) ce qui
détermine notre sous espace Fj.

2.2.2 Eléments principaux :
Axes principaux :

On cherche la droite de RP passant par g maximisant 'inertie de nuage projeté sur elle.
Soit a un vecteur, le projecteur M-orthogonale sur la droite portant a est définie par :

P =a(a'Ma)*a'M

En remplagant le projecteur P par sa formule dans la définition de l'inertie totale, on obtient :
trace(VMP) = trace(VMa(a'Ma) " a' M)
= —trace(VMaa' M)

= —trace(a’ MV Ma)

atMV Ma
atMa

La matrice MVM est appelée matrice d’inertie du nuage, elle définit la forme quadratique de
I'inertie qui & tous vecteur a M-1 normé(i.e a est M-normé de 1) associé l'inertie projeté sur
I’axe définie par a.

Cette matrice se confond avec la matrice de variance covariance

si et seulement si M =1

Pour obtenir le maximum il suffit donc que la dérivée de la trace par rapport a a s’annule

L(trace(VMP)) = 4 (SMVMa)

da atMa

(2MV Ma)(a*Ma)—(2Ma)(a* MV Ma)
(atMa)?

donc
atMV Ma

MV Ma = ( —Ma

JMa



2.2. ACP ET ELEMENTS PRINCIPAUX : 39

__ at!MVMa
On pose A= “ 77

En prend VMa = Aa a est un vecteur propre de VM avec M matrice réguliére et \ est la
plus grande valeur propre associé & la matrice VM.

- Le premier axe est celui qui aura la plus grande valeur propre \;

- Le deuxiéme axe sera celui de la deuxiéme valeur propre et ainsi de suite .

Facteurs principaux :

A Paxe a est associée la forme linéaire u = Ma avec u € RP*(dual deRP)

u est dit facteur principale
Puisque a est vecteur propre de VM :

VMa=Ma= MVMa= AMa

donc :

Donc on remarque que les facteurs principaux sont les vecteurs propres de la matrice MV. De
plus ils sont M ~!-normé et de norme 1 (u!M 1y = 1)

Composantes principales :

Les composantes principales sont les variables C; définies par les facteurs principaux

Cl = Xul

Cy = X' +upX? +us XP + L uy XP

C1 est le vecteur renfermant les cordonnées des projections des individus
sur 'axe 1.

De plus : VAR(C)) = X
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En effet :

VAR(C) = C'DC
= W X'DXu

= u'Vu

Donc la variance de la composante principal est égale a l'inertie apportée par I’axe principale
qui lui associé.
Résumé :

1. Axes principaux a : VMa = Aa (M-orthogonale)
2. Facteur principaux u : MVu = Au (M~ '-orthogonale)
3. Composantes principales C: C = Xu ouu= Ma

Remarque :

Les composantes principales C sont les vecteurs propres de la matrice X M X'D.
En effet :

MVu=u= MX'DXu= \u

En multipliant les deux cotés par X on obtient :

XMX'DXu = Xu= XMX'DC = \C

En pratique ,on calcule u en diagonalisant la matrice MV puis on détermine les composantes
principales C avec C' = Xu

Le choix de la métrique est toujours délicat en générale : M = DS%

or en pratique on va travailler avec un tableau centré réduit 7Z ce qui implique que M = I et
donc la matrice de variance covariance ne sera d’autre que la matrice de corrélation R.

Les facteurs principaux seront tous simplement rangés selon 'ordre décroissant des valeurs
propres.

Ainsi la premiére composante principale C' = Zu sera une combinaison linéaire des centrés
réduites ayant une variance maximale.

2.3 Interprétation et qualité de représentation :

Les axes factoriels fournissent des images approchées d’un nuage de points. Il est donc
nécessaire de mesurer la qualité de I'approximation, tant pour chacun des points que pour
I’ensemble du nuage.



2.3. INTERPRETATION ET QUALITE DE REPRESENTATION : 41

L’ ACP construit de nouvelles variables dites artificielles, et des représentations graphiques
permettant de visualiser les relations entre les variables, ainsi que I'existence d’éventuels groupes
d’individus et ceux de variables.

2.3.1 Qualité des représentations sur les plans principaux :

Dans une ACP on cherche une représentation des individus dans un espace de dimension
réduite et qui nous fera perdre le moindre d’information possible.
le critére du pourcentage d’inertie totale expliquée permet de déterminer nombre d’axes retenus.
En effet, on calcule :

MAXF o+ X M+ At Ny

Si par exemple
axes principaux.

’\1;“—’\2 = 0.9, le nuage de point sera représentés dans le plan des deux premiers
g

2.3.2 Contribution apportée par les individus :

Si O est trés corrélée avec X7 cela veut dire que les individus ayant une forte coordonnée
positive sur le premier axe sont caractérisés par une valeur de X’ nettement supérieur a la
moyenne donc il est trés utile de calculer pour chaque axe la contribution apportée par les
divers individus .

yeEme

Considérons la [“™¢ composante pour le ¢

n

2
g PZ-CZZ- =X\
i=1

La contribution de chaque individu i & la composante ¢

sera définie par : CTR(i) = % 3]

individu notée ¢; on aura :

L’individu qui contribue le plus a la formation d’un axe sera l'individu ou les individus qui
auront les plus fortes coordonnées Ainsi on définit la variable cos?6 qui est le cosinus de I’angle
formé entre ’axe principale et le vecteur reliant le centre de gravité au point, il nous donne la
qualité de représentation du point par rapport a ’axe .

On note par QLT la qualité de représentation de I'individu sur le plan

QLT = cos®0; + cos*0y [3]

Alors sur un plan un individu sera bien représenté si QLT sera forte .

2.3.3 Choix de la dimension :

Le principal intérét de ’ACP consiste a réduire la dimension de I'espace des individus, on
cherche alors la dimension de notre nouvel espace d’individu et pour cela on a les deux critéres
suivants :

1-Critére théorique :
Ils consiste a faire un test de significativité sur les valeurs propres c’est a dire les valeurs propres
sont elles significativement différentes entre elles a partir d’un certain rang ?
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On fait I’hypotheése que les n individus proviennent d’un tirage aléatoire dans une population
gaussienne. On a alors :

HO : )\kJrl == )\k+2 = ... = )‘p

Sous Hy, on admet que :

2p+11
6

¢=(n— ><p—k>ln<§> 3]

suit un loi de x? de degré de liberté (”_k”é&,

ol a représente la moyenne arithmétique des k-p valeurs propres et g leur moyenne géométrique.

Si ¢ est trés grand on rejetera ’hypothése d’égalité des k-p valeurs propres et si Hy est vrai
on garde les premiéres valeurs propres.
Remarque :
Ce critére n’est applicable que sur des matrices de corrélation dans le cas gaussien, en pratique
il ne pourrait étre utilisé qu’a titre indicatif.

2-Critéres empiriques :
Ce sont les critéres qu’on applique en réalité et les plus connus sont ceux de Kaiser et de Cattel.
Critére de Kaiser :
on ne retient que les axes dont I'inertie(la valeur propre) est supérieure a I'inertie moyenne %’ .
Dans le cas d’'une ACP normée on ne retiendra que les axes associés a des valeurs propres
supérieures & 1( %’ =1).

scree plot
8]
- |
S o |
E o™
=% —
5 © °
2 -
4] \
© _
o
. —] o —0
< | | | | |
1 2 3 4 5

composantes

Critére de Cattel(critére du coude) :

Il est basé sur le graphique scree plot qui représente en abscisse les composantes et en ordonnée
les valeurs propres. Sur ce praphique des valeurs propres, on observe un décrochement (coude)
suivi d’une décroissance réguliére. On sélectionne les axes avant le décrochement.
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A

_~ Coude
p

Vbt proprs

HNumero de composant

En pratique, on calcule : € = A\; — Ay ;69 = Ay — A3....
Ensuite on détermine les différences secondes 01 = €1 — €9,00 = €5 — €3....
et on retient les valeurs propres \i, ...\ telles que les différences secondes soient positives.

2.3.4 Interprétation interne :

Pour donner une signification & la composante principale il faut la relier aux variables
initiales X7 ,en calculant le coefficient de corrélation r(C, X7) est on s’intéresse au plus fort
coefficient en valeur absolue.

Or r(C,X7)=r(C,2727) = % avec Z7 sont centrés réduites.
ZJ

Or Var(C) =X = Sc=+V)\
Donc on a bien :

C'DZi
VA

Or C' = Zu avec u le facteur principal associé a C et vecteur propre de R matrice de corrélation
associé a la valeur propre A
Donc :

r(C, X7) =r(C,Z7) =

r(C,Z7) = LCtDzd

avec (Z7)'DZ%u est la j¥™° composante de Ru.
Ces calculs s’effectuent pour chaque composante principale et pour un couple de composantes
principales C et Cy on représente ces corrélations sur un cercle appelé cercle de corrélation.
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r(x!,e2)

L g?

Chaque variable X7 est représenté par Pabscisse r(X7, C1)
et Pordonné (X7, C?)

On remarque que X, X, Xzest corrélé positivement avec C' |, X4, X5 anticorrélé cet axe et

X, X7, Xgnon corrélé avec C*.

Remarque :
Si toute les variables sont corrélées positivement entre elles alors la premiére composante prin-

cipale définit un facteur de taille.

2.4 Exemple

Ci-dessous, un tableau de notes attribuées a 9 sujets dans 5 matiéres.

Sujet Math Sciences Francais Latin Musique
Jean 6 6 5 5.5 &
Aline 8 8 8 8 9
Annie 6 7 11 9.5 11
Monique 14,5 14,5 15,5 15 &
Didier 14 14 12 12 10
André 11 10 3.5 7 13
Pierre 3.5 7 14 11.5 10
Brigitte 13 12,5 8.5 9.5 12
Evelyne 9 95 12,5 12 18

On applique une ACP sur les donnée du tableau a 'aide du logiciel R .

1- On fait entrer les données da la facon suivante :
> math<-c(6,8,6,14.5,14,11,5.5,13,9)
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> latin<-¢(5.5,9,9.5,15,12,7,11.5,9.5,12)

> science<-¢(6,8,7,14.5,14,10,7,12.5,9.5)

> francais<-c(5,8,11,15.5,12,5.5,14,8.5,12.5)

> musique<-c(8,9,11,8,10,13,10,12,18)

> donnée<-data.frame(math,science,francais,latin,musique)
> donnée

2- On applique notre ACP en utilisant le package FactoMineR :
library (FactoMineR) # pour charger le package
donnée.acp<-PCA (donnée) # les variables sont centré réduite par défaut et les données
graphiques sont affichées directement.

3-On calcule les valeurs propres par la commande donnée.acp$eig

Valeurs Pourcentage % | Pourcentage cumule |
propres

1 2,8485 56,97 56,97

2 1,1503 23,00 79,97

3 0,9886 19,77 99,74

4 0,0118 0,24 99,98

5 0,0008 0,02 100

4-On fait un "scree plot" qui est le graphique des éboulis des valeurs propres de la facon sui-
vates :

plot(donnée.acp$eig[,1],type="b",ylab="valeurs propres",xlab="composantes"
JJwd=>5,main="scree plot")

abline(h=1,col="blue",lwd=2)

scree plot
-
2 _|
i (o]
5 &
| .
=¥ |
2 -
o B \
=
(o]
— e
e | | [ | %

composantes

barplot(donnée.acp$eig|,2],ylab="% inertie" ,xlab="Composantes",
names.arg—=round(donnée.acp$eig|,2],2))
title("Eboulis des valeurs propres")
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Eboulis des valeurs propres

50

40
|

% inertie
30
|

20

10

56.97 23.01 19.77 0.24 0.02

Composantes

L’inertie totale est répartie selon 5 valeurs propres, on ne va considérer que deux composantes
car l'inertie cumulé sera 79.97

Avec le FactoMineR, on obtient tous les tableaux de résultats sur les variables en tapant la
commande donnée.acp$var et qui se résume dans le tableau suivant :

var QLT | F1 CO2 CTR F2 COo2 CTR
math 0.98 | 0.81 0.65 22.78 | -0.58 0.33 29.09
science | 0.99 | 0.9 0.8 28.20 | -0.43 0.19 16.45
francais | 0.96 | 0.76  0.57 20.16 | 0.62 0.39 33.08
latin 098 | 091 0.81 28.73 | 0.41 0.17 14.39
musique | 0.08 | 0.05 0.01 0.10 | 0.27 0.07 6.18

De méme pour les individus en utilisant la commande
donnée.acp$ind on a le tableau suivant :

ind QLT F1 COo2 CTR F2 COo2 CTR
Jean 093 | -2.82 0.88 31.04 | -0.67 0.05 4.32
Aline 0.74 | -1.09 0.72 464 | -0.18 0.02 0.32
Annie 095 | -1.04 0.5 4,23 1.02 0.47 9.95
Monique | 0.88 3.13 0.88 38.23 | -0.03 0.00 0.08
Didier 0.99 1.94 0.85 14,77 | -0.78 0.14 5.87
Andreé 0.70 | -0.29 0.26 3.8 -1.29 0.44 16.18
Pierre 0.84 | -0.34 0.03 0.45 1.79 0.81 31.07
Brigitte 0.81 0.61 0.17 1.46 | -1.18 0.64 13.55
Evelyne 0.34 | 0.59 0.05 1.37 1.39 0.29 18.65

On remarque que "Didier" est bien représenté sur le plan avec une qualité de représentation
égale a :

QLT (Didier) = 0.85 + 0.14 = 0.99
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par contre "Evelyne" est trés mal représenté (QLT(Evelyne) = 0.34).

Le package FactoMineR nous fournit directement la représentation
des variables et des individus sur le plan factoriel en tapant
donnée.acp<-PCA (donnée).

C2

0.0 05 1.0 1.5

-1.0

individus
Piere
B Evelyne
— Ammie
Alne Vomque
Jewn Didker
| | Ariré Brigitte |
-4 -2 0 2
C1
Variables factor map (PCA)
D_ ] T
| francais
- 9 | : Nmss
X o o latin
— musique
<
S T s
™ i
E | science
(] o 1
' i math
= |
N i

I I
-1.0 -0.5

Dim 1 (56.97%)
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Interprétation des résultats :
Individus :
axe2 :
On remarque que Monique et Didier sont en opposition avec Aline et Jean. En effet, si on
observe dans le tableau des données les notes de ces éléves on trouve que Monique et Didier
ont eu les meilleurs notes tandis que Jean et Aline ont eu des résultats trés faibles.
axel :
André et Brigitte sont en opposition avec Evelyne et Pierre. En effet les deux étudiants André
et Brigitte ont presque le méme niveau, ils maitrisent les matiéres scientifique plus que les
autre matiéres ce qui n’est pas vrai pour Evelyne et Pierre qui travaillent beaucoup plus dans
les matiéres de littératures.

Pour les deux axes, Annie est toujours en opposition avec les bons éléves et d’aprés le graphe
on remarque aussi qu’il est littéraire plus que scientifique (il est proche de Evelyne et Piére).
Variables :
axel :
on voit que les variables sont corrélées positivement et assez fortement entre elles, plus un éléve
obtient de bonnes notes dans une des matiéres plus il a une coordonnée importante sur ’axe 1.
axe2 :

La variable musique n’est pas bien représentée, I’axe 2 oppose les matiéres littéraires aux ma-
tiéres scientifiques.



Chapitre 3

Analyse factorielle des correspondances

A Torigine, I’analyse factorielle des correspondances (AFC) a été congue pour étudier des
tableaux appelés couramment tableaux de contingence.
Il s’agit de tableaux d’effectifs obtenus en croisant les modalités de deux variables qualitatives
définies sur une méme population de n individus et il permet d’exprimer la liaison entre ces
deux variables .

3.1 Tableau de contingence et nuages associés :

Soient deux variables qualitatives X et Y, comportant respectivement p et q modalités. On
observe les valeurs de ces variables sur une population et on dispose d’un tableau de contingence
N a p lignes et q colonnes donnant les effectifs conjoints c’est-a-dire les effectifs observés pour
chaque combinaison de la modalité i de X et de la modalité j de Y.

y Vi Vi Vq
X
X1 Nip - N3j - Nig Ny
Xi Niy - Njj — Nig nj.
Xp Ap1 Apj Npg Ap.
ns . n, aen N g n

Soit N la matrice des effectifs :

nipy N2 . . Nig

N1 . - Ny
N =

Npt Mp2 Npg

49
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Les n; et les n; s’appellent respectivement marges en lignes et marges en colonnes et ils
sont calculées comme suit :
n; = E nij
J

nj = E i
7

3.1.1 Représentation des profiles associés & un tableau de contin-
gence :

Tableau des profils-lignes :

On appelle tableau des profils-lignes le tableau des fréquences
conditionnelles Z—j .
Ainsi ce tableau est définie par : D7'N [3]

avec .
N1 MNi2 Niq ni. 0
N2t Nag 0 Na. 0
et D1 ns. 0
Np1  Np2 Npq 0 np.

Tableau des profils-colonnes :

On appelle tableau des profils-colonnes le tableau des fréquences
conditionnelles = .
-J
Ainsi ce tableau est définie par : ND; ' [3]

avec .
n1 0
0 no 0
D2 = ns 0
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On appelle profil marginale ligne (resp profil marginale colonne) les quantités 2 (resp =<

).

I’écriture matricielle sera alors : 21

=L (resp %)

Centre de gravité des deux profils :

les profils lignes forment un nuage de p points dans R?. Le centre de gravité de ce nuage
est donné par :

%1 Pa
% D2
1 —1 /
g =—(Dy N)Dyl= =
n .
S Pq

Ainsi le centre de gravité de nuage des profils colonnes est définie par :

S P1.
% Pa.
1 —1 a7\’
go=—(Dy'N'YDoL = | | | =
e Dp.

3.1.2 La métrique de y :

Comment mesurer la dispersion de ces nuages de profils ?
Autrement dit, quelle métrique choisir dans chacun des espaces pour obtenir une bonne analyse ?

La distance entre deux profils lignes :

Pour calculer la distance entre deux profils lignes i et i’ on utilise
la formule suivante :

q
2 (oo no (M Miy2
Gl ) = 255G =) B




52 CHAPITRE 3. ANALYSE FACTORIELLE DES CORRESPONDANCES

1l s’agit donc de la métrique diagonale nD; !

La distance entre deux profils colonnes :

Par analogie, on définit la distance entre deux profils colonnes j et j’ par :

(), f) = 3o a2 — 2| 3

Ici on a utilisé la matrice nD;!

L’inertie totale :

L’inertie totale du nuage de point est donnée par la formule suivante :

on a aussi :
¢ ZZ 2 (i, 1) Z - (=2 - =2)? [3]
- n] nl n

Remarque :
le nuage des points profils lignes est dans un sous espace appelé W .
Le vecteur Og; est orthogonal & ce sous espace au sens de la métrique du x?

En effet soit x un élément de W, :

(x — g)'nD3 " g1 = (Ogi, gix)y2 = 0
car

nDy'g = (1,1,1,1,..,1)

Et pour tout élément de Wiy ona: 2’1 =1 donc g1 =1

Alors [|gif[}. = gi1 =1
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3.2 La liaison entre deux variables qualitatives :

Lorsque tous les profils-lignes sont identiques c’est a dire Vj on a :

ny o M2 T

ny. N, T,

on peut parler d’indépendance entre les deux variables X et Y.

On remarque aussi que :
p
Z N (nz) .
=1
Ce qui entraine que dans le cas d’indépendance on a :
n;.n.;
nij = —
n
nin.j

On appelle ( Ji<i<pi<j<q le tableau d’indépendance.

n

3.2.1 Caractére significatif de 1’écart & I’indépendance :

Lorsque on étudie un tableau de contingence, c’est-a-dire une population de n individus a
travers de deux variables qualitatives, il est classique de mesurer le caractére significatif de la
liaison entre ces deux variables & 1'aide de la statistique y2. Appliquée & un tableau d’effectifs,
cette statistique mesure I’écart entre les effectifs observés et les effectifs théoriques.

Le test de x? permet de s’assurer du caractére significatif de cette
liaison.La démarche du test est la suivante :
Soient X et Y deux variables qualitatives :
Hy : X et Y sont indépendantes
H, : X et Y ne sont pas indépendantes
Sous Hj la statistique du test est définie par :

P q L nimnN2
Xialcul = Z Z % [3]

i=1 j=1

Ce test a comme région critique au risque a = 0.05 :

D = {|X§alcul| > X%p—l)(q_l)}

3.3 Analyse en composantes principales des nuages de points :

L’analyse factorielle des correspondances est définie comme étant
le résultat d’une double ACP des deux profils qui sont en dualité.
-Profils lignes :

-Le tableau de données : X = D;'N.

- La métrique : m = nD;"

- La matrice de poids : D = %
-Profils colonnes :

-Le tableau de données : X = D, N*.
- La métrique : m = nD;*
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Do

T on

- La matrice de poids : D

On a aussi besoin de centre de gravité g = X'D1 et de la matrice de variance covariance :

V=X'DX — g¢'

3.3.1 ACP non centrées et facteur trivial :

Le vecteur Og est orthogonal au support de ce nuage donc g est dit
facteur principal ou trivial autrement dit g est un vecteur propre associé¢ a Vm avec A = 0

Du point de vue technique, on peut montrer qu’il n’est pas nécessaire de centrer explicite-
ment le nuage de point avant de ’analyser. En effet, mis a part le premier facteur, ’analyse du
nuage par rapport a O sans centrage conduit aux mémes facteurs que ’analyse du nuage centré
c’est le but de ce paragraphe.

Les vecteurs propres de Vm sont les méme que X!DXm et avec les méme valeurs propres
sauf pour g qui aura pour valeur propre A = 1
En effet

pour g :
X'DXmg = Vmg+ ggimg
= 0+ gllgliz

C e qui implique que A =1
D’autre part on a pour tout vecteur u tel que u L g

X'DXmu = Vmu+ gg'mu
= Au+g(g,u),e

= A\u

On remarque qu’on a les mémes valeurs propres donc il est inutile de centrer les tableaux des
profils, on effectuera donc des ACP non centrées et on éliminera la valeur propre A = 1 associée
au facteur principale g car elle est maximale.
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3.3.2 Calcul de ’ACP non centrées des nuages de points :
L’ACP pour profils lignes :

Facteurs principaux :
Ce sont les vecteurs propres de la matrice mX!DX et on a :

mX'DX = (nD;l)(Dle)t%(Dle)
= D;'N'D{'N
Alors pour tout facteur principal u; on a :

Dy'N'D Nuy, = Ay,

Composantes principales :
Ce sont les vecteurs propres de la matrice XmX'D
avec :  XmX'D = D;*ND;'N?
En effet, on associe au facteur u; la composante a; tel que :

ap = Xuk = Dleuk
Donc :

XmX'Da, = D;{'ND,'Nta

= D;{'N D;'N'D{*Nu,

Aug

= A\pag

Les composantes principales a; sont normalisées par :
1 p
A= atDla = — E ni.(ai)z
n
1=

L’ACP pour profils colonnes :

Facteurs principaux :
Ce sont les vecteurs propres de la matrice D7'ND;'N?
Composantes principales :
Les composantes principales by, sont les vecteurs propres de la matrice Dy ' N*D'N et ils sont
normalisées par :

1 q
A=0'Dab= =3 n(b)* [3
j=1

Remarques :
1-Les composantes principales représentent les cordonnées factorielles des points représentatifs



56 CHAPITRE 3. ANALYSE FACTORIELLE DES CORRESPONDANCES

des profiles lignes ou colonnes donc ces cordonnées

s’obtiennent en cherchant les vecteurs propres des produits des deux tableaux D;'N et Dy ' N*
dans un ordre ou 'autre.

2-Le cercle de corrélation n’ayant aucun intérét ici car les variables sont qualitatives et par
conséquent l'interprétation repose sur les contributions c’est le but du paragraphe qui va suivre.

La contribution :
La contribution totale est donnée par :

A= 2> ==Y b 3

Ainsi on définit la contribution du profil ligne i & l'inertie par :

S

CTR(i) = =, <“;>2 3]

La contribution du profil colonnes j est :

)

CTR(j) = =, (b;) 1

En pratique on considére les catégories ayant la plus forte contribution pour cela on a le
critére qui consiste a retenir CTR(i) > %= [3]

3.3.3 Les formules de transition :

On cherche une relation entre les vecteurs a; et by afin d’éviter la diagonalisation de deux
matrices .
évidement on va choisir la plus petite matrice.
Par exemple on suppose que p < ¢ alors on va diagonaliser
la matrice D;'ND;* Nt  qui posséde a comme vecteur propre donc on a :

Di'ND;'Nta = Ma (x)
On multiplie les deux cotés par Dy ' N
D;'N'D*ND;'N'a = AD;*N'a
On pose b = Dy ' Nta (b vecteur propre de la matrice D; ' N*D;'N)
Dy'N'D'Nb = \b

autrement dit b = kD, N*a. On cherche maintenant a déterminer la valeur de k.
On sait que : A = b'22p  (condition de normalisation) donc on a bien :

A = ka'ND;'22kD;'N'a

2 _
= E4d'ND;'N'a
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Or d’aprés (*) on a: NDy;'Nta = \D; .
Par conséquent on obtient A?k%a'2la = X avec A = a'Lla.
Ce qui implique que :
1
PAx=1=k=—
VA
Donc on a bien :

1
b = ﬁDQthCL

De méme pour a :

1
a=—D7'Nb
VAl

3.3.4 La décomposition de l’inertie :

On définit l'inertie totale par :
=D N
k=1

Avec n = min(p — 1,q — 1) car il y a au plus min(p — 1, ¢ — 1) valeurs propres.
Ainsi les pourcentages d’inertie sont donnés par : 2—’5 [3]

3.3.5 Formule de reconstitution :

Soient X le tableau des profils lignes.
¢ le vecteur des coordonnées des lignes sur I’ axe n°k.

57

u; facteur principal identique au vecteur des coordonnées des colonnes sur 'axe k divisé par

VAL
La matrice :M = nD;l.
On a :

Xuk = Cr.

En multipliant les deux membres par uj M ! et en sommant sur k :

X Zuku;M_l = Z e M1

k=1 k=1

Or > upuj, M~ =TI car les uy sont M~'-normés.
k=1
Ce qui implique que :

X = Z crup M1

k=1

Alors on a :
k bk

g a; 05 ny
2
On fait sortir la valeur propre trivial A = 1 de la somme :

kk
nlnj b

nij
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3.3.6 Le choix du nombre de valeurs propres :

Le choix de la dimension pose les mémes problémes qu’en ACP .De nombreuses techniques
empiriques ont été proposées (critére de Kaiser,critére du coude).
Il existe également une autre approche qui peut donner des indications intéressantes. Nous la
détaillons ci-dessous.
*Le test de Malinvaud : |[3]
Ce test est basé sur la comparaison entre effectifs observés n;; et effectifs calculés a I'aide de la
formule de reconstitution .
Il est appliqué pour des effectifs théoriques au moins égaux a 5.
On fait ’hypothése que les données forment un échantillon tiré aléatoirement et avec équipro-
babilité dans une population tel que :

K
pij = pip;(1+ Z ik Bik)
k=1

On définit I'effectif n;; par :

K kik
R n;n.; a; b;
iy = = (L) =)
k=1

n VA

c’est la reconstitution de la case ij a 'aide des K premiers axes.
On les compare aux n;; avec un test de khi-deux.
Ainsi Malinvaud a suggéré d’utiliser la quantité :
~ K\2
_ N (g =)
QK - i1
2 n

et aprés un calcul élémentaire on trouve que cette quantité égale a :
n([—)\l——)\]{) :n(/\K+1+ ...... +>\K+r>

avec [ = ¢*+1etr=min(p—1,q—1).

Q¢ suit une loi de x? a (p - K-1) (q - K -1) degré de liberté. 1l s’agit donc d’une généralisation
du test d’écart a I'indépendance qui correspond

au cas K = 0.

On fait des tests successifs pour K = 0 (test d’indépendance), pour K = 1,...etc jusqu’a arriver
a une valeur de K’ qui est la plus petit valeur pour laquelle Qi est inférieure a la valeur limite
de cette loi c’est a dire :

K'=min{K > 1,Qx < X%p—K—l)(q_K—l)}

ainsi K’ ¢’est le nombre de valeurs propres a retenir.



Chapitre 4

Application

A fin d’illustrer les méthodes statistiques de 'analyse multivariés, nous allons appliquer ces
méthodes sur des données réelles sur un groupe de 150 personnes portant sur I'indemnisation
des assurances suites a des accidents corporels. Ces données nous ont été fournies par le médecin
Mr Hamidou Mohammed que nous remercions fortement.

Dans un premier temps, nous avons recueilli sur léchantillon des 150 cas d’accident les variables
suivantes :

* Type de blessures :
TCV : traumatisme de crane et de visage.
FB : fracture de bassin.
FV : fracture de vertébre.
AT : autres traumatisme.
TMS : traumatisme de membre supérieur.
TMI :traumatisme de membre inférieur.
PM : plaies multiples.
BR : brilures.

*Age : enfant, A1830(de 18 a 30 ans),...etc
*Type d’accident : passager(Pa),piéton(Pt),conducteur(C).
*Taux d’indemnisation : T020(de 0 a 20 %), T2040(de 20 & 40 %),....etc

*Durée pour guérir : D0002(de 0 & 2 mois),D0204(de 2 & 4 mois), ....,D1012,plus (plus
de 12 mois)

* Genre :M (masculin),F (féminin).

* Période d’accident : H (hiver),P(printemps),E (été),A (automne).

4.1 L’ACP :

On va considérer un tableau comprenant en lignes les différententes tranches d’age et en
colonnes le reste des variables (types d’accident, durée de guérison, période d’accident, taux
d’indemnisation,...)

29
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M | F | TO20 | T2040 | T4060 | TROBD | TED10O | C Pt [Pa |A|H [P |E 00002 | DO204 | DO406 | DO60S | 00810 | DA012 | Plus
Enfant | 20| 16| 25 11 1 a 0 0 24 [ 13 |2 | 12| 12]11] 24 12 1 0 0 a a
ALB30 | 203 |11 6 4 1 0 14 [ 1 7 2|6 |5 |9 13 4 2 0 2 1 a
A3050 | 42| 15| 18 16 10 2 1 26 |10 | 21 |7 (12| 16) 22| 30 9 7 3 4 3 2
ABQ7D | 19| 8 |12 10 2 1 a 11 (7 8 2|7 |8 |9 14 9 2 1 a a 1
ATOSD |6 |O |2 1 1 1 0 4 0 2 1(3 111 3 2 0 0 1 0 0

On obtient les valeurs propres suivantes :

Valeur propre | Pourcentage | Pourcentage cumulé |

1 | 15.1763829 72.268490 72.26849
2 | 4.9678345 23.656355 95.92484
3 | 0.6317538 3.008352 88.93320
4 | 0.2240288 1.066804 100.00000

L’inertie totale est répartie selon 4 valeurs propres,on ne va prendre que deux composantes

car 'inertie cumulée sera 95.92
scree plot

15
I
o

10

valeurs propres

I I I I I I I
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

composantes

Eboulis des valeurs propres

50 70

% inertie
30

10

7
D_

72.27 23.66 3.01 1.07

Composantes



4.1. L’ACP :

Les données sur les variables :

variables | QLT | F1 C0S2 CTR F2 cos2 CTR
M 0.98 | 0.98%6  0.979  6.453 -0.0548 0.003 0.060
F 0.99 | 0.7649 0.585  3.855 0.6396 0.409 8.236
T020 0.98 | 0.8639 0.746  4.918 0.4876 0.237 4.786
T2040 0.96 | 0.9293 0.863  5.691 0.3125 0.097 1.966
T4060 0.97 | 0.8900 0792  5.219 -0.4324 0.187 3.765
T6080 0.97 | 0.5875 0345  2.274 -0.7917 0.626 12.618
T80100 | 093 [ 09158 0.838 5526 -0.3093 0.095 1.926
C 0.94 | 0.7768  0.603  3.976 -0.5866 0.344 6.927
Pt 0.97 | 0.3683 0.135  0.894 0.9160 0.839 16.892
Pa 0.98 | 0.9728  0.946  6.236 0.2109 0.044 0.896
A 0.97 | 0.9690  0.938  6.187 -0.2035 0.041 0.833
H 0.98 | 0.8083 0.653  4.305 0.5762 0.332 6.684
P 0.99 | 0.9230  0.851  5.613 0.3841 0.147 2.970
E 0.98 | 0.9925 0.985  6.491 0.0412 0.001 0.034
D0002 | 0.97 | 0.9102 0.828  5.459 0.3912 0.153 3.081
D0204 | 094 | 05676 0322 2.123 0.7879 0.620 12.497
D0406 | 0.98 | 0.9584  0.918  6.053 -0.2805 0.078 1.584
DOG08 | 0.90 | 0.9091 0.826  5.446 -0.2900 0.084 1.693
D0OS10 | 0.86 | 0.7085 0501  3.307 -0.6070 0.368 7.418
D1012 | 0.93 | 0.8715 0.759  5.004 -0.4275 0.182 3.679
Plus 0.82 | 0.8674  0.752  4.957 -0.2681 0.071 1.447
Les données sur les individus :
individus | QLT F1 Cos2 CTR | F2 Cos2 CTR
enfant 0.98|-0.1029 0.0006 0.0139 | 4.2015 0.986 71.067
A1830 | 0.77 | -1.6095 0.438 3.414 |-1.4195 0.341 8.112
A3050 0.99 | 7.1356 0.962 67.10 -1.3790 0.035 7.656
A5070 | 0.23 | 07546  0.192 0.750 | 0.3675 0.045 0.543
A7090 0.97 | -4.6684 0.859 28,72 -1.7704 0.123 12.619
Le plan factoriel :

o

e

LI‘J —

enfant
S o A5S8/0
7000 A1830 A3850

10—

D p—

=

' | | | |

-10 -5 0 5 10
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Variables factor map (PCA)

Dim 2 (23.66%)

| I I
-15 1.0 -05

Dim 1 (72.27%)

Interprétation des résultats :
Les individus :

Les catégories "enfant" et "A5070" caractérisent le deuxiéme axe on peut dire que cet axe
donne le classement des individus selon les durées de guérison ainsi on voit que "A7090" et
"A3050" sont en opposition par rapport au premier axe.

Les variables :

Puisque les variables sont toutes proches du cercle de corrélation alors on peut déduire que
la qualité de représentation de ces variables par rapport a ces axes est trés satisfaisantes ce qui
nous montre le tableau des données sur les variables.

On constate que les taux d’indemnisation qui sont plus importants sont en opposition avec
ceux qui sont faible et on a la méme remarque pour les durées de guérison.

On observe que les conducteurs sont en opposition avec les piétons et les passagers de plus
cette catégorie est trés proche des taux d’indemnisation trés élevés et des durées de guérison
importantes .

"Les masculin" sont en opposition avec "les féminin" par rapport au deuxiéme axe.

On voit que "A" est au voisinage des taux d’indemnisation élevés et des durées de guérison
importantes ce qui montre que les accidents les plus graves se sont été passées dans cette saison.
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4.2 IL’AFC:

les données nous conduisent a appliquer les AFC suivantes :

4.2.1 AFC (taux d’indemnisation vs durée pour guérir) :

On a le tableau de contingence suivant :

Durée | DO002 D0204 DO406 | DO608 DOg10 | D101z Plus
Taux
T020 68 8 3 0 1 0 0
T2040 14 20 7 1 1 1 1
T4060 2 8 1 1 3 2 1
T6080 0 0 1 0 2 1 1
T80100 0 0 0 1 0 0 0

On fait entrer les données de ce tableau dans le logiciel R de la maniére suivante :
taux<-c("T020","T2040","T4060","T6080","T80100")
durée<-c("D0002","D0204","D0406","D0608","D0810","D1012","plus")
données<-matrix(c(68,8,3,0,1,0,0,14,20,7,1,2,1,1,2,8,1,1,3,2,1,0,0,
1,0,2,1,1,0,0,0,1,0,0,0),nrow=>5,byrow=TRUE)

dimnames(données) <-list(taux,durée)

données

L’AFC n’a pas d’intérét que s’il y a une dépendance entre les deux variables donc on va
faire un test d’indépendance.

p o DG N2
2 . (nm p” )
Xcalcul = .M, j

Grace a la commande chisq.test(données) du logiciel R ,on peut calculer x2,,.., oil on trouve
144.13.

Or pour un risque o = 0.05 on a x3, = 13.84.

Donc X2, > X3 ce qui implique la dépendance.

Pour appliquer ’'AFC on va utiliser la commandes suivante :
library (FactoMineR)
x<-CA(données)
1-Valeurs propres :

Valeurpropre | Pourcentage | Pourcentage cumule
1 | 0.478283 49.77505 49.77505
2 | 0.316385 32.92625 82.70130
3 | 0.143823 14.96768 97.66899
4 | 0.022398 2.331011 100.00

Le tableau des valeurs propres montre clairement que deux axes suffisent a4 décrire la liaison
entre la durée pour guérir et le taux d’indemnisation .

Remarque :

Ici on ne peut pas appliquer le test de Malinvaud car n est grand et cela conduit a conserver
un grand nombre d’axes.
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scree plot
[+
= |
o
w
5 o | °
o o
a
&
3 [t ]
L o 7
4]
= o
= -
[+
| | | | | |
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

composantes

2-Les résultats pour les profils lignes :
Les cordonnés :

Scoord

Dim 1
T020 -0.5634518
T2040 0.3424736
T4060 1.0092585
T&080 1.6094379
TA0100 3.1084950
La contribution :
Scontrib

Dim 1
T020 35.401900
T2040 7.520289
T4060 25.556485
TE0B0 18.052676

TE0100 13.4686231

Le cosinus carré :

Scosz

T020
T2040
T4080
T&030
T30100

Lo I o T e Y s Y o |

Dim 1

.9010221
.3420052
.8660797
.4317151
.1571%9858

Dim 2
0.1027848

-0.107847¢6
-0.2085589
-1.1461553

o=

Lo I o T e Y s Y o |

N

6.2230437

Dim 2
.780%03
.127384
.649766
.840427
.601520

Dim 2

.02958332
.033581562
.03698363
.21854532
.79033205



4.2. L’AFC :

3-Les résultats pour les profils colonnes :

Les cordonnés :
Scoord

Dim 1 Dim 2
Do002 -0.5422632 0.1071439

D0204 0.4183626 -0.1453084
D0406 0.4007314 -0.2668671
DOe08 2.149774% 3.5003457
DO810 1.1510136 -0.86735552
D1012 1.435273% -0.7427450

plus 1.4272479 -0.8667321

La contribution :

Scontrib
Dim 1 Dim 2
pooo2 34.428855 2.031521
Dpo204 8.782767 1.668501
DO0406 2.686032 1.80079%4
DOe08 19.325482 77.452545
D0810 14.773181 7T.647666
D1012 11.485573 4.64977¢6
plus 8.51810% 4.748757
Le cosinus carré :
Scos2
Dim 1 Dim 2
Dpoo002 0.5074327 0.03542658
DO204 0.34281e7 0.04308120
DO406 0.3257365 0.14446070
DOe0B 0.27257768 0.7226472¢
DOB10 0.581072% 0.19898304
D1012 0.6514¢6l16 0.17446113
plus 0.5624721 0.2074301¢
4-Le plan factoriel :
CA factor map
| 80100
o | 7
9 |
) l
o .
o l
S | £)0608
o~ l
o~ |
£ :
o l
o T02Gy, gnan ____________________________
10%&912
| i 6080
-5 0 5

Dim 1 (49.78%)

5-Discussion des résultats :
La variable taux d’indemnisation :
On considére les modalités qui vérifient la régle suivante :CTR(i) > %
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Par exemple pour T020 on a CTR(1) = 35% or "% = %.100 = 53% donc on ne prend pas
cette modalité.

Remarque : On a :
2

n; a;  n;
CTR(i) = —-Lt > —
(9) n A n
Ce qui implique que :
2
a’
—>1
A

Donc il suffit de prendre les modalités qui vérifient :

|al~| > \/X

Axe 1:
- +
T4060
T6080
T80100
Axe 2 :
- +

T6080 T80100

La qualité de représentation de la variable "taux d’indemnisation" sur chaque modalité est
mesurée par la formule suivante :

cos’F1 + cos*F2

ol F'1 c’est le premier axe factoriel et F2 le deuxiéme axe factoriel.

Si cette quantité est proche de 1 on dit que la modalité est bien représentée .

On conclut que la modalité "T80100" a une trés bonne qualité de représentation (0.98) et méme
pour "T020" et "T4060".

La variable durée pour guérir :

Axe 1 :
- +
D0608
D0810
D1012
plus
Axe 2
- +
D0406 D0608
D0810
D1012
plus
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On remarque que la modalité "D0608" est bien représenté avec une qualité de représentation
0.99 et méme pour D0002.
L’interprétation du plan factoriel :

On voit que les modalités "T6080" et "T80100" définissent le premier axes c’est ce qu’on a
vérifié par les calculs .

Ainsi on observe que le taux d’indemnisation qui est entre 80% et 100% est trés proche
d’une durée entre 6 et 8 mois ce qui montre que pour un taux ¢levé on a une durée pour guérir
trés importante.

On remarque aussi que les modalités "D0810","D1012" et "plus" qui sont des durées trés
longues sont situées au voisinage "T6080" et "T4060" ce qui confirme le résultat précédent .

En conclusion ,on constate qu’il y a presque une relation affine entre le taux d’indemnisation
et la durée pour guérir.
Remarque :
On voit que la modalité "T020" malgré qu’elle soit bien représentée elle ne caractérise aucun
axe et elle est plus proche des petites durées comme "D0002" et "D0204".

4.2.2 AFC(taux d’indemnisation vs type de blessures) :

On a le tableau de contingence suivant :

TMI | TMS | TCR | AT | FB | PM | BR | FV
T020 18 25 25 14 | O 12 3 0
T2040 16 10 13 17 | 2 0 0 2
T4060 9 4 3 6 |1 0 0 3
T6080 4 0 0 4 |2 0 0 1
T80100 | O 0 1 1 |0 0 0 0

Le test de chi deux nous donne x2,,..; = 55.658 or x3; = 16.928 ce qui montre qu’il y a une
liaison entre les types de blessures et le taux d’indemnisation.
1- Valeurs propres :

Valeurpropre | pourcentage | Pourcentage cumulé
0.182375295 64.551545 64.55154
0.069567343 24.623288 89.17483
0.024632967 8.718813 97.89365
0.005951011 2.106354 100.0000

W=
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valeurs propres

2-Les résultats pour profils lignes :

scree plot

CHAPITRE 4. APPLICATION

0\\0

)
10
‘_. —
o
o
‘_. —
o
10
C:! —
o
o
2
D |
1.0

Les cordonneés :

Scoord

T020 -0
T2040 0
T40&60 0
T&080 0
T80100 O

Dim 1
.4066385
.3152388
.3485%62
.9813158
.1615140

La contribution :

Scontrib

T020 44,
T2040 1le.
T40&60 9.
Te080 289.
T80100 0.

Dim 1
©433087
58580858
13222855
483433¢
1452173

Le cosinus carré :

Scos2

T020 0
T2040 O
T40c0 O
Te080 O
T80100 O

Dim 1

.96552667
.768046422
.28281263
.61512108
.020151585

-0

Lo v v s

1.5

Dim 2

.06747¢c670
0.
0.

-0.

-0.

0058437056
528568234
717071822
172268754

Dim 2

.22260723
.0311645%9
.04200402
.27114082
.43308324

Dim 2

.026586102%
.0005590561
.6502125740
.3284453¢643
.0225705¢614

composantes

3.0 3.5 4.0
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3-Les résultats pour profils colonnes :

Les cordonnés :
Scoord

Dim 1 Dim 2
TMI 0.1847472 -0.11506694
™S -0.2300674 0.23153865
TCR -0.1878%62 -0.03035713
AT 0.3258467 -0.06051678
FB 1.3776731 -0.67388098
PM -0.9521940 -0.25582968
BE -0.5521940 -0.25582%968
Fv 0.7850368 1.21519698

La contribution :

Scontrib
Dim 1 Dim 2
TMI 4.084558 4.154301
TMS ©.334585 16.820880
TCR  4.323708 0.255871
LT 12.412055 1.1223532
FB 2¢.413755 16.567787
PM 30.2830e% 5.730750
EBE T7.5707e7 1.432¢88
FV 8.57e652 53.875551
Le cosinus carré :
ScosZ
Dim 1 Dim 2
TMI 0.5325363 0.20658306
TMS 0.4538846 0.45970836
TCR 0.5631898 0.01470077
AT 0.8120037 0.02800806
FB 0.7075058 0.16927937
PM  0.8794732 0.06348536
BR 0.8794732 0.06348536
FV 0.2863767 0.68620061
4-Le plan factoriel :
CA factor map
0
| FV

o | !
R i
& w0 | T4060
+ © :
o~ i
= TMSA |

© | TCR . ATe s o
E o T020- &~ ATi2040

PMVMBR MPr80100

Ty i

o T i

. i . FB

| T6080
I I i I I
-2 -1 0 1 2

Dim 1 (64.55%)
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5-Discussion des résultats :

La variable taux d’indemnisation :

Axe 1 :

On a v/A; = 0.427 donc on va prendre les modalités qui vérifient :

- +
T6080
(29.48%)
On constate que "T6080" définit le premier axe.
Axe 2 :
VA2 = 0.264 donc on prend les |a;| > 0.427.
- +

T4060 T6080
_{55.04%] (41.27%)
Toutes les modalités de cette variable ont une trés bonne qualité de représentation sauf pour

"T80100" elle est mal représentée (0.040).
La variable type de blessures :

Axe 1:

- +
PM FV
(30.28%) | (8.58%)
BR
(7.57%)

La modalité "FV" est en opposition avec "PM" et "BR" ce qui montre que les fracture des
vertébres sont plus grave que les brilures et les différentes plaies.
Axe 2 :

- +
FB FV
(16.57%) | (53.88%)

Les traumatisme du crane et du visage ont une qualité de représentation plus faible que les
autres types de blessure de plus elles ne définissent aucun axe.
L’interprétation du plan factoriel :

On remarque que "FV" et "FB" sont respectivement proche de "T4060" et "T6080" ce qui
montre qu’il sont fortement indemnisées car elles sont des graves blessures.

D’autre part on voit que les plaies et les brilures sont au voisinage d’un taux de 0% a 20%
donc il sont faiblement indemnisées.
Remarques :

On constate que les traumatismes des membres inférieurs sont des blessures graves puisqu’ils
sont proches d’un taux d’indemnisation trés élevé ("T80100").

Ainsi on remarque que les autres types de traumatismes ont un taux d’indemnisation moyen
entre 20 % et 40 %..
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4.2.3 L’AFC globale :

Dans cette partie on va essayer de faire une AFC globale sur toutes les variables qu’on a.
On va considérer les deux variables accident et victime avec :
Victime : contient les modalités genre,age,type d’accident et le taux d’indemnisation.
Accident : contient les modalités type de blessures ,période et durée de guérison.

On obtient le tableau de contingence suivant :

Accident Type de blessurs periode Durés de guérisan
Victime TMI| TM5 | TCR| AT |FB |PM [BR |FV | A H P E 00002 | 0D204 | DO406 | DOG0OS | DDBAOD | D1O12 | PLUS
EENre M 34 | 20 28 [ 25 |4 11 (2 E 12 |33 |28 (35 | 56 27 =l 4 6 3 3
F 13 |2 14 [18 |1 2 0 1 3 7 14 |18 | 28 9 3 0 1 1 0
Age Enf 11 1z 17 4 1 a 1 0 2 12 12 |11 24 12 1 0 a 0 0
AL1830 g 5 6 4 a 2 1 2 2 6 5 g 13 4 2 0 2 1 0
A3050 15 | 15 12 (23 |2 6 0 3 7 12 (16 (23 | 20 9 7 3 4 3 2
ASD70 11 | & 4 =l a 4 1 1 3 7 8 =l 14 9 2 1 a 0 1
A7090 1 1 3 3 1 0 0 0 1 3 1 1 3 2 0 0 1 0 0
Type Pa 1z 7 14 15 2 5 0 3 2 11 15 | 24 27 14 15 1 2 2 1
d'sccident C 13 17 14 17 2 4 3 3 =] 13 15 | 18 28 13 4 3 4 2 2
Pt 12 | 15 14 (7 1 3 0 0 4 16 (12 (10 | 29 9 3 0 1 0 0
Taux TO20 18 | 2B 25 [ 14 [ D 12 [ 2 0 6 21 [ 22 [21 | &8 g 3 0 1 0 0
T2040 16 10 13 17 2 a 0 2 3 16 10 | 186 14 20 7 1 1 1 1
T4060 g 4 3 6 1 a 0 3 3 2 =] 5 2 8 1 2 3 2 1
TEOED 4 0 0 4 2 a 0 1 2 1 1 1 0 a 1 0 2 1 1
TE0100 (O 0 1 1 a a 0 0 1 a a 0 0 a 0 1 a 0 0

Le test de chi deux nous donne x?2,,.,, = 316.31 or on ne peut pas trouver la valeur de x3s,
dans la table de x? ,pour cela on va admettre le résultat suivant :

V2x2 —V2n — 1~ N(0,1)

on trouve Y35, = 289.75 o la dépendance.
1- Valeur propre :

Valeur propre | pourcentage | Pourcentage cumulé

. 1 0.06489553 40.827973 40.82797
2 0.02501416 15.737255 56.56523
3 0.02042068 12.847340 69.41257
4 0.01502564 9.453142 78.86571
5 0.01200654 7.553724 26.41944
6 0.00888270 5.588409 92.00785
7 0.00407310 2.562527 94,57037
8 0.00324746 2.043089 96.61346
9 0.00222541 1.400086 98.01355
10 | 0.00178183 1.121014 99.13456
11 | 0.00092042 0.579070 99,71363

. 12 | 0.00032847 0.206653 99,92029
13 | 0.00010695 0.067287 99,98757
14 | 0.00001975 0.012426 100.00000
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scree plot
© o
[ R
o
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o
E —]
D o
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2 4 8 10 12 14
composantes

2-Les résultats pour les profils lignes :
Les cordonnés :

Scoord

M 0.
F -0.
enfant -0
R1B830 -0.
L3050 0.
A5070 -0.
L7080 0
Fa 0.
C 0.
Pt -0
TO20 -0.
T2040 0.
T40&0 0.
Te080 1.
TE0100 1.

Dim 1
03873201
0e7%8463

.24639497

04249815
15317573
01144233

.245902¢6¢

03428507
10858330

.20152219

39313809
19173587
5920381¢
289650898
01938229

Dim 2

.001815409
.015787¢663
.235707471
.015456321
.147974159
.019%23278
.062740269
.0735342¢0
.13187193¢
.0411597¢45
.142240304
.28542%630
.134661705
.1874648321
.910897620
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La contribution :

Scontrib
Dim 1
M 0.412382895
F 0.508208537
enfant 5.782303g12
B1830 0.106288362
B3050 3.488255535
B5070 0.008521e21
BT7080 0.983281512
Pa 0.15018481¢
C 1.803942172
PL 4 308225407
TO20 30.757814297
T2040 4.3265955459
T40e0 17.0959053143
T80 27.045548309
TEO100 3.218554522
Le cosinus carré :
Scosz
Dim 1
M 0.119348715
F 0.050380522
enfant 0.319243183
B1830 0.024142297
B3050 0.350391415
a5070 0.001052947
B7090 0.127292427
Pa 0.021279352
C 0.221108348
PL 0.408331376
TO20 0.816045400
T2040 0.22949%645
T4060 0.581798013
T80 0.850413085
TEO100 0.109346598

[

ba =
| Y T s e I = s T o s S s Y |

]
Lo

[ o T o Y s Y o T s Y s Y o O s Y s Y s T o Y e Y s Y o

Dim 2
.00236075
.07110252
.72817307
.0364742¢
.44567103
07017222
16606304
.79235625
17746735
46711766
.44574468
.87726508
.2950370¢9
.48258583
.34240915

[

Dim 2

.0002633532
.0027189202
.25821451717
.0031933815
.3269983177
.0031922652
.0082864563
.097887¢6443
.32019538580
.0170652160
.10658241460
.5085965375
.0300956228
.0137430933
.3542429854
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3-Les résultats pour les profils colonnes :

Les cordonnés :

Scoord

Dim 1
T™I 0.07723403
™S -0.102517&9
TCR -0.1184087¢
AT 0.26157551
FB 0.82179583
FM -0.30036681
BR -0.33850832
FV 0.52566513
iy 0.32057193
H -0.10848407
P -0.01314287
E -0.06474800
poonz -0.29%946827
poz204 0.111439%2¢
podne 0.22237450
Doend 0.57459564
DOB10 0.8028421¢6
D101z 0.8386883¢6
plus 0.89565738
La contribution :
Scontrib

Dim 1
T™I 0D.86837510
™S 1.31025423
TCR 1.84564731
AT 8.76874488
FB 10.45909714
FM 3.35333272
BR 1.06476082
FV 4.592128239
iy 4.69455%47¢6
H 1.435986282
P 0.02300e01
E 0.69470201
poonz 23.1247987¢6
poz204  1.4232142¢
podne 1.76140774
Doend 4.60181623
DOB10 13.4758514¢
plolz 8.71471773
plus 7.45413365

[

[

L

2
Lo T s Y s Y =N T T - T o OV Y - s T T L T e s T s T ]

Dim 2

.0709827617
.00555224%6
.026406449
.064530970
.037351341
.338372049
.309615515
.096658576
.345195754
.10633881¢6
.063666223
.0285328¢87
.082065169
.324813689
.13952580718
.825575798
.067774620
.078418753
.125563409

Dim 2

.8995882162
.0095970667
.238138¢642
.380324709
.056053576
.040560931
.310534389
.431687587
.123878275
.589233140
.40057883¢6
.3598759%¢61
.505730805
.368322981
.809374682
. 646051373
.249148850
.15765082¢6
.3824595607

CHAPITRE 4. APPLICATION
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Le cosinus carré :

Scosz

[ I o T o Y s Y o T s Y s Y o N s Y s Y s T s Y v Y s Y o T e T s Y o |

[}

Dim 1

.151707874
.164175622
.21648875¢6
.5063440865
.569045236
.240873843
.1236559%62
.381354241
.363614480
.176565914
.006171475
.120163158
.858185293
.075326942
.258358¢6449
.1665971776
. 720533956
. 716245154
. 708452613

[ o T e Y s Y o TN s Y s Y o O s Y s Y o T s Y e Y s Y o Y e Y s Y o [

4-Le plan factoriel :

Dim 2 (15.74%)

Dim 2

.1275444515
.0004815578
.0107668255
.0307227551
.0011755121
.3054320161
.1034512711
.0125940593
.4216256181
.1700400264
.14481593077
.023593%942¢
.0644524631
.6395443154
.1124046533
.3446928837
.0051348563
.0062615323
.0140125055

CA factor map

1780100

est surchargé donc on va utiliser

la commande invisible. plot(x , invisible=c("col","col.sup")) pour afficher que les profils
lignes et on obtient le graphe suivant :

On voit que le graphe
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CA factor map
~ | ,T80100
® v !
<+ i
= 1
0w o | i
8 |
£ . |
° Z 1020393830 TA080
o [T A 5@ I g 4060 T
| enfant l’ 40 | | |
-2 -1 0 1 2 3

Dim 1 (40.83%)

plot(x , invisible=c("row","row.sup")) pour afficher que les profils colonnes et on obtient

le graphe suivant :

CA factor map
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Dim 1 (40.83%)

5-Discussion des résultats :

La variable victime :

Axel :

On prend les modalités qui ont des cordonnées supérieures a /A, = 0.25474

- +

T020 T4060
T6080

T80100

Axe2 :
On prend les modalités qui ont des cordonnées supérieures a /Ay = 0.1581



4.2. L’AFC : 77

- +
Enfant T6080
T4060 T80100

On remarque que T020 est bien représentée (0.91) et méme pour T2040 avec une qualité de
représentation égale a 0.73 par contre on constate que A5070 et trés mal représentée.

La variable accident :

Axel :

PM AT
BR FB
D0002 FV

D0608

D0810

D1012
plus

Axe2 :

- +

D0204 PM
BR
A

D0608

L’interprétation du plan factoriel :

En général , on constate que les blessures de type "FB" et "FV" ont des durées de guérison
trés longues avec un taux d’indemnisation plus élevé car il sont des blessures trés compliquées
par contre on voit que "PM" et "BR" sont faiblement indemnisées avec des durées de guérison
petites.

On remarque que les conducteurs sont plus proches de la modalité "M" ce qui est logique
car la plupart des conducteurs sont des hommes ainsi on observe que cette catégorie a presque
un age entre 18 ans et 50 ans .

les deux modalitées "masculin" et "féminin" sont situées au centre du plan factoriel et elles
sont tous proches des autres modalitées.

On observe que la plupart des piétons sont des enfants et des personnes qui ont un age entre
50 et 70 ans (ces modalités sont proches entre eux) ainsi on remarque que les passagers ont un
age entre 50 et 90 ans.

On voit que les traumatismes craniens et les traumatismes des membres supérieurs sont
les plus fréquents chez les piétons tandis que on trouve que les traumatismes des membres
inférieurs sont beaucoup plus chez les passagers.

On remarque aussi que "automne" est proche des durées longues et des taux d’indemnisation
importants ce qui signifie que les accidents les plus graves se sont passés dans cette saison.



Conclusion générale

L’analyse factorielle est une technique statistique utilisée pour dépouiller des enquétes : elle
permet, quand on dispose d’une population d’individus pour lesquelles on posséde de nombreux
renseignements concernant les opinions, les pratiques et le statut (sexe, age, etc.), d’en donner
une représentation géométrique c’est-a-dire en utilisant un graphique qui permet de voir les
rapprochements et les oppositions entre les caractéristiques des individus.

Au cours de ce projet, on a procédé a une étude des deux méthodes ACP et AFC et on
a illustré chaque méthode par une application sur des données réelles sur un groupe de cent
cinquante personnes portant sur 'indemnisation des assurances.

Les méthodes factorielles sont adaptées chacune & un type de tableau particulier, en analyse
en composantes principales les données sont des individus (en ligne) décrits par des variables
quantitatives (en colonne) or 'analyse factorielle des correspondances est dédiée aux tableaux
de contingence.

Notre application a montrée qu’il y’a presque une relation affine entre la durée de guérison

et le taux d’indemnisation cela veut dire que pour une blessure grave on a un taux trés elevé
et une durée de guérison importante et vice versa.
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Résumé

Les méthodes d'analyse factorielle sont largement utilisées dans tous les domaines. Elles
consistent a rechercher des facteurs en nombre restreint et résumer le mieux possible les
données considérées.

Dans ce travail on va traiter les principales caractéristiques des méthodes les plus courantes
de I'analyse factorielle et on va donner pour chacune d'elle une application sur un groupe de
150 malades portant sur l'indemnisation des assurances suites a des accidents corporels.

Abstract

Factor analysis methods are widely used in all areas. They consist of searching for factors in
limited numbers and summarizing as closely as possible the data considered.

In this work we will deal with the main characteristics of the most common methods of
factor analysis and we will give for each of them an application on a group of 150 patients
relating to the compensation of insurances following bodily injury.
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