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Mémoire de Master
En vue de l’obtention du diplôme de Master en Mathématiques

Option : Équations Différentielles Ordinaires

Thème
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Introduction

La théorie des équations différentielles est un vaste domaine aussi bien en mathématiques pures
qu’en mathématiques appliquées. Celles-ci sont utilisées pour construire des modèles mathématiques
de phénomènes physiques et biologiques comme pour l’étude de la radioactivité ou la mécanique
céleste sans oublier la technique de datation par le C14 .

Les équations différentielles définies sur la demi droite réelle positive modélisent beaucoup de
phénomènes physique,par exemple dans l’étude du courant instable d’un gaz à travers un nuage [2, 18]
la physique du plasma [3] etc .

D’autre part ,les équations différentielles impulsives apparaient comme une description naturelle
de nombreux phénomènes d’évolution dans le monde réel. La majorité des processus dans les sciences
appliquées sont représentés par des équations différentielles.

Cependant, la situation est différente dans certains phénomènes physiques subisant des change-
ments brusques au cours de leur évolution comme les systèmes mécaniques avec impact, les systèmes
biologiques (battements du coeur, flux du sang,...) ,la dynamique des populations ,la dynamique des
cellules etc.

Depuis plusieurs années, plusieurs chercheurs s’intéressent à l’existence des solutions de ces équa-
tions . La résolution d’une équation différentielle requiert une bonne combinaison de connaissances
en mathématiques telle que la continuité par rapport aux conditions initiales et aux autres paramètres
du système.

Dépendamment du type de solution en quête, plusieurs méthodes ont été développées comme celle
de la théorie du point fixe et bien d’autres voir par exemple les références[1, 12, 16] .

En général , afin d’étudier l’aspect qualitatif telle que l’oscillation des solutions ,la stabilité ou le
comportement asymptotique ,nous devons établir les résultats globaux . Ceci est l’une des motivations
de ce travail.

Ce mémoire est consacré à quelque résultats d’existence et d’unicité des solutions pour quelques
classes d’équations différentielles sur des espaces de Banach et de Fréchet .Nous nous inspirons
principalement du travail[12]et pour plus de détaille voir les références [1, 4, 6, 8, 12, 26]. L’approche
est basée sur la théorie du point fixe particulièrement l’alternative non linéaire de type Leray-Schauder
pour les contractions sur les espaces de Banach et Fréchet .
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Ce travail est composé de quatre chapitres et d’une bibliographie et est organisé comme suit :

Le premier chapitre porte sur des préliminaires où on rappelle des définitions et des théorèmes

nécessaires pour le développement de notre travail.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du problème suivant :

y′(t) = f (t,y(t)) p.p t ∈ J = [0,+∞[ (1)

y(0) = y0 (2)

Où f : J×R−→ R est une fonction donnée.

le problème sera étudié sur l’espaces de Fréchet

C([0,+∞[,R) = {y : [0,+∞[7−→ R est continue } , muni de la semi norme

‖y‖n = sup
t∈[0,+∞[

|y(t)|, t ∈ [0.n]

Le troisième chapitre est consacré à l’étude du problème :

y′(t) = f (t,y(t)) p.p t ∈ [0,+∞[ (3)

y(0) = y0 (4)

Où f : [0,+∞[×R−→ R est une fonction donnée , et y0 ∈ R .

le problème sera étudié sur l’espaces de Banach

BC([0,+∞[,R) = {y : [0,+∞[7−→ R est continue et borné } , muni de la semi norme

‖y‖BC = sup
t∈[0,n]

|y(t)|, t ∈ [0.+∞[

Dans le quatrième chapitre , on considère le problème suivant :

y′(t) = f (t,y(t)) p.p t ∈ [0,+∞[\{t1, t2, ...} (5)

∆y(t) = y(t+k )− y(t−k ) = Ik(y(t−k )) ,k = 1, ...,m (6)

y(0) = y0 (7)

Où f : [0,+∞[×R−→ R est une fonction donnée , et Ik : R−→ R sont des fonctions

données , k=1,...,m et y0 ∈ R avec

t0 = 0 < t1 < t2 < ... < tk, y(t+k ) = lim
t−→tk

y(t) , y(t−k ) = lim
t−→tk

y(t)

4
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le problème sera étudié sur l’espaces de Banach suivant :

PC([0,+∞[,R) =

{
y : [0,+∞[−→ R, lim

t−→+∞
e−rdt |y(t)| existe, y ∈ C(J∗,R),

y(t+k ) et y(t−k ) existent et y(t−k ) = y(tk),k = 1,2, ...,m.

Nous terminerons ce travail par une conclusion .
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Notations

J = [0,+∞[ : intervalle réel positive .

C(J,E) : espace des fonctions continues sur J à valeurs dans un espace de Banach E

muni de la norme
‖y‖∞= sup{‖y‖ : t ∈ J}

òu ‖.‖ est une norme sur E.

AC1(J,E) espace de Banach des fonctions dérivables y : J→ E ayant la première

dérivée absolument continue.

Ck(J,E) : espace des fonctions k fois continument dérivables de J dans E..

L1(J,E) espace de Banach des fonctions mesurables y : J 7−→ R qui sont Lebesgue

intégrables, muni de la norme

‖y‖L1 =
∫

∞

0
|y(t)|dt.

Lp(J,E) : espace des fonctions p-intégrables sur J

Lp
loc(J,E) : espace des fonctions localement p-intégrables.

BC([0,+∞[,R) : espace des fonctions continues bonées .

{‖.‖} : la famille des semi-normes .

∼n : relation d’équivalence .

Xn = (X/∼n,‖.‖n) : espace quotient .

(Xn,‖.‖) : le complémentaire de X par rapport à ‖.‖n .

[x]n : la classe d’équivalence de x dans Xn

Y n = {[x]n : x ∈ Y}.

intn(Y n) : l’intérieure de Y n par rapport à ‖.‖ dans Xn.

∂nY n : la frontière de Y n par rapport à ‖.‖ dans Xn.

7
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les définitions qui seront utilisées dans ce mémoire .Nous

rappelons certains théorèmes d’analyse fonctionnelle pour une meilleure présentation des

démonstrations des résultats de notre travail.Pour plus de détails le lecteur peut consulter

[1],[12],[16],[17],[21], [27] .

Définition 1.1. ( Espace vectoriel normé)[12]

Soit E un espace vectoriel sur le corps K= R où C, on appelle norme sur l’espace E toute

application notée ‖ . ‖ définie sur E à valeurs dans R+,vérifiant pour tout x, y dans E et α dans K

(i) ‖x‖= 0 si seulement si x = 0.

(ii) ‖αx‖= |α|.‖x‖ .

(iii) ‖x+ y‖6 ‖x‖+‖y‖ ( inégalité triangulaire ).

Un espace vectoriel normé E est un espace de Banach s’il est complet.

Autrement dit, E est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Définition 1.2. On associe à X une suite d’espace de Banach {(Xn,‖.‖)} telle que :

Pour tout n ∈ N, on considère sur X la relation d’équivalence ∼n définie par x∼n y

si et seulement si
‖x− y‖n= 0 pour tout x,y ∈ X .

Pour tout sous ensemble Y ⊂ X, on associe une suite {Yn} de sous ensemble Y n ⊂ Xn telle que :

Pour tout x⊂ X , le sous ensemble Y n soit définie par

Y n = {[x]n : x ∈ Y}.

9



Définition 1.3. Un espace localement convexe est un espace vectoriel qui peut

être défini à l’aide d’une famille de semi-normes.

Un espace de Fréchet est Un espace localement convexe métrisable complet .

Propriétés 1.4. Soit X un espace de Fréchet muni de la famille des semi-normes {‖.‖n} .

Soit Y ⊂ X, on dit que Y est borné si pour tout n ∈ N , il existe Mn > 0 tel que

‖y‖6 Mn ∀y ∈ Y.

Définition 1.5. L’application f : I×E −→ E est dite de Carathéodory si :

1. L’application t 7−→ f (t,u) est mesurable pour tout u ∈ E .

2. L’application u 7−→ f (t,u) est continue presque pour tout t ∈ I.

3. l’application f est dite L1-Carathéodory ,si Pour tout r > 0 ; il existe une fonction φr ∈L1(I,R+)

telle que

‖ f (t,u)‖6 φr(t) et ‖u‖6 r pour tout u ∈ R

.

Définition 1.6. Soient E et F deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné toute application

linéaire continue de E dans F.

Définition 1.7. (Opérateur complètement continu)

Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E à valeurs dans F. On dit

que f est complètement continue si elle est continue et transforme tout borné de E en un ensemble

relativement compact dans F.

Définition 1.8. Soient (K,d) un espace métrique et F un un espace vectoriel normé.

On dit qu’une partie A(K;F) est équicontinue si, pour tout ε > 0, il existe α(ε)> 0 telle que pour

tout f ∈ A,on a

‖ f (x)− f (y)‖F6 ε pour tout x,y ∈K et d(x,y)< α(ε)

Définition 1.9. la fonction f : E −→ E est dite contractante si il existe K ∈]0,1[
telle que :

‖ f (x)− f (y)‖6 K‖x− y‖, pout tous x,y ∈ E.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Thoérème 1.10. (Convergence dominée de Lebesgue)[12]

Soit Ω un ouvert de Rn et ( fn) une suite de fonctions de L1. On suppose que

(i) fn(x)−→ f (x) p.p. sur Ω.

(ii) il existe une fonction g ∈ L1 tel que pour chaque n, | fn(x)|6 g(x) p.p. sur Ω.

Alors

f ∈ L1(Ω) et ‖ fn− f‖L1−→ 0 .

Définition 1.11. L’opérateur T : X 7−→ Y est compact , si et seulement si pour toute suite bornée

{T xn}n≥1 ⊂ X, la suite {xn}n≥1 admet une sous suite convergente dans Y . Dans le cas

particulier où X =C([a,b]) le théorème suivant d’Arzela-Ascoli est généralement utilisé

pour prouver la compacité de T.

Thoérème 1.12. (Ascoli-Arzelà)[12]

Soit A un sous ensemble de C(J,E) ; A est relativement compact dans C(J,E) si et seulement si

les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est borné i.e il existe une constante K > 0 tel que :

‖ f (x)‖6 K pour tout x ∈ J et tout f ∈ A.

2. L’ensemble A est équicontinu i.e pour tout ε > 0 ; il existe δ > 0 tel que

|t1− t2|6 δ⇒‖ f (t1)− f (t2)‖6 ε pour tout t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A .

3. Pour tout x ∈ A, l’ensemble { f (x); f ∈ A} ⊂ E est relativement compact.

Définition 1.13. (Mesure de non compacité de Kuratowskii ) [21]

La mesure de non compacité de Kuratowskii est l’application α définie sur ΩE

dans R+ par :

α(B) = inf{ε > 0,B⊆
n⋃

i=1

(B)i,diam(Bi)< ε}

avec ΩE est la famille des sous espaces bornés de E et B ∈ΩE .

11



Propriétés :

La mesure de non compacité de Kuratowskii satisfait les propriétés suivantes :

1. α(B) = 0⇔ B est compact ;

2. α(B) = α(B);

3. A⊂ B⇒ α(A)≤ α(B);

4. α(A+B)≤ α(A)+α(B);

5. α(cB) = |c|α(B), c ∈ R;

6. α(convB) = α(B);

7. α(A∪B) = max{α(A),α(B)};
8. α(A∩B)≤min{α(A),α(B)}.

Thoérème 1.14. (Critère de compacité du Corduneanu)[27]

Soit A⊂ BC([0,+∞[,R) est relativement compact si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est borné i.e il existe une constante K > 0 tel que :

‖ f (x)‖6 K pour tout x ∈ [0,+∞] et tout f ∈ A.

2. L’ensemble A est équicontinue (équicontinue sur tout intervalle compact de [0,+∞[ )

3. L’ensemble A est équiconvergent

∀ε > 0,∃T (ε)> 0; ‖y(t)− y(∞)‖BC< ε,∀t > T (ε),∀y ∈ A.

Définition 1.15. Soit f une application d’un ensemble E dans lui même.

On appelle point fixe de f tout point u ∈ E telle que f (u) = u .

Les théorèmes de point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident à établir l’existence

de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point fixe consiste à transformer un

problème donné en un problème de point fixe. Les points fixes du problème transformé sont ainsi

les solutions du problème donné. Pour tout ce qui suivra, nous aurons besoin des théorèmes de

point fixe suivants :

12



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Thoérème 1.16. [Principe de contraction de Banach][16]

Soit E un espace métrique complet et soit F : E 7−→ E une application contractante, alors

F possède un point fixe unique.

Thoérème 1.17. [Schauder][16]

Soit X un espace de Banach et K un sous ensemble convexe , fermée , non borné ,non vide de X et

N : K 7−→ K une application compacte ; alors N admet un point fixe dans K.

Thoérème 1.18. [Schaefer] [27]

Soit X un espace de Banach et N : X 7−→ X est un opérateur complètement continu.

Si l’ensemble
F = {y ∈ X : y = λN(y),λ ∈]0;1[}

est borné , alors N admet un point fixe .

Thoérème 1.19. (Mönch)[27]

Soit D un sous espace fermé, borné et convexe d’un espace de Banach ,tel que 0 ∈ D, et soit N

une application continue de D dans D.

Si l’implication :
V = convN(V ) ou V = N(V )∪{0}⇒ α(V ) = 0

est vérifiée pour tout sous ensemble V de D, alors N admet un point fixe dans D.

Thoérème 1.20. (Darbo-Sadovskii)[27]

Soit C un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach E et soit

l’application continue T : C→C une γE-contraction, alors T admet au moins un point fixe

dans C.

Thoérème 1.21. (Darbo généralisé)[27]

Soit C un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach E et soit

l’application continue
T : C→C

satisfaisant :
α(T (W ))≤ φ(α(W )) ,∀W ⊆C

où α est une mesure de non compacité arbitraire et φ : [0,∞)→ [0,∞) une fonction strictement

croissante (non nécessairement continue), avec :

lim
n→∞

φ
n(t) = 0, ∀t ∈ [0,∞)

Alors, T admet au moins un point fixe dans C.

13



Thoérème 1.22. [L’alternative non linéaire de Leray Schauder][16]

Soit X un espace de Fréchet , Y fermé dans X et N : Y −→ X ,une contraction telle que N(Y) soit

borné , alors l’un des deux résultats suivant est satisfait :

1. N admet un point fixe unique .

2. ∃ x ∈ ∂Y telle que x= λN(x) . pour tout λ ∈]0,1[ .

Thoérème 1.23. [L’alternative non linéaire de Frigon-Granas][16]

Soit X un espace de Fréchet , Y fermé dans X et N : Y −→ X ,une contraction telle que N(Y) soit

borné , alors l’un des deux résultats suivant est satisfait :

1. N admet un point fixe unique .

2. il existe x ∈ ∂nY n telle que ‖x−λN(x)‖n= 0 . pour tout λ ∈]0.1[ et n ∈ N .

14



Chapitre 2
Problème de Cauchy dans un espace de Fréchet

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose de donner un résultat d’existence et d’unicité de solutions

pour le problème de Cauchy suivant :

y′(t) = f (t,y(t)) p.p. t ∈ J = [0,+∞[ (2.1)

y(0) = y0 (2.2)

Où f : J×R−→ R est une fonction donnée et y0 ∈ R .

L’objectif de ce chapitre est d’utiliser l’altérnative non linéaire de type Leray-Schauder due à

Frigon-Granas adaptée aux applications contractantes dans les espaces de Fréchet pour établir

l’éxistence d’un point fixe unique .

Pour plus de détails concernant le résultat cité dans ce chapitre, on peut consulter les références

[16] [27].

15



2.2. LA SOLUTION DU PROBLÈME DE CAUCHY.

2.2 La solution du problème de Cauchy.

Définition 2.1. Une fonction y ∈ AC(J,R) est dite solution du problème (2.1),(2.2) si elle satisfait

l’équation (2.1) et la condition(2.2) .

Lemme 2.2. y est Une solution du problème (2.1),(2.2) , si elle satisfait l’équation

intégrale

y(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds

Preuve :

Si y est une solution du problème (2.1),(2.2) , alors y est continue car dérivable et par

intégration ,on obtient : ∫ t

0
f (s,y(s))ds =

∫ t

0
y′(s)ds

= y(t)− y(0)
= y(t)− y0.

Si

y(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds

Alors y est dérivable

D’ou
y′(t) = f (t,y(t))

y(0) = y0

Ainsi on a obtenu l’équivalence dans les deux sens .

Pour établir ce résultat d’existence de solutions du problème (2.1),(2.2), nous aurons

besoin des hypothèses suivantes :

(H1) f : [0,+∞[×R−→ R est une fonction de Carathéodory.

(H2) Pour tout n ∈ N, il existe 0 < kn <
1
n

tel que :

| f (t,y1)− f (t,y2)|6 kn|y1− y2|, t ∈ [0,n] pour tout y1,y2 ∈ R

(H3) Il existe p ∈ L1
Loc([0,+∞[,R+) et ψ : [0,+∞[−→ [0,+∞[ continue et croissante telle que :

| f (t,y)6 p(t)ψ(|y|), t ∈ J, pour tout y ∈ R

16



CHAPITRE 2. PROBLÈME DE CAUCHY DANS UN ESPACE DE FRÉCHET

2.3 Existence de solutions

Thoérème 2.3. Supposons que les hypothèses (H1),(H2),(H3) sont satisfaites.

Si pour tout n ∈ N ∫ +∞

|y0|

ds
ψ(s)

>
∫ n

0
p(s)ds

alors le problème (2.1),(2.2) admet une solution unique .

La démonstration de ce résultat est basée sur l’altérnative non linéaire de Frigon-Granas .

On donne la définition suivante :

Définition 2.4. pour tout n ∈ N , on définit la famille de semi normes sur C([0,+∞[,R) par :

‖y‖n = sup
t∈[0,n]

{|y(t)|, t ∈ [0.n]}

Preuve du théorème :

On introduit l’opérateur linéaire N : C([0,+∞[,R)−→C([0,+∞[,R) définit par :

Ny(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds

On sait que les points fixes de l’opérateur N sont des solutions de problèmes (2.1),(2.2) d’après

le lemme 2.2 . La démonstration se fait en deux étapes :

1. N est une contraction

Soient y1,y2 ∈C([0,+∞[,R) ; t ∈ [0.n],n ∈ N

|N(y1)(t)−N(y2)(t)|=|
∫ t

0
f (s,y1(s))ds−

∫ t

0
f (s,y2(s))ds|

6
∫ t

0
| f (s,y1(s))− f (s,y2(s))|ds

6 kn

∫ t

0
|y1(s)− y2(s)|ds.

En passant au sup , on obtient

sup
t∈[0,n]

|N(y1)(t)−N(y2)(t)|6 kn

∫ t

0
sup

t∈[0,n]
|y1(s)− y2(s)|ds

Ce qui implique

‖N(y1)−N(y2)‖n6 nkn‖y1− y2‖n ( d’aprés (H2) nKn < 1 )

D’ou N est une contraction .

17



2.3. EXISTENCE DE SOLUTIONS

2. N est borné

D’aprés (H3) pour tout t ∈ [0.n],n ∈ N :

|N(y)(t)|6|y(0)|+
∫ t

0
| f (s,y(s))|ds

6|y0|+
∫ t

0
p(s)ψ(|y(s)|)ds.

On considère la fonction µ(t)définie par :

µ(t) =|y0|+
∫ t

0
p(s)ψ(|y(s)|)ds.

Alors

|Ny(t)|6 µ(t).

µ(t)
′
= p(t)ψ(|y(t)|)
6 p(t)ψ(|µ(t)|)

Ce qui implique
µ(t)

′

ψ(µ(t))
6 p(t).

On intègre ∫ t

0

µ(s)
′

ψ(µ(s))
ds 6

∫ t

0
p(s)ds.

En passant au changement de variable suivant

µ(s) = v =⇒ µ(s)
′
ds = dv.

si: s = 0 =⇒ µ(0) = v(0) = |y0|
si: s = t =⇒ µ(t) = v(t).
Donc pour tout t ∈ [0,n]

∫ µ(t)

|y0|

dv
ψ(v)

6
∫ t

0
p(s)ds

6
∫ n

0
p(s)ds

<
∫ +∞

0

dv
ψ(v)

.

Alors il existe une constante kn telle que µ(t)< kn , t ∈ [0,n].
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CHAPITRE 2. PROBLÈME DE CAUCHY DANS UN ESPACE DE FRÉCHET

Puisque pour chaque t ∈ [0,n], |y(t)|6 µ(t), on a

|y(t)|6 max(|y0|,kn) = Mn, pour tout t ∈ [0,n];n ∈ N.

On définit le fermé,borné Y par :

Y= {y∈C([0,+∞[,R) ‖y‖n6 Mn +1}.

Soit y ∈ ∂Y , λ ∈]0,1[ , y = λNy

y(t) = λNy(t), pour tout t ∈ [0,n],n ∈ N

Donc
|y(t)|=|λNy(t)|6|Ny(t)|.

En passant au sup

sup
t∈[0,n]

|y(t)|6|(Ny)(t)|,n ∈ N.

Alors
‖y‖n6 Mn.

D’autre part , on a :
‖y‖n= Mn +1.

D’ou il n’ existe aucun y ∈ ∂nYn tel que y = λNy pour certain λ ∈]0,1[.

Donc d’après l’altérnative non linéaire de Frigon-Granas l’opérateur N admet un point fixe

qui est solution unique de problème (2.1),(2.2) .

19



2.3. EXISTENCE DE SOLUTIONS
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Chapitre 3
Solution globale dans un espace de Banach

3.1 Introduction
Au cours des dernières années, la théorie des équations différentielles linéaires et non linéaires

a attiré l’attention de nombreux auteurs, et un nombre considérable de résultats a été obtenus.

Cependant, la majorité des travaux parus concernant l’étude de ces équations dans des espaces

de Banach qui a considéré l’existence et l’unicité de solutions dans l’intervalle fini , et seulement

peu de résultats dans la littérature mathématique ont traité le problème d’existence et d’unicité

dans des domaines non bornés [1],[11],[27].

Dans ce chapitre nous nous intéressons à l’étude d’un problème de cauchy sur un domaine

non borné .

En outre, nous établirons trois résultats d’existence et d’unicité ainsi que la dépendance

continue de la solution par rapport à la donnée initiale.

Ce chapitre est structuré comme suit :

Dans la deuxième section, nous étudions l’existence globale de solutions pour une classe

d’équations différentielles présenté sous la forme d’un problème de Cauchy avec condition

non locale. Tout d’abord, nous prouvons une équivalence entre le problème de Cauchy et

une équation intégrale.Ensuite, en s’appuyant sur un critère de compacité approprié, nous

établissons notre premier résultat d’existence en utilisant le théorème du point fixe de Schauder .

Dans la troisième section nous présentons notre deuxième résultat qui s’agit d’un résultat

d’existence et d’unicité. Nous le montrons, à l’aide du théorème du Mönch .

Dans la quatrième section nous utilisons le théorème de Darbo pour étendre le résultat

d’existence à l’intervalle [0,+∞[.
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Ce chapitre est consacré à l’établissement d ’existence et d’unicité pour le problème :

y′(t) = f (t,y(t)) p.p. t ∈ [0,+∞[ (3.1)

y(0) = y0 (3.2)

Où f : [0,+∞]×R−→ R est une fonction donnée , et y0 ∈ R .

3.2 Premier résultat d’existence
Dans la présente section nous allons étudier l’existence et l’unicité de la solution du problème

(3.1),(3.2) en utilisant le théorème de Schauder. Pour cela nous considèrons les hypothèses

suivantes :

(H1) f : [0,+∞[×R−→ R est Carathéodory.

(H2) Il existe p ∈ L1([0,+∞[,R+) et ψ : [0,+∞[−→ [0,+∞[ continue et croissante telle que :

| f (t,y)|6 p(t)ψ(|y|), t ∈ [0,+∞], pour tout y ∈ R

(H3) Il existe R > 0 , tel que

|y0|+ p∗ψ(R)6 R, avec p∗ = ‖p‖L1.

(H4) il existe L > 0 tel que pour chaque borné B dans BC et pour tout t ∈ [0,+∞[ ,on a

α( f (t,B(t)))6 Lα(B(t)).

Le premier résultat est le suivant :

Thoérème 3.1. Supposons que les hypothèses (H1),(H2),(H3) sont satisfaites.

Alors le problème (3.1),(3.2) admet au moins une solution .

Pour monter ce théorème nous allons utiliser le théorème du point fixe de Schauder.
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Démonstration :

Considérons l’opérateur :

N : BC([0,+∞[,R)−→ BC([0,+∞[,R) définit par :

Ny(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds

Montrons que :

1. N est bien définit (c’est à dire N(BC)⊂ BC)

soit y ∈ BC([0,+∞[,R), t ∈ [0,+∞]

|(Ny)(t)|=|y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds|

6|y0|+
∫ t

0
| f (s,y(s))|ds

6|y0|+
∫ t

0
p(s)ψ(|y(s)|)ds.(d′aprs H2)

6|y0|+ψ(‖y‖BC)
∫ t

0
p(s)ds.

6|y0|+ψ(‖y‖BC)p∗.

Donc ‖Ny‖< ∞ , N est bien définie .

2.N est continue

Soit yn une suite de BC([0,+∞[,R) convergente dans BC([0,+∞[,R) vers y∗ .

Montrons que
‖Nyn−Ny∗‖BC −−−−−→n−→+∞

0

|N(yn)(t)−N(y∗)(t)|=|
∫ t

0
f (s,yn(s))ds−

∫ t

0
f (s,y∗(s))ds|

6
∫ t

0
| f (s,yn(s))− f (s,y∗(s))|ds.

En passant au sup

|N(yn)−N(y∗)|6
∫ t

0
| f (s,yn(s))ds− f (s,y∗(s))|ds.

En passant à la limite , on obtient

lim
n−→∞

‖N(yn)−N(y∗)‖BC6
∫ t

0
lim

n−→∞
| f (s,yn(s))ds− f (s,y∗(s))|ds.
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3.2. PREMIER RÉSULTAT D’EXISTENCE

Comme f est de Carathéodory, on a f mesurable par rapport à y, on peut appliquer le théorème

de la convergence dominée de Lebesgue.

Donc
‖Nyn−Ny∗‖BC −−−−−→n−→+∞

0

D’ou l’opérateur N est continue .

Il nous reste à montrer que N est compact pour pouvoir appliquer le théorème du point fixe de

Schauder (c’est à dire l’ensemble image est relativement compact ) en utilisant le théorème

d’Ascoli-Arzélà.

Considérons l’ensemble

B = {y ∈ BC([0,+∞[,R),‖y‖6 R}.

fermé,borné , convexe de BC([0,+∞[,R).

On procède en trois étapes :

Etape 1 : L’ensemble NB est borné . Soit y ∈ B, t ∈ [0,+∞[

|(Ny)(t)|=|y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds|

6|y0|+
∫ t

0
| f (s,y(s))|ds

6|y0|+
∫ t

0
p(s)ψ(|y(s)|)ds. (par(H2))

6|y0|+ψ(R)
∫ t

0
p(s)ds.

6|y0|+ψ(R)p∗.
6 R. (par H3).

Donc
|(Ny)(t)|6 R

c’est à dire
(Ny)(t) ∈ B =⇒ NB⊂ B
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Etape 2 : L’ensemble NB est équicontinu .

Soit t1, t2 ∈ [0,+∞[ ;t1 < t2 et y ∈ B .

|(Ny)(t1)− (Ny)(t2)|=|
∫ t1

0
f (s,y(s))ds−

∫ t2

0
f (s,y(s))ds|

6
∫ t2

t1
| f (s,y(s))|ds

6
∫ t2

t1
p(s)ψ(|y(s)|)ds (d′aprs(H2))

6 ψ(R)
∫ t2

t1
p(s)ds.

6 ψ(R)
∫ t2

t1
p(s)ds.

Donc
|(Ny)(t1)− (Ny)(t2)| −→ 0,si t1 −→ t2.

D’ou l’ensemble NB est équicontinue.

Etape 3 :L’ensemble NB est équiconvergent . On montre que

|(Ny)(t)− (Ny)(∞)|=|
∫ t

0
f (s,y(s))ds−

∫ +∞

0
f (s,y(s))ds|.

6
∫ +∞

t
| f (s,y(s))|ds.

6 ψ(R)
∫ +∞

t
p(s)ds.

En passant à la limite ,on obtient

lim
t−→∞

|(Ny)(t)− (Ny)(∞)|= 0

Donc NC est équiconvergent .

Alors Le théorème du point fixe de Schauder assure l’existence d’un point fixe de N.

Par conséquent, le problème à valeur initiale (3.1),(3.2) possède au moins une solution .

25



3.3. DEUXIÈME RÉSULTAT D’EXISTENCE

3.3 Deuxième résultat d’existence

Thoérème 3.2. Supposons que les hypothèses (H1),(H2),(H3) et (H4) sont satisfaites

Alors le problème (3.1),(3.2) admet au moins une solution .

La démonstration de ce théorème est basée sur le théorème du point fixe de Mönch.

Démonstration :

Considérons l’opérateur N : BC([0,+∞[,R)−→ BC([0,+∞[,R) définit par :

Ny(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds

Il est clair que les points fixes de l’opérateur N sont les solutions du problème

(3.1),(3.2) , on procède en trois étapes :

Étape 1 : montrons que NK ⊂ K

Soit l’ensemble
K = {y ∈ BC([0,+∞[,R),‖y‖BC6 R}.

férmé,borné de BC([0,+∞[,R).

Soit y ∈ K, t ∈ [0,+∞[

|(Ny)(t)|=|y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds|

6|y0|+
∫ t

0
| f (s,y(s))|ds

6|y0|+
∫ t

0
p(s)ψ(|y(s)|)ds.

6|y0|+ψ(R)
∫ t

0
p(s)ds.

6|y0|+ψ(R)p∗.
6 R.

D’ou NK ⊂ K.
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Etape 2 :N est continue .

Soit yn une suite de BC([0,+∞[,R) convergente dans BC([0,+∞[,R) versy∗. On montre que

lim
n−→∞

‖yn− y∗‖BC= 0

|N(yn)(t)−N(y∗)(t)|=|
∫ t

0
f (s,yn(s))ds−

∫ t

0
f (s,y∗(s))ds|

6
∫ t

0
| f (s,yn(s))− f (s,y∗(s))|ds.

En passant au sup

‖Nyn−Ny∗‖BC6
∫ t

0
| f (s,yn(s))ds− f (s,y∗(s))|ds.

En passant à la limite , on obtient

lim
n−→∞

‖Nyn−Ny∗‖BC6
∫ t

0
lim

n−→∞
| f (s,yn(s))ds− f (s,y∗(s))|ds.

Comme f est continue et d’aprés le théorème de la convergence de Lebesgue ,

On obtient
lim

n−→∞
‖N(yn)−N(y∗)‖BC= 0

D’òu l’opérateur N est continue .

Etape 3 : On montre que

V = conv{(NV )∪{0}} ⊂ K

est relativement compact (c’est-à-dire αBC(V ) = 0) .

Soit t ∈ [0,+∞]

α(conv{(NV )∪{0}})6 α(NV (t))

= α({y0 +
∫ t

0
f (s,V (s))ds}).
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3.3. DEUXIÈME RÉSULTAT D’EXISTENCE

Donc d’aprés (H4), on obtient

α(V (t))6 L
∫ t

0
α(v(s))ds.

6 L
∫ t

0
erLse−rLs

αv(s))ds, r > 1.

6
1
r

αBC(V )[erLt−1],(αBC(V ) = sup e−rLs
α(V (t)))

6
1
r

αBC(V )erLt .

Ce qui implique

e−rLt
α(V (t)6

1
r

αBC(V ).

En passant au sup ,on obtient

αBC(V )6
1
r

αBC(V ).

Alors
0 6 (

1
r
−1)αBC(V )6 0, r > 1.

Donc
αBC(V ) = 0.

D’ou V est relativement compact .

Donc d’après le théorème du Mönch l’opérateur N admet un point fixe y qui est solution de

problème (3.1),(3.2).

28



CHAPITRE 3. SOLUTION GLOBALE DANS UN ESPACE DE BANACH

3.4 Troisième résultat
Nous allons donner un autre résultat d’existence de solution pour le problème (3.1),(3.2) en

utilisant le théorème de Darbo.

Thoérème 3.3. supposons que (H1),(H2),(H3),(H4) sont satisfaites .

Alors le problème (3.1),(3.2) admet au moins une solution .

Démonstration :

Considérons l’opérateur N : BC([0,+∞[,R)−→ BC([0,+∞[,R) définit par :

Ny(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds

Pour appliquer le théorème du Darbo , montrons les trois étapes suivantes :

Étape 1 : montrons que NK ⊂ K

Soit l’ensemble
K = {y ∈ BC([0,+∞[,R),‖y‖BC6 R}.

férmé,borné de BC([0,+∞[,R).

Soit y ∈ K, t ∈ [0,+∞[

|(Ny)(t)|=|y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds|

6|y0|+
∫ t

0
| f (s,y(s))|ds

6|y0|+
∫ t

0
p(s)ψ(|y(s)|)ds.

6|y0|+ψ(R)
∫ t

0
p(s)ds.

6|y0|+ψ(R)p∗.
6 R.

D’ou NK ⊂ K .

Etape 2 : Nest continue .

Soit yn une suite de BC([0,+∞[,R) convergente dans BC([0,+∞[,R) vers y∗ .

On montre que

lim
n−→∞

‖Nyn−Ny∗‖BC= 0
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|N(yn)(t)−N(y∗)(t)|=|
∫ t

0
f (s,yn(s))ds−

∫ t

0
f (s,y∗(s))ds|

6
∫ t

0
| f (s,yn(s))− f (s,y∗(s))|ds.

|N(yn)−N(y∗)|6
∫ t

0
| f (s,yn(s))ds− f (s,y∗(s))|ds.

En passant à la limite , on obtient

lim
n−→∞

‖N(yn)−N(y∗)‖BC6
∫ t

0
lim

n−→∞
| f (s,yn(s))ds− f (s,y∗(s))|ds.

(d’après la Carathéodory de f et le théorème de la convergence de Lebesgue)

On obtient
lim

n−→∞
‖N(yn)−N(y∗)‖BC= 0

D’ou l’opérateur N est continue .

Etape 3 : Montrons qu’il existe K ∈ [0,1] telle que

αBC(NA)≤ KαBC(A) , pour tout borné A⊂ K.

soit t ∈ [0,+∞[

α(NA(t)) = α({y0 +
∫ t

0
f (s,A(s))ds}).

6 α({
∫ t

0
f (s,A(s))ds}).

6
∫ t

0
α( f (s,A(s)))ds.

6 L
∫ t

0
α(A(s))ds.

6 L
∫ t

0
erLse−rLs

α(A(s))ds, r > 1.

6
1
r

erLt
αBC(A), r > 1

Ce qui implique

αBC(NA)6
1
r

αBC(A), r > 1

Comme 1
r < 1, alors la condition de Darbo est satisfaite . Donc d’aprés le théorème du Darbo

l’opérateur N admet un point fixe y qui solution de problème (3.1),(3.2) .
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Chapitre 4
Problème de Cauchy avec impulsions

4.1 Introduction

La théorie des équations différentielles ordinaires impulsives a été initiée en 1960 par V. Milman et
A. Myshkis et elle a été développée durant la période de 1960-1975 par certains chercheurs ukraniens
et russes. Ensuite, de 1975 à 1990, le mérite du développement de cette théorie et de sa popularisation
revient au mathématicien américain V. Lakshmikantham.

A partir de 1991, en plus de Lakshmikantham, d’autres mathématiciens comme L. Byszewski, D.
Bainov contribuaient à l’enrichissement de la théorie des équations différentielles impulsives où ils
lancèrent différentes études sur ce sujet et beaucoup de résultats ont été obtenus dès lors [9, 20, 25].

les équations différentielles impulsives apparaissent comme une description naturelle de nom-
breux phénomènes d’évolution dans le monde réel.

Certains phénomènes physiques subissant des changements brusques au cours de leur évolution
comme les systèmes mécaniques avec impact,la dynamique des cellules , les systèmes biologiques
(battements du coeur, flux du sang,...) .

Ces changements sont souvent de très courtes durées et sont donc produits instantanément sous
forme d’impulsions. La modélisation de tels phénomènes nécessite l’utilisation des formes qui font in-
tervenir explicitement et simultanément l’évolution continue du phénomène ainsi que les changements
instantanés. De tels modèles sont dits "impulsifs" .

Au cours des dernières années, un nombre considérable de travaux traitant ce sujet ont été pré-
sentés [5, 6, 8, 9, 23, 25].

Dans ce chapitre nous allons établir des résultats d’existence et d’unicité pour des équations
différentielles impulsives avec conditions initiales.Les théorèmes de fixe de Banach et schaefer seront
utilisés .
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4.2. SYSTÈME IMPULSIF

4.2 Système impulsif
Un système différentiel impulsif est généralement défini par une équation différentielle ordinaire

soumise à une équation aux différences qui représente la condition impulsive. Un tel système est
donné par :

{
y′(t) = f (t,y(t)); t 6= tk

∆y(t) = I(t,y(t)); t = tk, k = 0,1, ...

Où f : [0,+∞]×R−→ R est une fonction donnée .

∆y(t) représente la condition impulsive donnée par

∆y(t) = y(t+k )− y(t−k ) ,k = 1, ...,m

y(t+k ) = lim
t−→t+k

y(t) , y(t−k ) = lim
t−→t−k

y(t)

le système ci-dessus est simplement un système différentiel impulsif avec des moments fixes

c’est à dire que le temps d’impulsion est fixe .

Dans ce cas le problème est assujetti à un nombre fini (ou infini) d’impulsions qui ont lieu à des

moments fixes donnés par une suite croissante

t0 = 0 < t1 < t2 < ... < tk,

n’ayant pas de points d’accumulation à savoir

lim
k−→+∞

tk =+∞.

4.3 Problème impulsif du premier ordre
Considérons le problème impulsif du premier ordre suivant :

y′(t) = f (t,y(t)) p.p. t ∈ [0,+∞[\{t1, t2, ...} (4.1)

y(t+k )− y(t−k ) = Ik(y(t−k )),k = 1, ...,m (4.2)

y(0) = y0 (4.3)

Où f : [0,+∞]×R−→ R est une fonction donnée , et Ik : R−→ R sont des fonctions

données,k=1,...,m et y0 ∈ R avec

t0 = 0 < t1 < t2 < ... < tk, y(t+k ) = lim
t−→tk

y(t) , y(t−k ) = lim
t−→tk

y(t)
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Considérons l’espace de Banach suivant :

PC([0,+∞[,R) =

{
y : [0,+∞[−→ R, lim

t−→+∞
e−rdt |y(t)| existe, y ∈ C(J∗,R),

y(t+k ) et y(t−k ) existent et y(t−k ) = y(tk),k = 1,2, ...,m.

muni de la norme
‖y‖PC= sup

t∈[0,+∞]

{e−rdt |y(t)|}.

avec d une constante positive et r > 1 .

Introduisons maintenant la définition de la solution du problème (4.1)-(4.3)

Définition 4.1. Une fonction y ∈ PC∩∪+∞

k=1 C(Jk ,R) est solution du problème (4.1),(4.3)

si y satisfait l’équation (4.1) pour t ∈ [0,+∞], t 6= tk ,k = 1,2, ...,m ainsi que

les conditions {
y(t+k )− y(t−k ) = Ik(y(t−k )) ,k = 1, ...,m

y(0) = y0

4.4 Equivalence entre le problème de cauchy et l’ équation inté-
grale

Nous allons établir une équivalence entre le problème (4.1),(4.3) et une certaine

équation intégrale

Définition 4.2. On considère le problème linéaire suivant

y′ = h(t), t ∈ J∗ = [0,+∞[\{t1, t2, ...} (4.4)

y(t+k )− y(t−k ) = ak, k = 1, ...,m (4.5)

y(0) = y0 (4.6)

où h est une fonction donnée .
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On a le résultat suivant :

Lemme 4.3. y est solution de problème (4.4),(4.6) , si elle satisfait l’équation :

y(t) = y0 +
∫ t

0
h(s)ds+ ∑

0<tk<t
ak.

∑
0<tk<t

ak =



0 si t ∈ [0, t1]
a1 si t ∈ [t1, t2[
a1 +a2 si t ∈ [t2, t3[
.

.

.

a1 +a2 + ...+am si t ∈ [tm,+∞[

Dans le but d’établir nos résultats d’existence et d’unicité nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.4. la fonction y ∈ C1([0,+∞],R)∩PC([0,+∞],R) est solution du problème (4.1)-(4.3) ,

si et seulement si y ∈ PC([0,+∞],R) est une solution de l’équation intégrale impulsive suivante :

y(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds+ ∑

0<tk<t
IK(y(t−k )).

4.5 Premier résultat d’existence
le résultat suivant est basé sur le principe de contraction de Banach . En vue d’obtenir un tel

résultat,nous considérons des conditions appropriées sur les fonctions impliquées dans le

problème(4.1)-(4.3) , nous proposons les hypothèses suivantes :

(H1) f : [0,+∞[×R−→ R est continue.

(H2) il existe d > 0 0 telle que :

| f (t,y)− f (t,y)|6 d|y− y|, ∀t ∈ [0,+∞] ,∀y,y ∈ R.

(H3) Il existe ck > 0 telle que :

|Ik(y)− Ik(y)| ≤ ck|y− y|.∀y,y ∈ R.
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Thoérème 4.5. Supposons que (H1),(H2),(H3) sont satisfaites .Si

(
1
r
+

m

∑
k=0

ck)< 1

Alors le problème (4.1)-(4.3) admet une unique solution .

Démonstation :

Pour montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème(4.1)-(4.3) , il suffit de vérifier

les hypothèses du théorème de point fixe de Banach.

On définit l’opérateur N : PC([0,+∞],R)−→ PC([0,+∞],R) par :

(Ny)(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds+ ∑

0<tk<t
IK(y(t−k )).

D’après le lemme 4.4 les points fixes de l’opérateur N sont des solutions du problème (4.1)-(4.3)

Pour pouvoir appliquer le théorème de Banach , prouvons que N est une contraction .

En effet on a :

Etape 1 : N est bien définit

Si y ∈ PC([0,+∞],R) alors la fonction Ny est continue sur [0,+∞] sauf aux points tk,k = 1...m.

lim
t−→t+k

(Ny)(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds+ I1(y(t−1 ))+ I2(y(t−2 ))+ ...+ Ik−1(y(t−k−1)).

(Ny)(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds+ I1(y(t−1 ))+ I2(y(t−2 ))+ ...+ Ik−1(y(t−k−1)).

D’ou Ny est continu à gauche aux points tk .

lim
t−→t−k

(Ny)(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds+ I1(y(t−1 ))+ I2(y(t−2 ))+ ...+ Im(y(t−m )).

Finalement

(Ny)(t+k )− (Ny)(t−k ) = IK(y(t−k )).

Ny n’est pas continue au point tk.

D’ou Ny ∈ PC([0,+∞],R)
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Etape 2 : On va montrer que N est une contraction .

Soient y1,y2 ∈ PC([0,+∞],R) et t ∈ [0,+∞] .

|(Ny1)(t)− (Ny2)(t)|=|
∫ t

0
( f (s,y1(s))− f (s,y2(s))ds)+ ∑

0<tk<t
IK(y1(t−k ))− Ik(y2(t−k ))|

6
∫ t

0
| f (s,y1(s))− f (s,y2(s))|ds+ ∑

0<tk<t
|IK(y1(t−k ))− Ik(y2(t−k ))|

6
∫ t

0
|(y1(s)− y2(s))|ds+ ∑

0<tk<t
cK|(y1(t−k )− y2(t−k )|

6
1
r
(erdt−1) ‖y1− y2‖PC+(

m

∑
k=1

ckerdt)) ‖y1− y2‖PC

6 (
1
r

erdt +
m

∑
k=1

ckerdt) ‖y1− y2‖PC

6 erdt(
1
r
+

m

∑
k=1

ck) ‖y1− y2‖PC.

En passant au sup pour le premier membre ,on obtient

‖Ny1−Ny2‖PC6 (
1
r
+

m

∑
k=1

ck) ‖y1− y2‖PC

Donc N est une contraction .

D’ou N admet un point fixe qui est la solution unique de problème (4.1)-(4.3) .

Nous concluons d’après ce qui précède qu’en vertu du théorème du point fixe

de Banach l’opérateur F possède au moins un point fixe .

4.6 Deuxième résultat d’existence
Afin d’établir un résultat d’éxistance de la solution du problème (4.1)-(4.3) basé sur le théorème

du Schaefer , nous proposons les hypothèses suivantes :

(H1) f : [0,+∞[×R−→ R est continue .

(H2) Il existe p ∈ L1([0,+∞[,R+) et ψ : [0,+∞[−→ [0,+∞[ continue et croissante telle

que :
| f (t,y)6 p(t)ψ(|y|), t ∈ [0,+∞], pour tout y ∈ R

(H3) Ik : R−→ R, k=1,...,n des fonctions continues et il existe ck > 0 :|Ik(y)|6 ck , ∀y ∈ R
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Thoérème 4.6. Supposons (H1),(H2),(H3) sont satisfaites . Si∫ +∞

|y0|

ds
ψ(s)

>
∫ n

0
p(s)ds (4.7)

alors le problème (4.1),(4.3) admet au moins une solution .

Preuve :

Considérons l’opérateur N définie par :

N : PC(J,R)−→ PC(J,R)

(Ny)(t) = y0 +
∫ t

0
f (s,y(s))ds+ ∑

0<tk<t
IK(y(t−k )).

D’aprés le lemme (4.4) , les points fixes de l’opérateur N sont les solutions du problème

(4.1)-(4.3) .

Pour appliquer le théorème de Schaefer , on doit démontrer d’abord que N est complètement

continue . En effet on a :

Etape 1 : N est complètement continue .

Soit D⊂ PC(J,R) une partie bornée, alors ∃r > 0,∀y ∈ D : ‖y‖PC6 r .

Soit y ∈ D :

|(Ny)(t)|6
∫ t

0
| f (s,y(s))|ds+ ∑

0<tk<t
IK(y(t−k ))|

6|y0|+
∫ t

0
p(s)ψ(|y(s)|)ds+

m

∑
k=1

ck.

On a ‖y‖PC6 r .

En passant au sup , on obtient

|(Ny)|PC 6 ‖y0‖+ψ(r)‖p‖L1+
m

∑
k=1

ck = l.

Etape 2 :N est équicontinu .

Soient l1, l2 ∈ [0,+∞] telle que l1 < l2 ,et soit y ∈ D

|(Ny)(l2)− (Ny)(l1)|6
∫ l2

l1
| f (s,y(s))|ds+ ∑

0<tk<l2−l1

|IK(y(t−k ))|

6 ψ(r)
∫ l2

l1
p(s)ds+ ∑

0<tk<l2−l1

ck.

Si l1 −→ l2 alors |(Ny)(l2)− (Ny)(l1)| −→ 0.
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Etape 3 :N est continu .

Soit (yn)n∈N une suite dans PC convergente vers y . il existe un entier r tel que ‖yn‖PC6 r

pour tout n ∈ N et ‖y‖PC6 r donc yn ∈ D et y ∈ D .

D’aprés le théorème de la convergence dominée de lebesgue et la continuité des Ik on a

‖Nyn−Ny‖PC 6
∫ b

0
| f (s,yn(s))− f (s,y(s)|ds

+ ∑
0<tk<t

|IK(yn(l−k ))− Ik(y(l−k ))| −→ 0 si n−→ ∞

Donc N est complètement continue .

Il reste à montrer que l’ensemble

F = {y ∈ PC([0,+∞]) : y = λNy;λ ∈ [0,1]}

est borné .

Soit y ∈ F, il existe λ ∈ [0,1] telle que pour chaque t ∈ [0,+∞] alors

|y(t)|= λNy(t)6|y0|+
∫ t

0
| f (s,y(s))|ds+ ∑

0<tk<t
|IK(yn(t−k ))|

6|y0|+
∫ t

0
p(s)ψ(|y(s)|)ds+

m

∑
k=1

ck.

Posons

v(t) =|y0|+
∫ t

0
p(s)ψ(|y(s)|)ds+

m

∑
k=1

ck.

Donc

v0 =|y0|+
m

∑
k=1

ck = ỹ.

et
v
′
(t) = p(t)ψ(|y(t)|)6 p(t)ψ(v(t)).

ce qui implique
v′(t)

ψ(v(t))
6 p(t)

En intégrant , on obtient ∫ t

0

v′(s)
ψ(v(s))

ds 6
∫ t

0
p(s)ds
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Posons v(s)=u donc ∫ v(t)

ỹ

du
ψ(u)

6
∫ +∞

0
p(t) dt

6
∫ v(t)

ỹ

du
ψ(u)

Donc il existe l∗ > 0 : v(t)6 l∗ > 0 , ∀t ∈ [0,+∞[

D’ou
|y(t)|6 l∗ =⇒‖y‖PC6 l∗.

Donc F est borné .

Alors d’aprés le théorème de Schaefer N admet un point fixe qui est solution

du problème (4.1)-(4.3) .
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