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1.1 Bref aperçu sur les espaces de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Rappel sur les espaces de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3 Sur les espaces topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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2.1 Théorème des projections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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3.2 Symétrisation de formes linéaires et propriétés . . . . . . . . . . . . 33
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Introduction

Le présent travail est consacré au théorème de Lax-Milgram dans les espaces de

Banach. On rappelle que ce théorème est bien connu dans les espaces de

Hilbert, vu son application simple grâce au produit scalaire. Il est utilisé pour

assurer l’existence et l’unicité de la solution de certains problèmes. On cite dans

ce contexte, les équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles linéaires

dans les espaces de Hilbert où après formulation faible, dite aussi variationnelle,

se présentent sous la forme

a(u, v) = L(v) (F )

où a est une forme bilinéaire et L est une forme linéaire et le problème revient à

montrer l’existence et l’unicité de u solution de l’équation (F ), qui doit être

satisfaite pour tout élément v de l’espace de Hilbert en question.

Le but de ce mémoire, basé essentiellement sur la lecture des articles [7] et [8]

de Ramaswamy, est de voir comment ce grand théorème peut-être généralisé

aux espaces de Banach qui ne sont pas à priori des espaces de Hilbert. On verra

aussi comment on peut appliquer le théorème de la représentation de Riesz

dans ces espaces qui ne sont munis d’aucun produit scalaire.

2



Tout ceci va être découvert dans ce mémoire qui se présente comme suit :

Chapitre 1 :

Dédié à quelques outils indispensables pour les chapitres suivants.

Chapitre 2 :

Consacré au théorème de Lax-Milgram dans les espaces de Hilbert et à quelques

applications.

Chapitre 3 :

Présente et formule le théorème de Lax-Milgram dans les espaces de Banach avec

deux applications explicatives.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Bref aperçu sur les espaces de Hilbert

Définition 1. Soit E un espace vectoriel sur K (R ou C ).

On dit que E est muni d’un produit scalaire s’il existe une application

h : E × E −→ K

(u, v) 7−→ h(u, v) = 〈u, v〉,

vérifiant les propriétés suivantes.

Pour tous u, v et w ∈ E et α, β ∈ K,

i) 〈v, u〉 = 〈u, v〉 (Hermitienne).

ii) 〈αu+βw, v〉 = α〈u, v〉+β〈w, v〉; 〈u, αv+βw〉 = α〈u, v〉+β〈u,w〉 (Sesquilinéaire).

iii) 〈u, u〉 ≥ 0 et 〈u, u〉 = 0⇐⇒ u = 0 (Définie positive).

Un espace muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien.
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Exemples.

1) Sur Rn, le produit scalaire euclidien usuel est

〈u, v〉 =
n∑
i=1

uivi,

où u = (ui)1≤i≤n et v = (vi)1≤i≤n.

2) Soit Ω un ouvert de Cn, et C(Ω) l’espace des fonctions continues sur Ω.

C(Ω) = {f : Ω −→ C; continue},

C(Ω) muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫
Ω

f(u)g(u)du,

est un espace préhilbertien.

Définition 2. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Une norme sur E,

est une application, ‖.‖E : E −→ R+ ayant les trois propriétés suivantes :

1) a) ‖u‖E ≥ 0 ∀u ∈ E, b) ‖u‖E = 0⇐⇒ u = 0 (Définie positive).

2) ‖λu‖E = |λ| ‖u‖E ∀u ∈ E, ∀λ ∈ K ( Homogénéité).

3) ‖u+ v‖E ≤ ‖u‖E + ‖v‖E ∀u, v ∈ E ( Inégalité triangulaire).

Exemples.

Sur Rn les normes suivantes sont les plus utilisées ;

1) ‖u‖1 =
∑n

i=1 |ui| , u = (u1, ..., un)

2) ‖u‖2 = (
∑n

i=1 u
2
i )

1/2

3) ‖u‖∞ = maxi=1,2,...n |ui|
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Définition 3. Le couple (X, ‖.‖X) où X est un espace vectoriel sur K et ‖.‖X

une norme sur X est appelé un espace normé (réel si K = R, complexe si K = C).

Proposition 1. (Inégalité Cauchy-Schwarz).

Soit E un espace préhilbertien sur K muni d’un produit scalaire 〈., .〉.

∀u, v ∈ E; |〈u, v〉| ≤ 〈u, u〉1/2 〈v, v〉1/2 (1.1)

Preuve :

Soient u, v ∈ E et λ ∈ C avec |λ| = 1.

D’après iii) de la définition 1 on a pour tout t ∈ R :

0 ≤ 〈tu+ λv, tu+ λv〉 = 〈tu, tu〉+ 〈tu, λv〉+ 〈λv, tu〉+ 〈λv, λv〉

= t2 〈u, u〉+ tλ〈u, v〉+ tλ〈v, u〉+ |λ|2 〈v, v〉

= t2 〈u, u〉+ 2tReλ〈v, u〉+ |λ|2 〈v, v〉 (?)

et puisque, Reλ 〈v, u〉 ≤ |λ 〈v, u〉| = |〈u, v〉|, alors

t2 〈u, u〉+ 2tReλ |〈v, u〉|+ |λ|2 〈v, v〉 ≤ t2 〈u, u〉+ 2t |〈u, v〉|+ |λ|2 〈v, v〉

d’où, de (?) 0 ≤ t2 〈u, u〉+ 2t |〈u, v〉|+ |λ|2 〈v, v〉 ,

ainsi on a, P (t) := t2 〈u, u〉+ 2t |〈u, v〉|+ |λ|2 〈v, v〉 ≥ 0, ∀t ∈ R.

Le discriminant du trinôme P (t) doit être négatif ou nul.

∆′ = (|〈u, v〉|)2 − 〈u, u〉 〈v, v〉 ≤ 0⇒ |〈u, v〉| ≤ 〈u, u〉1/2 〈v, v〉1/2 d’où (1.1).
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Proposition 2. (Norme induite par un produit scalaire).

Soit E un espace préhilbertien sur K muni d’un produit scalaire 〈., .〉.

L’application ‖.‖ définie sur E par ‖.‖ =
√
〈., .〉 est une norme sur E.

Preuve :

Pour tous u, v ∈ E et λ ∈ K on a,

1) 〈u, u〉 = 0⇐⇒ u = 0, donc ‖u‖ = 0⇐⇒ u = 0

2) 〈λu, λu〉 =| λ |2 〈u, u〉 =⇒ ‖λu‖ = |λ| ‖u‖ .

3) Inégalité triangulaire

‖u+ v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉

= 〈u, u〉+ 〈u, v〉+ 〈v, u〉+ 〈v, v〉

= ‖u‖2 + 2Re 〈u, v〉+ ‖v‖2

≤ ‖u‖2 + 2 |〈u, v〉|+ ‖v‖2

≤ ‖u‖2 + 2 〈u, u〉1/2 〈v, v〉1/2 + ‖v‖2 d’après (1.1)

= (‖u‖+ ‖v‖)2

=⇒ ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ .

Ainsi l’application ‖.‖ =
√
〈., .〉 est une norme sur E .
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Proposition 3. (L’identité du parallélogramme).

Soit E un espace préhilbertien réel sur K muni d’un produit scalaire 〈., .〉. Alors

∀u, v ∈ E, 2(‖ u ‖2 + ‖ v ‖2) =‖ u+ v ‖2 + ‖ u− v ‖2 (1.2)

(i.e. dans un parallélogramme la somme des carrés des diagonales est égale à

la somme des carrés des côtés).

Preuve :

On a

‖ u+ v ‖2 + ‖ u− v ‖2 = 〈u+ v, u+ v〉+ 〈u− v, u− v〉

= 〈u, u〉+ 〈v, v〉+ 〈u, v〉+ 〈v, u〉+ 〈u, u〉+ 〈v, v〉 − 〈u, v〉 − 〈v, u〉

= 2(〈u, u〉+ 〈v, v〉)

= 2(‖ u ‖2 + ‖ v ‖2) d’où (1.2).

Remarque.

Si l’identité de parallélogramme n’est pas satisfaite par la norme induite alors

l’espace en question n’est pas un espace de préhilbertien.

Définition 4. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou complexe muni

d’un produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.

Si K = R (resp. K = C), H est dit espace de Hilbert réel (resp. complexe).
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Exemples.

Soient u = (u1, u2..., un), v = (v1, v2..., vn)∈ Kn.

1) Rn muni du produit scalaire 〈u, v〉 = u1v1+u2v2+...+unvn est un espace

de Hilbert réel.

2) Cn muni du produit scalaire 〈u, v〉 = u1v1 +u2v2 + ...+unvn est un espace

de Hilbert complexe.

3) Soit Ω un ouvert de Rn, et L2(Ω) l’espace vectoriel des fonctions à carré

intégrable sur Ω.

L2(Ω) = {f : Ω −→ C;

∫
Ω

|f(x)|2dx <∞},

muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫
Ω

f(x)g(x)dx

L2(Ω) est un espace de Hilbert.

1.2 Rappel sur les espaces de Banach

Définition 5. Soit (E, ‖.‖E) un espace normé. Une suite (xn)n∈N de points de E

est dite une suite de Cauchy si pour tout ε > 0 il existe N = N(ε) tel que pour tous

m,n > N , on ait ‖un − um‖E < ε (i.e limn,m−→+∞ ‖un − um‖E = 0).

Définition 6. Un espace normé (E, ‖.‖E) où toute suite de Cauchy est

convergente est appelé un espace de Banach.

Exemple.

Les espaces R et Rn munis de leurs normes usuelles sont des espaces de Banach.

Définition 7. Soit E un e.v.n. On dit que E est séparable s’il existe une suite

(xn)n≥1 ⊂ E qui est dense dans E.
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1.3 Sur les espaces topologiques

Parmi les espaces topologiques particulièrement importants, signalons les

espaces métriques, les espaces normés, les espaces de Banach et les espaces de

Hilbert.

Définition 8. Soient (X, τ), (Y, τ ′) deux espaces topologiques,

1. Une application f : X −→ Y est dite un homéomorphisme de (X, τ)

sur (Y, τ ′) si f est une bijection, et si f et f−1 sont continues.

2. (X, τ) et (Y, τ ′) sont dits homéomorphes s’il existe un homéomorphisme

de l’un sur l’autre.

Exemples

i) Les sous-espaces [a, b] et [0, 1] de la droite réelle R sont homéomorphes.

En effet l’application u 7−→ (b− a)u+ a de [0, 1] −→ [a, b] est un

homéomorphisme.

ii) La droite réelle R et l’intervalle ]− 1, 1[ sont homéomorphes.

En effet, u 7−→ tan(πu
2

) de ]− 1, 1[−→ R est un homéomorphisme.

1.4 Rappel sur les applications linéaires

Soient E et F deux espaces normés sur le même corps K . Pour qu’une

application linéaire f : E −→ F soit continue il suffit qu’elle soit continue en

un point, elle est alors uniformément continue.
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Les applications linéaires continues possèdent des propriétés particulières

remarquables.

Si E est un espace vectoriel sur K, une application linéaire f : E −→ K

est appelée une forme linéaire, l’espace vectoriel des formes linéaires sur

E est le dual algébrique de E (noté E?) ; si E est normé, l’espace vectoriel

des formes linéaires continues sur E est le dual topologique de E noté E ′ ⊂ E?.

E ′ est un sous-espace vectoriel de E?.

Définition 9. Soit f : X −→ Y . On dira que f est une application ouverte si

l’image par f de tout ouvert de X est un ouvert de Y .

Théorème 1. [1] (Théorème de l’application ouverte).

Soient E et F deux espaces de Banach. Une application linéaire continue

surjective f : E −→ F est une application ouverte.

Définition 10. Soit (E, ‖ . ‖E) un espace de Banach, on note par E ′ son dual

topologique, E ′ = {f : E −→ K ; linéaire et continue}. E ′ est normé par :

‖ f ‖E′= sup
u6=0

| f(u) |
‖ u ‖E

Le dual de E ′ est appelé bidual de E et est noté E ′′,

E ′′ = {h : E ′ −→ K; linéaire et continue}.

Théorème 2. [1]

Si F est un espace de Banach, l’espace normé L(E,F ) l’est aussi.

En particulier le dual topologique E ′ de E est un espace de Banach.
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Théorème 3. [1](corollaire du théorème de Hahn-Banach).

Soient E un espace normé, H un sous-espace vectoriel fermé de E et u0 ∈ E\H.

Il existe une forme linéaire continue µ sur E telle que,

µ(u0) = 1, µ(H) = 0, ‖µ‖ =
1

ρ

où ρ (strictement positif) est la distance de u0 à H.

Définition 11. Soit E un espace de Banach et soit J : E −→ E ′′ l’injection

canonique de E dans E ′′.

L’espace E est dit réflexif si J est surjective, c’est-à-dire J(E) = E ′′.

Quand E est réflexif, E ′′ est habituellement identifié avec E.

1.5 Quelques outils dans les espaces de Lebesgue

Définition 12. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ ; on pose

Lp(Ω) =
{
f : Ω → R; f mesurable et ||f ||Lp <∞

}
.

où ||f ||Lp =

[∫
Ω

|f(x)|pdx
]1/p

.

Définition 13. On pose

L∞(Ω) =
{
f : Ω → R; f mesurable, ∃C > 0; |f(x)| ≤ C p.p. x ∈ Ω

}
.

On note ||f ||L∞ = inf {C ; |f(x)| ≤ C p.p.x ∈ Ω}.

Remarque.

Soit 1 ≤ p ≤ +∞ ; on désigne par q l’exposant conjugué de p i.e. 1
p

+ 1
q

= 1.
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Théorème 4. (Inégalité de Hölder).

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞. Alors

fg ∈ L1(Ω) et

∫
Ω

|fg| ≤ ||f ||Lp ||g||Lq .

1.6 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Soit I =]a, b[ un intervalle dans R, et soit 1 ≤ p ≤ +∞.

Définition 14. L’espace de Sobolev W 1,p(I) est défini par

W 1,p(I) ≡
{
u ∈ Lp(I);∃g ∈ Lp(I) tel que

∫
I

uϕ = −
∫
I

gϕ ∀ϕ ∈ C1
c (I)

}
.

où C1
c (I) est l’espace des fonction de classe C1(I) à support compact.

L’espace W 1,p(I) est muni de la norme suivante ;

‖u‖W 1,p(I) = ‖u‖Lp(I) + ‖u′‖Lp(I) ,

ou bien de la norme équivalente,

‖u‖W 1,p(I) =
(
‖u‖pLp(I) + ‖u′‖pLp(I)

)1/p

(si 1 < p < +∞).

En particulier pour p = 2, on note W 1,p(I) par H1(I).

H1(I) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire,

〈u, v〉H1 = 〈u, v〉L2 + 〈u′, v′〉L2 =

∫ b

a

(uv + u′v′), ∀u, v ∈ H1 (1.3)

et la norme associée,

||u||H1 =
(
||u||2L2 + ||u′||2L2

) 1
2 (1.4)

est équivalente à la norme de W 1,2(I).

13



Définition 15. Soit 1 ≤ p <∞, l’espace W 1,p
0 (I) désigne la fermeture de C1

0(I)

dans W 1,p(I).

L’espace W 1,p
0 (I) muni de la norme induite par W 1,p(I) est un espace de

Banach séparable, il est de plus réflexif si 1 < p <∞.

où C1
0(I) est l’espace des fonction de classe C1(I) et qui s’annulent aux bornes.
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Chapitre 2

Théorème de Lax-Milgram dans
les espaces de Hilbert

Parmi les espaces de Banach de dimension infinie qui possèdent la plus grande

analogie avec les espaces euclidiens sont les espaces de Hilbert, la commodité

des calculs dans ces espaces, leur intérêt en physique mathématique, leurs

propriétés remarquables font de ces espaces un chapitre important de la mathématique.

Avant d’énoncer le théorème de Lax-Milgram, nous avons besoin de rappeler le

théorème des projections, qui généralise au cadre hilbertien la notion bien connue

de projection en dimension finie. Nous l’énonçons dans le cas général pour une

projection sur un convexe fermé non vide.

Et par la suite on rappelle aussi le théorème de la représentation de Riesz qui

est un cas particulier du théorème de Lax-Milgram.

Dans tout ce paragraphe, H désigne un espace de Hilbert réel.

On note 〈., .〉 le produit scalaire sur cet espace et ‖.‖ la norme associée.
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2.1 Théorème des projections

Théorème 5. [4]

Soient H un espace de Hilbert réel et A ⊂ H un convexe fermé non vide,

alors pour tout f ∈ H il existe un unique u ∈ A tel que,

‖ f − u ‖= min
v∈A
‖ f − v ‖ (2.1)

De plus u est caractérisé par la propriété,

〈f − u, v − u〉 ≤ 0 ∀v ∈ A (2.2)

Si A est un sous-espace vectoriel de H, alors,

〈f − u, v〉 = 0, ∀v ∈ A (2.3)

et f est l’unique élément de A vérifiant cette égalité, en d’autres termes, on a,

f − u ∈ A⊥.

On a la décomposition suivante de H en somme directe orthogonale,

H = A⊕ A⊥

où A⊥ = {u ∈ H; 〈u, v〉 = 0, ∀v ∈ A}.

Preuve :

Avant de montrer l’existence et l’unicité de u, on commence par montrer

l’équivalence entre (2.1) et (2.2) (i.e la caractérisation de u).

Soit u ∈ A vérifiant (2.1) et soit w ∈ A on a,

v = [(1− α)u+ αw] ∈ A , pour α ∈]0, 1], car A est un convexe et donc ,

16



‖f − u‖ ≤ ‖f − [(1− α)u+ αw]‖

= ‖(f − u)− α(w − u)‖

=⇒ ‖f − u‖2 ≤ ‖f − u‖2 − 2α〈f − u,w − u〉+ α2 ‖w − u‖2

⇒ 2〈f − u,w − u〉 ≤ α ‖w − u‖2 .

Quand α −→ 0+;
〈f − u,w − u〉 ≤ 0 et c’est (2.2).

Inversement

Soit u vérifiant (2.2) alors on a,

‖f − u‖2 − ‖f − v‖2 = 〈f − u, f − u〉 − 〈f − v, f − v〉

= 〈f − u, f − v + v − u〉 − 〈f − u+ u− v, f − v〉

= 〈f − u, v − u〉+ 〈f − u, f − v〉 − 〈f − u, f − v〉+ 〈v − u, f − v〉

= 〈f − u, v − u〉+ 〈v − u, f − u+ u− v〉

= 〈f − u, v − u〉+ 〈v − u, f − u〉+ 〈v − u, u− v〉

= 2 〈f − u, v − u〉 − 〈u− v, u− v〉

= 2〈f − u, v − u〉 − ‖u− v‖2 ≤ 0 ∀v ∈ A

=⇒ ‖f − u‖2 − ‖f − v‖2 ≤ 0 ∀v ∈ A

=⇒ ‖f − u‖ ≤ ‖f − v‖ ∀v ∈ A

=⇒ ‖f − u‖ = min
v∈A
‖f − v‖ d’où (2.1).
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On note d(f, A) =‖ f − u ‖= min
v∈A
‖ f − v ‖ .

i)Unicité.

Soient u1, u2 vérifiant (2.2) alors on a,
〈f − u1, v − u1〉 ≤ 0; ∀v ∈ A (i)

〈f − u2, v − u2〉 ≤ 0; ∀v ∈ A (ii)

On pose v = u2 dans (i) et v = u1 dans (ii) on obtient,


〈f − u1, u2 − u1〉 ≤ 0 (?)

〈f − u2, u1 − u2〉 ≤ 0 (??)

De (?) on obtient,

〈f − u2 + u2 − u1, u2 − u1〉 ≤ 0 =⇒ 〈f − u2, u2 − u1〉+ 〈u2 − u1, u2 − u1〉 ≤ 0

=⇒ 〈f − u2, u2 − u1〉+ ‖u2 − u1‖2 ≤ 0

=⇒ ‖u2 − u1‖2 ≤ 〈f − u2, u1 − u2〉 ≤ 0 d’aprés (??)

=⇒ ‖u2 − u1‖2 = 0

=⇒ u2 = u1.

ii)Existence.

Soit (vn)n ⊂ A une suite minimisante.

Par définition on a ; d(f, A) ≤‖ f − vn ‖H≤ d(f, A) +
1

n
∀n ∈ N.
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Montrons que (vn)n est de Cauchy, ainsi H étant hilbertien donc un espace

complet et on pourra conclure la convergence de (vn)n .

Soient n,m ∈ N et posons d = d(f, A) et dk = d(f, vk) ∀k ∈ N.

H étant un espace de Hilbert donc la règle du Parallélogramme (1.2) est vérifiée ;

On remplace dans l’équation (1.2) u = f − vm et v = f − vn, on obtient,

2(‖ f − vm ‖2 + ‖ f − vn ‖2) =‖ (f − vm)− (f − vn) ‖2 + ‖ (f − vm) + (f − vn) ‖2

=‖ vn − vm ‖2 +4 ‖ f − vn + vm
2

‖2

⇒‖ vn − vm
2

‖2=
d2
m + d2

n

2
− ‖ f − vn + vm

2
‖2 .

Or,
vn + vm

2
∈ A car A est convexe, donc

‖ f − vn + vm
2

‖≥ d(f, A)

par conséquent de (2.1) on a ,

‖ vn − vm
2

‖2 =
d2
m + d2

n

2
− ‖ f − vn + vm

2
‖2

≤ d2
m + d2

n

2
− d2 −→ 0, n,m −→ +∞

=⇒ lim
n,m−→∞

‖ vn − vm ‖= 0.

Alors (vn)n est une suite de Cauchy dans A qui est complet ( car A fermé dans un

complet). Et, (vn) −→
n→+∞

u ∈ A et l’on a d = ‖f − u‖.
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2.2 Théorème de représentation de Riesz

Théorème 6. [4]

Soit L une forme linéaire continue sur H alors, il existe un unique élément u

de H tel que,

∀v ∈ H, L(v) = 〈u, v〉. (2.4)

De plus
‖ u ‖H=‖ L ‖H′ . (2.5)

Preuve :

a) Existence.

On distingue deux cas ;

1er cas : L ≡ 0

Il suffit de prendre u = 0H .

2ème cas : L 6≡ 0

Introduisons le noyau A = KerL . Alors A est un sous espace vectoriel fermé

et propre de A (car L est continue, or l’image réciproque d’un fermé est un

fermé , et comme {0}H est un fermé alors KerL = L−1({0}) est un fermé,

et H 6= A, car L 6≡ 0).

D’après le théorème des projections 5, on a la décomposition H = A⊕ A⊥.

Et l’espace A⊥ n’est pas réduit à {0}H , il contient donc un élément v0 unitaire

(de norme 1).
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Soit v quelconque dans H , on peut le décomposer de la manière suivante,

v =
L(v)

L(v0)
v0 + w où w = v − L(v)

L(v0)
v0, w ∈ A.

Par construction on a 〈v0, w〉 = 0 car v0 ∈ A⊥ et w ∈ A, ainsi

〈v0, v〉 =
L(v)

L(v0)
‖ v0 ‖2=

L(v)

L(v0)
car ‖ v0 ‖= 1.

=⇒ L(v) = L(v0) 〈v0, v〉 = 〈L(v0)v0, v〉 .

On a ainsi construit un élément u = v0L(v0) de H tel que,

∀v ∈ H L(v) = 〈u, v〉.

b) Unicité.

Elle est immédiate, car, si u1, u2 sont deux solutions, alors d’après (2.4) on a

L(v) = 〈v, u1〉 = 〈v, u2〉 ⇒ 〈v, u1 − u2〉 = 0 ∀v ∈ H

⇒ u1 − u2 ∈ H⊥

⇒ u1 − u2 = 0⇒ u1 = u2.

Reste à montrer (2.5).

On a, ∀v 6= 0,
| L(v) |
‖ v ‖H

≤‖ u ‖H⇒ ‖L‖ = supv∈H
| L(v) |
‖ v ‖H

≤‖ u ‖H

⇒‖ L ‖H′≤‖ u ‖H .

Pour u = v on a, ‖L‖H′ =
| L(u) |
‖ u ‖H

=
‖u‖2

‖ u ‖
= ‖u‖H ,

d’où ‖L‖H′ = ‖u‖H .

Ceci termine la démonstration.
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2.3 Théorème de Lax-Milgram

Avant d’énoncer le théorème on fait les hypothèses suivantes,

1) L est une forme linéaire définie sur H de plus, L est continue,

i.e. il existe une constante C > 0 telle que,

∀v ∈ H, | L(v) |≤ C ‖ v ‖H (2.6)

2) a est une forme bilinéaire définie sur H ×H vérifiant de plus,

i) a est continue sur H ×H. i. e. il existe une constante M > 0 telle que ;

∀(u, v) ∈ H ×H, | a(u, v) |≤M ‖ u ‖H‖ v ‖H (2.7)

ii) a est coercive i. e. il existe une constante α > 0 telle que,

∀u ∈ H, a(u, u) ≥ α ‖ u ‖2
H (2.8)

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant, dû à Peter Lax

(né le 1er mai 1926 à Budapest, mathématicien Hongrois de nationalité

Américaine) et Arthur Norton Milgram (3 Juin 1912, Philadelphie, 30 Janvier

1961 mathématicien Américain), qui est une généralisation du théorème de

la représentation de Riesz, au cas d’une forme a qui n’est pas nécessairement

un produit scalaire.
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Théorème 7. [4]

Soient H un espace de Hilbert réel, a une forme bilinéaire, continue et

coercive sur H et L une forme linéaire continue sur H.

Alors, il existe un unique élément u de H solution du problème

L(v) = a(u, v) ∀v ∈ H. (2.9)

De plus si a est symétrique, u est l’unique solution du problème

de minimisation suivant,

J(u) ≤ J(v) ∀v ∈ H (2.10)

où J est définie sur H par ;

J(v) =
1

2
a(v, v)− L(v) ∀v ∈ H. (2.11)

Preuve :

Nous remarquons d’abord qu’en raison de la coercivité de a, si une telle

solution existe, elle est unique.

Soient u1 et u2 deux solutions du problème (2.9) , alors par soustraction on a,

∀v ∈ H, a(u1 − u2, v) = 0

en particulier pour v = u1 − u2 on a,

a(u1 − u2, u1 − u2) = 0.

Maintenant, comme α > 0, on déduit de la minoration 2.8 que u1 = u2.

Montrons maintenant l’existence d’une telle solution. Pour tout u ∈ H, la forme

linéaire a(u, .) étant continue surH, il existe, d’après le théorème de la représentation

de Riesz 6 un unique élément Au ∈ H tel que,

∀v ∈ H; a(u, v) = 〈Au, v〉H (2.12)
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De la même façon, il existe un unique f ∈ H tel que,

∀v ∈ H, L(v) = 〈f, v〉H .

Le problème (2.9) est alors équivalent à trouver u ∈ H tel que Au = f.

Il suffit pour cela de montrer que l’opérateur A est linéaire et surjectif.

Soient u1, u2 ∈ H, et λ ∈ R,

〈A(u1 + λu2), v〉 = a(u1 + λu2, v)

= a(u1, v) + a(λu2, v)

= a(u1, v) + λa(u2, v)

= 〈Au1, v〉+ λ 〈Au2, v〉 .

Nous remarquons aussi que A est continu, car nous avons, d’après (2.7).

pour v = Au dans (2.12) on a, ‖ Au ‖2
H = a(u,Au)

≤M ‖ u ‖H‖ Au ‖H .

Ce qui donne,
‖ Au ‖H≤M ‖ u ‖H .

Montrons que A est surjectif. Montrons d’abord que l’image de A, notée Im(A),

est fermée.

Soit v ∈ Im(A) ; par définition, il existe une suite (up)p∈N éléments de H telle

que, v = lim
p→+∞

Aup. La suite (Aup)p∈N est en particulier une suite de Cauchy,

il en est également de même pour la suite (up)p∈N, en raison de (2.8) qui donne,
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α ‖ up − uq ‖2
H ≤‖ a(up − uq, up − uq) ‖= ‖〈A(up − uq), up − uq〉‖

≤‖ Aup − Auq ‖H‖ up − uq ‖H .

On en déduit trivialement l’estimation suivante,

‖ up − uq ‖H≤
1

α
‖ Aup − Auq ‖H .

L’espace H étant complet, la suite (up)p∈N converge vers un élément u ∈ H,

et l’opérateur A étant continu, nous avons, Aup −→
p→+∞

Au, si bien que : v = Au.

Nous avons ainsi montré que l’image de A est fermée. Ce résultat étant établi,

en conséquence, nous avons

H = Im(A)⊕ [Im(A)]⊥.

Supposons que Im(A) 6= H; alors [Im(A)]⊥ 6= {0}H et il existe un élément non

nul u ∈ H tel que,
∀v ∈ H, (Av, u)H = 0.

Cette relation étant en particulier vraie pour v = u, nous obtenons,

0 = a(u, u) ≥ α ‖ u ‖2
H .

Ce qui entraine u = 0 , nous aboutissons ainsi à une contradiction, ce qui

signifie que Im(A) = H, et ceci termine la démonstration.

Pour conclure la preuve du théorème, il reste à montrer que si a est symétrique,

le problème de minimisation (2.10) est équivalent au problème (2.9).

Soit u ∈ H solution unique de (2.9) , montrons que u est solution de (2.10) .
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Soit w ∈ H , on va montrer que J(u+ w) ≥ J(u).

J(u+ w) =
1

2
a(u+ w, u+ w)− L(u+ w)

=
1

2
a(u, u) +

1

2
[a(u,w) + a(w, u)] +

1

2
a(w,w)− L(u)− L(w)

=
1

2
a(u, u)− L(u) + [a(u,w)− L(w)] +

1

2
a(w,w)

= J(u) +
1

2
a(w,w) ≥ J(u) +

α

2
‖ w ‖2

H .

Donc J(u+ w) > J(u), sauf si w = 0.

Réciproquement, supposons maintenant que u est solution du problème de

minimisation (2.10) et montrons que u est solution de (2.9) .

Soit w ∈ H et t > 0, on a

J(u+ tw)− J(u) ≥ 0 et J(u− tw)− J(u) ≥ 0.

Car u minimise J . On en déduit que,

t[a(u,w)−L(w)]+
1

2
t2a(w,w) ≥ 0 et −t[a(u,w)−L(w)]+

1

2
t2a(w,w) ≥ 0 ∀w ∈ H.

Comme t est strictement positif, on peut diviser ces deux inégalités par t.

a(u,w)−L(w)+
1

2
ta(w,w) ≥ 0 et −a(u,w)+L(w)+

1

2
ta(w,w) ≥ 0 ∀w ∈ H.

On fait alors tendre t vers 0, nous obtenons,

a(u,w)− L(w) ≥ 0, et a(u,w)− L(w) ≤ 0, ∀w ∈ V,

ce qui donne en définitive l’égalité a(u,w) = L(w) ∀w ∈ V.

Ce qui montre que u est bien solution du problème (2.9).
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2.4 Applications

1. L’étude du problème de Dirichlet pour l’équation de Sturm-Liouville.

Soit le problème aux limites suivant,
(−p(u)y′(u))′ + q(u)y(u) = f(u), u ∈]0, 1[ (E.D)

y(0) = 0 ; y(1) = 0 (C.L)
(2.13)


q ∈ C([0, 1]); q ≥ 0 sur [0, 1]

p ∈ C1([0, 1]); ∃α > 0 tel que; p ≥ α sur [0, 1]

H1
0 (]0, 1[) = {z ∈ H1(]0, 1[); z(0) = z(1) = 0}.

Soit y la solution du problème (2.13) et soit x un élément quelconque de

H1
0 (]0, 1[).

Multiplions l’équation (E.D) par x(u) et intégrons sur ]0, 1[, par une intégration

par parties on obtient∫ 1

0

[py′(u)x′(u) + qy(u)x(u)]du =

∫ 1

0

f(u)x(u)du

car x(0) = x(1) = 0.

On considère alors la forme bilinéaire,

B(y, x) =

∫ 1

0

[py′(v)x′(v) + qy(v)x(v)]dv.

B est évidemment bilinéaire et symétrique. Elle est définie et positive

à cause des conditions imposées à p et q.
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B est ainsi un produit scalaire et H1
0 (]0, 1[) muni de B est un espace de

Hilbert. Le théorème de Riesz, appliqué à cet espace, justifie l’existence

et l’unicité de y ∈ H1
0 (]0, 1[), solution du problème,

∀x ∈ H1
0 (]0, 1[);B(y, x) = L(x),

avec L(x) =

∫ 1

0

f(u)x(u)du.

Revenons à l’application du théorème de Lax-Milgram, Montrons que B

est continue et coercive.

| B(y, x) |≤ P ‖ y′ ‖L2‖ x′ ‖L2 +Q ‖ y ‖L2‖ x ‖L2 .

En notant par P ( resp. Q) la borne supérieure de p(u)( resp. q(u)) sur ]0, 1[.

Donc
| B(y, x) |≤ (P +Q) ‖ y ‖H1‖ x ‖H1 .

D’autre part B est coercive.

En effet, d’après les conditions sur p( resp.q), on a

 B(x, x) =
∫ 1

0
(px′2 + qx2) ≥ 0

B(x, x) ≥ α ‖ x′ ‖2
L2 p ≥ α

Or,

x ∈ H1
0 (]0, 1[); | x(u) | =|

∫ 1

0

x′(v)dv |

≤
∫ 1

0

| 1× x′(v) | dv ≤ ‖x′‖L2 (

∫ 1

0

dv)
1
2

≤‖ x′ ‖L2 .
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Donc ∫ 1

0

| x(u) |2 du ≤
∫ 1

0

‖ x′ ‖2
L2 du

⇒‖ x ‖2
L2 ≤‖ x′ ‖2

L2 .

Et donc

B(x, x) ≥ α

2
(‖ x ‖2

L2 + ‖ x′ ‖2
L2) =

α

2
‖ x ‖2

H1 , d’aprés (1.4)

On a ainsi établi que,

α

2
‖ x ‖2

H1 ≤| B(x, x) |≤ (P +Q) ‖ x ‖2
H1 ,

=⇒
√
α

2
‖ x ‖H1≤

√
B(x, x) ≤

√
(P +Q) ‖ x ‖H1 ,

=⇒
√
α

2
‖ x ‖H1≤ ‖x‖H1

0
≤
√

(P +Q) ‖ x ‖H1 ,

Ce qui prouve que la norme définie par B est équivalente sur H1
0 (]0, 1[)

à la norme H1(]0, 1[).
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2. Soient H = Rn, et A ∈ S++(Rn) ⊂Mn(R) avec,

?) Mn(R) est l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels.

??) S++(Rn) est l’ensemble des matrices carrées d’ordre n symétriques définies

positives, où Rn est muni du produit scalaire usuel

〈u, v〉 = u>v =
n∑
k=1

ukvk, ∀u, v ∈ Rn × Rn.

Alors A définit une forme a(., .) bilinéaire continue, symétrique et coercive

sur Rn donnée par,

a(u, v) = u>Av =
n∑

i,j=1

ai,juivj.

En effet, on a

a(v, u) = v>Au = 〈v,Au〉

= 〈Au, v〉 = (Au)>v

= u>A>v = u>Av (A> = A)

= 〈u,Av〉 = a(u, v)

=⇒ a(v, u) = a(u, v) d’où la symétrie de a(., .).

Par l’ inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

|a(u, v)| =
∣∣v>Au∣∣ = |〈v,Au〉| ≤ ‖v‖ ‖Au‖ ≤ ‖A‖ ‖u‖ ‖v‖ .

Alors a(., .) est continue.
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En outre si A est une matrice symétrique définie positive, alors nous savons
que

n∑
i,j=1

ai,juiuj ≥ c ‖u‖2 ,

où, c = mini=1,...n λi avec λi (i = 1, ...n) sont les valeurs propres de A.

Cela signifie que a(., .) est coercive.

Alors d’après le théorème de Lax-Milgram il existe un unique élément u

de Rn solution de problème,

u>Av = b>v.

Avec b ∈ Rn (fixé) et Tb(v) = b>v = 〈b, v〉 .

Tb(v) une forme linéaire en v continue car

|Tb(u)| ≤ ‖b‖ ‖v‖ .

De plus A doit être inversible et toutes les valeurs propres de A sont non

nulles, et comme a(., .) est symétrique, u est l’unique solution du problème

de minimisation J(u) ≤ J(v) ,

J(u) =
1

2
u>Av − b>v, ∀v ∈ RN .
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Chapitre 3

Théorème de Lax-Milgram
dans les espaces de Banach

3.1 Introduction et hypothèses

Soient (V, ‖ . ‖V ) un espace de Banach, et a est une forme bilinéaire

symétrique, coercive et continue sur V × V et L une forme linéaire

continue sur V .

On s’intéresse à l’existence et l’unicité de u ∈ V tel que,

L(v) = a(u, v) ∀v ∈ V (3.1)

Dans une première partie de ce chapitre nous faisons une analyse du problème

(3.1) dans le cas où a n’est pas symétrique et nous présenterons une méthode

qui traite le cas non symétrique.

Dans une seconde partie nous démontrons le théorème de Lax- Milgram

pour une forme bilinéaire continue et coercive sur un espace de Banach

sur R. Nous abordons la question de savoir dans quelle mesure la

coercivité est nécessaire dans le théorème de Lax-Milgram.
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Nous construisons un contre-exemple pour montrer que la coercivité n’est

pas nécessaire dans le théorème de Lax-Milgram même dans les espaces

de Hilbert.

Par contre, nous prouvons qu’elle est nécessaire dans le cas où la forme

bilinéaire a est symétrique et définie positive dans le sens où

a(u, u) > 0 ∀u 6= 0.

3.2 Symétrisation de formes linéaires et pro-

priétés

Soit V un espace vectoriel sur R. Soit a une forme bilinéaire sur V telle que

a(u, u) > 0 ∀u 6= 0.( i. e a est définie positive).

Soit b une forme bilinéaire définie par

b(u, v) =
a(u, v) + a(v, u)

2
∀u, v ∈ V (3.2)

Alors, b est symétrique et b(u, u) = a(u, u) ∀u ∈ V .

Donc avec b on arrive à définir un produit scalaire sur V , V devient un

espace préhilbertien que nous désignons par Vb. On notera par ‖u‖Vb

la norme d’un élément u ∈ Vb,

‖u‖Vb =
√
a(u, u).
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Soit V ′b le dual de Vb i.e. V ′b = {f : Vb −→ R, linéaire et continue}.

Supposons que a soit continue sur Vb × Vb i.e ∃M > 0 tel que

|a(u, v)| ≤M
√
a(u, u)

√
a(v, v) ∀u, v ∈ V. (3.3)

Alors, sous cette hypothèse, il existe des applications linéaires A et

B de Vb dans V ′b définies par

A : Vb −→ V ′b

u 7−→ Au

avec

Au : Vb −→ R

v 7−→ Au(v) = a(v, u), (resp. Bu(v) = a(u, v)).

Et on a

‖Au‖V ′b = sup
v 6=0

|Au(v)|
‖v‖Vb

= sup
v 6=0

|a(v, u)|
‖v‖Vb

≤M ‖u‖Vb . (3.4)

De plus, si u 6= 0

‖Au‖V ′b ≥
a(u, u)

‖u‖Vb
=
‖u‖2

Vb

‖u‖Vb
= ‖u‖Vb . (3.5)

D’après (3.4) et (3.5), et si u 6= 0,

‖u‖Vb ≤ ‖Au‖V ′b ≤M ‖u‖Vb .

Mais ces inégalités sont trivialement vérifiées pour u = 0. Donc, nous avons

‖u‖Vb ≤ ‖Au‖V ′b ≤M ‖u‖Vb ∀u ∈ V. (3.6)

De même pour B,

‖u‖Vb ≤ ‖Bu‖V ′b ≤M ‖u‖Vb ∀u ∈ V. (3.7)
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De ce qui précède, on a la définition suivante.

Définition 16. Soit a continue sur Vb × Vb. Vb est dit avoir la propriété

de représentation à droite (resp. à gauche) de Riesz par rapport a si,

∀f ∈ V ′b , ∃u ∈ Vb ; f(v) = a(v, u) (resp.f(v) = a(u, v)) ∀v ∈ Vb.

Proposition 4. En termes des applications A et B, Vb a la propriété de

représentation à droite ( resp. à gauche) de Riesz si et seulement si A

( resp. B) est surjective.

Preuve :

Démontrons la proposition pour A, la preuve pour B est similaire.

En effet, A est surjective signifie que :

∀f ∈ V ′b , ∃u ∈ Vb; Au(v) = f(v) ∀v ∈ Vb

i.e
∀f ∈ V ′b , ∃u ∈ Vb; a(v, u) = f(v) ∀v ∈ Vb.

Et à partir de l’inégalité (3.6) A est injective.

En effet, Au = Au′ =⇒ Au− Au′ = 0

Comme A est linéaire on a, A(u− u′) = 0 =⇒ ‖A(u− u′)‖ = 0

(3.6) =⇒ ‖u− u′‖ ≤ ‖A(u− u′)‖ = 0

=⇒ ‖u− u′‖ = 0 =⇒ u = u′.

Donc A est injective.

Donc on a toujours unicité de l’élément u, qui correspond à f ∈ V ′b

dans la définition 16 avec f = Au ( resp. f = Bu).
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Théorème 8. [7] (Théorème de représentation de Riesz ).

Soit a continue sur Vb × Vb. Alors Vb a la propriété de représentation

à droite ( resp. à gauche) de Riesz par rapport à a si et seulement si

Vb est complet i.e si et seulement si Vb est un espace de Hilbert.

Preuve :

Nous allons prouver le théorème de la propriété de représentation à droite de

Riesz. La preuve pour la propriété de représentation à gauche de Riesz

est similaire.

1)Condition nécessaire. Supposons que Vb a la propriété de représentation

à droite de Riesz par rapport à a. Cela signifie que A est un

isomorphisme de Vb dans V ′b ( car A est linéaire et bijective ).

V ′b étant le dual de Vb, il est donc complet (voir le théorème 2 ).

Et en raison des inégalités (3.6) A est un isomorphisme topologique

aussi. Par conséquent, Vb est également complet.

2)Condition suffisante. Supposons que Vb soit complet. Nous devons

prouver que A(Vb) = V ′b (i.e A est surjective).

i)A(Vb) ⊂ V ′b évidente.

ii)V ′b ⊂ A(Vb)

Supposons par l’absurde qu’il existe f ∈ V ′b tel que f /∈ A(Vb).

Montrons que A(Vb) est complet. Et si A(Vb) est complet alors il est

fermé car il est inclus dans un espace complet V ′b .
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Soit (fn)n∈N ⊂ A(Vb) une suite de Cauchy i.e.

‖fn − fm‖ −→n,m−→∞ 0.

Par définition

∃(gn)n∈N ⊂ Vb; fn = A(gn), ∀n ∈ N.

D’après l’inégalité (3.6) on a

‖fn − fm‖V ′b = ‖A(gn)− A(gm)‖V ′b = ‖A(gn − gm)‖V ′b ≥ ‖gn − gm‖Vb .

Quand n,m −→∞ on a

0 ≥ lim
n,m−→+∞

‖gn − gm‖Vb ≥ 0 =⇒ ‖gn − gm‖Vb −→ 0.

i.e. (gn)n∈N est une suite de Cauchy dans Vb et Vb étant complet, donc,

(gn)n∈N converge vers g ∈ Vb et on a A(gn) −→ A(g)

car A est continue, donc fn −→ f = A(g) ∈ A(Vb).

Ainsi (fn)n∈N converge vers f ∈ A(Vb).

Donc A(Vb) est complet donc il est fermé. Par le théorème 3 (corol-
laire

du théorème Hahn-Banach), ∃β ∈ V ′′b , bidual de Vb tel que
β ≡ 0 sur A(Vb) ⊂ V ′b

β(f) 6= 0, f ∈ V ′b\A(Vb)

Comme Vb est complet et donc un espace de Hilbert, il est réflexif

(car tout espace de Hilbert est réflexif i.e V ' V ′′).

Par conséquent, β est représenté par un élément u de Vb i.e.

∃u ∈ Vb; β(h) = h(u) ∀h ∈ V ′b .
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Donc, ∃u ∈ Vb tel que f(u) 6= 0, or Au ∈ A(Vb) et

Au ∈ A(Vb) =⇒ β(Au) = 0 =⇒ Au(u) = 0

d’où a(u, u) = 0, ce qui implique à son tour que u = 0.

Mais cela contredit le fait f(u) 6= 0.

Par conséquent,A(Vb) = V ′b , prouvant que Vb a la propriété de représentation

à droite de Riesz par rapport à a.

Le théorème de Lax-Milgram se déduit du théorème précédent.

Corollaire 1. [7] (Théorème de Lax-Milgram).

Soit (V, ‖.‖V ) un espace de Banach sur R. Soit a une forme bilinéaire

continue sur V × V qui est coercive i.e.

∃δ > 0 tel que a(u, u) ≥ δ ‖u‖2
V ∀u ∈ V,

alors

∀f ∈ V ′,∃!u ∈ V (resp. w ∈ V ); f(v) = a(v, u) (resp. f(v) = a(w, v)) ∀v ∈ V.
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Preuve :

Puisque a est coercive, a(u, u) > 0 ∀u 6= 0. La continuité et la coercivité

de a impliquent que (V, ‖.‖V ) et (Vb, ‖.‖Vb) sont isomorphes. Car le fait

que a est coercive nous donne,

∀u ∈ V a(u, u) ≥ δ ‖u‖2
V . (1)

D’autre part a est continue implique que,

∀u ∈ V a(u, u) ≤M ‖u‖2
V (2).

De (1) et (2) on obtient,

δ ‖u‖2
V ≤ a(u, u) ≤M ‖u‖2

V ∀u ∈ V

=⇒
√
δ ‖u‖V ≤

√
a(u, u) ≤

√
M ‖u‖V ∀u ∈ V

=⇒
√
δ ‖u‖V ≤ ‖u‖Vb ≤

√
M ‖u‖V ∀u ∈ V (3.8)

Ainsi on a une équivalence entre les deux normes (‖.‖V et ‖.‖Vb) c’est à dire

que V et Vb sont isomorphes (avec V un espace de Banach et Vb un

espace de Hilbert). Par conséquent, a est continue sur Vb × Vb et Vb est

complet. D’où, selon le théorème 8 , Vb a les propriétés de représentation à

droite et à gauche de Riesz par rapport à a.

Finalement, le corollaire s’en suit immédiatement en observant que,

f ∈ V ′ ⇐⇒ f ∈ V ′b .

C’est à dire que V et Vb ont le même dual.
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L’idée derrière la démonstration du théorème de Lax-Milgram est, que

nous l’avons prouvé d’abord pour l’espace Vb sur lequel a est trivialement

coercive, en supposant que Vb est complet et a continue sur Vb × Vb.

C’est le théorème 8 .

Ensuite nous l’avons démontré pour l’espace de Banach (V, ‖.‖) sur

lequel a est continue et coercive, puisque (V, ‖.‖) est isomorphe

à (Vb, ‖.‖Vb).

En conclusion, nous avons démontré le théorème de Lax-Milgram dans un

espace de Banach pour une forme bilinéaire continue et coercive sans être

forcément symétrique.

3.3 Sur la condition de la coercivité

Soient V un espace normé sur R, et ‖u‖V la norme de l’élément u ∈ V .

On note par V ′ le dual de V . Soit a une forme bilinéaire continue sur V ×V ,

ne vérifiant pas forcément la condition a(u, u) > 0 ∀u 6= 0.

On définit les applications A et B de V dans V ′ par

Au(v) = a(v, u) et Bu(v) = a(u, v).

A et B sont toutes les deux continues de V dans V ′.

Car ∃M1,M2 > 0 tels que,

|Au(v)| < M1 ‖u‖V ‖v‖V ; |Bu(v)| < M2 ‖v‖V ‖u‖V ∀u, v ∈ V.
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Soit A? ( resp. B?) l’adjoint de A ( resp. B).

A? et B? sont des applications de V ′′ (le bidual de V ) dans V ′.

i.e. A?;B? : V ′′ −→ V ′.

On remarque que B (resp. A) est la restriction de A? (resp. B?) à V ⊂ V ′′.

Car on a, ∀u, v ∈ V, 〈B?u, v〉 = 〈u,Bv〉

= Bv(u) = a(v, u)

= 〈Au, v〉

=⇒ B?u = Au, ∀u ∈ V

=⇒ A = B?|V (resp.B = A?|V ).

Motivé par le corollaire de Lax-Milgram, nous faisons la définition suivante.

Définition 17. On dit que V a la propriété à droite (resp. à gauche)

de Lax-Milgram par rapport à a si

∀f ∈ V ′,∃!u ∈ V ; f(v) = a(v, u) (resp.f(v) = a(u, v)) ∀v ∈ V.

Lorsque a est symétrique, alors dire que V a la propriété à droite de Lax-

Milgram est équivalent à dire que V a la propriété à gauche de Lax-Milgram.

Dans ce cas, nous parlons simplement de la propriété de Lax-Milgram.
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La définition signifie que V a la propriété à droite (resp. à gauche) de

Lax-Milgram par rapport à a si et seulement si A(resp. B) est bijective

i.e si et seulement si A(resp. B) est un isomorphisme de V dans V ′ au

sens algébrique.

Définition 18. La forme bilinéaire a sur V est dite non-dégénérée si,

∀v 6= 0,∃u,w ∈ V ; a(u, v) 6= 0 et a(v, w) 6= 0.

Si a est définie positive i.e. a(u, u) > 0 ∀u 6= 0, alors elle est clairement non

dégénérée.

Théorème 9. [8]

Soit V un espace de Banach. Alors, pour que V ait la propriété à droite

(resp. à gauche) de Lax-Milgram par rapport à a, il est nécessaire que

∃c > 0,∀u ∈ V ; sup
v∈V \{0}

|a(v, u)|
‖v‖V

≥ c ‖u‖V (?)

(resp. sup
v∈V \{0}

|a(u, v)|
‖v‖V

≥ c ‖u‖V (?)′).

De plus, si V est réflexif et a est non-dégénérée, alors (?), ((?)′) est

également suffisante pour que V possède la propriété à droite

(resp. à gauche) de Lax-Milgram par rapport à a.

Preuve :

Nous allons prouver le théorème pour le cas de la propriété à droite de

Lax-Milgram, la preuve pour l’autre cas est analogue. Supposons que V

ait la propriété à droite de Lax-Milgram par rapport à a.

42



Alors, l’application A de V dans V ′ est un isomorphisme algébrique.

Et comme A est continue, par le théorème de l’application ouverte 1 ,

nous pouvons dire que A est aussi un isomorphisme topologique.

Autrement dit, l’inverse

A−1 :V ′ −→ V

h 7−→ A−1h = u

est continu. i.e.

∃M > 0,
∥∥A−1Au

∥∥
V

=
∥∥A−1h

∥∥
V
≤M ‖h‖V ′

≤M ‖Au‖V ′

=⇒
∥∥A−1Au

∥∥
V

= ‖u‖V ≤M ‖Au‖V ′

=⇒ ‖Au‖V ′ ≥
1

M
‖u‖V .

Or, on a par définition, ‖Au‖V ′ = supv∈V \{0}
|a(v, u)|
‖v‖V

=⇒ ‖Au‖V ′ = sup
v∈V \{0}

|a(v, u)|
‖v‖V

≥ c ‖u‖V , avec c = M−1.

Ce qui implique (?).

Supposons maintenant que V est réflexif et que (?) est satisfaite alors,

c ‖u‖V ≤ ‖Au‖V ′ ≤ ‖A‖ ‖u‖V ∀u ∈ V (3.9)

Cette double inégalité (3.9), est analogue à (3.6) .
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il s’en suit que A est injective, car ;

Au = Au′ =⇒ Au− Au′ = 0.

Comme A est linéaire on a A(u− u′) = 0 =⇒ ‖A(u− u′)‖ = 0

(3.9) =⇒ c ‖u− u′‖ ≤ ‖A(u− u′)‖ = 0

=⇒ ‖u− u′‖ = 0, ( car c > 0) =⇒ u = u′.

Et que A(v) est un sous-espace fermé de V ′.

En utilisant la même démarche que celle dans la preuve du théorème 8,

on peut prouver, en se basent sur la réflexivité de V et la non-dégénérescence

de a, que A est surjective.

Proposition 5. [8]

Soit V un espace de Banach réflexif, si V a la propriété à droite

(resp. à gauche)de Lax-Milgram par rapport à a. Alors, V a aussi

la propriété à gauche (resp. à droite) de Lax-Milgram par rapport à a.

Preuve :

Nous allons prouver le théorème pour la propriété à droite de Lax-Milgram.

La preuve pour l’autre cas est analogue.

Puisque V et V ′ sont des espaces de Banach et puisque V a la propriété

droite de Lax-Milgram, il résulte du théorème 1 (de l’application ouverte

de Banach) que A est un isomorphisme topologique.

Donc, A? : V ′′ −→ V ′ est aussi un isomorphisme.
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Mais, puisque V est réflexif (V ′′ = V ) et puisque B est la restriction de

A? à V , il s’en suit que B de V dans V ′ est également un isomorphisme, ce

qui implique que V a la propriété à gauche de Lax-Milgram.

Proposition 6. [8]

Soit V un espace de Banach. Supposons que V possède les propriétés

à droite et à gauche de Lax-Milgram par rapport à a, alors V est réflexif.

Preuve :

Puisque V a la propriété de lax-Milgram à droite (resp. à gauche) alors

l’application A (resp. B) est un isomorphisme topologique de V dans V ′,

il en résulte que A? : V ′′ −→ V ′, est également un isomorphisme.

Or A? est la restriction de B à V , et comme,

B : V −→ V ′,

est un isomorphisme, alors A? est un isomorphisme de V dans V ′

et aussi de V ′′ dans V ′, il en résulte que V ′′ = V et V est réflexif.

Corollaire 2. [8]

Si a est symétrique et V a la propriété de Lax-Milgram par rapport à a,

alors V est réflexif.

Rappelons que b est la forme bilinéaire symétrique définie comme,

b(u, v) =
a(u, v) + a(v, u)

2
.

Si a(u, u) > 0, ∀u 6= 0, alors Vb est un espace préhilbertien, Vb = (V, 〈, 〉)

où 〈u, v〉 = b(u, v)
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Théorème 10. [8]

Soit V un espace de Banach. Soit a une forme bilinéaire continue sur V ×V

telle que a(u, u) > 0 ∀u 6= 0. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

i) a est coercive.

ii) a est continue sur Vb × Vb et V a la propriété à droite de Lax-Milgram

par rapport à a.

iii) a est continue sur Vb × Vb et V a la propriété à gauche de Lax-Milgram

par rapport à a.

Preuve :

Il est facile de voir que la coercivité et la continuité de a sur V × V

impliquent que a est continue sur Vb × Vb. On a déjà montré dans le

corollaire 1 ( théorème de Lax-Milgram) que si a est continue et

coercive, alors V a les propriétés à droite et à gauche de Lax-Milgram

par rapport à a.

Donc, i) =⇒ ii) et i) =⇒ iii).

Nous allons prouver que ii) =⇒ i).

Puisque a est continue sur V × V , ∃M1 > 0 telle que

|a(u, v)| ≤M1 ‖u‖V ‖v‖V ∀u, v ∈ V. (3.10)

Puisque a est continue sur Vb × Vb, ∃M2 > 0 telle que

|a(u, v)| ≤M2

√
a(u, u)

√
a(v, v) ∀u, v ∈ Vb. (3.11)
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Puisque V a la propriété droite de Lax-Milgram par rapport à a,

par le Théorème 9 , ∃c > 0 tel que,

∀u ∈ V, sup
v∈V \{0}

|a(v, u)|
‖v‖V

≥ c ‖u‖V .

Par conséquent, d’après (3.11)

|a(v, u)| ≤M2

√
a(u, u)

√
a(v, v) ∀u, v ∈ V

≤M2

√
a(u, u)

√
M1 ‖v‖V ∀u, v ∈ V

=⇒ sup
v∈V \{0}

|a(v, u)|
‖v‖V

≤M2

√
M1

√
a(u, u), .

Par conséquent, c ‖u‖V ≤M2

√
M1

√
a(u, u) ∀u ∈ V .

=⇒ a(u, u) ≥ δ ‖u‖2
V ∀u ∈ V (δ =

c2

M1M2
2

).

Ce qui signifie que a est coercive.

Donc ii) =⇒ i). De même iii) =⇒ i).

Par conséquent, (i)⇐⇒ (ii)⇐⇒ (iii).

Corollaire 3. [8]

Soit a une forme bilinéaire symétrique sur l’espace de Banach V

telle que a(u, u) > 0 ∀u 6= 0. Alors, V a la propriété de Lax-Milgram

par rapport à a si et seulement si a est coercive.
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Preuve :

D’après le théorème précédent il suffit de montrer que a est continue sur

V × V . Comme a est symétrique et a(u, u) > 0 ∀u 6= 0, il s’en suit

que, ∀u, v ∈ V, |a(u, v)| ≤
√
a(u, u)

√
a(v, v) ( Cauchy-Schwarz).

Par conséquent, a est continue sur Vb × Vb.

La conclusion s’en suit immédiatement du théorème ci-dessus.

Proposition 7. [8]

Soit V un espace de Banach sur R et soit a une forme bilinéaire

continue sur V telle que a(u, u) > 0 ∀u 6= 0. Alors, a est coercive

si est seulement si V a la propriété de Lax-Milgram par rapport à b.

Preuve :

Supposons que V ait la propriété de Lax-Milgram par rapport à

b. Puisque b est symétrique et b(u, u) = a(u, u) > 0 ∀u 6= 0, il s’en suit

du corollaire 3 du Théorème 10 que b est coercive, et donc a est coercive.

Inversement, supposons que a soit coercive. Alors, V et Vb sont isomorphes.

Puisque V est un espace de Banach, il s’en suit que Vb est complet i.e.

Vb est un espace de Hilbert. Par conséquent, le théorème de représentation

de Riesz 8 implique que Vb a la propriété de Lax-Milgram par rapport

à b. Puisque V et Vb ont le même dual, il s’en suit que V a aussi la propriété

de Lax-Milgram par rapport à b.
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Avant de passer aux applications. On se pose la question suivante.

Question : Soit a un forme bilinéaire continue sur un espace de Banach V

telle que
a(u, u) > 0 ∀u 6= 0.

Supposons que V a les propriétés à droite et à gauche de Lax-Milgram

par rapport à a, alors a est-elle coercive ?

Nous répondons négativement à cette question même dans le cas des

espaces de Hilbert, au moyen d’un exemple.

Nous allons construire un isomorphisme S de H dans H

où H est l’espace de Hilbert l2 × l2 tel que 〈Su, u〉 > 0 ∀u 6= 0,

et tel que S+S? ne soit pas un isomorphisme (ici, 〈, 〉 est le produit scalaire

de H). Puis, la forme bilinéaire a donnée par a(u, v) = 〈Su, v〉

fournit le contre-exemple à la question ci-dessus.

Car, par la Proposition 7, a coercive implique que H a la propriété de

Lax-Milgram par rapport à b.
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Construction du contre-exemple.

Soit H = l2 × l2 avec l2 défini par

l2 = {(un)n∈N∗ ;
+∞∑
n=1

u2
n < +∞}.

Le produit scalaire 〈u, v〉H avec u = (u1, u2) et v = (v1, v2) est donné par

〈u, v〉H =
〈
u1, v1

〉
l2

+
〈
u2, v2

〉
l2
,

où 〈, 〉l2 est le produit scalaire de l2 défini comme suit :

si ui = (uin)n∈N et vi = (vin)n∈N i = 1, 2.〈
ui, vi

〉
=

+∞∑
n=1

uinu
i
n.

Soit A l’application définie par

A : H −→ H

(u, v) 7−→ A(u, v) = (−v, u)

On voit facilement que A est linéaire et est un isomorphisme isométrique

de H car en effet, si (u, v); (u′, v′) ∈ H, λ ∈ R, alors

A((u, v) + λ(u′, v′)) = A(u+ λu′, v + λv′)

= (−v − λv′, u+ λu′)

= (−v, u) + λ(−v′, u′) = A(u, v) + λA(u′, v′)

=⇒ A est linéaire.

En outre A est bijective car,
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A est injective :

Soit (u, v) ∈ Ker(A),

A(u, v) = (0, 0)⇐⇒ (−v, u) = (0, 0)

⇐⇒ u = v = 0

=⇒ A est injective.

A est surjective :

∀v ∈ H, ∃u ∈ H tel que A(u) = v?

Soit v = (v1, v2) , u = (u1, u2) on a,

A(u1, u2) = (v1, v2)⇐⇒ (−u2, u1) = (v1, v2)

⇐⇒ u2 = −v1;u1 = v2.

Donc ∃u = (v2,−v1) tel que A(u) = v.

Ainsi A est surjective.

=⇒ A est un isomorphisme.
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D’autre part A est isométrique c’est à dire que ‖Au‖H = ‖u‖H ,∀u ∈ H.

En effet,

‖Au‖2
H = |〈Au,Au〉|H = 〈Au,Au〉H

=
〈
A(u1, u2), A(u1, u2)

〉
H

=
〈
(−u2, u1), (−u2, u1)

〉
H

=
〈
−u2,−u2

〉
l2

+
〈
u1, u1

〉
l2

=
〈
u1, u1

〉
l2

+
〈
u2, u2

〉
l2

=
∥∥u1
∥∥2

l2
+
∥∥u2
∥∥2

l2
= ‖u‖2

H

=⇒ ‖Au‖2
H = ‖u‖2

H =⇒ ‖Au‖H = ‖u‖H .

Donc A est un isomorphisme isométrique.

Et on a aussi, 〈Au, u〉 = 0 ∀u ∈ H.

En effet

〈Au, u〉H =
〈
A(u1, u2), (u1, u2)

〉
H

=
〈
(−u2, u1), (u1, u2)

〉
H

=
〈
−u1, u2

〉
l2

+
〈
u1, u2

〉
l2

= −
〈
u1, u2

〉
l2

+
〈
u1, u2

〉
l2

= 0.
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Puisque A est un isomorphisme isométrique il s’en suit que

‖A‖H = 1 = ‖A−1‖H car par définition on a,

‖A‖H = sup
u∈H\{0}

‖A(u)‖
‖u‖H

=
‖u‖H
‖u‖H

= 1

De même pour ‖A−1‖H .

De plus on a, A? = −A, car par définition on a 〈Au, v〉 = 〈u,A?v〉.

En effet

〈Au, v〉H =
〈
A(u1, u2), (v1, v2)

〉
H

=
〈
(−u2, u1), (v1, v2)

〉
H

=
〈
−u2, v1

〉
l2

+
〈
u1, v2

〉
l2

=
〈
u2,−v1

〉
l2

+
〈
u1, v2

〉
l2

=
〈
u1, v2

〉
l2

+
〈
u2,−v1

〉
l2

=
〈
(u1, u2), (v2,−v1)

〉
H

= 〈u,−Av〉H
donc 〈Au, v〉H = 〈u,−Av〉H , d’autre part 〈Au, v〉 = 〈u,A?v〉 ,

d’où A? = −A.
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Soit maintenant (λn)n∈N une suite de nombres réels positifs tendant vers

zéro et tels que, supn∈N λn < 1.

Soient (en)n∈N une base orthonormée de H, et T l’opérateur suivant,

T : H −→ H

∞∑
n=1

〈u, en〉 en 7−→ T (u) =
∞∑
n=1

λn 〈u, en〉 en

On voit que ‖T‖H < 1. En effet

‖Tu‖2
H =

∞∑
n=1

|〈Tu, en〉|2

=
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
〈
∞∑
k=1

λk 〈u, ek〉 ek, en

〉∣∣∣∣∣
2

=
∞∑

n,k=1

|〈λk 〈u, ek〉 ek, en〉|2

=
∞∑

n,k=1

λ2
k |〈u, ek〉|

2 |〈ek, en〉|2

=
∞∑
n=1

λ2
n |〈u, en〉|

2

=
N∑
n=1

λ2
n |〈u, en〉|

2 +
∞∑

n=N+1

λ2
n |〈u, en〉|

2

ainsi

‖Tu‖2
H <

N∑
n=1

|〈u, en〉|2 +
1

4

∞∑
n=N+1

|〈u, en〉|2 <
∞∑
n=1

|〈u, en〉|2 = ‖u‖2
H
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On a par définition,

‖T‖ = sup
u6=0

‖Tu‖
‖u‖H

<
‖u‖H
‖u‖H

=⇒ ‖T‖H < 1.

On a aussi T = T ? et 〈Tu, u〉 > 0 ∀u 6= 0.

En effet,

〈Tu, v〉 =

〈
∞∑
n=1

λn 〈u, en〉 en,
∞∑
k=1

〈v, ek〉 ek

〉

=
+∞∑
n,k=1

λn 〈u, en〉 〈v, ek〉 〈en, ek〉

=
+∞∑
k,n=1

〈u, ek〉λn 〈v, en〉 〈ek, en〉

=

〈
∞∑
k=1

〈u, ek〉 ek,
∞∑
n=1

λn 〈v, en〉 en

〉

= 〈u, Tv〉 =⇒ T = T ?
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〈Tu, u〉 =

〈
∞∑
n=1

λn 〈u, en〉 en,
∞∑
k=1

〈u, ek〉 ek

〉

=
∞∑

n,k=1

λn 〈u, en〉 〈u, ek〉 〈en, ek〉

=
∞∑
n=1

λn 〈u, en〉2 =

p∑
n=1

λn 〈u, en〉2 +
+∞∑

n=p+1

λn 〈u, en〉2

≥
p∑

n=1

λn 〈u, en〉2 > 0,

par le choix de p, qui est le premier entier tel que λp > 0,

donc 〈Tu, u〉 > 0 ∀u 6= 0.

On voit aussi que λn est une valeur propre pour tout n ∈ N∗ et λn −→ 0,

donc T n’est pas inversible.

Montrons le par l’absurde.

Supposons que T soit inversible alors, on a

Ten = λnen =⇒ T−1(Ten) = T−1(λnen)

=⇒ en = λnT
−1en.

Comme on a, limn−→+∞ λn = 0 on obtient limn−→+∞ en = 0

or, ‖en‖ = 1 ∀n ∈ N, ce qui est absurde.

Ainsi T n’est pas inversible.
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Soit S = A+ T , alors S est un isomorphisme ( i. e. linéaire et bijectif).

On a, 〈Su, u〉 = 〈(A+ T )u, u〉

= 〈Au+ Tu, u〉

= 〈Au, u〉+ 〈Tu, u〉

= 〈Tu, u〉 > 0, (car 〈Au, u〉 = 0)

=⇒ 〈Su, u〉 > 0 ∀u 6= 0.

Posons a(u, v) = 〈Su, v〉.

Maintenant puisque a(u, v) = 〈Su, v〉 > 0 et H a les propriétés à droite

et à gauche de Lax-Milgram par rapport à a, peut-on dire que a est

coercive ? la réponse est non.

Par l’absurde supposons que a soit coercive c’est à dire

∃δ > 0; a(u, u) ≥ δ ‖u‖2
H ∀u ∈ H.

Or,

a(u, u) = 〈Su, u〉 = 〈Tu, u〉 =
+∞∑
n=1

λn 〈u, en〉2 .

Pour u = en on a,

a(en, en) =
+∞∑
k=1

λk 〈en, ek〉2 = λn.

Quand n −→ +∞;λn −→ 0, et a(en, en) −→ 0.

Mais a(en, en) ≥ δ ‖en‖2
H ∀n ∈ N,

on passe à la limite, on obtient 0 ≥ δ ce qui est faux donc a n’est pas

coercive.

57



Remarques

(a) Puisque A est inversible, ‖A−1‖H = 1 et comme ‖T‖H < 1, alors S est

inversible.

on a, S? = A? + T ? = A? + T. S + S? = A+ A? + 2T = 2T,

comme A+ A? = 0 (car A? = −A), alors S + S? n’est pas inversible

car T n’est pas inversible.

(b) L’espace H possède la propriété de Lax-Milgram par rapport à b où

b(u, v) =
〈Su, v〉+ 〈Sv, u〉

2
=
〈Su, v〉+ 〈S∗u, v〉

2

si et seulement si S + S∗ est un isomorphisme.

(c) En général, un espace de Banach possède la propriété de Lax-Milgram

par rapport à b si et seulement si A+B est un isomorphisme

de V dans V ′(A,B définies par Au(v) = a(v, u) et Bu(v) = a(u, v)).
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3.4 Applications

Application 1

Soit le problème

∀F ∈ W 1,q
0 (Ω)′ , ∃!u ∈ W 1,p

0 (Ω) tel que,

〈Ou,Oϕ〉+ 〈cu, ϕ〉 = 〈F, ϕ〉 ∀ϕ ∈ W 1,q
0 (Ω),

1

p
+

1

q
= 1

a(u, ϕ) = 〈Ou,Oϕ〉+ 〈cu, ϕ〉 , u ∈ W 1,p
0 (Ω), ϕ ∈ W 1,q

0 (Ω)

i) Continuité : ∃M > 0, tel que,

|a(u, ϕ)| ≤M ‖u‖W 1,p
0 (Ω) ‖ϕ‖W 1,q

0 (Ω) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω), ∀ϕ ∈ W 1,q

0 (Ω)

ii) Inégalité variationnelle :

‖u‖W 1,p
0 (Ω) ≤ C sup

ϕ∈W 1,q
0 (Ω)

|a(u, ϕ)|
‖ϕ‖W 1,q

0 (Ω)

, ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω)

=⇒ ∀F ∈ W 1,q
0 (Ω) ≡ W−1,p

0 (Ω)′, ∃!u ∈ W 1,p
0 (Ω); a(u, ϕ) = 〈F, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ W 1,q

0 (Ω)

Application 2

Avant d’énoncer le problème, rappelons une autre version du :

Théorème de Lax-Milgram [3]

Soient X un espace de Banach réflexif, Y un espace de Banach,

(Xn)n∈N une famille de sous espaces fermés de X, et (Yn)n∈N une

famille de sous espaces fermés de Y , et soit V =
⋃
n∈N Yn.

Supposons que l’application,

A : X × V −→ R (3.12)

est telle que,
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1) An = A|Xn×Yn est une forme bilinéaire bornée, pour tout n ∈ N,

2) A(., v) est une fonctionnelle linéaire bornée sur X, pour tout v ∈ V ,

3) An est non-dégénérée par rapport à la seconde variable, pour tout n ∈ N,

4) il existe c > 0 tel que pour tout n ∈ N,

sup
y∈Yn,‖y‖=1

|An(x, y)| > c ‖x‖ , ∀x ∈ Xn.

Alors, pour chaque fonctionnelle linéaire bornée v? sur V , il existe x ∈ X

tel que
A(x, v) = 〈v?, v〉 , ∀v ∈ V.

Problème.

Soit a ∈ C1(]0, 1[) une fonction décroissante avec limt−→0 a(t) =∞

et a(t) ≥ 0, ∀t ∈]0, 1[ .

Nous établirons l’existence d’une solution pour le problème Cauchy

suivant : 
u′(t) + a(t)u(t) = f(t) p.p. t ∈]0, 1[

u(0) = 0,
(3.13)

où f ∈ L2(]0, 1[).

SoitX = {u ∈ H1(]0, 1[)/ u(0) = 0} doté de la norme ‖u‖X = (
∫ 1

0
|u′(t)|2 dt) 1

2 ,

qui est équivalente à la norme de Sobolev, et Y = L2(]0, 1[).

Etant un sous espace fermé de H1(]0, 1[), X est un espace de Banach réflexif.

Soit (αn)n∈N une suite décroissante dans ]0, 1[ avec limn−→+∞ αn = 0.

Définissons,

Xn = {u ∈ H1(]αn, 1[)/ u(αn) = 0}, Yn = L2(]αn, 1[) (3.14)
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On peut considérer Xn et Yn comme des sous-espaces fermés de X et Y ,

respectivement, en prolongeant leurs éléments par zéro à l’extérieur ]αn, 1[.

Posons V =
⋃+∞
n=1 Yn.

Soit A : X × V −→ R une application bilinéaire définie par

A(u, v) =

∫ 1

0

u′(t)v(t)dt+

∫ 1

0

a(t)u(t)v(t)dt (3.15)

A est bien définie et A(., v) est une forme linéaire bornée sur X pour tout

v ∈ V .

Soit An = A|Xn×Yn . An est une forme bilinéaire bornée puisque

|An(u, v)| ≤ (1 +Mn) ‖u‖Xn
‖v‖Yn (3.16)

où Mn est la borne supérieure de a sur [αn, 1].

En effet,

|An(u, v)| =
∣∣∣∣∫ 1

αn

u′(t)v(t)dt+

∫ 1

αn

a(t)u(t)v(t)dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ 1

αn

u′(t)v(t)dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ 1

αn

a(t)u(t)v(t)dt

∣∣∣∣
≤
∫ 1

αn

|u′(t)v(t)| dt+

∫ 1

αn

|a(t)u(t)v(t)| dt

≤ ‖u′‖L2 ‖v‖L2 +Mn ‖u‖L2 ‖v‖L2 (Inégalité de Hölder)

≤ ‖u‖Xn
‖v‖Yn +Mn ‖u‖Xn

‖v‖Yn

≤ (1 +Mn) ‖u‖Xn
‖v‖Yn d’ou (3.16)
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Pour montrer que An est non-dégénérée, soit v ∈ Yn et supposons que

An(u, v) = 0, ∀u ∈ Xn, c’est-à-dire,∫ 1

αn

(u′(t) + a(t)u(t))v(t)dt = 0, ∀u ∈ Xn. (3.17)

Il est facile de voir que ce qui précède implique que,∫ 1

αn

w(t)v(t)dt = 0 (3.18)

pour toute fonction continue w, et donc v = 0. Nous montrons que,

sup
‖v‖=1,v∈Yn

|An(u, v)| ≥ ‖u‖Xn
(3.19)

On définit Tn : Xn −→ Y ′n par 〈Tnu, v〉 = An(u, v). Tn est un opérateur

linéaire continu bien défini et Tnu = u′ + a(t)u. Par conséquent,

‖Tnu‖2 =

∫ 1

αn

|u′(t) + a(t)u(t)|2 dt

=

∫ 1

αn

|u′(t)|2 dt+

∫ 1

αn

a2(t) |u(t)|2 dt+

∫ 1

αn

a(t)(u(t)2)′dt

=

∫ 1

αn

|u′(t)|2 dt+

∫ 1

αn

(a2(t)− a′(t)) |u(t)|2 dt+ a(1)u2(1) ≥ ‖u‖2
Xn

puisque u(αn) = 0, a est décroissante et a(t) ≥ 0 pour tout t ∈]0, 1[.

Toutes les hypothèses du théorème ci-dessus sont donc satisfaites et donc

si F ∈ V ′ est défini par F (v) =
∫ 1

0
f(t)v(t)dt, alors il existe u ∈ X

tel que
A(u, v) = F (v), ∀v ∈ V. (3.20)

C.à.d que le problème (3.13) admet une solution u ∈ X.
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Résumé

Dans ce mémoire de fin d’études nous avons analysé le théorème
de Lax-Milgram, connu souvent dans les espaces Hilbert, cette fois-
ci dans un cadre plus général, à savoir dans les espaces de Banach
où nous avons traité la question de savoir dans quelle mesure les
propriétés de symétrie et coercivité d’une certaine forme bilinéaire a
est nécessaire pour la validité du théorème de Lax-Milgram dans les
espaces de Banach qui ne sont munis d’aucun produit scalaire.

Mots clés : Espaces de Banach, espaces de Hilbert, théorème de
Lax-Milgram, théorème de représentation de Riesz, théorème des
projections, théorème de Hahn-Banach, théorème d’application ou-
verte, isomorphisme, dual et bidual, produit scalaire, forme linéaire,
forme bilinéaire symétrique coercive et continue.

Abstract

In this dissertation of end of studies we have analyzed the Lax-
Milgram theorem, often known in the Hilbert spaces, this time in
a more general framework, namely in Banach spaces where we have
treated the question of how far the properties of symmetry and coer-
civity of a certain bilinear form a are necessary for the validity of the
Lax-Milgram theorem in Banach spaces which are not provided with
any scalar product.

Keywords :
Banach spaces, Hilbert spaces, Lax-Milgram theorem, Riesz
representation theorem, Hahn-Banach’s theorem, open application
theorem, dual and bidual, isomorphism, inner product, continuous
linear form, symmetric coercive and continuous bilinear form.
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