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Introduction

Le présent travail est consacré au théoreme de Lax-Milgram dans les espaces de
Banach. On rappelle que ce théoreme est bien connu dans les espaces de
Hilbert, vu son application simple grace au produit scalaire. Il est utilisé pour
assurer l'existence et 'unicité de la solution de certains problemes. On cite dans
ce contexte, les équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles linéaires
dans les espaces de Hilbert ou apres formulation faible, dite aussi variationnelle,

se présentent sous la forme
a(u,v) = L(v) (F)

ou a est une forme bilinéaire et L est une forme linéaire et le probleme revient a
montrer 'existence et ['unicité de u solution de I’équation (F'), qui doit étre
satisfaite pour tout élément v de I’espace de Hilbert en question.

Le but de ce mémoire, basé essentiellement sur la lecture des articles [7] et [§]
de Ramaswamy, est de voir comment ce grand théoreme peut-étre généralisé
aux espaces de Banach qui ne sont pas a priori des espaces de Hilbert. On verra
aussi comment on peut appliquer le théoreme de la représentation de Riesz

dans ces espaces qui ne sont munis d’aucun produit scalaire.



Tout ceci va etre découvert dans ce mémoire qui se présente comme suit :
Chapitre 1 :
Dédié a quelques outils indispensables pour les chapitres suivants.
Chapitre 2 :
Consacré au théoreme de Lax-Milgram dans les espaces de Hilbert et a quelques
applications.
Chapitre 3 :
Présente et formule le théoreme de Lax-Milgram dans les espaces de Banach avec

deux applications explicatives.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Bref apercu sur les espaces de Hilbert

Définition 1. Soit E un espace vectoriel sur K (R ou C ).
On dit que E est muni d’un produit scalaire s’il existe une application
h:ExFE—K
(u,v) — h(u,v) = (u,v),

veérifiant les propriétés suivantes.
Pour tous u,v et w € E et a,f € K,

i) (v,u) = (u,v) (Hermitienne).

i) {au+tpw,v) = alu,v)+8(w,v); (u,av+pw) = alu, v)+B{u,w) (Sesquilinéaire).

iii) (u,u) >0 et (u,u) =0<=u=0 (Définie positive).

Un espace muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien.



Exemples.

1) Sur R”, le produit scalaire euclidien usuel est

n
(u,v) = Z U;iVi,
=1

ou  u = (u)i<i<n €t v = (V;)1<i<n.
2) Soit 2 un ouvert de C", et C'({2) l'espace des fonctions continues sur (2.

C(2)=A{f: 2 — C;continue},

C(f2) muni du produit scalaire

(f.g) = / f(u)g (),

est un espace préhilbertien.

Définition 2. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Une norme sur FE,
est une application, ||.||p : E — Ry ayant les trois propriétés suivantes :
1) a) |lul|lz>0 Vue B, b) |lullp=0<=u=0 [(Définie positive).
2) | Aullz = A ullg Vue E, VYAeK ( Homogénéité).

3) Nu+v]gp < |ullg+ vz Yu,v € E ( Inégalité triangulaire).

Exemples.

Sur R™ les normes suivantes sont les plus utilisées ;
]') ||u||1 :Z?:1|ui|7 U= (ulw")un)

2) full, = (i, ud)"/?

3) |lull,, = maxi=12, n |uil



Définition 3. Le couple (X, ||.||x) ot X est un espace vectoriel sur K et ||.||

une norme sur X est appelé un espace normé (réel si K = R, compleze si K = C).

Proposition 1. (Inégalité Cauchy-Schwarz).
Soit E un espace préhilbertien sur K muni d’un produit scalaire (., .).
Vu,0 € By [(u,0)] < (u,u)'’? (v,0)'2 (1.1)

Preuve :

Soient u,v € E et A € C avec |\| = 1.

D’apres iii) de la définition [1jon a pour tout t € R :

0 < (tu+ v, tu + \v) = (tu, tu) + (tu, \v) + (\v, tu) + (v, Av)
= 2 (u, u) + tA(u, v) + tA(v,u) + |\ (v, v)

=t (u,u) + 2tReMv,u) + |A* (v,0) (%)

et puisque, ReA (v,u) < |\ (v, u)| = |(u,v)|, alors

£2 (u,u) + 26ReA | (v, ud] + A (0,0} < £2 u, ) + 2t [(u, 0)] + AP (v, 0)

d’'ou, de (%) 0 <t (u,u) + 2t [{u, v)| + [A]” (v, 0),

ainsi on a, P(t) == t* (u,u) + 2t [(u, )| + [A* (v,0) >0, VteR.

Le discriminant du trindme P(t) doit étre négatif ou nul.

& = ()7 — ) (0,0 < 0= [ )] < G0 0,00 2] o (1],




Proposition 2. (Norme induite par un produit scalaire).
Soit E un espace préhilbertien sur K muni d’un produit scalaire (., .).
L’application ||.|| définie sur E par ||.|| = \/(.,.) est une norme sur E.

Preuve :

Pour tous u,v € E et A € Kon a,
1) (u,u) =0<=u =0, donc |jul| =0<=u=0
2) (M, M) =| A2 (uu) = [ dull = (A lu]l -
3) Inégalité triangulaire
lu+v))* = (u+v,u+v)
= w0+ {u,0) + (0,0) + (0,0)
= [lull® + 2Re (u, v) + [|v]’
< lul® + 2|, )| + [|o]*
< Jlul® + 2w, u) 2 (o, 0) 2+ o> dapres (L1

= (llull + [lvl)*

= [lu+ vl < llufl + o]

Ainsi 'application |.|| = 1/(.,.) est une norme sur F .



Proposition 3. (L’identité du parallélogramme).

Soit E un espace préhilbertien réel sur K muni d’un produit scalaire (.,.). Alors
Vu,o € B, 2wl + o |P) =llutv|* + [ u—v]? (1.2)
(i.e. dans un parallélogramme la somme des carrés des diagonales est égale a

la somme des carrés des cotés).

Preuve :

On a

ludv P4+ u—v|*={(u+v,u+v)+ {(u—v,u—2)
= (u,u) + (v,v) + (u,v) + (v, u) + (u,u) + (v,v) — (u,v) — (v, u)
= 2((u, u) + (v, v))

=2(lu*+ v [*) don (L2).

Remarque.

Si Uidentité de parallélogramme n’est pas satisfaite par la norme induite alors

l’espace en question n’est pas un espace de préhilbertien.

Définition 4. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou complexe muni
d’un produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.

SiK =R (resp. K= C), H est dit espace de Hilbert réel (resp. compleze).



Exemples.

Soient u = (uy, Us..., Uy), v = (v1, V..., v,) € K".
1) R™ muni du produit scalaire (u, v) = ujv; +usve+...+u,v, est un espace

de Hilbert réel.

2) C™ muni du produit scalaire (u, v) = u1T; + usUs + ... +u, U, est un espace

de Hilbert complexe.

3) Soit £2 un ouvert de R", et L?*({2) I'espace vectoriel des fonctions & carré
intégrable sur 2.
@) = {f:2 — G [ |f@)ds < o0},
muni du produit scalaire
()= [ Flelgla)ds

L%(£2) est un espace de Hilbert.

1.2 Rappel sur les espaces de Banach

Définition 5. Soit (E, ||.||z) un espace normé. Une suite (z,,)nen de points de E
est dite une suite de Cauchy si pour tout € > 0 il existe N = N(e) tel que pour tous

m,n > N, on ait ||[u, — unllp <e (ielimym— oo ||tn — Unlz =0).

Définition 6. Un espace normé (E, ||.||z) ou toute suite de Cauchy est

convergente est appelé un espace de Banach.

Exemple.
Les espaces R et R™ munis de leurs normes usuelles sont des espaces de Banach.

Définition 7. Soit E un e.v.n. On dit que E est séparable s’il existe une suite

(Tn)n>1 C E qui est dense dans E.



1.3 Sur les espaces topologiques

Parmi les espaces topologiques particulierement importants, signalons les
espaces métriques, les espaces normés, les espaces de Banach et les espaces de
Hilbert.

Définition 8. Soient (X, 7),(Y,7") deuz espaces topologiques,
1. Une application f: X — Y est dite un homéomorphisme de (X, T)

sur (Y, 7') si f est une bijection, et si f et f~1 sont continues.

2. (X,7) et (Y,7') sont dits homéomorphes s’il existe un homéomorphisme

de Uun sur Uautre.

Exemples

i) Les sous-espaces [a,b] et [0,1] de la droite réelle R sont homéomorphes.
En effet 'application u — (b — a)u + a de [0, 1] — [a, b] est un
homéomorphisme.

ii) La droite réelle R et I'intervalle | — 1, 1] sont homéomorphes.

En effet, u — tan(%*) de | — 1, 1[— R est un homéomorphisme.

1.4 Rappel sur les applications linéaires

Soient E et F' deux espaces normés sur le méme corps K . Pour qu’'une
application linéaire f : E — F soit continue il suffit qu’elle soit continue en

un point, elle est alors uniformément continue.
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Les applications linéaires continues possedent des propriétés particulieres
remarquables.
Si E est un espace vectoriel sur K, une application linéaire f : E — K
est appelée une forme linéaire, I’espace vectoriel des formes linéaires sur
E est le dual algébrique de E (noté E*); si E est normé, 1'espace vectoriel
des formes linéaires continues sur F est le dual topologique de E noté E' C E*.

E’ est un sous-espace vectoriel de E*.

Définition 9. Soit f: X — Y. On dira que f est une application ouverte si

I'tmage par f de tout ouvert de X est un ouvert de Y.

Théoreme 1. [1] (Théoréme de lapplication ouverte).
Soient E et F' deux espaces de Banach. Une application linéaire continue

surjective f : E — F est une application ouverte.

Définition 10. Soit (E,|| . |g) un espace de Banach, on note par E' son dual

topologique, E' ={f:E — K; linéaire et continue}. E' est normé par :

| o= sup | f(u) |

wro | wle

Le dual de E' est appelé bidual de E et est noté E”,

E"={h:E — K; lnéaire et continue}.

Théoréme 2. [1]
Si I est un espace de Banach, l'espace normé L(E, F) ['est aussi.

En particulier le dual topologique E' de E est un espace de Banach.

11



Théoréme 3. [1](corollaire du théoréme de Hahn-Banach).
Soient E un espace normé, H un sous-espace vectoriel fermé de E et ug € E\H.

1l existe une forme linéaire continue pu sur E telle que,

1
p(ug) =1, p(H) =0, |[u|= p

ot p (strictement positif) est la distance de uy a H.

Définition 11. Soit E un espace de Banach et soit J : E — E" l'injection
canonique de E dans E".
L’espace E est dit réflexif si J est surjective, c’est-a-dire J(E) = E".

Quand E est réflexif, E" est habituellement identifié avec E.

1.5 Quelques outils dans les espaces de Lebesgue

Définition 12. Soit p € R avec 1 < p < 00 ; on pose

Lr)={rf : Q@ =R f mesurable et ||f||r < o0 }.

1/p
oi ||l = [ / |f<x>|pdm} .

Définition 13. On pose
L>(Q) = { f : Q —=R; fmesurable, 3IC >0; |f(z)|<C pp.xe€ }

On note || flle = inf {C; |f(z)| < C ppxe Q}.
Remarque.
Soit 1 < p < +00; on désigne par g 'exposant conjugué de p i.e. % + é = 1.

12



Théoreme 4. (Inégalité de Holder).

Soient f € LP(Q) et g € LUQ) avec 1 < p < oo. Alors

foeINQ) et /UﬂéHmmwmm
Q

1.6 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Soit I =]a,b| un intervalle dans R, et soit 1 < p < +o0.

Définition 14. L’espace de Sobolev W'P(I) est défini par

Whe(I) = {u € LP(I);3dg € LP(I) tel que /ug0: —/ggp Vo e C’cl(l)}
I I

ou CH(I) est lespace des fonction de classe C'(I) a support compact.

L’espace WP (I) est muni de la norme suivante ;

lullwroy = el oy + 14l oy

ou bien de la norme équivalente,

/p
lilrogry = (Il + 110 ) (i 1< p < +00),
En particulier pour p = 2, on note W'?(I) par H(I).
H'(I) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire,
b
(U, ) ;= (U, 0) 2 + (U, 0") 0 = / (wv +u'v'), Vu,v € H
et la norme associée,

1
lullzr = (ullZe + [111Z2)

est équivalente a la norme de W12(1I).

13
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Définition 15. Soit 1 < p < oo, l'espace Wy (I) désigne la fermeture de C}(I)
dans WY (I).

L’espace Wy P(I) muni de la norme induite par WHP(I) est un espace de
Banach séparable, il est de plus réflexif si 1 < p < oo.

ou CJ(I) est lespace des fonction de classe C(I) et qui s’annulent aux bornes.

14



Chapitre 2

Théoreme de Lax-Milgram dans
les espaces de Hilbert

Parmi les espaces de Banach de dimension infinie qui possedent la plus grande
analogie avec les espaces euclidiens sont les espaces de Hilbert, la commodité
des calculs dans ces espaces, leur intérét en physique mathématique, leurs
propriétés remarquables font de ces espaces un chapitre important de la mathématique.
Avant d’énoncer le théoreme de Lax-Milgram, nous avons besoin de rappeler le
théoreme des projections, qui généralise au cadre hilbertien la notion bien connue
de projection en dimension finie. Nous I’énoncons dans le cas général pour une
projection sur un convexe fermé non vide.

Et par la suite on rappelle aussi le théoreme de la représentation de Riesz qui
est un cas particulier du théoreme de Lax-Milgram.
Dans tout ce paragraphe, H désigne un espace de Hilbert réel.

On note (.,.) le produit scalaire sur cet espace et ||.|| la norme associée.

15



2.1 Théoreme des projections

Théoréme 5. [4]
Soient H un espace de Hilbert réel et A C H un convexe fermé non vide,
alors pour tout f € H il existe un unique u € A tel que,

If = ull=min || f—wv| (2.1)

De plus u est caractérisé par la propriété,

(f—u,v—u)y <0  VYoeA (2.2)

St A est un sous-espace vectoriel de H, alors,

(f —u,v) =0, Voe A (2.3)

et f est U'unique élément de A vérifiant cette égalité, en d’autres termes, on a,
f—ue AL
On a la décomposition suivante de H en somme directe orthogonale,

H=A® A"
ot At ={ue H; (uv)=0, YveA}

Preuve :

Avant de montrer I'existence et 'unicité de u, on commence par montrer
I'équivalence entre (2.1) et (2.2) (i.e la caractérisation de u).
Soit u € A vérifiant (2.1)) et soit w € A on a,

v=[1—-a)u+aw] €A |, pour a €]0, 1], car A est un convexe et donc ,

16



If —ull < [If = [(1 = a)u+ aw]|
= [[(f —u) —a(w —u)]|
= |If —ul® < |If = ull® = 20(f = u,w —u) + & w - ul”
= 2f —u,w—u) < alw—ul’.
Quand a — 0%;

(f —u,w—u) <0 etclest (2.2).

Inversement
Soit u vérifiant (2.2)) alors on a,

If = ull® = ILf = oll* = {f —u, f—u) = (f =, f =)
—(f—u,f—v+v—u)—(f—utu—ouv,f—0v)
={f-uwv—u)+{f-uf-v)=(f-uf-v)+{v—uf-0)
= (f —w,v—u) + (v —u, f—u+u—2)
=(f—uv—u)+@w—uf—u+v—uu—uv)

—2(f —u,v —u) — (u—v,u— )
=2f—uv—u)—|lu—v]’<0 Voed
= If —ull* = If —o[P <0 VoeA

= [lf —ul <|f =0l VveA

— ul| = min||f — ot (2-1).
= [If —ul =min|[f —vf] dou (2.1)

17



Onnote  d(f,A) =] f —u =min | f v
i)Unicité.
Soient uq, us vérifiant alors on a,
(f—w,v—u) <0;  YoeA (i)

(f —ug,v—up) <0;  WweA (i4)
On pose v = uy dans (i) et v = uy dans (i) on obtient,

(f —up,ug —up) <0 (%)

<f—U2,U1 —U2> S 0 (**)
De (%) on obtient,

(f —ug +ug —up,ug —uy) < 0= (f —ug,up — ug) + (ug — ug,us —uy) <0
— (f—u2,u2—u1>+ ||U2—U1H2 < 0
= ||luz —ulH2 <A{(f —ug,up —ug) <0 d’aprés  (xx)

= |lupg —ug||> = 0

— U = U1.

ii) Existence.

Soit (v,), C A une suite minimisante.

1
Par définition on a; d(f,A) <|| f — v, |z< d(f, A) +— Vn eN.
n

18



Montrons que (v,), est de Cauchy, ainsi H étant hilbertien donc un espace
complet et on pourra conclure la convergence de (v,)n
Soient n,m € N et posons d = d(f, A) et dy=d(f,v) Vke€N.
H étant un espace de Hilbert donc la regle du Parallélogramme ([1.2)) est vérifiée ;

On remplace dans I'équation (1.2) u = f —v,, et v = f — v,,, on obtient,

201 f = v 1P+ 1 = va I1P) = (f = vm) = (F = wa) 1P + 1| (f = vea) + (f —va) |

Up, + Um
=l vn = vm P +4 || f = == II"
— U dz, —|—d2 Up + U,
o s G Ky U
Or, Un ; Um € A car A est convexe, donc
Un +Um
| f - 1= d(f, A)
par conséquent de (2.1]) on a
Up — Up dz, —|—d2 Up, + U,
Ly LY
d? + d?
S%—aﬂ—)(), n,m — +00
= lim ||v,—vn =0
n,m—>00

Alors (v,), est une suite de Cauchy dans A qui est complet ( car A fermé dans un

complet). Et, (v,) — ue€ Aetlona d=|f—ul.

n—-+00

19



2.2 Théoreme de représentation de Riesz

Théoréme 6. [4]

Soit L une forme linéaire continue sur H alors, il existe un unique élément u

de H tel que,
Vv e H, L(v) = (u,v). (2.4)
De plus
I ulla=[l L ||z - (2.5)
Preuve :

a) Existence.
On distingue deux cas;
1" cas: L =0
I1 suffit de prendre u = Op.
2¢m¢ cas : L #£ 0
Introduisons le noyau A = KerL . Alors A est un sous espace vectoriel fermé
et propre de A (car L est continue, or I'image réciproque d’un fermé est un
fermé | et comme {0}y est un fermé alors KerL = L~'({0}) est un fermé,

et H#A, car L#0).

D’apres le théoreme des projections , on a la décomposition H = A @ A+
Et 'espace AL n’est pas réduit & {0}, il contient donc un élément v, unitaire

(de norme 1).

20



Soit v quelconque dans H , on peut le décomposer de la manieére suivante,

L(v) L(v)

] =v— € A.
VopF+Ww ou w=v L(UO)UO’ w

Par construction on a (vg, w) = 0 car vy € A+ et w € A, ainsi

L), e B
(0,0) = T w0 I°= 70

car | v ||= 1.

= L(v) = L(vg) (vg,v) = (L(vg)vo, v) .
On a ainsi construit un élément v = voL(vy) de H tel que,

Yoe H L(v) = (u,v).
b) Unicité.

Elle est immédiate, car, si uj, us sont deux solutions, alors d’apres (2.4 on a
L(v) = (v,u1) = (v,u2) = (v,uy —ug) =0 Yve H
= uy —uy € H*

= U — Uy = 0= u; = us.

Reste a montrer (12.5)).

L(v L(v
ona, o0, ZOL =1L = suppey 2O <
B B
N
L] l?
Pour w=wv ona, Ll 7 = = = |lull 5 ,
# = Talle ~ Tag Ml

dotv L[l g = llull g -

Ceci termine la démonstration.
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2.3 Théoreme de Lax-Milgram

Avant d’énoncer le théoreme on fait les hypotheses suivantes,
1) L est une forme linéaire définie sur H de plus, L est continue,

i.e. il existe une constante C' > 0 telle que,
Yoe H,)| L(v) [KC| v |lu (2.6)

2) a est une forme bilinéaire définie sur H x H vérifiant de plus,
i) a est continue sur H x H. i. e. il existe une constante M > 0 telle que;

V(u,v) € Hx H, | a(u,v) |< M || ullull v |ln (2.7)

ii) a est coercive i. e. il existe une constante a > 0 telle que,

Vu e H, a(u,u)>alulfy (2.8)

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme suivant, du a Peter Lax

(né le 1°" mai 1926 & Budapest, mathématicien Hongrois de nationalité
Américaine) et Arthur Norton Milgram (3 Juin 1912, Philadelphie, 30 Janvier
1961 mathématicien Américain), qui est une généralisation du théoreme de

la représentation de Riesz, au cas d’une forme a qui n’est pas nécessairement

un produit scalaire.
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Théoréeme 7. [4]
Soient H un espace de Hilbert réel, a une forme bilinéaire, continue et
coercive sur H et L une forme linéaire continue sur H.

Alors, il existe un unique élément u de H solution du probléme
L(v) =a(u,v) YveH. (2.9)

De plus st a est symétrique, u est ['unique solution du probleme
de minimisation suivant,

J(u) < J(v) Yve H (2.10)

ou J est définie sur H par;
J(v) = %a(v,v) _ L) WeeH (2.11)
Preuve :
Nous remarquons d’abord qu’en raison de la coercivité de a, si une telle
solution existe, elle est unique.
Soient u; et uy deux solutions du probleme , alors par soustraction on a,
Yve H, a(u; —ug,v)=0
en particulier pour v = u; — us on a,

a(uy — ug, uq — ug) = 0.

Maintenant, comme « > 0, on déduit de la minoration [2.8 que u; = us.
Montrons maintenant ’existence d’une telle solution. Pour tout u € H, la forme
linéaire a(u, .) étant continue sur H, il existe, d’apres le théoreme de la représentation

de Riesz [6] un unique élément Au € H tel que,

Yo e H; a(u,v) = (Au,v) g (2.12)
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De la méme fagon, il existe un unique f € H tel que,

Voe H, L(v)=(fv),.

Le probleme est alors équivalent a trouver u € H tel que Au = f.
I1 suffit pour cela de montrer que 'opérateur A est linéaire et surjectif.
Soient uy,us € H, et A € R,
(A(uy + Mug),v) = alug + Aug, v)
= a(uy,v) + a(Aug, v)

= a(uy,v) + Aa(ug, v)

= (Auq, v) + A (Aug, v) .

Nous remarquons aussi que A est continu, car nous avons, d’apres ([2.7]).
) )

pour v=Au dans 2.12) ona,| Au |3 = a(u, Au)

< M || u |l Au |l

Ce qui donne,
| Au [|lp< M | u|lm -

Montrons que A est surjectif. Montrons d’abord que l'image de A, notée I'm(A),
est fermée.

Soit v € Im(A); par définition, il existe une suite (u,)yen éléments de H telle
que, v = lim Auw,. La suite (Au,),en est en particulier une suite de Cauchy,

p——+00

il en est également de méme pour la suite (u,)pen, en raison de (22.8)) qui donne,
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a | up —ug ||%I <[l a(up — ug, up — ug) [|= [{A(uy — ug), up — ug)||

<] Auy — Auy il Up — Uqg [ -

On en déduit trivialement 1’estimation suivante,

1
| Up — Ug [2< o | Auy — Auy & -

L’espace H étant complet, la suite (u,),en converge vers un élément u € H,
et 'opérateur A étant continu, nous avons, Au, — Au, si bien que : v = Au.
p——+00

Nous avons ainsi montré que 'image de A est fermée. Ce résultat étant établi,

en Conséquence, nous avomns

H = Im(A) @ [Im(A)]*.

Supposons que Im(A) # H; alors [Im(A)]* # {0} et il existe un élément non

nul u € H tel que,
Vv e H, (Av,u)g = 0.

Cette relation étant en particulier vraie pour v = u, nous obtenons,

Oza(u,u)ZOzHuH%{.

Ce qui entraine u = 0 , nous aboutissons ainsi a une contradiction, ce qui
signifie que I'm(A) = H, et ceci termine la démonstration.

Pour conclure la preuve du théoreme, il reste a montrer que si a est symétrique,
le probleme de minimisation est équivalent au probleme .

Soit u € H solution unique de (2.9)) , montrons que u est solution de (2.10)) .
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Soit w € H , on va montrer que J(u + w) > J(u).

1
J(u+w):§a(u+w,u+w)—L(u+w)

1 1 1
= éa(u,u) + §[a(u, w) + a(w, u)] + éa(w, w) — L(u) — L(w)
= Sl ) = L(w) + [ofu, w) — L(w)] + Sa(w, w)
= J(u) + ga(w,w) > Ju) + 5 [l w |y

Donc J(u+w) > J(u), sauf si  w = 0.
Réciproquement, supposons maintenant que u est solution du probleme de
minimisation (2.10]) et montrons que u est solution de ({2.9)) .

Soit w € H et t >0, on a
J(u+tw)—J(u) >0 et J(u—tw)—J(u)>0.
Car v minimise J. On en déduit que,

1 1
t[a(u,w)—L(w)]+§t2a(w,w) >0 et —t[a(u,w)—L(w)]+§t2a(w,w) >0 YweH.
Comme t est strictement positif, on peut diviser ces deux inégalités par t.

1 1
a(u,w)— L(w) +§ta(w, w)>0 et —a(u,w)+L(w)+ ita(w,w) >0 VYweH.
On fait alors tendre ¢ vers 0, nous obtenons,
a(u,w) — L(w) > 0, et a(u,w)—L(w) <0, YweV,
ce qui donne en définitive I’égalité  a(u,w) = L(w) Yw e V.

Ce qui montre que u est bien solution du probleme ({2.9)).
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2.4 Applications

1. L’étude du probleme de Dirichlet pour I’équation de Sturm-Liouville.

Soit le probleme aux limites suivant,

(=p(uw)y'(w) + q(w)y(u) = f(uv), welO, 1] (E.D)
(2.13)

qe C([0,1]); ¢>0 sur [0,1]

pe CY([0,1]); Ja>0 tel que; p>a sur [0,1]

Hy(10.1]) = {z € H'(]0,1[); 2(0) = 2(1) = 0}.

Soit y la solution du probleme (2.13)) et soit = un élément quelconque de
Hy(]0, 1[).
Multiplions I’équation (E.D) par z(u) et intégrons sur |0, 1[, par une intégration

par parties on obtient
| 0 )+ et = [ fupatua

car (0) = z(1) = 0.

On considere alors la forme bilinéaire,
1
By, z) = / [Py (v)2'(v) + qy(v)z(v)]dv.
0

B est évidemment bilinéaire et symétrique. Elle est définie et positive

a cause des conditions imposées a p et q.

27



B est ainsi un produit scalaire et HJ(]0,1[) muni de B est un espace de
Hilbert. Le théoreme de Riesz, appliqué a cet espace, justifie I'existence
et I'unicité de y € Hi(]0, 1]), solution du probleme,

Vo € Hy(]0,1]); B(y,z) = L(x),

avec / f(u

Revenons a 'application du théoreme de Lax-Milgram, Montrons que B

est continue et coercive.

| By, 2) |< P Iy [zl 2" [l +Q 1y [lz2]l = (]2 -

En notant par P ( resp. @) la borne supérieure de p(u)( resp. ¢(u)) sur |0, 1].

Donc
| B(y,z) [< (P+Q) [y [l |l @ || -

D’autre part B est coercive.

En effet, d’apres les conditions sur p( resp.q), on a

fo pr'? + qz?) >0

Bra)>al | p>a

v € HY0,1]): | 2(u |_|/ V) |

1
< [ 1) Lo < ol [ o
0 0

<l " |22 -
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Donc
1 1
/ | 2(u) | du < / | 2" |3, du
0 0
=z |72 <[l 2 |72 .

Et donc

B(z,x) >

| o

a 4
(FwliF + 12" 152) = 5 I« [, daprés (L4]

On a ainsi établi que,

«
5l i <l Blz,2) [< (P+@Q) [l @ [,

. \/g |2 < VB@E D < VP 1 Q) | 2,

(8]
— \@ | < Nzl gy < VP +@) Il 2 lln,

Ce qui prouve que la norme définie par B est équivalente sur Hg(]0, 1])

a la norme H'(]0, 1]).
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2. Soient H =R", et A € STH(R™) C M,,(R) avec,
*x) M, (R) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

*xx) STT(R™) est ’ensemble des matrices carrées d’ordre n symétriques définies
positives, ou R™ est muni du produit scalaire usuel
n
(u,v) =u'v = E Uk, Vu,v € R" x R".
k=1
Alors A définit une forme a(.,.) bilinéaire continue, symétrique et coercive

sur R™ donnée par,

n

a(u,v) =u' Av = Z @; jUiVj.

ij=1
En effet, on a

a(v,u) = v Au = (v, Au)
= (Au,v) = (Au) v
—u' ATv=u"Av (AT = A)
= (u, Av) = a(u,v)
— a(v,u) = a(u,v) d’ou la symétrie de a(.,.).

Par I’ inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

la(u, v)| = |v" Au| = (v, Au)| < [[ol| [ Aull < [|A]| lu] o]

Alors af.,.) est continue.

30



En outre si A est une matrice symétrique définie positive, alors nous savons
que

n
> aijuiug > cllull?,
ij=1

ol, ¢ =min;—y,_, A; avec \; (i =1,...n) sont les valeurs propres de A.
Cela signifie que a(.,.) est coercive.
Alors d’apres le théoreme de Lax-Milgram il existe un unique élément

de R™ solution de probleme,

u Av=">"v.

Avec b € R™ (fixé) et Ty(v) =b"v = (b,v).
Ty(v) une forme linéaire en v continue car

| To(w)] < [0l ]l -

De plus A doit étre inversible et toutes les valeurs propres de A sont non
nulles, et comme af.,.) est symétrique, u est 'unique solution du probleme
de minimisation J(u) < J(v) ,

1

J(u) = EUTAU — b, Vv e RY.
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Chapitre 3

Théoreme de Lax-Milgram
dans les espaces de Banach

3.1 Introduction et hypotheses

Soient (V.|| . ||v) un espace de Banach, et a est une forme bilinéaire
symétrique, coercive et continue sur V' x V et L une forme linéaire
continue sur V.

On s’intéresse a l'existence et 'unicité de u € V' tel que,

L(v) =a(u,v) YveV (3.1)

Dans une premiere partie de ce chapitre nous faisons une analyse du probleme
dans le cas oll @ n’est pas symétrique et nous présenterons une méthode
qui traite le cas non symétrique.

Dans une seconde partie nous démontrons le théoreme de Lax- Milgram
pour une forme bilinéaire continue et coercive sur un espace de Banach

sur R. Nous abordons la question de savoir dans quelle mesure la
coercivité est nécessaire dans le théoreme de Lax-Milgram.
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Nous construisons un contre-exemple pour montrer que la coercivité n’est
pas nécessaire dans le théoreme de Lax-Milgram méme dans les espaces
de Hilbert.

Par contre, nous prouvons qu’elle est nécessaire dans le cas ou la forme
bilinéaire a est symétrique et définie positive dans le sens ou

a(u,u) >0 Yu # 0.

3.2 Symétrisation de formes linéaires et pro-
priétés

Soit V un espace vectoriel sur R. Soit a une forme bilinéaire sur V telle que
a(u,u) >0 Vu # 0.( i. e a est définie positive).

Soit b une forme bilinéaire définie par

a(u,v) + a(v, u)
2
Alors, b est symétrique et b(u,u) = a(u,u) VueV.

b(u,v) = Yu,v eV (3.2)

Donc avec b on arrive a définir un produit scalaire sur V', V' devient un
espace préhilbertien que nous désignons par V;. On notera par [[ully,
la norme d’un élément u € V,

lully, = Valu,u).
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Soit V} le dual de V, ie. V) ={f:

Supposons que a soit continue sur Vj, x V; i.e

V, — R, linéaire et continue}.

dM > 0 tel que

la(u,v)| < Mv/a(u,u)y/a(v,v)  Vu,v € V. (3.3)
Alors, sous cette hypothese, il existe des applications linéaires A et
B de 'V, dans V} définies par
A: Vy— V)
u+— Au
avec
Au: V, — R
v — Au(v) = a(v,u), (resp. Bu(v)= a(u,v)).
Brona Au@)]  Jalo,w)
u(v a(v,u
| Aully, = sup - <Mluly,. (34
vz vl w0 ol
De plus, si u #0
a(u,u)  ully;
[ Aully, > =1 = llully, - (3.5)
Bl Nully, g

D’apres (3.4)) et (3.5), et si u # 0,

lully, < l[Aully, < M fully, .

Mais ces inégalités sont trivialement vérifiées pour © = 0. Donc, nous avons

lully, < [[Aully, < M ully,

De méme pour B,

[ully, < 1Bully, <M lully,

34
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De ce qui précede, on a la définition suivante.

Définition 16. Soit a continue sur Vi, x Vy,. V,, est dit avoir la propriété

de représentation a droite (resp. d gauche) de Riesz par rapport a si,
ViEV, FueVy : f)=alv,u) (respf(v) =alu,v)) W€V

Proposition 4. En termes des applications A et B, Vi, a la propriété de
représentation a droite ( resp. a gauche) de Riesz si et seulement si A

( resp. B) est surjective.

Preuve :

Démontrons la proposition pour A, la preuve pour B est similaire.

En effet, A est surjective signifie que :
VieV), FueVy Aul)=flv) Yoel,

l.e

VieV), FueVy alv,u)=f(v) Yvel,.
Et a partir de I'inégalité (3.6)) A est injective.
En effet, Au= Au' = Au— Au' =0

Comme A est linéaire on a, A(u —u') =0 = |[|[A(u —u/)|| =0

B3-6) = [lu — || < [[A(u—u)|[| =0
= |lu—v||=0=u=1

Donc A est injective.

Donc on a toujours unicité de 1’élément u, qui correspond a f € V/

dans la définition [16| avec f = Au ( resp. f = Bu).
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Théoréme 8. [7] (Théoréme de représentation de Riesz ).
Soit a continue sur Vi, x Vi,. Alors Vi, a la propriété de représentation
a droite (resp. a gauche) de Riesz par rapport a a si et seulement si
Vi, est complet i.e si et seulement si V;, est un espace de Hilbert.
Preuve :
Nous allons prouver le théoreme de la propriété de représentation a droite de
Riesz. La preuve pour la propriété de représentation a gauche de Riesz
est similaire.
1)Condition nécessaire. Supposons que V} a la propriété de représentation
a droite de Riesz par rapport a a. Cela signifie que A est un
isomorphisme de V;, dans V}/( car A est linéaire et bijective ).
V) étant le dual de Vj, il est donc complet (voir le théoreme [2| ).
Et en raison des inégalités A est un isomorphisme topologique
aussi. Par conséquent, Vj, est également complet.
2)Condition suffisante. Supposons que V, soit complet. Nous devons
prouver que A(V,) =V, (i.e A est surjective).
i)A(Vy) C V] évidente.
iW)Vy € A(Va)
Supposons par 'absurde qu'il existe f € V} tel que f ¢ A(V4).
Montrons que A(V;) est complet. Et si A(V,) est complet alors il est
fermé car il est inclus dans un espace complet V.
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Soit (fn)neny C A(V}) une suite de Cauchy i.e.

Par définition

3(gn)neN C Vi; fn = A(gn), Vn € N.

D’apres I'inégalité (13.6) on a
1 = Fallyy = IA(92) = Algm)ly; = 1A = gu)llyy = lgn = gl

Quand n,m — oo on a

0> lim |lgn = gmlly, = 0= llgn — gmlly, — 0.

Z
i.e. (gn)nen est une suite de Cauchy dans Vj, et V, étant complet, donc,
(gn)nen converge vers g € V, et on a A(g,) — A(g)

car A est continue, donc f, — f = A(g) € A(V}).

Ainsi (f,)nen converge vers f € A(V}).

Donc A(V,) est complet donc il est fermé. Par le théoreme (3| (corol-
laire

du théoreme Hahn-Banach), 35 € V), bidual de V}, tel que
=0 sur  A(Vy) C VY
B #0,  feVAAW)
Comme Vj, est complet et donc un espace de Hilbert, il est réflexif
(car tout espace de Hilbert est réflexif i.e V>~ V”).
Par conséquent, [ est représenté par un élément u de V;, i.e.
Ju eV, B(h)=h(u) VheV.
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Donc, Ju € Vj, tel que f(u) # 0, or Au € A(V,) et
Au € A(Vy) = [(Au) = 0= Au(u) =0
d’out a(u,u) = 0, ce qui implique a son tour que u = 0.
Mais cela contredit le fait f(u) # 0.
Par conséquent, A(V,) = V}/, prouvant que V}, a la propriété de représentation
a droite de Riesz par rapport a a.

Le théoreme de Lax-Milgram se déduit du théoreme précédent.

Corollaire 1. [7] (Théoréme de Lax-Milgram).
Soit (V,||.|ly,) un espace de Banach sur R. Soit a une forme bilinéaire

continue sur V. XV qui est coercive i.e.
35 >0 tel que a(u,u) > d|ull}, YueV,
alors

VieV ueViresp. weV); f(v)=alv,u) (resp. f(v)=alw,v)) YveV.
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Preuve :

Puisque a est coercive, a(u,u) > 0 Vu # 0. La continuité et la coercivité
de a impliquent que (V; ||.|l,) et (V4, [|.|ly,) sont isomorphes. Car le fait

que a est coercive nous donne,

YueV  a(u,u) > 6 |ulf . (1)

D’autre part a est continue implique que,

YueV a(u,u) < Mul}  (2).

De (1) et (2) on obtient,

Sllull? < a(u,u) < Mu? VueV

— Vi lully < valu,w) < VI [lul, VueV

= V6 Jully < llully, < VM |lull, VueV (3.8)

Ainsi on a une équivalence entre les deux normes (|||, et [.[[},) c’est a dire
que V et V, sont isomorphes (avec V' un espace de Banach et V}, un
espace de Hilbert). Par conséquent, a est continue sur V, x V; et V}, est
complet. D’ou, selon le théoreme 8|, V}, a les propriétés de représentation a
droite et a gauche de Riesz par rapport a a.

Finalement, le corollaire s’en suit immédiatement en observant que,

feVi < feVv.

C’est a dire que V et V, ont le méme dual.
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L’idée derriere la démonstration du théoreme de Lax-Milgram est, que
nous l'avons prouvé d’abord pour 'espace Vj, sur lequel a est trivialement
coercive, en supposant que Vj, est complet et a continue sur V;, x V.

C’est le théoreme { .

Ensuite nous 'avons démontré pour ’espace de Banach (V/ ||.||) sur

lequel a est continue et coercive, puisque (V/ ||.||) est isomorphe

a (Vi [Ilv;)-

En conclusion, nous avons démontré le théoreme de Lax-Milgram dans un
espace de Banach pour une forme bilinéaire continue et coercive sans étre

forcément symétrique.

3.3 Sur la condition de la coercivité

Soient V' un espace normé sur R, et |[ul|;, la norme de I’élément v € V.
On note par V' le dual de V. Soit a une forme bilinéaire continue sur V x V,
ne vérifiant pas forcément la condition a(u,u) >0  Vu # 0.

On définit les applications A et B de V dans V' par

Au(v) = a(v,u) et Bu(v) = a(u,v).

A et B sont toutes les deux continues de V' dans V.

Car dMy, My > 0 tels que,

[Au(u)| < My ffully [lolly 5 [Bu(v)] < M |Jofly [[ull,  Yu,0 € V.
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Soit A* ( resp. B*) I'adjoint de A ( resp. B).
A* et B* sont des applications de V" (le bidual de V') dans V.
ie. A BV — V.

On remarque que B (resp. A) est la restriction de A* (resp. B*) a V.C V".

Car on a, Yu,v eV, (B*u,v)= (u, Bv)

= (Au,v)
— B*u=Au, YueV
= A= By (resp.B=A"y).

Motivé par le corollaire de Lax-Milgram, nous faisons la définition suivante.

Définition 17. On dit que V' a la propriété a droite (resp. a gauche)
de Lax-Milgram par rapport a a si

VieV AueV;f(v)=alv,u) (resp.f(v)=a(u,v)) YoeV.
Lorsque a est symétrique, alors dire que V' a la propriété a droite de Lax-
Milgram est équivalent a dire que V' a la propriété a gauche de Lax-Milgram.

Dans ce cas, nous parlons simplement de la propriété de Lax-Milgram.
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La définition signifie que V' a la propriété a droite (resp. a gauche) de
Lax-Milgram par rapport a a si et seulement si A(resp. B) est bijective
i.e si et seulement si A(resp. B) est un isomorphisme de V' dans V' au

sens algébrique.

Définition 18. La forme bilinéaire a sur V' est dite non-dégénérée si,
Vo #0,3u,w € Via(u,v) #0 et a(v,w) # 0.

Si a est définie positive i.e. a(u,u) > 0 Vu # 0, alors elle est clairement non

dégénérée.

Théoreme 9. [8]

Soit V' un espace de Banach. Alors, pour que V' ait la propriété a droite

(resp. a gauche) de Laz-Milgram par rapport a a, il est nécessaire que

de > 0,Vu € V; sup M

> c||ull (%)
veV\{0} HUHV v

(resp. sup M

> c|lully (%))
veV\{0} ||U||V

De plus, si V est réflexif et a est non-dégénérée, alors (%), ((x)’) est
également suffisante pour que V possede la propriété a droite

(resp. a gauche) de Lax-Milgram par rapport a a.

Preuve :

Nous allons prouver le théoreme pour le cas de la propriété a droite de
Lax-Milgram, la preuve pour 'autre cas est analogue. Supposons que V
ait la propriété a droite de Lax-Milgram par rapport a a.
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Alors, I'application A de V' dans V' est un isomorphisme algébrique.
Et comme A est continue, par le théoréeme de ’application ouverte [1] ,
nous pouvons dire que A est aussi un isomorphisme topologique.

Autrement dit, I'inverse

ALV — Vv
h—— A'h=u
est continu. i.e.
M >0, ||AAu|, = |47 "R|, < MRy,

< M || Aully,

= A7 x|, = llully < M || Auly,

1
— [ Aully, > 5 llully

la(v, u)]

Or, on a par définition, ||Aull,, = sup,eci (o Tl
Ully

ja(v, w)|

— || Aul|,, = sup > cllully avec c¢= M"".

veV\{0} [vlly,
Ce qui implique (x).

Supposons maintenant que V' est réflexif et que (x) est satisfaite alors,

cllully < |Aully, < |A}Hlul,  YuecV (3.9)

Cette double inégalité (3.9)), est analogue a (3.6]) .
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il s’en suit que A est injective, car;

Au = Au' = Au — Au' = 0.

Comme A est linéaire on a A(u —v') =0 = ||A(u — )| =0

B9 = cllu—u'| < [|[A(u—u)[| =0

= lu—u[|=0,(car ¢ > 0) = u=1u.

Et que A(v) est un sous-espace fermé de V.

En utilisant la méme démarche que celle dans la preuve du théoreme [g]
on peut prouver, en se basent sur la réflexivité de V' et la non-dégénérescence
de a, que A est surjective.

Proposition 5. [8]

Soit V' un espace de Banach réflexif, si V a la propriété a droite

(resp. a gauche)de Laz-Milgram par rapport a a. Alors, V a aussi

la propriété a gauche (resp. a droite) de Lax-Milgram par rapport d a.
Preuve :

Nous allons prouver le théoréeme pour la propriété a droite de Lax-Milgram.
La preuve pour 'autre cas est analogue.

Puisque V' et V' sont des espaces de Banach et puisque V' a la propriété
droite de Lax-Milgram, il résulte du théoreme (1] (de I’application ouverte
de Banach) que A est un isomorphisme topologique.

Donc, A* : V" — V' est aussi un isomorphisme.
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Mais, puisque V' est réflexif (V" = V') et puisque B est la restriction de
A* a4V, il s’en suit que B de V dans V' est également un isomorphisme, ce
qui implique que V' a la propriété a gauche de Lax-Milgram.

Proposition 6. [8]

Soit V' un espace de Banach. Supposons que V posséde les propriétés

a droite et a gauche de Lax-Milgram par rapport a a, alors V est réflexif.

Preuve :

Puisque V' a la propriété de lax-Milgram & droite (resp. a gauche) alors
lapplication A (resp. B) est un isomorphisme topologique de V' dans V’,
il en résulte que A* : V" — V', est également un isomorphisme.
Or A* est la restriction de B a V, et comme,

B:V —V,
est un isomorphisme, alors A* est un isomorphisme de V' dans V"’

et aussi de V" dans V', il en résulte que V"’ =V et V est réflexif.

Corollaire 2. [8]
Si a est symétrique et V a la propriété de Lax-Milgram par rapport a a,

alors V' est réflexif.
Rappelons que b est la forme bilinéaire symétrique définie comme,
a(u,v) + a(v,u)

2
Si a(u,u) >0, Yu #0,alors V; est un espace préhilbertien, V, = (V, (,))

b(u,v) =

ou (u,v) = b(u,v)
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Théoréme 10. [8]
Soit V' un espace de Banach. Soit a une forme bilinéaire continue surV xV

telle que a(u,u) >0 Yu #£ 0. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes
i) a est coercive.

it) a est continue sur V, X Vi, et V' a la propriété a droite de Laz-Milgram

par rapport a a.

iii) a est continue sur Vi, x Vi, et V' a la propriété a gauche de Lax-Milgram

par rapport a a.

Preuve :

Il est facile de voir que la coercivité et la continuité de a sur V- x V
impliquent que a est continue sur V;, x V;,. On a déja montré dans le
corollaire [1| ( théoreme de Lax-Milgram) que si a est continue et
coercive, alors V' a les propriétés a droite et a gauche de Lax-Milgram
par rapport a a.

Donc, i) = 1i) et 1) = ii7).

Nous allons prouver que 1) = i).

Puisque a est continue sur V' x V', dM; > 0 telle que

a(w,v) < M Jully oy Vuv eV (3.10)
Puisque a est continue sur V;, x V,, dMs > 0 telle que
la(u,v)| < Mon/a(u, u)\/a(v,v) Yu,v € V. (3.11)
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Puisque V' a la propriété droite de Lax-Milgram par rapport a a,

par le Théoreme [9], 3¢ > 0 tel que,

Yu eV, sup la(v, w)
ven\ioy  [[vlly

> c|lull, -

Par conséquent, d’apres (3.11))

la(v,u)| < Myv/a(u,u)\/a(v,v) Yu,v eV

< Mo/ a(u,u)\/M; [|v], Yu,v eV

= sup Jav, w)) < Mo/ Myv/a(u, u), .

veV\{0} ||U||V

Par conséquent, ¢ ||ull,, < Mo/ Mi+/a(u, u) YueV.

02

— a(u,u) > 8 |lull;, YueV (0 = W>
Ce qui signifie que a est coercive.

Donc ii) = i). De méme i) = 1).

Par conséquent, (i) <= (ii) <= (ii7).

Corollaire 3. [8]

Soit a une forme bilinéaire symétrique sur l’espace de Banach V'

telle que a(u,u) > 0 Yu # 0. Alors, V' a la propriété de Lax-Milgram

par rapport a a si et seulement si a est coercive.
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Preuve :

D’apres le théoreme précédent il suffit de montrer que a est continue sur

V x V. Comme a est symétrique et a(u,u) > 0 Yu # 0, il s’en suit

que, Vu,v €V, |a(u,v)| < a(u,u)v/a(v,v) ( Cauchy-Schwarz).

Par conséquent, a est continue sur V; x Vj.

La conclusion s’en suit immédiatement du théoréme ci-dessus.

Proposition 7. [8]

Soit V' un espace de Banach sur R et soit a une forme bilinéaire

continue sur V' telle que a(u,u) > 0 Yu #£ 0. Alors, a est coercive

si est seulement si V' a la propriété de Laz-Milgram par rapport a b.
Preuve :

Supposons que V ait la propriété de Lax-Milgram par rapport a

b. Puisque b est symétrique et b(u,u) = a(u,u) >0 Vu # 0, il s’en suit
du corollaire |3| du Théoreme [10| que b est coercive, et donc a est coercive.
Inversement, supposons que a soit coercive. Alors, V' et V} sont isomorphes.
Puisque V' est un espace de Banach, il s’en suit que Vj, est complet i.e.

V4 est un espace de Hilbert. Par conséquent, le théoreme de représentation
de Riesz |8/ implique que V, a la propriété de Lax-Milgram par rapport

a b. Puisque V et V}, ont le méme dual, il s’en suit que V' a aussi la propriété

de Lax-Milgram par rapport a b.
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Avant de passer aux applications. On se pose la question suivante.
Question : Soit a un forme bilinéaire continue sur un espace de Banach V'

telle que
a(u,u) >0 Yu#0.

Supposons que V' a les propriétés a droite et a gauche de Lax-Milgram
par rapport a a, alors a est-elle coercive ?

Nous répondons négativement a cette question méme dans le cas des
espaces de Hilbert, au moyen d'un exemple.

Nous allons construire un isomorphisme S de H dans H

ot H est I'espace de Hilbert [? x [? tel que (Su,u) >0  Vu # 0,

et tel que S+ .S* ne soit pas un isomorphisme (ici, (,) est le produit scalaire
de H). Puis, la forme bilinéaire a donnée par a(u,v) = (Su,v)

fournit le contre-exemple a la question ci-dessus.

Car, par la Proposition 7, a coercive implique que H a la propriété de

Lax-Milgram par rapport a b.
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Construction du contre-exemple.

Soit H = I? x [? avec [? défini par

1? = {(Un)nens; Zui < 400}
Le produit scalaire (u, v), avec u = (u',u?) et v = (v',v?) est donné par
(u,v) g = <u1,v1>l2 + <u2,112>l2 ,

ol (, )2 est le produit scalaire de [* défini comme suit :

si U= (u)nen et V' = (V)pen i =1,2.

+o00o
(o) = 3 i
n=1
Soit A I'application définie par

A:H—H
(u,v) — A(u,v) = (—v,u)
On voit facilement que A est linéaire et est un isomorphisme isométrique

de H car en effet, si (u,v); (v/,0v") € H X € R, alors

A((u,v) + A/, 0") = A(u + M, v+ W)
= (—v =\, u+ )

= (—v,u) + M=, u') = A(u,v) + NA(u',v")
—> A est linéaire.

En outre A est bijective car,
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A est injective :

Soit (u,v) € Ker(A),
A(U,,U) = (070) — (—U,U) = (070)
U=V =
= A est injective.

A est surjective :

Yoe H, JueH telque A(u) =07

Soit v = (v, v?) , u = (u',u?) on a,
Aut,u?) = (v %) = (—u?,u') = (v, 0?)
=y’ = —vl;u1 =2
Donc Ju = (v?, —v') tel que A(u) = v.

Ainsi A est surjective.

=—> A est un isomorphisme.
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D’autre part A est isométrique c’est a dire que ||Aul| 5 = |Jully , Yu € H.

En effet,

lAully, = [(Au, Au)|; = (Au, Au)
= <A(u1,u2),A(u1,u2)>H
= (a2 uh), (—,u)),
= (—u®, —u?), + (u',u'),
— (), (),
= [l [l + [ = Nl

= || Aully = llully = [[Aull; = ully -
Donc A est un isomorphisme isométrique.
Et on a aussi, (Au,u) =0  VYu € H.
En effet

(Au,u)y = (A(u',u?), (u',u?))
= <(—u2,u1), (ul,u2)>H

= <—u1,u2>12 + <u1,u2>12

= — <u1,u2>l2 + <u1,u2>l2 =0.
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Puisque A est un isomorphisme isométrique il s’en suit que

|All; =1=||A™}||, car par définition on a,

Alu ]
Al = sup JAWI_ g
u€H\{0} HUHH HUHH

De méme pour [|A7Y|,, .
De plus on a, A* = — A, car par définition on a (Au,v) = (u, A*v).
En effet

(Au,v)y = (A(u', u?), (v',0%))

— <(_uQ7 ul)) (Ul, 02)>H

= <u7 _AU>H
donc (Au,v), = (u, —Av),, d’autre part (Au,v) = (u, A*v) ,

d’ou A= —-A
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Soit maintenant (\,),en une suite de nombres réels positifs tendant vers
zéro et tels que, sup,cyAn < 1.

Soient (e, )nen une base orthonormée de H, et T I'opérateur suivant,

T:H—H
Z (u,ep) e, — T(u) = Z An (U, €,) €n
n=1 n=1

On voit que ||T]|; < 1. En effet
2 2
ITullz = {Tu,en)l
n=1

2

n=1

<Z Ak (u, er) ex, en>

k=1

= Z |<)\k <U, ek> €k, en>‘2

n,k=1

= > ARl e lfensen)

n,k=1

=Y A [(u,en)f?
n=1

N 00
= Z)‘i |(u, en>’2+ Z )‘i |(u, en>’2

n=1 n=N+1
ainsi
N | & 0o
ITully <> I, en) + 1 D Hwen) <D [uen)” = flully
n=1 n=N+1 n=1
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On a par définition,

T
71 = s 170 Nl

On a aussi T =T* et (Tu,u) >0 Yu # 0.

En effet,

(Tu,v) = <Z An (U, e,) e, Z (v,ep)e

o0
k=1

—+00

— Z A (U, €,) (v, ex) (en, €x)

n,k=1

—+00

= > (uex) A (v, €0) (er, €0)

kn=1

= ||T|; < L

)

= <Z (u, €k> €L, Z )\n <U7 6n> 6n>

k=1

=(u,Tv) =T =T"
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(Tu,u) = <Z An (U, €,) €n, Z (u,eg) ek>

n=1 1

— Z An (U, e,) (u, ex) (en, ex)

n,k=1
) P “+o0
= Z An (u, €)= Z A (1, €)% + Z A (U, €)
n=1 n=1 n=p+1

p
> A (u,e0)® >0,
n=1

par le choix de p, qui est le premier entier tel que A\, > 0,

donc (T'w,u) >0  Yu#0.

On voit aussi que A, est une valeur propre pour tout n € N* et \,, — 0,
donc T n’est pas inversible.

Montrons le par I'absurde.

Supposons que T soit inversible alors, on a

Ten = e, = T 1 (Te,) =T (Anen)

— e, =\, T te,.

Comme on a, lim,_,, . A, = 0 on obtient lim,, ., e, =0
or, [le,]] =1 Vn € N, ce qui est absurde.

Ainsi T n’est pas inversible.
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Soit S = A+ T, alors S est un isomorphisme ( i. e. linéaire et bijectif).

On a, (Su,u) = (A4 T)u, u)
= (Au+ Tu,u)
= (Au,u) + (T'u, u)

= (Tu,u) >0, (car  (Au,u) =0)
— (Su,u) >0  Yu#0.
Posons a(u,v) = (Su,v).
Maintenant puisque a(u,v) = (Su,v) > 0 et H a les propriétés a droite
et a gauche de Lax-Milgram par rapport a a, peut-on dire que a est
coercive 7 la réponse est non.

Par ’absurde supposons que a soit coercive c’est a dire
30 >0;  alu,u) >0l Vu e H.
Or,

+oo
alu,u) = (Su,u) = (Tu,u) = 3 A (1, €0)7.
n=1
Pour u = e, on a,

+00
alen, e,) = Z A (€n, ek,)2 = A\,
k=1

Quand n — 400; A, — 0, et a(e,,e,) — 0.

Mais a(en, en) > 0 ||en]l Vn e N,

on passe a la limite, on obtient 0 > § ce qui est faux donc a n’est pas

coercive.
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Remarques

(a)

Puisque A est inversible, [|[A7!||,; = 1 et comme [|T||,; < 1, alors S est

inversible.

on a, S =A+T"=A+T. S+ S =A+ A" 42T = 2T,

comme A+ A* =0 (car A* = —A), alors S + S* n’est pas inversible

car 1" n’est pas inversible.

L’espace H possede la propriété de Lax-Milgram par rapport a b ou

(Su,v) + (Sv,u)  (Su,v) + (S*u,v)
2 B 2
si et seulement si S+ S* est un isomorphisme.

b(u,v) =

En général, un espace de Banach possede la propriété de Lax-Milgram
par rapport a b si et seulement si A + B est un isomorphisme

de V dans V'(A, B définies par Au(v) = a(v,u) et Bu(v) = a(u,v)).
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3.4 Applications

Application 1
Soit le probleme
VF e Wo'(Q) , FueW,”(Q) tel que,
(Vu, V) + (eu, 0) = (Fg) Yo € Wo'(9), %+§
alu, ) = (Vu, V) + (e g}, w€WgP(Q), ¢ € We(Q)
i) Continuité : 3IM > 0, tel que,

=1

la(u, 9)] < M [[ullygpoq lellwpom) Vo€ WoP(Q), Vo € Wo(Q)

ii) Inégalité variationnelle :

alu, Y
e I

, Yu e WyP(Q)
PEW () ||()0||W01’Q(Q)

= VF ¢ Wol’q(Q) = V[/'O*MD(Q)/7 Jlu e Wol’p(Q); a(u7 (p) - <F7 90> , VQD c Wol’q<Q)

Application 2

Avant d’énoncer le probleme, rappelons une autre version du :
Théoréme de Lax-Milgram [3]

Soient X un espace de Banach réflexif, Y un espace de Banach,
(Xn)nen une famille de sous espaces fermés de X, et (Y,)nen une
famille de sous espaces fermés de'Y, et soit V =, o Ya-
Supposons que [’application,

A: X xV —R (3.12)

est telle que,
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1) A, = A|x,xv, est une forme bilinéaire bornée, pour tout n € N,
2) A(.,v) est une fonctionnelle linéaire bornée sur X, pour tout v € V,
3) A, est non-dégénérée par rapport a la seconde variable, pour tout n € N,

4) il eziste ¢ > 0 tel que pour tout n € N,

sup  [Ay(z,y)| 2 cllzf|, Ve X,
YEYn,[lyll=1
Alors, pour chaque fonctionnelle linéaire bornée v* sur V', il existe v € X

tel que
Az, v) = (v*,v), Yo e V.

Probleme.

Soit a € C*(]0, 1[) une fonction décroissante avec lim; o a(t) = oo
et a(t) >0, vt €]0,1] .

Nous établirons I'existence d'une solution pour le probleme Cauchy

suivant :
u'(t) +a(t)u(t) = f(t)  pp. t€]0,1]
(3.13)

ou f € L*(]0,1]).

Soit X = {u e H'(]0,1[)/ w(0) =0} doté de lanorme |uly = fo /()] dt)z,
qui est équivalente & la norme de Sobolev, et Y = L(]0, 1]).

Etant un sous espace fermé de H*(]0, 1[), X est un espace de Banach réflexif.
Soit (v, )nen une suite décroissante dans |0, 1] avec lim,,_, o ay, = 0.

Définissons,

X, ={ue H (Jan, 1))/ u(ay) =0}, Y, = L*(Jan, 1]) (3.14)
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On peut considérer X,, et Y,, comme des sous-espaces fermés de X et Y,
respectivement, en prolongeant leurs éléments par zéro a l'extérieur |a,, 1[.
Posons V = |12 V,,.
Soit A : X x V — R une application bilinéaire définie par
1 1

A(u,v) = /0 o' ()v(t)dt + /0 a(t)u(t)v(t)dt (3.15)
A est bien définie et A(.,v) est une forme linéaire bornée sur X pour tout
velV.
Soit A, = A|x,xv,- An est une forme bilinéaire bornée puisque

[An(u, 0)| < (14 M) [Jullx, [[v]ly, (3.16)

ou M, est la borne supérieure de a sur |ay,, 1].

En effet,

| An(u, v)| =

/a 1 u'(t)u(t)dt + / 1 a(t)u(t)v(t)dt'

Qn

<

/O(1 u/(t)v(t)dt‘ + /{l1 a(t)u(t)v(t)dt‘

1 1
< / W (£)u(8)] dt + / la(t)u(t)o(t)) dt
< Jolle ell o + M el ol e (Inéglité de Holder)
< lullx, lolly, + M llully, o]y,

< (L4 M) Jlullx, lolly, — dou (3.16)
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Pour montrer que A,, est non-dégénérée, soit v € Y,, et supposons que

Ap(u,v) =0, Yu € X,, cest-a-dire,
1
/(w@y+ammww@mﬁzq Vu € X, (3.17)
Il est facile de voir que ce qui précede implique que,

1
/‘w@mwﬁ_o (3.18)
pour toute fonction continue w, et donc v = 0. Nous montrons que,

sup  [An(u,v)| > [Jully, (3.19)
o]|l=1veY;

On définit T,, : X,, — Y, par (Tu,v) = A,(u,v). T, est un opérateur

linéaire continu bien défini et T,u = u’' + a(t)u. Par conséquent,
1
Tl = [ [/ () + a(t)u(t)]” dt
1

:/umWﬁ+/@mmmWa+/a@m@wﬁ

1 1
2 2 2 2 2
= [ WP+ [ (@0 - o) O e+ () = fulf,
puisque u(a,) = 0, a est décroissante et a(t) > 0 pour tout t €]0, 1].
Toutes les hypotheses du théoreme ci-dessus sont donc satisfaites et donc

si € V' est défini par F(v) = fol f@v(t)dt, alors il existe u € X

tel que
A(u,v) = F(v), Yo e V. (3.20)

C.a.d que le probleme (3.13) admet une solution u € X.
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Résumé

Dans ce mémoire de fin d’études nous avons analysé le théoreme
de Lax-Milgram, connu souvent dans les espaces Hilbert, cette fois-
ci dans un cadre plus général, a savoir dans les espaces de Banach
ol nous avons traité la question de savoir dans quelle mesure les
propriétés de symétrie et coercivité d’une certaine forme bilinéaire a
est nécessaire pour la validité du théoreme de Lax-Milgram dans les
espaces de Banach qui ne sont munis d’aucun produit scalaire.

Mots clés : Espaces de Banach, espaces de Hilbert, théoreme de
Lax-Milgram, théoreme de représentation de Riesz, théoreme des
projections, théoreme de Hahn-Banach, théoreme d’application ou-
verte, isomorphisme, dual et bidual, produit scalaire, forme linéaire,
forme bilinéaire symétrique coercive et continue.

Abstract

In this dissertation of end of studies we have analyzed the Lax-
Milgram theorem, often known in the Hilbert spaces, this time in
a more general framework, namely in Banach spaces where we have
treated the question of how far the properties of symmetry and coer-
civity of a certain bilinear form a are necessary for the validity of the
Lax-Milgram theorem in Banach spaces which are not provided with
any scalar product.

Keywords :

Banach spaces, Hilbert spaces, Lax-Milgram theorem, Riesz
representation theorem, Hahn-Banach’s theorem, open application
theorem, dual and bidual, isomorphism, inner product, continuous
linear form, symmetric coercive and continuous bilinear form.
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